










Curvas em coordenadas polares

Exerćıcio 4

Encontre uma equação polar para as curvas dadas pelas seguintes equa-

ções cartesianas:

(a) x2 + y2 = 2; (b) x2 + (y − 4)2 = 16;

(c) (x− 1)2 + (y − 1)2 = 2; (d) x = −3;

(e) x+ y = 1 .

Exerćıcio 5

Faça um esboço das curvas dadas pelas seguintes equações polares:

(a) r = 2, −π ≤ θ ≤ π;

(b) r = 3 sen θ, 0 ≤ θ ≤ π;

(c) r = sec θ, π/3 ≤ θ ≤ π/3;

(d) r =
3

cos θ + 2 sen θ
, 0 ≤ θ ≤ π/2;

(e) r = 3− 3 sen θ, θ ∈ [0, 2π] (cardióide);

(f) r = 3 sen 3θ, θ ∈ [0, 2π] (rosácea de três pétalas);

(g) r = 5− 4 sen θ, θ ∈ [0, 2π] (limaçon);

(h) r = 4 + 7 cos θ, θ ∈ [0, 2π] (limaçon).
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Aula 33 – Limite e continuidade

Objetivo

• Aprender a definição de limite de uma função real, de uma variável real,

na versão com épsilon e delta, e estendê-la para uma função vetorial de

uma variável real.

• Conhecer a noção de continuidade de funções vetoriais.

Introdução
Épsilon e delta são os nomes

de duas letras gregas, ε e δ,

respectivamente.

No curso de Cálculo I você aprendeu uma definição de limite de uma

função real de uma variável real em termos de sequências de números. Agora

você aprenderá uma outra definição desse conceito, que é equivalente à que

você conhece, e que chamaremos de definição com épsilon e delta.

Essa definição evita a introdução da noção de sequência e, além do

mais, ela será generalizada para o caso das funções vetoriais, objeto de nosso

estudo atual, e das funções de várias variáveis, que passaremos a estudar em

breve.
Veja a nota sobre

Weierstrass na Aula 28.A definição de limite com épsilon e delta foi estabelecida por Karl

Weierstrass e é uma pérola da Matemática.

Veja, o nosso objetivo é estabelecer, rigorosamente, o que queremos

dizer quando escrevemos

lim
x→a

f(x) = L.

Você poderia responder: isso significa que, quando a variável x assume

valores bem próximos de a, a variável dependente y = f(x) assume valores

bem próximos de L. Muito bem! É isso mesmo. A questão está no rigor.

Ou seja, qual é o significado de ‘x assume valores bem próximos de a’? Essa

frase tem valor pois nos ajuda a entender, a dar um sentido para a nossa

fórmula. No entanto, do ponto de vista matemático, falta-lhe, exatamente,

o rigor. E como você já sabe, o rigor é fundamental na Matemática. Para

provar teoremas, chegar a conclusões definitivas, precisamos mais do que a

frase oferece.

Vamos adotar um procedimento direto: primeiro apresentamos a de-

finição e depois faremos uma discussão de seus termos, até aproximá-la da

noção intuitiva de limite que você já tem.
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Definição de limite

Vamos supor que A ⊂ lR é uma união de intervalos quaisquer e que

a ∈ A ou a é um dos extremos de algum desses intervalos.

Por exemplo, A = (−2, 0) ∪ (0, 3) e a = 0; A = (−1, 1) e a = 1;

A = (−1, 3] e a = 2.

Definição 33.1:

Seja f : A −→ lR uma função. Dizemos que

lim
x→a

f(x) = L

se, e somente se, para cada ε > 0, existe δ > 0 tal que, se x ∈ A e

0 < |x− a| < δ, então |f(x)− L| < ε.

Usando a simbologia matemática, temos

lim
x→a

f(x) = L ⇐⇒ ∀ ε > 0, ∃ δ > 0,

tal que

x ∈ A e 0 < |x− a| < δ =⇒ |f(x)− L| < ε.

Essa é, provavelmente, a definição mais dif́ıcil de apresentar aos alunos

dos cursos de Cálculo. Repare bem: quando escrevemos

lim
x→−1

x3 + 1

x+ 1
= 3,

na verdade, estamos dizendo

∀ ε > 0, ∃ δ > 0 tal que 0 < |x+ 1| < δ =⇒
∣∣∣x

3 + 1

x+ 1
− 3
∣∣∣ < ε.

Vamos agora mostrar que essa simbologia toda nos diz que, para valores

de x próximos de −1, os valores f(x) = x3+1
x+1

estão próximos de 3.

Para desvendarmos esse segredo devemos avançar passo a passo. O

primeiro deles consiste em entender como a noção ‘próximo de’, ‘tende a’

está estabelecida na definição. A chave para isso é a noção de distância, dada

pela função módulo ou valor absoluto.

A distância entre x e a é igual a |x − a|. Assim, quando dizemos

|x − a| < δ, queremos dizer que a distância entre x e a é menor do que δ,

um certo valor positivo.

Por exemplo, a inequação

|x− 3| < 2

determina os pontos da reta que estão a uma distância menor do que duas

unidades do ponto 3. Esses pontos formam o intervalo aberto (1, 5).
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Em geral, a inequação |x− a| < δ caracteriza o intervalo aberto

(a− δ, a+ δ).

Usaremos a expressão x está δ-próximo de a para dizer que x pertence

a esse intervalo.

Analogamente, |f(x) − L| < ε significa que f(x) ∈ (L − ε, L + ε) e

diremos que f(x) está ε-próximo de L.

Note que na definição usamos a frase

0 < |x− a| < δ.

A condição 0 < |x− a| nos garante que x 6= a pois, x = a se, e somente

se, |x − a| = 0. Isso é muito conveniente, uma vez que assim excluimos o

ponto a da análise. Logo, a pode pertencer ou não ao domı́nio A da função.

Portanto, a frase

0 < |x− a| < δ =⇒ |f(x)− L| < ε

pode ser lida da seguinte maneira: se x está δ-próximo de a e é diferente de

a, então f(x) está ε-próximo de L.

Veja como isso fica numa figura:

L

L+ ε

L− ε

a− δ a a+ δ

Agora você deve ter notado como a definição tem o sentido que espe-

ramos. Ela trata de distâncias. Mas ainda falta, algo muito importante. A

frase completa começa com ‘∀ε > 0, ∃ δ > 0 tal que . . . ’ Isto é, ‘para cada

ε > 0, existe um δ > 0 (que depende de ε) tal que . . . ’

Aqui usamos dois quantificadores: o quantificador universal, usado no

épsilon e o quantificador existencial, usado nos delta. Esses quantificadores

animam a definição. Isto é, para cada ε > 0 devemos arranjar um δ > 0 tal

que, para todos os valores de x que estão δ-próximos de a, porém diferentes

de a, os valores correspondentes f(x) estão ε-próximos de L.
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Veja, não é suficiente arranjar um valor para δ, digamos δ = 0, 0001,

que torne a frase ‘0 < |x− a| < δ =⇒ |f(x)− L| < ε ’ verdadeira para

um certo valor de ε, digamos ε = 0, 0003. Precisamos seguir determinando

valores de δ correspondentes a valores de ε ainda menores. Pelo menos aqui

temos uma boa not́ıcia. Apesar do quantificador universal que usamos com

ε, na verdade, basta que nos preocupemos com os valores pequenos de ε. Isso

por que, se encontramos um valor de δ que funcione para um certo valor de

ε, digamos ε = 1, esse mesmo valor de δ também serve para todos os valores

de ε maiores do que 1.

Em termos mais simples, para que lim
x→a

f(x) seja L, não basta que a

frase

0 < |x− a| < δ =⇒ |f(x)− L| < ε

seja verdadeira para alguns valores de ε. Ela deve ser verdadeira para todos

os valores de ε, especialmente os bem pequenos.

Em termos gráficos, o desenho apresentado na figura anterior deve ser

como um quadro de uma animação. Essa animação deveria prosseguir com

o mesmo aspecto se a faixa L− ε < y < L+ ε se tornasse tão estreita quanto

quisermos.

L

a

L

a

L

a

Veja como isso funciona num exemplo.

Exemplo 33.1

Vamos usar a definição de limites que acabamos de apresentar para mostrar

que a afirmação

lim
x→1

2x2 − 2

x− 1
= 4

é verdadeira.

A grande dificuldade que, geralmente, os alunos têm ao lidar inicial-

mente com a definição que apresentamos é a seguinte: como descobrir os

valores de δ, em função dos valores de ε que tornem a frase verdadeira?

Bem, o segredo é o seguinte: em geral, fazemos certas contas de antemão,

num rascunho, para depois apresentar o resultado, que então surge como
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que tirado de uma cartola. Mas hoje é o seu dia de sorte! Você não preci-

sará preocupar-se com esse tipo de coisa, ainda. Isso é assunto do curso de

Análise. Tudo a seu tempo.

Vamos começar com o nosso exemplo observando que o domı́nio da

função f(x) = 2x2−2
x−1

é o conjunto A = lR − {1} = (−∞, 1) ∪ (1,∞).

Vamos lá! Lembre-se: para cada ε > 0 devemos arranjar um δ tal que

0 < |x− 1| < δ =⇒ |f(x)− 4| < ε

Surpresa! Para cada ε > 0, tome δ = ε
2
.

Veja, se x 6= 1, então

|f(x)− 4| =

∣∣∣∣∣
2x2 − 2

x− 1
− 4

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
2(x− 1)(x+ 1)

x− 1
− 4

∣∣∣∣∣ =

= |2x+ 2− 4| = |2x− 2| = 2|x− 1|.

Isto é, se 0 < |x− 1|, então |f(x)− 4| = 2|x− 1|.
Portanto, se 0 < |x− 1| < δ =

ε

2
, então

|f(x)− 4| = 2|x− 1| < 2
ε

2
= ε.

Logo, para cada ε > 0, se 0 < |x− 1| < ε

2
então |f(x) = 4| < ε. Isso é,

lim
x→1

f(x) = 4.

Exemplo 33.2

Vamos usar ε e δ para mostrar que lim
x→2

x2 = 4.

Queremos mostrar que se x toma valores próximos de 2 então x2 toma

valores próximos de 4. Isso é claro, do ponto de vista do senso comum mas,

em Matemática, precisamos de provas. Muito bem, queremos mostrar que se

0 < |x− 2| é um valor próximo de zero, então |x2− 4| também está próximo

de zero. Observe que

|x2 − 4| = |x− 2| |x+ 2|.

Nosso problema está em ‘controlar’ o fator |x+ 2|.
Observe: se os valores que escolhermos para δ não forem maiores do

que 1, teremos a garantia que 0 < |x−2| < 1. Isto é, x 6= 2 e −1 < x−2 < 1.

Essa desigualdade é equivalente à 1 < x < 3, que por sua vez é equivalente a

3 < x+ 2 < 5.
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Resumindo, se escolhermos valores para δ menores ou iguais a 1, tere-

mos |x+ 2| < 5.

Ótimo!

Estamos prontos para mostrar, com epsilon e delta, que lim
x→2

x2 = 4.

Para cada ε > 0 tome δ = min{1, ε/5}. Isto é, δ é o menor entre os

números 1 e ε/5. Dessa forma garantimos que δ é menor ou igual a 1 e, com

isso, garantimos que |x+ 2| ≤ 5.

Então, se 0 < |x− 2| < δ, temos

|f(x)− 4| = |x2 − 4| = |x− 2| |x+ 2| < δ · 5 ≤ ε

5
· 5 = ε.

Vamos agora analisar um exemplo onde não há limite. Na verdade,

usaremos a definição para constatar que um ‘bom candidato a limite’ não

satisfaz a definição.

Exemplo 33.3

Vamos mostrar que se f : lR −→ lR é a função dada por

f(x) =

{
x+ 1 se x ≥ 1,

x se x < 1,

então, apesar de f(1) = 2, o limite de f(x) quando x tende a 1 não é 2.

Antes de mais nada, veja o que devemos fazer. Para provar que o limite

de f(x) quando x tende a 1 não é 2, devemos negar a definição de limite:

∀ ε > 0, ∃ δ > 0, tal que

0 < |x− 1| < δ =⇒ |f(x)− 2| < ε.

Lembre-se das aulas de lógica: a negação inverte os quantificadores.

Portanto, devemos mostrar que

∃ ε > 0, tal que ∀ δ > 0 existe algum valor de x com

0 < |x− 1| < δ e |f(x)− 2| ≥ ε.
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O gráfico de f numa vizinhança de 1 nos ajudará nessa tarefa. Aqui

está:

1

2

1

Veja que podemos tomar valores para x tão próximos de 1 o quanto

quisermos, mas cujas imagens estarão a uma distância maior do que 1 do

candidato a limite 2. Para isso basta tomar valores de x à esquerda de 1.

Logo, o nosso candidato ao valor de ε que não satisfará a definição é 1.

Realmente, para ε = 1
2

e um δ > 0 qualquer, escolha um x0 tal que

1− δ < x0 < 1 e 1/2 < x0 < 1.

A primeira condição garante que

0 < |x0 − 1| < δ

e, como x0 ∈ (1/2, 1), f(x0) = x0.

Ora, se x0 se encontra à esquerda de 1, sua distância até 2 é maior do

que 1:

|f(x0)− 2| = |x0 − 2| ≥ 1

2
.

Realmente, provar que um certo limite é um dado número ou que um

certo valor não é o limite, usando diretamente a definição é trabalhoso. Na

verdade, nós só fazemos isso em ocasiões especiais. A prática é a seguinte:

usamos a definição para provar as muitas propriedades dos limites e usamos

as propriedades de limites para calculá-los

Para dar uma idéia de como a definição funciona na prova das propri-

edades de limites, vamos provar o seguinte teorema.
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Teorema 33.1:

Sejam f e g funções definidas numa vizinhança V de a, mas não neces-

sariamente em a, tais que

(a) lim
x→a

f(x) = 0

(b) ∃M > 0 tal que |g(x)| < M , para todo x ∈ V , x 6= a.

Então,

lim
x→a

f(x) · g(x) = 0.

Você pode considerar V

como um intervalo aberto

(x0, x1) contendo a.

Isto é, se o limite da função f é zero e a função g é limitada, o limite

do produto das duas funções também é zero.

Prova:

Como lim f(x) = 0, sabemos que para cada ε > 0, existe δ > 0 tal que,

se x ∈ V e

0 < |x− a| < δ, então |f(x)| < ε. (I)

Veja, estamos usando ε′ e δ′

para enfatizar que esses

valores dizem respeito à

função f(x)g(x), enquanto

que ε e δ dizem respeito à

função f(x). Isso é um

detalhe importante.

Queremos mostrar que lim
x→a

f(x) · g(x) = 0. Isto é, para cada ε′ > 0,

existe δ′ > 0 tal que, se x ∈ V e

0 < |x− a| < δ′, então |f(x) · g(x)| < ε′.

Muito bem, dado ε′ > 0, fazemos ε = ε′
M

e escolhemos para δ′ o mesmo

δ que corresponde ao ε e torna a afirmação (I) verdadeira: δ ′ = δ. Assim,

se x ∈ V e 0 < |x− a| < δ′ = δ, então

|f(x) · g(x)| ≤ |f(x) ·M | < εM =
ε′

M
·M = ε′.

Ou seja, para cada ε′ arranjamos um δ′ tal que

0 < |x− a| < δ′ =⇒ |f(x) · g(x)| < ε′.

Portanto, provamos que lim
x→a

f(x) · g(x) = 0.

�
Esse teorema é uma poderosa ferramenta de cálculo de limites. Veja,

no próximo exemplo, como ela funciona.
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Exemplo 33.4

Vamos calcular o

lim
x→0

x2 cos
1

x
.

Note que a função f(x) = x2 cos 1
x

não está definida no ponto x = 0.

Além disso, o limite de h(x) = cos 1
x
, quando x tende a zero, não está

definido. Veja o seu gráfico na figura a seguir.

1

-1

Este limite não existe pois a função se ‘acumula’ em todo o intervalo

[−1, 1] do eixo Oy.

No entanto, lim
x→0

x2 = 0, e portanto,

lim
x→0

x2 cos
1

x
= 0.

Veja o gráfico da função f(x) = x2 cos 1
x
, numa pequena vizinhança da

origem:

Continuidade

O conceito mais diretamente ligado ao limite é a continuidade. Veja

como a definição de limites que acabamos de apresentar se reflete na definição

de continuidade.

Seja A ⊂ lR uma união de intervalos e f : A −→ lR uma função. Você

aprendeu, no curso de Cálculo I, que a função f é cont́ınua em a ∈ A se, e

somente se,

lim
x→a

f(x) = f(a).
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Muito bem, com a definição de limites que você acabou de ver, isso

significa o seguinte.

A função f é cont́ınua em a ∈ A se, e somente se, para cada ε > 0,

existe δ > 0 tal que, se x ∈ A e

0 < |x− a| < δ então |f(x)− f(a)| < ε.

Isto é, f é cont́ınua em x = a se para valores de x próximos de a,

os valores correspondentes f(x) estão próximos de f(a). Essa é a nossa

noção geral de continuidade: pequenos acréscimos na variável independente

correspondem a pequenos acréscimos na variável dependente. A definição

com épsilon e delta dá rigor a essa idéia geral.

Agora estamos prontos para enunciar os correspondentes conceitos de

limite e continuidade de funções vetoriais de uma variável real.

Limites de funções vetoriais de uma variável

real

A diferença entre uma função vetorial e uma função real está no con-

tradomı́nio. Em vez de números obtemos vetores, elementos de lR n.

Para estabelecermos a definição de limites no caso dessas funções, basta

que tenhamos uma noção de distância em lR n. Ou seja, precisamos dizer qual

é a distância entre dois vetores, digamos v1 e v2.

Essa noção é dada pela norma da diferença, denotada por ||v2 − v1||.O śımbolo <,> representa o

produto interno ou produto

escalar. Por exemplo, se

v1 = (x1, y1) e v2 = (x2, y2),

o produto interno de v1 por

v2 é denotado por

< v1, v2 >∈ lR e definido por

< v1, v2 >= x1x2 + y1y2.

Produtos internos são

estudados em Álgebra Linear

e são muito usados na

Matemática. Nós voltaremos

a falar neles nesse curso.

Se v ∈ lR n é dado por v = (x1, x2, . . . , xn), então

||v|| =
√
< v, v > =

√
x2

1 + x2
2 + · · ·+ x2

n .

A norma faz em lR n o papel que o valor absoluto faz em lR , para

estabelecer a distância. Veja, se v1 = (x1, y1) e v2 = (x2, y2), em lR 2, por

exemplo, a distância entre v1 e v2 é dada por

||v1 − v2|| =
√

(x1 − x2)2 + (y1 − y2)2.

Isto é, a distância em lR n, estabelecida pela norma, corresponde à nossa

tradicional noção de distância.

Estamos prontos, finalmente, para enunciar a definição de limites de

funções vetoriais.

CEDERJ 194



Limite e continuidade
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Vamos supor que A ⊂ lR é uma união de intervalos quaisquer e que

a ∈ A ou a é um dos extremos de algum desses intervalos.

Definição 33.2:

Seja α : A −→ lR n uma função vetorial e L ∈ lR n um vetor. Dizemos

que

lim
t→a

α(t) = L

se, e somente se, para cada ε > 0, existe δ > 0 tal que, se t ∈ A e 0 <

|t− a| < δ, então ||α(t)− L|| < ε.

Se você comparar esta definição com a definição de limites, com ε e

δ das funções reais, verá que as diferenças são muito pequenas. O termos

|f(x)− L| < ε foi substituido por ||α(t)− L|| < ε e, enquanto o primeiro

L é um número, o segundo é um vetor.

Do ponto de vista prático, o limite de funções vetoriais é simples. Veja

o próximo teorema.

Teorema 33.2:

Seja α : A ⊂ lR −→ lR n uma função vetorial, onde A é uma união de

intervalos. Seja a ∈ A ou a é um dos extremos dos extremos dos intervalos

que formam A. Então

lim
t→a

α(t) = L⇐⇒ lim
t→a

αi(t) = Li

para cada uma das funções coordenadas αi, onde Li é a i-ésima coordenada

do vetor L = (L1, L2, . . . , Ln).

Este teorema nos diz que, para estudar o limite das funções vetoriais,

basta estudar, um a um, os limites das funções coordenadas.

Exemplo 33.5

Vamos calcular lim
t→1

α(t), onde

α(t) =
(t3 − 1

t2 − 1
,
sen (t− 1)

t− 1
, ln t

)
.

Note que o domı́nio de α é a interseção dos domı́nios das funções coor-

denadas:

A =
(
(−∞, 1) ∪ (1,∞)

)
∩ (0,∞) =

= (0, 1) ∪ (1,∞).

Neste exemplo, A é uma união de dois intervalos e a = 1 /∈ A é extremo

de ambos.
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Basta calcularmos os limites das funções coordenadas:

(a) lim
t→1

t3 − 1

t2 − 1
= lim

t→1

3t2

2t
=

3

2
;

(b) lim
t→1

sen (t− 1)

t− 1
= 1;

(c) lim
t→1

ln t = 0.

Assim,

lim t→ 1 α(t) = (3/2, 1, 0).

Esse teorema também nos garante que, a função α : A ⊂ lR −→ lR n é

cont́ınua em a ∈ A se, e somente se, cada função coordenada

αi : A ⊂ lR −→ lR n for cont́ınua em a.

Apresentamos aqui a prova do teorema 2, por razões de completicidade.

No entanto, você já experienciou uma boa dose de ε e δ e é recomendável

que você a estude agora apenas no caso de ter uma boa folga na sua agenda.

Caso contrário, você pode usar o teorema para resolver os problemas e poderá

retomar a demonstração no devido tempo. No entanto, não deixe de estudá-

la, pelo menos em algum momento.

Prova do Teorema 33.2:

Por simplicidade, vamos demonstrar o teorema para o caso n = 2.

Isto é, vamos supor que a função α tenha apenas duas funções coordenadas

(α1, α2). Então, L = (L1, L2).

Queremos mostrar que

lim
t→a

α(t) ⇐⇒





lim
t→a

α1(t) = L1

e

lim
t→a

α2(t) = L2

Primeiro, vamos mostrar que se a função vetorial tem limite L, então

cada uma das funções coordenadas tem limite Li, a correspondente coorde-

nada do vetor limite L.

Sabemos que, para cada ε > 0, existe um δ > 0 tal que, se t ∈ A e

0 < |t− a| < δ =⇒ ||α(t)− L|| < ε. (I)

CEDERJ 196



Limite e continuidade
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Como |α1(t)−Li| ≤
√(

α1(t)− L1

)2
+
(
α2(t)− L2

)2
= ||α(t)−L||,

podemos usar o mesmo δ para ambas funções coordenadas. Ou seja, dado

ε > 0, tomemos δ > 0 tal que (I) seja verdadeiro e, portanto, se 0 < |t−a| < δ

e t ∈ A, então

|αi(t)− Li| ≤ ||α(t)− L|| < ε,

para ambos i = 1 e i = 2.

Agora devemos mostrar que, se cada uma das funções coordenadas tem

limite, então a função vetorial também tem limite.

Ou seja, sabemos que, se t é um valor próximo de a, cada uma das

coordenadas αi(t) estará ε-próximo de Li. Isto é, temos controle sobre os

catetos e queremos controlar a hipotenusa. Muito bem, aqui está o que está

faltando. Seja M a maior entre as distâncias |α1(t) − L1| ou |α2(t) − L2|.
Então,

||α(t)− L|| =

√(
α1(t)− L1

)2
+
(
α2(t)− L2

)2 ≤
√

2M2 =
√

2M.

Sabemos então que, dado ε > 0, existem δ1 > 0 e δ2 > 0 tais que, se

0 < |t− a| < δi e t ∈ A, então |αi(t)− Li| < ε√
2
, para i = 1 e i = 2. Muito

bem, agora estamos prontos para terminar a demonstração:

Dado ε > 0, escolha δ como o menor entre δ1 e δ2 > 0. Então, se

0 < |t − a| < δ e t ∈ A, então |αi(t) − Li| < ε√
2
, i = 1 ou i = 2. Assim,

M < ε√
2
. Portanto, ||α(t)− L|| ≤

√
2M <

√
2 ε√

2
= ε.

Comentário finais

Essa foi uma aula bastante at́ıpica. Você foi apresentado a um conteúdo

de Cálculo I e a quantidade de informação teórica é muito grande. No en-

tanto, este conteúdo é muito importante para os matemáticos e essa não de-

verá ser a única oportunidade em que você lidará com essas idéias. Portanto,

você não deve esperar um completo domı́nio do conteúdo numa primeira lei-

tura. A apresentação buscou ser a mais amigável posśıvel, sem deixar de

encarar as dificuldades. Não se espera que você seja capaz de desenvolver

argumentos como os que foram apresentados nos exemplos 33.1, 33.2 e 33.3.

Nem por isso deixe de lê-los atentamente. Eles o ajudarão a entender as

idéias expostas anteriormente.
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Do ponto de vista prático, você relembrou o teorema 1, que é uma boa

ferramenta de cálculo de limites, como você pode ver no exemplo 33.4, e

aprendeu a lidar com os limites e a continuidade de funções vetoriais de uma

variável real. Basta considerar a situação coordenada a coordenada, segundo

o enunciado do teorema 33.2 e exemplificado em 33.5.

Aqui estão alguns exemplos para você experimentar os seus progressos:

Exerćıcios

Exerćıcio 1

Use a noção de distância para resolver as seguintes equações e ine-

quações.

(a) |x− 3| = 5; (b) |x− 1| ≤ 1/2;

(c) 0 < |x− 2| < 4; (d) |x+ 3| > 2;

(e) 1 < |x+ 1| < 2; (f) ||(x, y)|| =
√

2;

(g) 0 < ||(x, y)− (1, 0)|| ≤ 2; (h) ||(x, y)− (2, 2)|| > 4;

(i) 1 < ||(x, y)− (2, 0)|| < 2; (k) ||(x, y, z)− (1, 0, 0)|| < 1.

Exerćıcio 2

Calcule os seguintes limites.

(a) lim
t→0

(t2 − 2

t+ 1
,

sen t

t

)
; (b) lim

t→+∞

( t

t2 + 1
,

2t− 3√
t2 + 4

)
;

(c) lim
t→
√

2

( t2 − 2

t−
√

2
,
e
√

2 − et
t3 − 2

√
2

)
; (d) lim

t→1

(t3 − 1

t2 − 1
,

t− 1
3
√
t− 1

,
tg π(t− 1)

t− 1

)
.

Exerćıcio 3

Calcule os valores de a e b tais que a função

α(t) =

{
(a t+ b, 4t− 3), se t ≥ 1

(2t+ 3, 2at2 − b), se t < 1

seja cont́ınua.

Exerćıcio 4

Sejam I, J ⊂ lR dois intervalos, f : I −→ J uma função cont́ınua em

a ∈ I, com f(a) = b ∈ J . Seja α : J −→ lR 3 uma função vetorial cont́ınua

em b ∈ J . Mostre que a função vetorial α ◦ f : I −→ lR 3 é cont́ınua em

a ∈ I.

Note que α ◦ f(t) = (α1 ◦ f(t), α2 ◦ f(t), α3 ◦ f(t)).
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Aula 34 – Derivadas de funções vetoriais

Objetivo

• Aprender o conceito de derivada de uma função vetorial, de uma variável

real, assim como a sua interpretação geométrica.

Introdução

f(x)

a

f(a)

x

O termo
f(x)−f(a)

x−a é

conhecido como o quociente

de Newton. Ele está definido

sempre que x 6= a e é a

inclinação da reta

determinada pelos pontos

(a, f(a)) e (x, f(x)). Esta

reta é ‘secante’ ao gráfico de

f .

A derivada de uma função f : I ⊂ R −→ R, em um ponto x = a ∈ I é

o limite do quociente de Newton

f ′(a) = lim
x→a

f(x)− f(a)

x− a
e a sua interpretação geométrica é a seguinte: o número f ′(a) é a inclinação,

o coeficiente angular, da reta tangente ao gráfico de f , no ponto (a, f(a)).

f(a)

a

y = f(a) + f ′(a)(x− a)

y = f(x)

Em particular, se a função s = s(t) descreve a posição de uma part́ıcula

em movimento sobre uma trajetória retiĺınea, a derivada de s em t0,

s′(t0) = lim
t→t0

s(t)− s(t0)

t− t0
,

é o limite, quando t tende a t0, das velocidades médias

vm =
s(t)− s(t0)

t− t0
.

Portanto, podemos dizer que s′(t0) é a velocidade da part́ıcula no pre-

ciso instante t0. Essa é, basicamente, a interpretação da derivada como uma

taxa de variação. Muito bem, queremos agora estender este conceito para as

funções vetoriais, de uma variável real.
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Derivada

Seja A ⊂ R uma união de intervalos abertos, α : A ⊂ R −→ Rn, uma

função vetorial, e seja a ∈ A.

Definição 34.1:

Dizemos que α tem derivada em t = a se o limite

lim
t→a

α(t)− α(a)

t− a
existe. Neste caso, ele será denotado por α′(a) ∈ Rn.

Lembre-se de que o limite anterior é um limite vetorial. Na verdade,

ele poderia ser escrito na forma

lim
t→a

1

t− a (α(t)− α(a))

pois, o termo t− a é um número e α(t)− α(a) é um vetor.

A notação
dα

dt
(a) = lim

t→a
α(t)− α(a)

t− a
também é usada.

Se α tem derivada em t = a, dizemos que α é diferenciável em a.

Se α tem derivada em todos os pontos de seu domı́nio, dizemos que α é

diferenciável em A ou, simplesmente, que α é diferenciável.

Quando isso ocorre, podemos definir α′ : A ⊂ R −→ Rn a função

derivada de α.

Em termos práticos, é muito fácil calcular a derivada dessas funções.

Veja por que:

Teorema 34.1:

Seja α(t) = (α1(t), α2(t), . . . , αn(t)) uma função vetorial definida em

A ⊂ R. A função α é diferenciável em a ∈ A se, e somente se, cada uma de

suas funções coordenadas αi(t) for diferenciável em t = a. Além disso,

α′(t) = (α′1(t), α′2(t), . . . , α′n(t)).

Prova do Teorema: A prova desse teorema é quase imediata, se lembrarmos

do teorema que descreve o limite das funções vetoriais, apresentado na aula

anterior.
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Realmente, a prova para n = 2 é a seguinte:

lim
t→a

α(t)− α(a)

t− a = lim
t→a

(α1(t)− α1(a)

t− a ,
α2(t)− α2(a)

t− a
)

=

=
(

lim
t→a

α1(t)− α1(a)

t− a , lim
t→a

α2(t)− α2(a)

t− a
)
.

Resumindo, derivamos coordenada a coordenada.

Exemplo 34.1

Vamos calcular a função derivada e a derivada em t = 1 da função

α(t) = (cos 2πt, e2t, t2 + 2t− 1).

Primeiro, calculamos a função derivada, usando as regras de derivação

aprendidas no Cálculo I.

α′(t) = (−2π sen 2πt, 2 e2t, 2t+ 2).

Agora, usando a função derivada, calculamos a derivada em t = 1:

α′(1) = (0, 2e2, 4).

Interpretação geométrica

Lembre-se que associamos a cada curva α(t), o seu traço, contido em

Rn. Muito bem, o vetor α(t)−α(a)
t−a = 1

t−a (α(t) − α(a)), é um multiplo de

(α(t)− α(a)). Portanto, eles são paralelos. Veja a figura a seguir.
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Quando a função α é diferenciável em t = a,

α′(a) = lim
t→a

α(t)− α(a)

t− a
pode ser interpretado como o um vetor tangente ao traço de α no ponto α(a).

a

b

Do ponto de vista da

Álgebra Linear, isto é fácil

de ver pois, os vetores (a, b)

e (−b, a) são ortogonais.

Isso pois, o produto interno

deles é nulo:

〈(a, b), (−b, a)〉 =

= −ab+ ba = 0.

Exemplo 34.2

Vamos mostrar que o vetor (−b, a) é tangente à circunferência do ćırculo de

raio 1, centrado na origem, no ponto P , de coordenadas (a, b).

Seja α(t) = (cos t, sen t) uma parametrização da circunferência do

tal ćırculo e seja t0 um número tal que α(t0) = (a, b).

Isto é, t0 é tal que {
a = cos t0

b = sen t0.

Mas então, α′(t) = (sen t, cos t) e α′(t0) = (sen t0, cos t0) = (−b, a),

que é tangente a curva.

Lembre-se: se o gráfico de

uma função apresenta tal

caracteŕıstica, ela não será

diferenciável. A função

f(x) = |x| é um exemplo.

Ela é cont́ınua mas não é

diferenciável em x = 0.

Exemplo 34.3

Mesmo quando a função α é diferenciável, o seu traço pode apresentar ‘qui-

nas’ ou ‘dobras’. Isso parece estranho, se levarmos em conta nossa experiência

com gráficos de funções reais, de uma variável real, estudadas no Cálculo I.

Vamos analisar o exemplo da cúspide

α(t) = (t3, t2),

que é diferenciável em toda a reta real R e cuja derivada é

α′(t) = (3t2, 2t).
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Veja a figura de seu traço.

Apesar de estranho, não há nada errado aqui. Devemos lembrar de que

a figura é o traço de uma curva e não é o seu gráfico. Portanto, traços de

curvas diferenciáveis podem apresentar, eventualmente, dobras ou quinas.

Esta na hora da famosa pergunta: o que ocorre com a interpretação

geométrica da derivada num caso como esse?

Lembre-se do que dissemos anteriormente: a derivada α′(t0) é o vetor

tangente ao traço da curva no ponto α(t0). Como podemos achar um vetor

tangente à curva α(t) = (t3, t2), no ponto (0, 0)? Isso é posśıvel se o

vetor for o vetor nulo. E isso realmente ocorre: como α′(t) = (3t2, 2t),

α′(0) = (0, 0).

Note que,

α′(t) = (0, 0) ⇐⇒
{

3t2 = 0

2t = 0
⇐⇒ t = 0.

Ou seja, (0, 0) é o único ponto do traço no qual o vetor ‘tangente ’ é o

vetor nulo.

Vamos estudar mais um exemplo onde esse fenômeno ocorre.

Ciclóide é uma curva

descrita por um ponto na

circunferência de um ćırculo

que gira sobre uma reta.

Você deve ter estudado este

tipo de curva, em detalhes,

no curso de Geometria

Anaĺıtica.

Estas curvas foram

estudadas por, entre outros,

Galileu Galilei, que teve sua

atenção despertada para elas

quando viu passar uma

carruagem com um lenço

amarrado em uma de suas

rodas.

Exemplo 34.4

Seja α(t) = (t− sen t, 1− cos t) uma ciclóide.

Aqui está o traço dessa ciclóide.

Vamos descobrir em quais pontos da curva ela toca o eixo Ox. Isto é,

vamos calcular os valores de t para os quais α′(t) = ~0.
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Primeiro, o cálculo da função derivada:

α′(t) = (1− cos t, sen t).

Para que α′(t) seja igual ao vetor nulo, as funções coordenadas de

α′(t) devem ser, simultaneamente, iguais a zero. Isso nos dá um sistema

de equações: {
1− cos t = 0

sen t = 0.

Este sistema não é dif́ıcil de ser resolvido pois cos t = 1 e sen t = 0 se,

e somente se, t é um múltiplo de 2π.

P

α)

A cada ponto P = (a, b) da

circunferência do ćırculo de

raio 1, centrado na origem,

corresponde uma famı́lia de

ângulos na forma θ + 2πk,

k ∈ Z, tais que

cos (θ + 2πk) = a e

sen (θ + 2πk) = b.

Isto é, α′(t) = ~0 se, e somente se, t = 2kπ, ∀k ∈ Z.

Assim, os pontos α(2kπ) = (2kπ, 0) são aqueles onde a derivada é

igual ao vetor nulo. Estes são os pontos onde o traço da função toca o eixo

Ox, de maneira análoga à cúspide, quando esta toca o eixo Ox, a origem.

||α′(t)||2 = α′1(t)2+α′2(t)2 =

(1− cos , t)2 + sen2 t =

1−2 cos , t+cos2 t+sen2 t =

2− 2 cos , t.

Vamos agora, considerar a função

f(t) = ||α′(t)||2 = 2− 2 cos t.

Veja o gráfico de f , uma função de peŕıodo 2π:

Essa função assume seu valor mı́nimo 0 nos pontos onde t = 2kπ,

k ∈ Z, que são, exatamente, os pontos onde a derivada de α é o vetor nulo.

Em contrapartida, f assume o seu valor máximo 4 nos pontos onde

t = (2k + 1)π, k ∈ Z, os múltiplos ı́mpares de π.
Ao considerarmos a

interpretação f́ısica, onde

α(t) descreve o movimento

de uma part́ıcula ao longo

do traço da curva, então

α′(t) é a velocidade da

part́ıcula, que é tangente à

essa trajetória.

Estes pontos são aqueles onde a derivada α′(t) atinge seu comprimento

máximo. Se considerarmos que α esteja descrevendo o movimento de uma

part́ıcula, percorrendo a curva, tendo a sua posição determinada por α(t),

no instante t, a derivada α′(t) é a velocidade (vetorial) dessa part́ıcula, nesse

mesmo instante. Nossos cálculos indicam que nos instante t = 2kπ a particula

teria velocidade nula. Essa seria a única forma da part́ıcula passar, diferen-

cialvelmente, por cada uma dessas dobras. Isso é, fazendo nesses pontos uma

completa parada. Além disso, nos instantes t = (2k + 1)π, essa velocidade

assume o seu comprimento máximo. Esses pontos ocorrem no ponto mais

alto de cada arco da ciclóide, onde a velocidade é um vetor paralelo ao eixo

Ox.
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Retas tangentes

Na aula 31 você aprendeu a determinar uma equação paramétrica da

reta r que contém o ponto A e é paralela ao vetor ~v 6= ~0. Ela é dada por

r(t) = t~v + A.

Vamos usar essa fórmula para determinar equações paramétricas de

retas tangentes aos traços de curvas.

A r

−→v

//

//

Seja α : A −→ Rn uma função diferenciável em t = a e tal que

α′(a) 6= ~0.

Uma equação paramétrica da reta tangente a α, no ponto α(a) é

r(t) = t α′(a) + α(a).

Veja como isso funciona.

Exemplo 34.5

Vamos calcular uma equação paramétrica da reta tangente à helicóide

α(t) = (cos 2πt, sen 2πt, t),

no ponto α(1/4).

Primeiro calculamos a função derivada de α:

α′(t) = (− 2π sen 2πt, 2π cos 2πt, 1).

Agora, vamos calcular os vetores α(1/4) e α′(1/4).

α
(1

4

)
=
(

0, 1,
1

4

)

α′
(1

4

)
= (− 2π, 0, 1).

A equação paramétrica correspondentes a esses vetores fica

r(t) = α
(1

4

)
+ tα′

(1

4

)

r(t) =
(

0, 1,
1

4

)
+ t (− 2π, 0, 1)

r(t) =
(
− 2π, 1, t+

1

4

)
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Exemplo 34.6

Vamos calcular as equações para as retas tangentes ao traço da curva

α(t) = (t3 − t, t2)

nos pontos de interseção com os eixos.

A primeira etapa do trabalho consiste em determinar esses pontos. Isso

ocorre quando alguma das coordenadas de α(t) é igual a zero.

Se x = 0, temos a interseção com o eixo Oy.

x = 0 ⇐⇒ t3 − t = t(t2 − 1) = 0.

Portanto, a curva intersepta o eixo Oy nos pontos (0, 0) e (0, 1), quando

t = 0, 1 e −1. Em particular, observamos que α(1) = α(−1).

Se y = 0, temos a interseção com o eixo Ox.

y = 0 ⇐⇒ t2 = 0

e, portanto, a curva intersepta o eixo Ox na origem.

Nosso problema consiste em calcular equações de retas tangentes à

curva em α(1) = α(−1) e α(0), quando t = −1, 0 e 1.

A derivada de α é α′(t) = (3t2 − 1, 2t). Consequentemente,

α′(−1) = (2,−2), α′(0) = (−1, 0) e α′(1) = (2, 2).

As equações das retas serão dadas pela fórmula

r(t) = (x(t), y(t)) = α(a) + t α′(a).

a = −1 r(t) = (0, 1) + t (2,−2) = (2t, 1− 2t);

a = 0 r(t) = (0, 0) + t (−1, 0) = (−t, 0);

a = 1 r(t) = (0, 1) + t (2, 2) = (2t, 1 + 2t).

Lembre-se de que quando n = 2, podemos achar equações cartesiantas

para a reta, eliminando o parâmetro t. Veja:

{
x = 2t

y = 1− 2t
=⇒ y = 1− x;

{
x = −t
y = 0

=⇒ y = 0 (eixo Ox);

{
x = 2t

y = 1 + 2t
=⇒ y = 1 + x.
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Aqui está o desenho da curva e de suas tangentes:

1

Retas tangentes a curvas dadas em coordenadas polares

Considere o seguinte problema: uma certa curva é dada em coordenadas

polares, pela equação

r = f(θ)

onde f(θ) é uma função diferenciável. Como calcular uma equação da reta

tangente à curva no ponto determinado por θ = a?

Veja como podemos resolver o problema. Podmos obter um parame-

trização da curva, em temos das coordenadas cartesiana, fazendo
{
x(θ) = r(θ) cos θ

y(θ) = r(θ) sen θ

Portanto, tudo o que precisamos fazer é calcular a equação da reta

tangente à curva

α(θ) = (r(θ) cos θ, r(θ) sen(θ)).

Exemplo 34.7

Vamos calcular a equação da reta tangente à limaçon r = 1 + 2 cos(θ), no

ponto onde α(π/3).

Para isso, consideramos

α(t) = ((1 + 2 cos θ) cos θ, (1 + 2 cos θ) sen θ)

e calculamos α(π/3) e α′(π/3).

α(θ) = ((1 + 2 cos θ) cos θ, (1 + 2 cos θ) sen θ)

α
(π

3

)
=
((

1 + 2
1

2

) 1

2
,
(

1 + 2
1

2

) √3

2

)
= (1,

√
3).
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α′(θ) = (−2 sen θ cos θ − (1+2 cos θ) sen θ,−2 sen2 θ + (1+2 cos θ) cos θ)

α′
(π

3

)
=

(
− 2

√
3

2

1

2
−
(

1 + 2
1

2

) √3

2
,−2

√
3

2
+
(

1 + 2
1

2

) 1

2

)
=

=
(
− 3

√
3

2
, − 1

2

)
.

Ou seja, a reta que queremos contém o ponto (1,
√

3) e é paralela ao

vetor
(
− 3

√
3

2
, − 1

2

)
.

Uma equação paramétrica é dada por




x(t) = 1− 3
√

3

2
t

y(t) =
√

3− t

2
.

Podemos achar uma equação cartesiana dessa reta, eliminando t. Por

exemplo, podemos reescrever a segunda equação como t = 2 (
√

3 − y) e

substitúı-la na primeira, obtendo

y =

√
3

9
(x+ 8).

Veja a figura da curva e da reta tangente.

   –1

    1

    2

   –1     1     3

Comentários finais

Nesta aula você aprendeu a calcular a derivada de funções vetoriais e

como usá-la para determinar retas tangentes à curvas. Do ponto de vista

prático, os exerćıcios não são muito dif́ıceis pois, essencialmente derivamos

coordenada a coordenada. A parte mais complicada é, realmente, traçar as

curvas à partir das equações. Mas essa parte foge do escopo de nosso curso.

Além disso, você já deve ter acumulado alguma experiência com as aulas

sobre curvas que já vimos, bem como aquelas vistas, ou a serem vistas, na

Geometria Anaĺıtica.

Agora é hora de você praticar o que aprendeu.
CEDERJ 208



Derivadas de funções vetoriais
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Exerćıcios

Exerćıcio 1

Calcule as funções derivadas das seguintes funções.

(a) α(t) = (t2 + 2, t3 − 3t);

(b) β(t) = (t cos 2t, 6 sen 3t);

(c) γ(t) = (sinh t, cosh t, t2).

Exerćıcio 2

Determine os potos onde a derivada da curva dada é igual ao vetor

nulo.

(a) α(t) = (2x3 + 3x2 − 12x, x3 − 3x);

(b) β(t) = (3 cos t + cos 3t, 3 sen 3t − sen 3t);

(c) γ(t) = (t ln t2 − 2t, 2t3 − 9t2 + 12t).

Dica: você pode resolver uma equação transcendental, como

cos t = cos 3t, esboçando os gráficos y = cos t e y = cos 3t sobrepostos, des-

cobrindo assim os pontos onde eles coincidem. Além disso, como as funções

são periódicas, basta considerar um intervalo de periodicidade para determi-

nar completamente as soluções.

Exerćıcio 3

Determine o(s) ponto(s) onde a curva dada é tangente à reta indicada.

(a) α(t) = (t3 + 3t, t2 + 4t), r(t) = (3t+ 3, t− 4);

(b) β(t) = (cos πt, sen π t), r(t) = (2 + t, t− 1).

(a) Solução :

Para que a reta tangente à curva α(t) seja paralela à reta (6t+3, 2t−4),

é preciso que a derivada de α(t) seja um múltiplo não nulo do vetor diretriz

(3, 1) da reta r. Isto é, basta que exista um número λ tal que

α′(t) = λ(3, 1).
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Como α′(t) = (3t2 + 3, 2t+ 4), isso significa que queremos resolver o

sistema {
3t2 + 3 = λ 3

2t+ 4 = λ
.

Podemos fazer isso eliminando λ, substituindo λ = 2t + 4 na primeira

equação:

3t2 + 3 = 3(2t+ 4) =⇒ t2 − 2t− 3 = 0.

Essa equação admite as soluções t = −1 e t = 3. Portanto, os pontos

pedidos no exerćıcio são α(−1) = (−4,−3) e α(3) = (36, 21).

A figura não é, exatamente, interessante. No entanto, aqui está.

–5

5

10

15

20

25

–10 10 20 30 40 50

Exerćıcio 4

Calcule uma equação paramétrica da reta tangente às curvas nos pon-

tos indicados. No caso das curvas planas, encontre também uma equação

cartesiana da reta.

(a) α(t) = (t2, 3t+ 1), t = 1;

(b) β(t) =
(1

t
, t, t2

)
, t = −1;

(c) γ(t) = (t, cos t, sen t) t = π/6;

(d) µ(t) = (sen 3t, sen 2t), t = π/2.

CEDERJ 210



Funções vetoriais – Integrais
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Aula 35 – Funções vetoriais – Integrais

Objetivo

• Conhecer a integral de funções vetoriais;

• Aprender a calcular comprimentos de curvas parametrizadas;

• Aprender a calcular áreas de regiões delimitadas por curvas planas da-

das em coordenadas polares, assim como o comprimento de tais curvas.

Integrais de funções vetoriais

Agora que você sabe derivar as funções vetoriais, deve estar fazendo a

seguinte pergunta: o que pode ser dito a respeito de suas integrais? Muito

bem, veja o próximo exemplo.

Exemplo 35.1

Sabendo que uma part́ıcula se move ao longo de uma curva no espaço, com

velocidade ~v = (2t, −4t, 1) e que a sua posição no intante t = 0 era (1, 1, 0),

o que podemos dizer sobre a sua posição num instante t > 0?

Bem, sabemos que ~v(t) = s′(t) =
ds

dt
(t) e, portanto, gostaŕıamos de

dizer que

s(t) =

∫
~v(t) dt

com a extra informação que s(0) = (1, 1, 0).

Isto é, queremos calcular uma primitiva vetorial. Para isso, basta inte-

grar ~v(t) coordenada a coordenada:

s(t) =

∫
(2t, −4t, 1) dt =

(∫
2t dt,

∫
−4t dt,

∫
dt
)

=

= (t2 + C1, −2t2 + C2, t+ C3).

Para que s(t) satisfaça a condição inicial s(0) = (1, 1, 0) temos que

fazer C1 = 1, C2 = 1 e C3 = 0. Assim, a resposta à pergunta inicial é

s(t) = (t2 + 1, 1− 2t2, t).
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A notação ~v(t) = 2t~i − 4t~j + ~k, onde ~i = (1, 0, 0), ~j = (0, 1, 0) e
~k = (0, 0, 1), é conveniente e muito usada.

Nossos cálculos, com essa nova notação, fica

s(t) =

∫
~v(t) dt =

∫
2t dt~i−

∫
4t dt ~j +

∫
dt ~k =

= (t2 + C1)~i+ (C2 − 2 t2)~j + (t+ C3)~k.

Como s(t) =~i+~j, temos C1 = 1, C2 = 1 e C3 = 0. Portanto,

s(t) = (t2 + 1)~i+ (1− 2 t2)~j + t~k.

Ao longo desta aula estaremos sempre considerando funções que sejam,

pelo menos, cont́ınuas.

Realmente, se quisermos calcular a integral de uma função vetorial

α(t), que será denotada por

∫
α(t) dt, basta que integremos coordenada a

coordenada. Em particular, se α(t) = α1(t)~i + α2(t)~j + α3(t)~k, então

∫ b

a

α(t) dt =
(∫ b

a

α1(t) dt
)
~i+

(∫ b

a

α2(t) dt
)
~j +

(∫ b

a

α3(t) dt
)
~k. (I)

Observação:

Na verdade, a integral da função vetorial α(t), sobre um intervalo [a, b],

é definida em termos de somas de Riemann, nos mesmos moldes que se faz

no caso das funções reais, de uma variável real, tomando limite de somas

sobre as partições do intervalo. A única diferença é que lá fazemos somas de

números enquanto que aqui temos somas vetoriais.

Uma vez isto estabelecido, pode-se provar que a igualdade (I), que

usamos para calcular as integrais vetoriais, é verdadeira.

Antes de prosseguir, que tal você fazer uma tentativa? Aqui está:

Exerćıcio 1

A aceleração de uma part́ıcula em movimento, no instante t ≥ 0 é dada

por

~a(t) =
d~v

dt
(t) = 12 cos 2t~i − 8 sen 2t~j + 12t~k.

Sabendo que ~v(0) = ~0 e que s(0) = ~0, determine a velocidade e a

posição da part́ıcula.
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O fato que você verá a seguir se deve às propriedades de limite e do

fato

|~v1 + ~v2 + · · ·+ ~vn| ≤ |~v1|+ |~v2|+ · · ·+ | ~vn|.

Ele afirma que, para qualquer função cont́ınua α(t), sobre um intervalo

[a, b], ∣∣∣∣∣

∫ b

a

α(t) dt

∣∣∣∣∣ ≤
∫ b

a

|α(t)| dt. (II)

Você encontrará este tipo de desigualdade diversas vezes em sua carreira

de matemático. Por agora, basta observar o seguinte exemplo, que ilustra a

situação onde a desigualdade é estrita.

Exemplo 35.2

Vamos mostrar que a desigualdade (II) e estrita no caso em que α(t) = (1, t),

com t ∈ [0, 1].

Primeiro, calculamos

∫ 1

0

α(t) dt.

∫ 1

0

α(t) dt =

∫ 1

0

dt~i +

∫ 1

0

t dt~j = ~i +
1

2
~j.

Portanto, ∣∣∣∣∣

∫ 1

0

α(t) dt

∣∣∣∣∣ =

√
1 +

1

4
=

√
5

2
.

Para resolver esta integral

usamos a substituição

trigonométrica t = tg θ.

Agora, vamos calcular o outro termo da inequação. Ora, como

|α(t)| =
√

1 + t2, temos

∫ 1

0

|α(t)| dt =

∫ 1

0

√
1 + t2 dt

=
1

2

(
t
√

1 + t2 + ln |t+
√

1 + t2|
)∣∣∣∣∣

1

0

=

=
1

2

(√
2 + ln (1 +

√
2)
)
.

A desigualdade estrita se verifica pois,

∣∣∣∣∣

∫ 1

0
α(t) dt

∣∣∣∣∣ =

√
5

2
≈ 1, 1180 <

∫ 1

0
|α(t)| dt =

1

2

(√
2+ln (1+

√
2)
)
≈ 1, 1478.
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Interpretação f́ısica da integral – Impulso

Seja ~F (t) uma força que atua sobre uma part́ıcula. Chama-se o impulso

de ~F no intervalo [t1, t2] o vetor

I =

∫ t2

t1

~F (t) dt.

Suponha que a part́ıcula tenha uma massa m e que se move devido a

ação da força ~F . O impulso de ~F é igual a m(~v2 − ~v1), onde ~v1 e ~v2 são as

velocidades da part́ıcula nos respectivos instantes t1 e t2.

Realmente, a Lei de Newton nos diz que ~F = m · ~a. Portanto,

I =

∫ t2

t1

~F (t) dt =

∫ t2

t1

m~a(t) dt =

∫ t2

t1

m
d~v

dt
(t) dt =

= m~v(t)

∣∣∣∣∣

t2

t1

= m (~v2 − ~v1).

Comprimento de uma curva α(t)

Na aula 29 você aprendeu a calcular o comprimento do gráfico de uma

função cont́ınua f : [a, b] −→ R. A fórmula que define este comprimento é

L =

∫ b

a

√
1 +

(
f ′(x)

)
2 dx.

Agora, queremos estender esta definição para o caso de traços de curvas.

Isto é, dada uma função vetorial α : [a, b] −→ Rn, de classe C1, queremos

estabelecer uma fórmula que defina o comprimento de seu traço e que seja

uma extensão natural da fórmula que já conhecemos.

A motivação é a mesma que foi usada anteriormente. Vamos considerar,

por simplicidade, o caso que α : [a, b] −→ R2. Vamos aproximar a curva por

uma seqüência de segmentos de retas, que chamamos de uma linha poligonal.

Seja a = t0 < t1 < t2 < · · · < tn = b uma partição P do intervalo [a, b].

Agora, consideramos os segmentos de reta que conectam os pontos α(ti−1)

até α(ti), i = 1, 2, . . . , n. Veja a figura.

CEDERJ 214



Funções vetoriais – Integrais
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α(t0)

α(t1)

α(t2)

α(t3)

α(tn−1)

α(tn)

O comprimento desta poligonal é

L(P) = |α(t1)− α(t0)|+ |α(t2)− α(t1)|+ · · ·+ |α(tn)− α(tn−1)|.

Veja uma dessas parcelas:

|α(ti)− α(ti−1)| =

√(
α1(ti)− α1(ti−1)

)2
+
(
α2(ti)− α2(ti−1)

)2
.

Como fizemos na aula 29, podemos usar o Teorema do valor médio para

garantir a existência de números ξi e ζi ∈ [ti−1, ti], tais que

α1(ti)− α1(ti−1) = α′1(ξi) (ti − ti−1)

α2(ti)− α2(ti−1) = α′2(ζi) (ti − ti−1)

Assim,

|α(ti)− α(ti−1)| =

√(
α′1(ξi) (ti − ti−1)

)2
+
(
α′2(ζi) (ti − ti−1)

)2
=

=

√(
α′1(ξi)

)2
+
(
α′2(ζi))2 |ti − ti−1| =

=

√(
α′1(ξi)

)2
+
(
α′2(ζi))2 ∆ti.

Portanto, o comprimento da linha poligonal pode ser escrita como

L(P) =

n∑

i=1

√(
α′1(ξi)

)2
+
(
α2
′(ζi))2 ∆ti. (III)
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Como |α′(t)| =
√(

α′1(t)
)2

+
(
α′2(t))2 , a equação (III) nos motiva a

usar a seguinte definição para o comprimento do traço da curva α, sobre o

intervalo [a, b]:

L(α) =

∫ b

a

|α ′(t)| dt.

A primeira observação é que esta definição é a extensão da definição

dada na aula 29, pois a curva α(t) = (t, f(t)) é uma parametrização do gráfico

de f , no intervalo [a, b]. Neste caso, α′1(t) = 1 e α2
′(t) = f ′(t).

Veja como ela funciona num exemplo.

Exemplo 35.3

Vamos calcular o comprimento da circunferência do ćırculo de raio r.

Primeiro, consideramos a parametrização α(t) = (r cos t, r sen t),

com t ∈ [0, 2π].

Agora, calculamos α′(t) = (−r sen t, r cos t), para poder calcular

|α′(t)| =

√(
α′1(t)

)2
+
(
α′2(t))2 =

=
√
r2 sen2 t + r2 cos2 t = r.

Portanto, o comprimento do traço de α é
∫ 2π

0

|α1(t)| dt =

∫ 2π

0

r dt = 2π r,

como sabemos.

Exerćıcio 2

Calcule o comprimento da curva α(t) = (cos t, sen t, t), com t ∈
[0, 2kπ].

Curvas em coordenadas polares

Veja como fica a fórmula do comprimento da curva quando ela é dada

em coordenadas polares.

Seja r = r(θ) uma curva dada em coordenadas polares, com a < θ < b.

Para calcularmos seu comprimento, usamos a parametrização{
x(θ) = r(θ) cos θ

y(θ) = r(θ) sen θ.
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Derivando estas equações em relação a θ, obtemos




dx

dθ
=

dr

dθ
cos θ − r sen θ

dy

dθ
=

dr

dθ
sen θ + r cos θ.

Portanto,

dx

dθ

2

+
dy

dθ

2

=
dr

dθ

2

cos2 θ − 2r
dr

dθ
cos θ sen θ + r2 sen2 θ +

+
dr

dθ

2

sen2 θ + 2r
dr

dθ
sen θ cos θ + r2 cos2 θ =

=
dr

dθ

2

cos2 θ +
dr

dθ

2

sen2 θ + r2 cos2 θ + r2 sen2 θ =

=
dr

dθ

2

+ r2.

Portanto, a fórmula do comprimento de uma curva dada, em coorde-

nadas polares, pela equação r = r(θ), onde θ ∈ [a, b], é

L =

∫ b

a

√(dr
dθ

)2

+ r2 dθ.

Veja no próximo exemplo como ela funciona.

Exemplo 35.4

Vamos calcular o comprimento da espiral de Arquimedes, dada pela equação

r = θ
2π

, quando θ ∈ [0, 2π].

Veja que dr
dθ

= 1
2π

. Portanto,

L =

∫ 2π

0

√
1

4π2
+

θ2

4π2
dθ =

=
1

2π

∫ 2π

0

√
1 + θ2 dθ =

=

√
1 + 4π2

2
+

ln
(
2π +

√
1 + 4π2

)

4π
≈ 3, 383044285.

Observe que para integrar

∫ √
1 + θ2 dθ, usamos uma substituição tri-

gonométrica. De um modo geral, o cálculo do comprimento de curvas acaba

dando em integrais que demandam muito trabalho. No entanto, o próximo

exerćıcio não demandará muito esforço.

Exerćıcio 3

Use a fórmula do comprimento de curvas dadas em coordenadas polares

para calcular o comprimento da circunferência do ćırculo de raio R.
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Áreas de regiões limitadas por curvas em coordenadas

polares

Este tema foge um pouco dos assuntos que estamos cobrindo mas é tão

bonito que vale a pena incúı-lo. Além disso, à partir da próxima aula, nossos

temas mudarão completamente, de modo que, lá vai.

f(b)
f(a)

A

Queremos uma fórmula que nos permita calcular a área de uma região

limitada por uma curva dada em coordenadas polares, definida por

0 ≤ r ≤ r(θ) a < θ < b.

onde r = r(θ) é uma função cont́ınua.

A idéia é a de sempre: arranjar uma aproximação em termos de somas

de Riemann e definir a área como uma integral.

θ1

θ2

Observe que a área do setor circular de raio r, correspondente a uma

variação ∆θ = θ2 − θ1 é

r2 ∆θ

2
,

devido à proporcionalidade com π r2, a área total do ćırculo.

r(ξi)

Procedemos como antes, em casos semelhantes, tomando uma partição

P de [a, b]: a = θ0 < θ1 < θ2 < · · · < θn = b. Se ∆θi = θi − θi−1

é suficientemente pequeno, e ξi ∈ [θi−1, θi], a área do setor limitado por

0 ≤ r ≤ r(θ), θ ∈ [θi−1, θi] é aproximada por

Ai =
1

2
r(ξi)

2.

Portanto, uma aproximação para a área que queremos é dada por

A ≈ 1

2

n∑

i=1

r(ξi)
2 ∆θi.

Assim, definimos a área do setor definido por 0 ≤ r ≤ r(θ), com

θ ∈ [a, b], por

A =
1

2

∫ b

a

r(θ)2 dθ.

Veja dois exemplos:
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Exemplo 35.5

(a) A região limitada pela curva r = 1 + cos θ, com θ ∈ [0, π], que a metade

de uma cardióide.

(b) A região limitada pela alça menor da limaçon r = 1 + 2 cos θ.

1 + cos θ 1 + 2 cos θ

No caso (a), sabemos a variação de θ pela descrição do problema. Por-

tanto, para calcular a área, basta usar a fórmula:

A =
1

2

∫ π

0

(
1 + cos θ

)2
dθ =

1

2

∫ π

0

(
1 + 2cos θ + cos2 θ

)
dθ =

3

4
π.

O caso (b) demanda um pouco mais de trabalho pois, precisamos en-

contrar o intervalo de variação de θ. A sáıda é a seguinte: a alça menor da

limaçon inicia o momento em que a curva cruza a origem. Isto é, precisamos

resolver a equação r(θ) = 0. Isto é,

1 + 2 cos θ = 0 ⇐⇒ cos θ = −1

2
.

Portanto, podemos percorrer a pequena alça fazendo θ ∈
[

2π
3
, 4π

3

]
. (Isto

é, entre os ângulos 120o e 240o.)

Com isso, o problema tem a seguinte solução:

A =
1

2

∫ 4π/3

2π/3

(
1 + 2 cos θ

)2
dθ = π − 3

√
3

2
≈ 0, 543516442.

Terminamos essa aula com um resumo das fórmulas que você aprendeu:

Resumo das fórmulas

(a) Se α : [a, b] −→ R3, dada por α(t) = α1(t)~i+α2(t)~j+α3(t)~k, é cont́ınua,

então

∫ b

a

α(t) dt =
(∫ b

a

α1(t) dt
)
~i+

(∫ b

a

α2(t) dt
)
~j +

(∫ b

a

α3(t) dt
)
~k
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e

∣∣∣∣∣

∫ b

a

α(t) dt

∣∣∣∣∣ ≤
∫ b

a

|α(t)| dt

(b) Se, além disso, α é uma função de classe C1, o comprimento do traço de

α é

L(α) =

∫ b

a

|α ′(t)| dt.

(c) Se uma curva é dada em coordenadas polares pela função cont́ınua

r = r(θ), θ ∈ [a, b], a área da região delimitada por 0 ≤ r ≤ r(θ) é dada pela

fórmula

A =
1

2

∫ b

a

r(θ)2 dθ

e, se além disso, r(θ) é uma função de classe C1, o comprimento da curva é

L =

∫ b

a

√(dr
dθ

)2

+ r2 dθ.

Você pode usá-las para resolver a lista de exerćıcios a seguir, que começa

com as soluções dos exerćıcios propostos ao longo da aula.

Exerćıcios

Exerćıcio 1

A aceleração de uma part́ıcula em movimento, no instante t ≥ 0, é dada

por

~a(t) =
d~v

dt
(t) = 12 cos 2t~i − 8 sen 2t~j + 12t~k.

Sabendo que ~v(0) = ~0 e que s(0) = ~0, determine a velocidade e a

posição da part́ıcula.
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Solução:

Veja, ~a(t) =
d~v

dt
(t) =

d2s

dt2
(t).

Portanto, obtemos ~v(t) integrando ~a(t):

~v(t) =

∫
12 cos 2t dt~i −

∫
8 sen 2t dt~j +

∫
12t dt~k =

= (6 sen 2t + C1)~i + (4 cos 2t + C2)~j + (6t2 + C3)~k.

Como ~v(0) = ~0, C1 = 0, C2 = −4 e C3 = 0. Assim,

~v(t) = 6 sen 2t~i + 4(cos 2t − 1)~j + 6t2 ~k.

Agora, calculamos s(t):

s(t) =

∫
6 sen 2t dt~i +

∫
(4 cos 2t − 4) dt~j +

∫
6t2 dt~k =

= (−3 cos 2t +D1)~i+ (2 sen 2t +D2)~j + (2t3 +D3)~k.

Usando a condição inicial s(0) = ~0, obtemos D1 = 3, D2 = 0 e D3 = 0.

Logo,

~s(t) = (3− 3 cos 2t)~i + (2 sen 2t − 4t)~j + 2t3 ~k.

Exerćıcio 2

Calcule o comprimento da curva α(t) = (cos t, sen t, t), com t ∈
[0, 2kπ].

Solução:

Esta curva é uma helicóide que, quando t percorre o intervalo [0, 2kπ],

gira k voltas sobre seu eixo de rotação.

Para calcular o comprimento desta curva, calculamos inicialmente a

norma de sua derivada:

|α′(t)| =
√

(− sen t)2 + (cos t)2 + 12 =
√

2.

Agora, usamos diretamente a fórmula do comprimento para obter

L =

∫ 2kπ

0

√
2 dt = 2k

√
2π.
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Exerćıcio 3

Use a fórmula do comprimento de curvas dadas em coordenadas polares

para calcular o comprimento da circunferência do ćırculo de raio R.

Solução:

A equação do ćırculo de raio R em coordenadas polares é r = R (isto

é, o raio é uma constante). Para completar a circunferência temos que fazer

θ ∈ [0, 2π].

Portanto,
dr

dθ
= 0 e o comprimento fica

L =

∫ 2π

0

√
02 +R2 dθ = R

∫ 2π

0

dθ = 2π R.

Os próximos exerćıcios ficam ao seu encargo. Divirta-se!

Exerćıcio 4

Calcule a integral das seguintes funções vetoriais sobre os correspon-

dentes intervalos.

(a) α(t) = (t
√

1 + t,
√

1 + t), t ∈ [0, 1];

(b) β(t) = (t et, t et
2
), t ∈ [−1. 1];

(c) γ(t) = (cos 2πt, sen 2πt, t), t ∈ [0, 1/2];

Exerćıcio 5

Uma part́ıcula de massa m descreve um movimento circular uniforme

sobre o ćırculo de raio 1 e centro na origem. A equação da aceleração do

movimento é

~a(t) = 4π2 (− cos 2πt, − sen 2πt).

Sabendo que ~v(0) = (0, 2π) e que s(0) = (1, 0), mostre que a velocidade é

ortogonal à posição e que a aceleração tem a mesma direção que a posição

mas aponta no sentido contrário que esta.

Calcule o impulso da força centŕıpeta ~F = m~a, atuando na part́ıcula

nos intervalos de tempo [0, 1/2], [0, 1] e [0, 2].

Exerćıcio 6

Uma part́ıcula de massa 1 unidades de peso desloca-se num plano de-

vido a ação de uma força ~F (t) = 3t2~i+ t cos πt~j. Sabendo que velocidade

e a posição da part́ıcula no instante t = 0, são iguais a ~0, calcule a velocidade

no instante t. Calcule o impulso da força ~F no intervalo de tempo [0, 1].

Sugestão: Use a fórmula F = ma.
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Exerćıcio 7

Calcule o comprimento das curvas a seguir, nos correspondentes inter-

valos.

(a) α(t) = (4t, 3t), t ∈ [a, b];

(b) β(t) = (sen πt, cos πt, et), t ∈ [0, 2]

(c) γ(t) = (1, t, ln t), t ∈ [1, e]

(d) δ(t) = (t− sen t, 1− cos t), t ∈ [0, 2π];

(e) µ(t) =
(
t,
et + e−t

2

)
, t ∈ [−1, , 1].

Sugestão para o item (d): use a identidade cos2 x

2
=

1

2
(1 + cos x).

Exerćıcio 8

Calcule o comprimento das curvas a seguir, dadas em coordenadas po-

lares, nos correspondentes intervalos.

(a) r(θ) = sen θ, θ ∈ [0, π];

(b) r(θ) = 1 + cos θ, θ ∈ [0, π/2]

(c) r(θ) = e−θ, θ ∈ [0, kπ]

(d) r(θ) = e−θ, θ ∈ [0, ∞).

Exerćıcio 9

A curva definida pela equação α(t) = (cos3 t, sen3 t) é chamada de

hipociclóide. Seu traço pode ser visto na figura. Calcule o seu comprimento.

Exerćıcio 10

Esboce a região definida em coordenadas polares pela inequação

1 ≤ r ≤ 2 cos θ.

Calcule a sua área.
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Exerćıcio 11

A equação r = cos 2θ define uma rosácea de quatro pétalas. Veja a

figura. Calcule a área de uma de suas pétalas.

Exerćıcio 12

A equação r = 1 + 3 sen θ define uma limaçon. Veja a figura. Calcule

a área entre a alça maior e a alça menor desta limaçon.
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Respostas dos exerćıcios e algumas soluções

Aula 16

Exerćıcio 1.

A função f(x) = esen x é cont́ınua, pois é a composição de duas funções

cont́ınuas: y = sen x e y = ex. Logo, pelo Teorema Fundamental do

Cálculo, ela admite uma primitiva F (x) tal que F (0) = 0. Basta fazer

F (x) =

∫ x

0

esen t dt.

Podemos afirmar que F (x) é crescente em todo o seu domı́nio, pois

F ′(x) = f(x) = esen x > 0,

uma vez que ea > 0, ∀a ∈ R. Ou seja, a derivada de F (x) é estritamente

positiva.

Exerćıcio 2.

a) −6. b) 0. c) 0.

d)
π

3
. e) e− 1. f) 2.

Exerćıcio 3.

A função é o logaritmo natural de x: f(x) = ln x.

Exerćıcio 4.

a) Observe que, devido ao Teorema Fundamental do Cálculo, existe uma

função F , definida em todo o conjunto dos números reais, tal que

F ′(x) = cos(ex) e

f(x) =

∫ x2

0

cos(et) dt = F (x2)− F (0).

Vamos derivar a igualdade f(x) = F (x2)−F (0) em relação a x, usando

a regra da cadeia:

f ′(x) = F ′(x2) · 2x.

Assim, f ′(x) = cos(ex
2
) · 2x = 2x cos(ex

2
).

b) g′(x) = −2 ex
2
.
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Aula 17

Exerćıcio 3.

a)
1

5
sen 5x + C. b) − 1

3
cos x3 + C. c) 0.

d)
1

3
(1 + sen x)3 + C. e) − 1

18
(1− x3)6 + C. f)

7

9
.

Exerćıcio 4.

O Teorema Fundamental do Cálculo não se aplica a essa situação, pois

a função f(x) =
1

x2
não está definida em 0 ∈ [−1, 1]. Portanto, a igualdade é

falsa. Esse tipo de integral é chamado de integral imprópria e será estudado

posteriormente.

Exerćıcio 5.

Realmente, f ′(x) = 2 sen x · cos x e g′(x) = −2 cos x · (− sen x) =

2 sen x · cos x. Isso é posśıvel, pois ambas as funções diferem por uma cons-

tante:

f(x) = senx = 1 − cos2 x = 1 + g(x), ∀x ∈ R.

Exerćıcio 6.

F (x) =
x |x|

2
+

1

2

Aula 18

Exerćıcio 2.

a) ln |1 + sen x|+ C. b) 2 e
√
x + C.

c)
1

3
(ln x)3 + C. d)

−1

2 (x2 + 2x+ 2)
+ C.

e)
1

6
sen6 x+ C. f) sen

√
1 + x2 + C.

g)
2

7
(1− t)7/2 − 2

5
(1− t)5/2 + C. h) 2 arctg

√
x+ C.

i)
2

7
(2 + x)7/2 − 8

5
(2 + x)5/2 +

8

3
(2 + x)3/2 + C.
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Exerćıcio 3.

a)

√
2

4
. b) 72. c) ln

√
3.

d)
2

15
. e)

2
√

26

3
.

Exerćıcio 4.

a)
1

2
arctg 2x + C. b)

π

8
. c)

1

3
arctg x3 + C.

d) arcsen ex + C. e) arcsen

(
sen x

2

)
+ C. f) − arcsen (e−x) + C.

g) arcsec ex + C. h)
π

12
.

Aula 19

Exerćıcio 3.

a) sen x − (x+ 1) cos x + C. b) −e−x(x2 + 2x+ 2) + C.

c)
e2x

5
(2 cos x + sen x) + C. d)

√
3

2
− 5π

12
.

e)
1

4
+
π

8
.

Exerćıcio 4.

Fazemos u =
√
x, que acarreta du =

1

2
√
x
dx. Assim, dx = 2u du.

Uma outra maneira: colocando x = u2 implica dx = 2u du, como antes.

Portanto,
∫

cos
√
x dx =

∫
2u cos u du =

= 2u sen u + 2 cos u + C =

= 2
√
x sen

√
x + 2 cos

√
x + C.

Portanto,

∫ π2

0

cos
√
x dx = −4.
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Aula 20

Exerćıcio 4.

a)
1

6
cos6 x + C. b)

√
3

8
+

π

12
.

c)
1

3
sen3 x− 1

5
sen5 x + C. d)

1

6
sen3 2t + C.

e)
3
√

3

8
.

f)
1

4
cos 2x sen 2x

(1

3
cos4 2x+

5

12
cos2 2x+

5

8

)
+

5x

16
+ C.

g) −x
4

+
1

4
sen x cos x +

1

2
sen3 x cos x + C.

h) t+
1

2
cos t sen t − 2 sen t +

4

3
sen3 t +

1

4
cos 2t sen 2t + C.

i)
π

4
− 1

2
j)

−1

2 sen2 x
− ln | sen x| + C.

Exerćıcio 5.

a)
4

3
sen3 x

2
+ C. b) −2

5
.

c)
π

8
+

1

2
. d)

1

8
sen 4x +

1

20
sen 10x + C.

Aula 21

Exerćıcio 4.

a)
1

6
tg3 2x +

1

10
tg5 2x + C.

b) tg
x

2
sec

x

2
− ln

∣∣∣ sec
x

2
+ tg

x

2

∣∣∣ + C.

c)
8

3
− 8
√

3

27
. d)

1

9
tg 3x sec2 3x +

2

9
tg 3x + C.

e)
1

9
+

1

2
ln

(
2

3

)
. f)

1

4
sec4 x + C.

g) −1

4
cotg4 x + C. h) ln | tg x| − 1

2 tg2 x
+ C.
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i)
1

15
tg 5t sec2 5t +

2

15
tg 5t + C.

j)
2

7
sec7/2 x − 2

3
sec3/2 x + C.

l)
1

4
tg 2x sec 2x +

1

4
ln | sec 2x + tg 2x|+ 1

2
tg2 x − 1

2
ln | sec x| + C.

m) −1

3
cotg x csc2 x − 2

3
cotg x + C.

n) tg
√
x sec

√
x + ln | sec

√
x + tg

√
x| + C

o)
1

cos x
+ C.

p) −1

6
cotg 2t csc2 2t − 1

3
cotg 2t + C.

q) −1

4
cotg4 x + C.

Aula 22

4.
π

3
+

√
3

2
.

5.
25
√

2

2
− 25

2
ln(
√

2− 1).

6. 4
√

3 − 2 ln(2 +
√

3).

7. −1

8
x
√

9− 4x2 +
9

16
arcsen

2x

3
+ C.

8. −1

3

√
1− t2
t3

− 2

3

√
1− t2
t

+ C.

9.
1

2
x
√
x2 − 2 + ln |x+

√
x2 − 2| + C.

10.
x2 + 32√
x2 + 16

+ C.

11.
x√

9− x2
− arcsen

x

3
+ C.

12.

√
x2 − 4

3
(x2 + 8) + C.

13. −
√

25− x2

x
− arcsen

x

5
+ C.

14.
205

2
− 81

8
ln 3.
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15.

√
37

74
.

16.
(x2 − 1)3/2

3x2
+ C.

Aula 23

5. ln |x| + 2 ln |x− 1| + C.

6. −5 ln |x+ 2| + 3 ln |x+ 1| + C.

7. ln |2x− 1| + 3 ln |x− 1| + C.

8. 2 ln |x− 3| + 3 ln |x+ 1| + C.

9. 3 ln |x− 1| + ln |x− 2| − ln |x+ 2| + C.

10. ln |x− 3| − ln |x− 1|+ 3 ln |x+ 1| + C.

11. ln |x| + 3 ln |x− 1| + 5 ln |x+ 2| + C.

12. ln |x| − 1

x− 2
+ C.

13. − 1

x− 1
− ln |x− 1| − 1

x
+ C.

14. x2 − x − ln |x− 2| + 2 ln |x− 3| + C.

Aula 24

3. ln |x− 2| + ln (x2 + 4) +
1

2
arctg

x

2
+ C.

4. −1

x
+

1

2
ln(x2 − 4x+ 5) + arctg (x− 2) + C.

5. ln |x− 1| + ln |x+ 1| + arctg x + C.

6. ln |x| − 1

2
ln (x2 + 2x+ 2) +

5

2
arctg (x+ 1) +

1

4

2x+ 2

x2 + 2x+ 2
+ C.

7.
1

16

x

x2 + 2
+

√
2

32
arctg

(√2

2
x
)

+ C.

8. − 1

36

2x+ 9

(x2 + 9)2
− 1

108

x

x2 + 9
− 1

324
arctg

(x
3

)
+ C.

9.
A1

(x− 1)2
+

A2

x− 1
+

B1x+ C1

(x2 + 5x+ 7)3
+

B2x+ C2

(x2 + 5x+ 7)2
+

B3x+ C3

x2 + 5x+ 7
+

+
Dx+ E

x2 + 1
.
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Aula 25

1.

∫
t
√

1 + 4t2 dt =
1

12
(1 + 4t2)3/2 + C

∫ √2

0

t
√

1 + 4t2 dt =
13

6
.

2. x tg x + ln | cos x| + C.

3. −1

3
(2x− x2)3/2 − 1

2
(1− x)

√
2x− x2 +

1

2
arcsen (x− 1) + C.

4. −1

2

arctg x

(x+ 1)2
− 1

4(x+ 1)
+

1

4
ln |x+ 1| − 1

8
ln (x2 + 1) + C.

5.
ex

2

√
4 + e2x + 2 ln(ex +

√
4 + e2x) + C.

6.
3

2
ln |x2/3 + 1| + C.

7. −
√

5 + 2x− x2

4

[
(x+ 5/3)(5 + 2x− x2) + 5− 5x

]
+

+
15

2
arcsen

[√6

6

(
x− 1

)]
+ C.

8.
1

16

2x− 1

4x2 + 12x+ 13
+

1

32
arctg

(
x+

3

2

)
+ C.

9. − cos ex + C.

10.
3

2
ln (x2 + 1) + 2 arctg x + C.

11. (−4 + x) ln (2 +
√
x) + 2

√
x − x

2
+ C.

12.
−1

(1 +
√
x)2

+ C.

13. −
√

2x− x2 + arcsen (x− 1) + C.

14. 2
√
x (ln

√
x − 1) + C.

15. −1

9

√
5 + 12x− x2 +

2

9
arcsen

(
x− 2

3

)
+ C.

16.
1

3
ln |x+ 1| − 1

6
ln |x2 − x+ 1| +

√
x

3
arctg

(√3

3

(
2x− 1

))
+ C.

17. − 1

18

1

(3x− 7)6
+ C.

18. −e
−x2

2
+ C.

19. x tg x + ln | cos x| − x2

2
+ C.

20.
1

2
ln(x2 + x+ 1) +

√
3

3
arctg

(√3

3

(
2x+ 1

))
+ C.

21.
1

3
ln (−4 + cos2 x) + C.
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22.
(2 + 3x)1/3

3

[(2 + 3x)2

7
− 2 + 3x

2

]
+ C.

23.
1

2
arctg

(x
2

+ 1
)

+ C.

24. −
√

1− 4x2

4
+ C.

25.
1

2
cos x2 +

x2

2
sen x2 + C.

26.
(x− 1)

2

√
3 + 2x− x2 + 2 arcsen

(x− 1

2

)
+ C.

27.
1

4
arctg x4 + C.

28. arctg (x− 1) + C.

29.
x2

4

√
9− x4 +

9

4
arcsen

x2

3
+ C.

30. Note que x4 + 1 = (x2 +
√

2 x+ 1)(x2 −
√

2 x+ 1).√
2

4

[1

2
ln
((x2 +

√
2 x+ 1)

(x2 −
√

2x+ 1)

)
+ arctg (

√
2x+1) + arctg(

√
2 x−1)

]
+ C.

31. 2
√

1 + ex + ln

∣∣∣∣∣

√
1 + ex − 1√
1 + ex + 1

∣∣∣∣∣ + C.

Aula 26

1. 1. 2.
ln 3

2
. 3.

π

3
.

4. Diverge para −∞. 5. 3 (1 + 3
√

2). 6. Diverge para +∞.

7.
ln 5

8
. 8. −1. 9.

π

2
.

10.
π

2
. 11.

π

2
− arctg 2. 12. e − 1.

13.
1

a
. 14.

1

a2
. 15. −2

5
.

16. −4
√

2. 17. 2. 18. Diverge para +∞.

19.

√
2π

2
.

20. Como lim
x→∞

x3 + e−x

x3 + x2 + 1
= 1, a integral diverge.
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Aula 27

3. Converge. 4. Converge. 5. Converge.

6. Converge. 7. Diverge. 8. Converge.

9. Converge. 10. Converge. 11. Diverge.

12. Converge. 13. Diverge. 14. Converge.

15. Converge. 16. Converge. 17. Converge.

18. Converge. 19. Diverge. 20. Diverge.

Aula 28

3(a). 2π/3.

3(b). 2π(π − 2) = 7, 17283819.

3(c). V = π

∫ 3

1

[12 − (x− 2)4] dx =
8π

5
.

3(d).
π

2
(e4 − 1).

3(e). V = π

∫ 2

1

(
e2x − 1

x2

)
dx =

π

2
(e4 − e2 − 1).

4.

V = 2π (π2 − 4) u 36, 87981215.

5.
π2

4
− 2 u 0, 467401101.

6. π (
√

3− 1) u 0, 732050808.

7.
π
√

3

2
.

8. A(x) = (2
√

4− x2)2 = 4 (4− x2) V = 42 2/3.

9. A(x) =

π

(
4− x

2

)2

2
=

π (4− x)2

8
V =

8π

3
.

10. A(x) =

(√
1− x2

)2

2
=

1− x2

2
V = 2/3.
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Respostas dos exerćıcios e algumas soluções

Aula 29

3(a).
π

4

(
9
√

5 +
1

2
ln (
√

5− 2)

)
.

3(b). π [e
√

1 + e2 + ln (e+
√

1 + e2)−
√

2− ln (1 +
√

2)].

3(c).
4π

3
[10
√

5− 4
√

2].

3(d). π
√

2 + π ln (1 +
√

2).

4. Dividimos a superf́ıcie em duas:

f1(x) = 2 +
√

1− x2 e f2(x) = 2−
√

1− x2

S = 8π2.

5.
1022

27
.

6.
227

24
.

7. V = 3π S diverge.

Aula 30

3. Suponha que n é par.

fp(x) = anx
n + an−2x

n−2 + · · ·+ a2x
2 + a0

fi(x) = an−1x
n−1 + an−3x

n−3 + · · ·+ a3x
3 + a1x.

4. As duas funções têm as mesmas derivadas e estão definidas em todo o

conjunto dos números reais. Isso significa que elas diferem por uma constante.

Como coincidem em x = 0, por exemplo, elas são idênticas.

5.
√

1 + x2 + C.

6.
1

2

(
x

4x2 + 1
+

1

2
arctg (2x)

)
+ C.

7. tg

(
t

2

)
+ C.
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