














Curvas em coordenadas polares

CALculonn |

Exercicio 4

Encontre uma equacao polar para as curvas dadas pelas seguintes equa-

¢oes cartesianas:

(a) 2> +9y*=2; (b) 22+ (y —4)* = 16;
(€ (x=1P+(y-1)2?=2 (d) v=-3;
(e) z4+y=1.

Exercicio b

Faca um esboco das curvas dadas pelas seguintes equacoes polares:

(a) r=2, —m<6<m,
(b) r=3senf, 0<6<m;

(c) r=secl, w/3<0<m7/3;

3
— <P < 2:
(d) cos 0 + 2sen 6§’ 0<f<m/2

() r=3—-3senf, 6¢€[0,2r] (cardidide);

(f) r=3sen 30, 6 €[0,2m] (rosicea de trés pétalas);
(g) r=5—4sen, 0¢cl0,2n] (limagon);

(h) r=4+T7cosf, 6€cl0,2r] (limagon).
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Limite e continuidade

MODULO 3 - AULA 33

Aula 33 — Limite e continuidade

Objetivo

e Aprender a defini¢ao de limite de uma funcao real, de uma variavel real,
na versao com épsilon e delta, e estendé-la para uma funcao vetorial de

uma variavel real.

e Conhecer a nogao de continuidade de funcoes vetoriais.

Introducao

o o Epsilon e delta sdo os nomes

No curso de Célculo I vocé aprendeu uma definicao de limite de uma de duas letras gregas, ¢ e 0,

funcao real de uma variavel real em termos de sequéncias de nimeros. Agora respectivamente.
vocé aprendera uma outra definicao desse conceito, que é equivalente a que

vocé conhece, e que chamaremos de definicao com épsilon e delta.

Essa definicao evita a introdugao da nocao de sequéncia e, além do
mais, ela sera generalizada para o caso das fungoes vetoriais, objeto de nosso
estudo atual, e das funcgoes de varias variaveis, que passaremos a estudar em

breve.
Veja a nota sobre

A definicao de limite com épsilon e delta foi estabelecida por Karl Weierstrass na Aula 28.

Weierstrass e é uma pérola da Matematica.

Veja, o nosso objetivo é estabelecer, rigorosamente, o que queremos
dizer quando escrevemos

lim f(z) = L.

r—a

Vocé poderia responder: isso significa que, quando a variavel x assume
valores bem préximos de a, a varidavel dependente y = f(z) assume valores
bem préximos de L. Muito bem! E isso mesmo. A questdo estd no rigor.
Ou seja, qual é o significado de ‘x assume valores bem préximos de a’? Essa
frase tem valor pois nos ajuda a entender, a dar um sentido para a nossa
formula. No entanto, do ponto de vista matematico, falta-lhe, exatamente,
o rigor. K como voceé ja sabe, o rigor é fundamental na Matematica. Para
provar teoremas, chegar a conclusoes definitivas, precisamos mais do que a

frase oferece.

Vamos adotar um procedimento direto: primeiro apresentamos a de-
finicao e depois faremos uma discussao de seus termos, até aproxima-la da

nocao intuitiva de limite que vocé ja tem.
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Definicao de limite

Vamos supor que A C IR é uma uniao de intervalos quaisquer e que
a € Aoua é um dos extremos de algum desses intervalos.

Por exemplo, A = (=2,0) U (0,3) ea = 0; A = (—=1,1) e a = 1;
A=(-1,3]ea=2.

Definicao 33.1:

Seja f : A — IR uma fungao. Dizemos que

lim f(x)=1L

r—a
se, e somente se, para cada ¢ > 0, existe § > 0 tal que, se x € A e
0<|z—al < d,entdo |f(x)—L| <e.

Usando a simbologia matematica, temos

lim f(z) =L <= Ve>0,3§>0,

tal que
re€Ae O0<|z—al<d = |f(z)—-L|<e.

Essa é, provavelmente, a definicao mais dificil de apresentar aos alunos
dos cursos de Calculo. Repare bem: quando escrevemos
oo+l
lim
z——1 x+1
na verdade, estamos dizendo

= 3

3+ 1
z+1

V5>O,E|5>Otalqueo<]:c+1|<5:>‘ 3‘< €.

Vamos agora mostrar que essa simbologia toda nos diz que, para valores

s . 2341 ~ ;.
de = préximos de —1, os valores f(x) = “57 estao proximos de 3.

Para desvendarmos esse segredo devemos avangar passo a passo. O
primeiro deles consiste em entender como a nogao ‘préximo de’, ‘tende a’
estd estabelecida na definicao. A chave para isso é a nocao de distancia, dada

pela funcao médulo ou valor absoluto.

A distancia entre x e a é igual a |z — a|. Assim, quando dizemos
|z — a| < J, queremos dizer que a distancia entre x e a é menor do que 9,

um certo valor positivo.
Por exemplo, a inequacao
lz —3] < 2

determina os pontos da reta que estao a uma distancia menor do que duas

unidades do ponto 3. Esses pontos formam o intervalo aberto (1,5).




Limite e continuidade

MODULO 3 - AULA 33
Em geral, a inequagao |r — a] < § caracteriza o intervalo aberto

(@ —d,a+9).

Usaremos a expressao r estd 0-prorimo de a para dizer que x pertence

a esse intervalo.
Analogamente, |f(x) — L| < ¢ significa que f(z) € (L —¢,L+¢) e
diremos que f(x) estd e-préximo de L.

Note que na definicao usamos a frase
0<|z—al<d.

A condigao 0 < |x — a| nos garante que = # a pois, * = a se, e somente
se, |x —a| = 0. Isso é muito conveniente, uma vez que assim excluimos o

ponto a da andlise. Logo, a pode pertencer ou nao ao dominio A da funcao.

Portanto, a frase
0 <|lrt—a|l < §d = |f(z)—L|<e
pode ser lida da seguinte maneira: se x estd -proximo de a e é diferente de
a, entdao f(z) estd e-préximo de L.
Veja como isso fica numa figura:
A

L+e¢ I
L
L —el——

»

a—0 a a+d

Agora vocé deve ter notado como a definigao tem o sentido que espe-
ramos. Ela trata de distancias. Mas ainda falta, algo muito importante. A
frase completa comeca com ‘Ve > 0, 3 > 0 tal que ...’ Isto é, ‘para cada

e > 0, existe um 6 > 0 (que depende de ¢) tal que ...’

Aqui usamos dois quantificadores: o quantificador universal, usado no
épsilon e o quantificador existencial, usado nos delta. Esses quantificadores
animam a definicao. Isto é, para cada € > 0 devemos arranjar um ¢ > 0 tal
que, para todos os valores de x que estao d-préximos de a, porém diferentes

de a, os valores correspondentes f(x) estao e-préximos de L.
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Veja, nao é suficiente arranjar um valor para J, digamos ¢ = 0,0001,
que torne a frase ‘0 < |r —a] < 6§ = |f(z) — L| <&’ verdadeira para
um certo valor de ¢, digamos € = 0,0003. Precisamos seguir determinando
valores de ¢ correspondentes a valores de € ainda menores. Pelo menos aqui
temos uma boa noticia. Apesar do quantificador universal que usamos com
¢, na verdade, basta que nos preocupemos com os valores pequenos de €. Isso
por que, se encontramos um valor de § que funcione para um certo valor de
g, digamos € = 1, esse mesmo valor de ¢ também serve para todos os valores

de € maiores do que 1.

Em termos mais simples, para que lim f(x) seja L, ndo basta que a
r—a
frase
0 <|z—a|l < = |f(x)—L|] <e¢

seja verdadeira para alguns valores de €. Ela deve ser verdadeira para todos

os valores de ¢, especialmente os bem pequenos.

Em termos graficos, o desenho apresentado na figura anterior deve ser
como um quadro de uma animacao. Essa animacao deveria prosseguir com
0 mesmo aspecto se a faixa L —e < y < L+ ¢ se tornasse tao estreita quanto

quisermos.

v
\/
\/

Veja como isso funciona num exemplo.

Exemplo 33.1

Vamos usar a definicao de limites que acabamos de apresentar para mostrar

que a afirmagao

é verdadeira.

A grande dificuldade que, geralmente, os alunos tém ao lidar inicial-
mente com a definicao que apresentamos é a seguinte: como descobrir os
valores de 9, em funcao dos valores de € que tornem a frase verdadeira?
Bem, o segredo é o seguinte: em geral, fazemos certas contas de antemao,

num rascunho, para depois apresentar o resultado, que entao surge como
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que tirado de uma cartola. Mas hoje é o seu dia de sorte! Voceé nao preci-
sard preocupar-se com esse tipo de coisa, ainda. Isso é assunto do curso de

Anélise. Tudo a seu tempo.

Vamos comecgar com o nosso exemplo observando que o dominio da
funcdo f(z) = 22=2 ¢ o conjunto A =R — {1} = (—o0,1) U (1,0).

r—1

Vamos la! Lembre-se: para cada £ > 0 devemos arranjar um 0 tal que
O<|z—1<d= |f(z)—4|<e

£

Surpresa! Para cada € > 0, tome § = 5.

Veja, se x # 1, entao
202 — 2
x—1

2z —1)(z+1)
r—1

4 = — 4| =

[f(z) =4 =

= [204+2—-4] = |2z —2| =2z —1].

Isto é, se 0 < |z — 1|, entdo |f(x) — 4] = 2|z —1].

Portanto, se 0 < |z — 1| < § = %, entao
£
|f(x) — 4] = 2]z — 1] <2§:5.

Logo, para cada € > 0,8e 0 < |z — 1| < % entao |f(z) = 4| < e. Isso é,
lim f(z) =4.

I‘—)l

Exemplo 33.2

Vamos usar € e § para mostrar que lin% z? = 4.
Tr—

Queremos mostrar que se x toma valores préximos de 2 entdo z? toma
valores proximos de 4. Isso é claro, do ponto de vista do senso comum mas,
em Matematica, precisamos de provas. Muito bem, queremos mostrar que se
0 < |z — 2| é um valor préximo de zero, entao |r? — 4| também estd préximo

de zero. Observe que
|22 — 4| = |z —2|]z+2].

Nosso problema esta em ‘controlar’ o fator |z + 2|.

Observe: se os valores que escolhermos para § ndao forem maiores do
que 1, teremos a garantia que 0 < |[z—2| < 1. Istoé,z #2e -1 <z—-2 < 1.

Essa desigualdade é equivalente a 1 < x < 3, que por sua vez é equivalente a

3<x+2 <5,

189
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Resumindo, se escolhermos valores para 0 menores ou iguais a 1, tere-
mos |z + 2| < 5.

Otimo!

Estamos prontos para mostrar, com epsilon e delta, que i:né 2 = 4.

Para cada € > 0 tome 6 = min{1,e/5}. Isto é, § é o menor entre os

ntimeros 1 e /5. Dessa forma garantimos que § é menor ou igual a 1 e, com

isso, garantimos que |z 4 2| < 5.

Entao, se 0 < |z — 2| < ¢, temos

|f(z) —4]=|2* -4 =z -2z +2| <5< - -5 ==e.

ot ™

Vamos agora analisar um exemplo onde nao ha limite. Na verdade,
usaremos a definicao para constatar que um ‘bom candidato a limite’ nao

satisfaz a definicao.

Exemplo 33.3

Vamos mostrar que se f : R — R ¢é a fungao dada por

f($):{x+1 se x>1,

T se x <1,
entao, apesar de f(1) =2, o limite de f(x) quando z tende a 1 nao é 2.

Antes de mais nada, veja o que devemos fazer. Para provar que o limite

de f(z) quando x tende a 1 nao é 2, devemos negar a defini¢ao de limite:
Ve>0, 30 >0, tal que

O<lz—1]<d=|f(zx)—2| <e.

Lembre-se das aulas de logica: a negacao inverte os quantificadores.

Portanto, devemos mostrar que

Je >0, tal que V 0 > 0 existe algum valor de x com

O<|z—1<de|f(x)—2]>c.

CEDERJ
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O grafico de f numa vizinhanca de 1 nos ajudara nessa tarefa. Aqui

esta:

v

Veja que podemos tomar valores para x tao préoximos de 1 o quanto
quisermos, mas cujas imagens estarao a uma distancia maior do que 1 do

candidato a limite 2. Para isso basta tomar valores de x a esquerda de 1.
Logo, o nosso candidato ao valor de € que nao satisfard a definicao é 1.

Realmente, para ¢ = = e um ¢ > 0 qualquer, escolha um xq tal que

1
2
l-d<zo<lel/2<zy<l.

A primeira condicao garante que
0<|zg—1] <4

e, como zg € (1/2,1), f(xg) = xo.
Ora, se x( se encontra a esquerda de 1, sua distancia até 2 é maior do

que 1:

[f(x0) = 2] = |zo —2] =

N —

Realmente, provar que um certo limite é um dado nimero ou que um
certo valor nao ¢ o limite, usando diretamente a definicao é trabalhoso. Na
verdade, nos so fazemos isso em ocasioes especiais. A pratica é a seguinte:
usamos a definicao para provar as muitas propriedades dos limites e usamos

as propriedades de limites para calcula-los

Para dar uma idéia de como a definicao funciona na prova das propri-

edades de limites, vamos provar o seguinte teorema.
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Teorema 33.1:

Sejam f e g funcoes definidas numa vizinhanca V' de a, mas nao neces-

sariamente em a, tais que

(a) lim f(x)=0

Vocé pode considerar V' T—a
como um intervalo aberto
(w0, 21) contendo a. (b) AM >0 tal que |g(x)| < M, para todo = €V, x # a.
Entao,

lim f(z)-g(x) =0.

r—a

Isto é, se o limite da funcao f é zero e a funcao ¢ é limitada, o limite
do produto das duas fungoes também é zero.

Prova:

Como lim f(z) = 0, sabemos que para cada € > 0, existe § > 0 tal que,
sexeVe

0 < |z —al <4, entdo |f(z)| <e. (1)

Veja, estamos usando &’ e ¢’
para enfatizar que esses Queremos mostrar que lim f(z) - g(z) = 0. Isto é, para cada ¢’ > 0,
lores di ito & . Loa
vaores Cluen Tesperto & existe &' > 0 tal que,sex € V e
funcdo f(x)g(x), enquanto
que € e § dizem respeito a

fungéo f(z). Isso é um 0<|z—al<d, entao |f(x)- g(z) <ée.

detalhe importante.

Muito bem, dado & > 0, fazemos ¢ = 5—]\; e escolhemos para ¢ o mesmo
d que corresponde ao ¢ e torna a afirmagao (I) verdadeira: ¢’ = §. Assim,

sexeV e 0<|r—al < =90, entao

5/

|f(z)-g(@)] < [f(x) M| < eM=_7-M = g.

Ou seja, para cada ¢’ arranjamos um ¢’ tal que
O0<l|zx—a|<d = |f(z) g(x)| <.

Portanto, provamos que lim f(z) - g(z) = 0.

r—a

U

Esse teorema é uma poderosa ferramenta de calculo de limites. Veja,

no proximo exemplo, como ela funciona.
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Exemplo 33.4
Vamos calcular o
1
lim 22 cos —.
x—0 xX

Note que a fungao f(x) = x* cos % nao esta definida no ponto x = 0.
Além disso, o limite de h(z) = cos %, quando x tende a zero, nao esta
definido. Veja o seu grafico na figura a seguir.

1
-1

Este limite nao existe pois a funcao se ‘acumula’ em todo o intervalo
[—1,1] do eixo Oy.

No entanto, hI% 2=0,e portanto,

Tr—
lim 2? cos — = 0.
x—0 X
Veja o grafico da fungao f(x) = z? cos %, numa pequena vizinhanca da
origem:
A
AW A .
VAN AV
Continuidade

O conceito mais diretamente ligado ao limite é a continuidade. Veja
como a definicao de limites que acabamos de apresentar se reflete na definicao
de continuidade.

Seja A C R uma uniao de intervalos e f : A — IR uma funcao. Voceé
aprendeu, no curso de Calculo I, que a funcao f é continua em a € A se, e
somente se,

lim f(z) = f(a).
r—a
193
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O simbolo <, > representa o
produto interno ou produto
escalar. Por exemplo, se

v1 = (z1,91) e vz = (z2,Y2),
o produto interno de vy por
vy é denotado por

< wv1,v2 >€ R e definido por

<wi,v2 >=T122 + Y1Y2.

Produtos internos sao
estudados em Algebra Linear
e sdo muito usados na
Matematica. Nés voltaremos

a falar neles nesse curso.

CEDERJ

Limite e continuidade

Muito bem, com a definicao de limites que vocé acabou de ver, isso
significa o seguinte.

A funcao f é continua em a € A se, e somente se, para cada ¢ > 0,

existe 0 > 0 tal que, se x € A e
0 < |z—a|l<dentao |f(z)— fla)| <e.

Isto é, f é continua em x = a se para valores de x préoximos de a,
os valores correspondentes f(z) estdao préximos de f(a). Essa é a nossa
nocao geral de continuidade: pequenos acréscimos na variavel independente
correspondem a pequenos acréscimos na variavel dependente. A definicao

com épsilon e delta da rigor a essa idéia geral.

Agora estamos prontos para enunciar os correspondentes conceitos de

limite e continuidade de fungoes vetoriais de uma variavel real.

Limites de funcoes vetoriais de uma variavel

real

A diferenca entre uma funcao vetorial e uma funcao real estd no con-

tradominio. Em vez de niimeros obtemos vetores, elementos de R .

Para estabelecermos a definicao de limites no caso dessas funcoes, basta
que tenhamos uma nocao de distancia em IR ™. Ou seja, precisamos dizer qual

¢ a distancia entre dois vetores, digamos v; e vs.
Essa nogao é dada pela norma da diferenga, denotada por ||vy — vy|.

(x1,29,...,2,), entao

loll = v<o,05 = \Jai+ad+--+ad.

Se v € R" é dado por v =

A norma faz em IR™ o papel que o valor absoluto faz em IR, para
estabelecer a distancia. Veja, se v; = (z1,v1) e vy = (72,%2), em R?, por

exemplo, a distancia entre v, e vy é dada por

lor —va|| = V(21— 22)2 + (1 — y2)%

Isto é, a distancia em R ", estabelecida pela norma, corresponde a nossa

tradicional nogao de distancia.

Estamos prontos, finalmente, para enunciar a definicao de limites de

funcoes vetoriais.




Limite e continuidade

| MODULO 3 - AULA 33

Vamos supor que A C R é uma uniao de intervalos quaisquer e que

a € A ou a é um dos extremos de algum desses intervalos.

Definicao 33.2:

Seja @ : A — IR™ uma funcao vetorial e L € IR™ um vetor. Dizemos
que
lim a(t) = L

t—a

se, e somente se, para cada € > 0, existe 6 > 0 tal que, set € A e 0 <
|t —a| < 9§, entao ||a(t) — L|| < e.

Se vocé comparar esta definicao com a definicao de limites, com ¢ e
0 das funcoes reais, vera que as diferencas sao muito pequenas. O termos
|f(z) — L| < ¢ foi substituido por ||a(t) — L|| < € e, enquanto o primeiro
L é um numero, o segundo é um vetor.

Do ponto de vista pratico, o limite de fungoes vetoriais é simples. Veja

o proximo teorema.

Teorema 33.2:

Seja o : A C R — R™ uma funcao vetorial, onde A é uma uniao de
intervalos. Seja a € A ou a é um dos extremos dos extremos dos intervalos
que formam A. Entao

li_r)% Oé(t) =L<+— 1{1{1 Oél(t) =1L
para cada uma das fungoes coordenadas «;, onde L; é a i-ésima coordenada
do vetor L = (Ly, Lo, ..., Ly).

Este teorema nos diz que, para estudar o limite das funcgoes vetoriais,

basta estudar, um a um, os limites das funcoes coordenadas.

Exemplo 33.5

Vamos calcular Pm a(t), onde

)
t3—1 sen(t—1)
t:( , 1 t).
ot)=\g—p -7 '™

Note que o dominio de « é a intersecao dos dominios das fungoes coor-

denadas:
A = ((—00,1) U (1,00)) N (0,00) =
= (0,1) U (1,00).
Neste exemplo, A é uma uniao de dois intervalos e a = 1 ¢ A é extremo
de ambos.
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Basta calcularmos os limites das fungoes coordenadas:

.t —1 .3t 3
(&) fm p—y = 5 =3
) lim sen(t—1) "

-1 t—1 ’

limt — 1 a(t) = (3/2,1,0).

Esse teorema também nos garante que, a funcgdo av: AC R — R" é
continua em a € A se, e somente se, cada funcao coordenada

o; : ACR — R™ for continua em a.

Apresentamos aqui a prova do teorema 2, por razoes de completicidade.
No entanto, vocé ja experienciou uma boa dose de € e § e é recomendavel
que voce a estude agora apenas no caso de ter uma boa folga na sua agenda.
Caso contrario, vocé pode usar o teorema para resolver os problemas e podera
retomar a demonstracao no devido tempo. No entanto, nao deixe de estuda-

la, pelo menos em algum momento.
Prova do Teorema 33.2:

Por simplicidade, vamos demonstrar o teorema para o caso n = 2.
Isto é, vamos supor que a funcao « tenha apenas duas fungoes coordenadas
(Oél, O[Q). Entéo, L= (Ll, LQ)

Queremos mostrar que

lim ay(t) = Ly

t—a
11£im a(t) — e
Pm &Q(t) = L2

Primeiro, vamos mostrar que se a funcao vetorial tem limite L, entao
cada uma das funcoes coordenadas tem limite L;, a correspondente coorde-

nada do vetor limite L.

Sabemos que, para cada ¢ > 0, existe um 0 > 0 tal que, set € A e

0<|t—al<6=>la(t)—L|| <e (I)

CEDERJ
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Como |au(t) = Li| < \/(al(t) — L))" 4 (a(t) — Ly)* = [Ja(t) - L],
podemos usar o mesmo 0 para ambas fungoes coordenadas. Ou seja, dado
e > 0, tomemos 0 > 0 tal que (I) seja verdadeiro e, portanto, se 0 < |t—a| < &
e t € A, entao

i) = Lil < |la(t) = LI| < ¢,

para ambos i =1 e 1 = 2.

Agora devemos mostrar que, se cada uma das funcoes coordenadas tem

limite, entao a funcao vetorial também tem limite.

Ou seja, sabemos que, se t é um valor proximo de a, cada uma das
coordenadas «;(t) estard e-proximo de L;. Isto é, temos controle sobre os
catetos e queremos controlar a hipotenusa. Muito bem, aqui estd o que esta
faltando. Seja M a maior entre as distancias |a;(f) — Ly| ou |az(t) — La.

Entao,

la(®) = LIl = /(a1(t) = L)* + (aa(t) — Lo)* < V2 D2 = VE M.

Sabemos entao que, dado € > 0, existem d; > 0 e 3 > 0 tais que, se
O0<|t—a|<d; e te A entdo |ay(t) — L] < 5 para i =1 e = 2. Muito
bem, agora estamos prontos para terminar a demonstragao:

Dado ¢ > 0, escolha 6 como o menor entre d; e 3 > 0. Entao, se
0<[t—al <dete A entao |a;(t) — L < 5

M < Z. Portanto, [|a(t) — L|| < V2M < V2

1 =1oui=2 Assim,

= &.

b

2

Comentario finais

Essa foi uma aula bastante atipica. Voce foi apresentado a um contetido
de Calculo I e a quantidade de informagao tedrica é muito grande. No en-
tanto, este conteudo é muito importante para os matematicos e essa nao de-
vera ser a unica oportunidade em que voceé lidara com essas idéias. Portanto,
voce nao deve esperar um completo dominio do contetiddo numa primeira lei-
tura. A apresentacao buscou ser a mais amigavel possivel, sem deixar de
encarar as dificuldades. Nao se espera que vocé seja capaz de desenvolver
argumentos como os que foram apresentados nos exemplos 33.1, 33.2 e 33.3.
Nem por isso deixe de lé-los atentamente. Eles o ajudarao a entender as

idéias expostas anteriormente.
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Limite e continuidade

Do ponto de vista pratico, vocé relembrou o teorema 1, que é uma boa
ferramenta de calculo de limites, como vocé pode ver no exemplo 33.4, e
aprendeu a lidar com os limites e a continuidade de fungoes vetoriais de uma
variavel real. Basta considerar a situacao coordenada a coordenada, segundo

o enunciado do teorema 33.2 e exemplificado em 33.5.

Aqui estao alguns exemplos para vocé experimentar os seus progressos:

Exercicios

Exercicio 1
Use a nocao de distancia para resolver as seguintes equagoes e ine-

quagoes.

(a) |o—3| = 5 (b) | -1 <1/2

(c) 0<zr—2|<4; (d) |z+3|>2;
() 1<|z+1 <2 () M Il = V2
(8) 0<|l(z, »)— @1 0)[<2 () [l(z, y)— (2 2)|[>4%
(1) 1<[l(z, ») =2 0)[<2 (k) [z, ¥y 2)—(1, 0 0 <L

Exercicio 2

Calcule os seguintes limites.

(a) 1 (t2 — 2 sen t> b 1 ( t 2t — 3 >
a) lim —): im :
‘50 t+17 t I t—+o0 t2+17 /—2524_4 I
, -2 V2_¢f =1 t—1 tgw(t—1)
(c¢) lim ( , ); ( )hm( , = , )
tva N\t — /27 13— 22 t—=1\12 —1" It —1 t—1

Exercicio 3
Calcule os valores de a e b tais que a funcao
t+b, 4t —3 t>1
alt) = (at+b, 2), se >
(2t +3, 2at* —b), se t<1

seja continua.

Exercicio 4

Sejam I, J C R dois intervalos, f : I — J uma funcao continua em
a€l,com f(a) =be J. Sejaa:J — R? uma fungao vetorial continua
em b € J. Mostre que a funcao vetorial o f : I — R? é continua em

a€el.
Note que a o f(t) = (a1 0 £(t), azo f(t), azo f(£)).
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Aula 34 — Derivadas de funcoes vetoriais

Objetivo

e Aprender o conceito de derivada de uma funcao vetorial, de uma variavel

real, assim como a sua interpretagao geométrica.

Introducao

A derivada de uma fungao f: I C R — R, em um ponto z =a € I é

o limite do quociente de Newton

x)— fla
) — 1 L@@
z—a r—a
e a sua interpretacdo geométrica é a seguinte: o nimero f’(a) é a inclinagao, f@)
o coeficiente angular, da reta tangente ao gréfico de f, no ponto (a, f(a)).
fla) |
y = f(a) + f'(a)(z —a) Y .
—
f(a)
v O termo L1 ¢

conhecido como o quociente
de Newton. Ele estéd definido
sempre que £ # a e é a

inclinagao da reta
] determinada pelos pontos
(a, f(a)) e (z, f(2)). Esta

reta é ‘secante’ ao grafico de

1.

Em particular, se a fungdo s = s(t) descreve a posigao de uma particula
em movimento sobre uma trajetoria retilinea, a derivada de s em t,

oy e S(E) = s(to)
slto) = fim ——

9

é o limite, quando t tende a ty, das velocidades médias
s(t) — s(to)
Uy = ——.
t—to
Portanto, podemos dizer que s'(ty) é a velocidade da particula no pre-
ciso instante ty. Essa é, basicamente, a interpretacao da derivada como uma
taxa de variacao. Muito bem, queremos agora estender este conceito para as

fungoes vetoriais, de uma variavel real.
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Derivada

Seja A C R uma unido de intervalos abertos, a : A C R — R"”, uma

fungao vetorial, e seja a € A.

Definicao 34.1:
Dizemos que a tem derivada em t = a se o limite
a(t) —
L alt) —afa)
t—a t—a
existe. Neste caso, ele sera denotado por o/(a) € R™.

Lembre-se de que o limite anterior é um limite vetorial. Na verdade,

ele poderia ser escrito na forma

pois, o termo ¢ —a ¢é um numero e a(t) — a(a) é um vetor.

A notacao
do a(t) — ala)
—(a) = lim ——=
dt (a) t—a t—a
também ¢ usada.
Se «a tem derivada em t = a, dizemos que « é diferencidvel em a.
Se « tem derivada em todos os pontos de seu dominio, dizemos que « é

diferenciavel em A ou, simplesmente, que « é diferencidvel.

Quando isso ocorre, podemos definir o/ : A € R — R"™ a funcao

derivada de .

Em termos praticos, é muito facil calcular a derivada dessas funcoes.

Veja por que:

Teorema 34.1:

Seja a(t) = (au(t),aa(t),...,an(t)) uma fungao vetorial definida em
A C R. A funcao « é diferencidvel em a € A se, e somente se, cada uma de

suas fungoes coordenadas «;(t) for diferenciavel em ¢ = a. Além disso,
o (t) = (ay(t),aq(t), ..., (1))

Prova do Teorema: A prova desse teorema é quase imediata, se lembrarmos
do teorema que descreve o limite das fungoes vetoriais, apresentado na aula

anterior.
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Realmente, a prova para n = 2 é a seguinte:

. a(t) — ala) () —ai(a)  ap(t) — as(a)
e S —— :%Lni( t—a t—a ):

Resumindo, derivamos coordenada a coordenada.

Exemplo 34.1

Vamos calcular a funcao derivada e a derivada em t = 1 da funcao
a(t) = (cos 2mt, e*, t* +2t —1).

Primeiro, calculamos a fun¢ao derivada, usando as regras de derivacao

aprendidas no Calculo I.
o/(t) = (—2m sen 2nt, 2%, 2t + 2).
Agora, usando a funcao derivada, calculamos a derivada em ¢ = 1:

/(1) = (0, 262, 4).

Interpretacao geométrica

Lembre-se que associamos a cada curva «(t), o seu tracgo, contido em

R™. Muito bem, o vetor w =~ (a(t) — a(a)), é um multiplo de

(a(t) — a(a)). Portanto, eles sdo paralelos. Veja a figura a seguir.

afa)

aft) — afa)

aft)
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Do ponto de vista da
Algebra Linear, isto é facil
de ver pois, os vetores (a, b)
e (—b, a) s@o ortogonais.
Isso pois, o produto interno
deles é nulo:

((a‘7 b)v (_b7 G,)> =

= —ab—+ ba = 0.

Lembre-se: se o grafico de
uma fungao apresenta tal
caracteristica, ela ndo sera
diferenciavel. A funcao
f(z) = |z| é um exemplo.
Ela é continua mas nao é

diferencidvel em = = 0.

CEDERJ

Quando a funcao « é diferenciavel em t = a,

oy — i ) —ala)
o) = iy S50

pode ser interpretado como o um vetor tangente ao trago de a no ponto «(a).

o'{a)

fa)

\

Exemplo 34.2

Vamos mostrar que o vetor (—b, a) é tangente a circunferéncia do circulo de

raio 1, centrado na origem, no ponto P, de coordenadas (a, b).

Seja a(t) = (cost, sen t) uma parametrizacdo da circunferéncia do

tal circulo e seja top um nimero tal que a(ty) = (a,b).

Isto é, ty ¢é tal que

a = cos iy
b = sen t.
Mas entao, o/(t) = (sen t, cos t) e d/(ty) = (sen tg, cos tg) = (=b,a),

que ¢é tangente a curva.

Exemplo 34.3

Mesmo quando a funcao « é diferenciavel, o seu traco pode apresentar ‘qui-
nas’ ou ‘dobras’. Isso parece estranho, se levarmos em conta nossa experiéncia

com graficos de fungoes reais, de uma variavel real, estudadas no Calculo I.
Vamos analisar o exemplo da cuspide
at) = (%, 1),
que é diferenciavel em toda a reta real R e cuja derivada é

o/ (t) = (3t%, 2t).
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Veja a figura de seu traco.

Apesar de estranho, nao ha nada errado aqui. Devemos lembrar de que
a figura é o traco de uma curva e nao é o seu grafico. Portanto, tracos de

curvas diferenciaveis podem apresentar, eventualmente, dobras ou quinas.
Esta na hora da famosa pergunta: o que ocorre com a interpretacao
geométrica da derivada num caso como esse?

Lembre-se do que dissemos anteriormente: a derivada o'(ty) é o vetor

tangente ao trago da curva no ponto «(ty). Como podemos achar um vetor

tangente & curva a(t) = (¢°, t*), no ponto (0, 0)? Isso é possivel se o
vetor for o vetor nulo. E isso realmente ocorre: como o/(t) = (3t?, 2t),
a'(0) = (0, 0).
Note que,
W) = (0.0) e 1 =0
2t = 0

Ou seja, (0, 0) é o inico ponto do trago no qual o vetor ‘tangente ’ é o

vetor nulo.

Vamos estudar mais um exemplo onde esse fendomeno ocorre.

Cicléide é uma curva

Exem p|0 344 descrita por um ponto na
circunferéncia de um circulo
Seja a(t) = (t— sent, 1 — cos t) uma cicldide. que gira sobre uma reta.

Vocé deve ter estudado este
. , . tipo de curva, em detalhes,
Aqui estd o traco dessa cicldide. o curso de Geometria
Analitica.
Estas curvas foram
estudadas por, entre outros,
Galileu Galilei, que teve sua

atencgao despertada para elas

quando viu passar uma
carruagem com um lengo
amarrado em uma de suas

rodas.
Vamos descobrir em quais pontos da curva ela toca o eixo Oz. Isto é,

vamos calcular os valores de ¢ para os quais a/(t) = 0.
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A cada ponto P = (a,b) da
circunferéncia do circulo de
raio 1, centrado na origem,
corresponde uma familia de
angulos na forma 6 + 27k,
k € Z, tais que
cos(0+27k) = a e

sen (6 4 2wk) = b.

llo’ ()° = (8)* +ay(t)* =
(1 —cos ,t)%2 +sen?t =
1—2cos ,t+cos?t+sen’t =
2 —2cos ,t.

Ao considerarmos a
interpretagao fisica, onde
a(t) descreve o movimento
de uma particula ao longo
do trago da curva, entao
o’ (t) é a velocidade da
particula, que é tangente a
essa trajetoria.

CEDERJ

Primeiro, o calculo da fun¢ao derivada:
a'(t) = (1 —cost, sent).

Para que o/(t) seja igual ao vetor nulo, as fungoes coordenadas de
a/(t) devem ser, simultaneamente, iguais a zero. Isso nos dd um sistema
de equacoes:

l—cost =0
sent = 0.

Este sistema nao é dificil de ser resolvido pois cost =1esent =0 se,
e somente se, t é um multiplo de 2.

Isto é, o/(t) = 0 se, e somente se, t = 2k, Vk € Z.

Assim, os pontos a(2km) = (2km, 0) sdo aqueles onde a derivada é
igual ao vetor nulo. Estes sao os pontos onde o traco da funcao toca o eixo

Oz, de maneira analoga a cuspide, quando esta toca o eixo Ox, a origem.

Vamos agora, considerar a funcao
f@) = |lo'@®)|]> =2—2cost.

Veja o gréfico de f, uma funcao de periodo 27:

Essa funcao assume seu valor minimo 0 nos pontos onde ¢t = 2km,

k € Z, que sao, exatamente, os pontos onde a derivada de « é o vetor nulo.

Em contrapartida, f assume o seu valor maximo 4 nos pontos onde
t = (2k+ 1)m, k € Z, os multiplos impares de 7.

Estes pontos sdo aqueles onde a derivada o/(t) atinge seu comprimento
maximo. Se considerarmos que « esteja descrevendo o movimento de uma
particula, percorrendo a curva, tendo a sua posigdo determinada por «(t),
no instante t, a derivada o/(t) é a velocidade (vetorial) dessa particula, nesse
mesmo instante. Nossos calculos indicam que nos instante ¢t = 2k a particula
teria velocidade nula. Essa seria a unica forma da particula passar, diferen-
cialvelmente, por cada uma dessas dobras. Isso é, fazendo nesses pontos uma
completa parada. Além disso, nos instantes t = (2k + 1)7, essa velocidade
assume o seu comprimento maximo. Esses pontos ocorrem no ponto mais
alto de cada arco da cicléide, onde a velocidade é um vetor paralelo ao eixo
Ozx.
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Retas tangentes

Na aula 31 vocé aprendeu a determinar uma equacao paramétrica da

reta r que contém o ponto A e é paralela ao vetor v # 0. Ela ¢ dada por
r(t) =tv + A.

Vamos usar essa férmula para determinar equagoes paramétricas de

retas tangentes aos tragos de curvas.
Seja a« : A — R" uma fungao diferenciavel em ¢t = a e tal que
o/(a) # 0.

Uma equagdo paramétrica da reta tangente a «, no ponto a(a) é

.
&2

r(t) =td(a) + ala).

Veja como isso funciona.

Exemplo 34.5

Vamos calcular uma equagao paramétrica da reta tangente a helicoide
a(t) = (cos 27t, sen 2mt, t),
no ponto «(1/4).
Primeiro calculamos a funcao derivada de a:

o (t) = (—2m sen 27t, 2m cos 2wt, 1).
Agora, vamos calcular os vetores o(1/4) e o'(1/4).
(1) = (15)
al=) = -
4 T4
0/<1> = (—27,0, 1)
4 - » .

A equagao paramétrica correspondentes a esses vetores fica

r(t) = a(i) + to/(i)

r(t) = (0, 1, %) 4 t(—2m,0, 1)

r(t) = (— 27, 1,t+i)
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Exemplo 34.6

Vamos calcular as equacoes para as retas tangentes ao traco da curva
at) = (2 —t, %)

nos pontos de intersecao com os eixos.

A primeira etapa do trabalho consiste em determinar esses pontos. Isso

ocorre quando alguma das coordenadas de «a(t) é igual a zero.

Se x = 0, temos a intersecao com o eixo Oy.
r=0 < t*—t =t{t*-1)=0.
Portanto, a curva intersepta o eixo Oy nos pontos (0, 0) e (0, 1), quando
t=0,1e —1. Em particular, observamos que a(1) = «a(—1).
Se y = 0, temos a intersecao com o eixo Ox.
y=0 <= t?=0
e, portanto, a curva intersepta o eixo Ox na origem.

Nosso problema consiste em calcular equacoes de retas tangentes a
curva em (1) = a(—1) e a(0), quando t = —1,0 e 1.

A derivada de a é o/(t) = (3t> — 1,2t). Consequentemente,
o(—=1) = (2,-2),d(0) = (—=1,0) e /(1) = (2,2).
As equagoes das retas serao dadas pela férmula
r(t) = (x(t),y(t)) = ala) + td(a).
)
)

)
a=-1 r{t)=(0,1) + t(2,-2) =(2t,1—2t);
a=0  r(t)=(0,0) + t(—1,0) = (—t,0);
a=1 r(t) = (0,1) + ¢(2,2) = (2t,1+ 2¢).

Lembre-se de que quando n = 2, podemos achar equacgoes cartesiantas

para a reta, eliminando o parametro t. Veja:

T =2t

= y = 1-u
=1-—-2t
r=—t .

= y = 0 (eixo Ox);
y=20

= y = 1+uz

——
A
I
=N
~

+ 2t




Derivadas de funcbes vetoriais

Aqui esta o desenho da curva e de suas tangentes:

Retas tangentes a curvas dadas em coordenadas polares

Considere o seguinte problema: uma certa curva é dada em coordenadas

polares, pela equagao
ro= f(0)

onde f(6) é uma funcao diferencidvel. Como calcular uma equagao da reta

tangente a curva no ponto determinado por 6 = a?

Veja como podemos resolver o problema. Podmos obter um parame-

trizacao da curva, em temos das coordenadas cartesiana, fazendo

x(0) = r(f) cosb
y(0) = r(0) send

Portanto, tudo o que precisamos fazer é calcular a equacao da reta

tangente a curva

a(f) = (r(0) cos,r(0) sen(h)).

Exemplo 34.7

Vamos calcular a equagao da reta tangente a limagon r = 1+ 2 cos(6), no

ponto onde a(m/3).
Para isso, consideramos
a(t) = ((142cosf) cos 0, (142 cosf) sen 6)
e calculamos a(7/3) e o/(7/3).

a(f) = ((1+2cosf) cos 0, (142 cosf) sen 0)

) - (23 02D ) - 0
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CALcuron |
/(0) = (=2 sen 6 cos 6 — (142 cosf) sen 6, —2 sen” § + (1+2 cos @) cos 6)

(Z) = (22 - (12 )Ll (1)) -

3 2 2) 2 2 2) 2
_(_3ﬁ_l>
B 27 2)

Ou seja, a reta que queremos contém o ponto (1, \/§) e é paralela ao

_sys 1y

vetor ( 5)-

Uma equagao paramétrica é dada por

x(t) = 1_Tt
t
yt) = \/_—5'

Podemos achar uma equagao cartesiana dessa reta, eliminando ¢. Por
exemplo, podemos reescrever a segunda equagao como t = 2(\/§ —y) e

substitui-la na primeira, obtendo

y = ?(z—l—S).

Veja a figura da curva e da reta tangente.

—1 1 3

Comentarios finais

Nesta aula voceé aprendeu a calcular a derivada de fungoes vetoriais e
como usé-la para determinar retas tangentes a curvas. Do ponto de vista
prético, os exercicios nao sao muito dificeis pois, essencialmente derivamos
coordenada a coordenada. A parte mais complicada é, realmente, tragar as
curvas a partir das equagoes. Mas essa parte foge do escopo de nosso curso.
Além disso, voce ja deve ter acumulado alguma experiéncia com as aulas
sobre curvas que ja vimos, bem como aquelas vistas, ou a serem vistas, na
Geometria Analitica.

Agora é hora de vocé praticar o que aprendeu.
CEDERJ |
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Exercicios
Exercicio 1
Calcule as funcoes derivadas das seguintes fungoes.

(a) a(t) = (t*+2,63 — 3t);

(b) B(t) = (t cos 2t, 6 sen 3t);

(c) v(t) = (sinh t, cosh t, t?).
Exercicio 2

Determine os potos onde a derivada da curva dada ¢ igual ao vetor

nulo.
(a) a(t) = (22® + 32* — 122, 23 — 3x);
(b) B(t) = (3 cost + cos 3t, 3 sen 3t — sen 3t);
(c) v(t) = (tInt? — 2t 213 — 9t* + 12t).

Dica:  vocé pode resolver uma equacgao transcendental, como
cos t = cos 3t, eshocando os gréaficos y = cos t e y = cos 3t sobrepostos, des-
cobrindo assim os pontos onde eles coincidem. Além disso, como as fungoes
sao periodicas, basta considerar um intervalo de periodicidade para determi-
nar completamente as solugoes.

Exercicio 3
Determine o(s) ponto(s) onde a curva dada é tangente a reta indicada.
(a) a(t) = (& + 3t, t* + 4¢), r(t) = (3t+3,t—4);
(b) B(t) = (cos 7t,sen 7 t), rit) = (2+t¢,t—1).
(a) Solugao :

Para que a reta tangente a curva a(t) seja paralela a reta (6t+3,2t—4),
é preciso que a derivada de a(t) seja um multiplo ndo nulo do vetor diretriz
(3,1) da reta r. Isto é, basta que exista um nimero A tal que

a'(t) = A3,1).
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Como o/(t) = (3t* + 3, 2t + 4), isso significa que queremos resolver o
sistema
3t2+3 = A3
20+4 = N
Podemos fazer isso eliminando A, substituindo A = 2¢ + 4 na primeira
equacao:
M +3=302t+4) = t*—-2t—-3 = 0.
Essa equacgao admite as solucoes t = —1 e t = 3. Portanto, os pontos

pedidos no exercicio sao a(—1) = (—4,-3) e a(3) = (36,21).

A figura nao é, exatamente, interessante. No entanto, aqui esta.

{0 A 10 20 30 40 50

Exercicio 4

Calcule uma equacao paramétrica da reta tangente as curvas nos pon-

tos indicados. No caso das curvas planas, encontre também uma equacgao

cartesiana da reta.

= (t3,3t+1), t=1;
1
= <_7t7 t2>7 t:—l,
t
= (t,cos t,sen t) t = m/6;
= (sen 3t, sen 2t), t=m/2.
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Aula 35 — Funcoes vetoriais — Integrais
Objetivo
e (Conhecer a integral de funcoes vetoriais;
e Aprender a calcular comprimentos de curvas parametrizadas;
e Aprender a calcular areas de regioes delimitadas por curvas planas da-
das em coordenadas polares, assim como o comprimento de tais curvas.
Integrais de funcoes vetoriais
Agora que voceé sabe derivar as funcgoes vetoriais, deve estar fazendo a
seguinte pergunta: o que pode ser dito a respeito de suas integrais? Muito
bem, veja o préximo exemplo.
Exemplo 35.1
Sabendo que uma particula se move ao longo de uma curva no espago, com
velocidade ¥ = (2t, —4t, 1) e que a sua posigao no intante t = 0 era (1, 1, 0),
o que podemos dizer sobre a sua posi¢ao num instante ¢ > 07
ds
Bem, sabemos que ¥(t) = §'(t) = %(t) e, portanto, gostariamos de
dizer que
s(t) = / 3(t) dt
com a extra informagao que s(0) = (1, 1, 0).
Isto é, queremos calcular uma primitiva vetorial. Para isso, basta inte-
grar U(t) coordenada a coordenada:
s(t) = /(2 —4t, 1) dt = /2tdt / —4tdt, /dt
= (B + 0y, =22+ Oy, t + C3).
Para que s(t) satisfaga a condigao inicial s(0) = (1, 1, 0) temos que
fazer C; =1, Cy =1 e (5 =0. Assim, a resposta a pergunta inicial é
s(t) = (2 +1,1—2t t).
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A notacdo U(t) = 2ti—4tj + k, onde i = (1,0, 0), 7 =1(0,1,0) e
k= (0,0,1), é conveniente e muito usada.

Nossos célculos, com essa nova notacgao, fica

s(t) = /U(t)dt:/2tdt?—/4tdt]+/dt/§

= (P4C)i+ (Co =21+ (t+Cs) k.

Como s(t) = i+ 7, temos C; =1, Co, =1 e C3 = 0. Portanto,
s(t) = (2 +1)7+ (1 - 2137+ tk.

Ao longo desta aula estaremos sempre considerando funcgoes que sejam,

pelo menos, continuas.
Realmente, se quisermos calcular a integral de uma funcao vetorial

a(t), que sera denotada por / a(t) dt, basta que integremos coordenada a

coordenada. Em particular, se a(t) = ay(£)7 + as(t) j + as(t) k, entdo

/aba(t)dt = (/aboq(t)dt)h(/baz(t)dt)ﬂ(/abag(t)dt) o)

a

Observacgao:

Na verdade, a integral da fungao vetorial «(t), sobre um intervalo [a, b],
¢ definida em termos de somas de Riemann, nos mesmos moldes que se faz
no caso das funcoes reais, de uma variavel real, tomando limite de somas
sobre as particoes do intervalo. A tnica diferenca é que 14 fazemos somas de

nimeros enquanto que aqui temos somas vetoriais.

Uma vez isto estabelecido, pode-se provar que a igualdade (I), que

usamos para calcular as integrais vetoriais, ¢ verdadeira.

Antes de prosseguir, que tal vocé fazer uma tentativa? Aqui esta:

Exercicio 1

A aceleragao de uma particula em movimento, no instante ¢ > 0 é dada
por
at) = a(t) = 12 cos 2ti — 8sen 2tj + 12tk.
Sabendo que 7(0) = 0 e que s(0) = 0, determine a velocidade e a

posicao da particula.
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O fato que voce vera a seguir se deve as propriedades de limite e do
fato

|01 + 03 + - o] < Joi] A+ ]+ o)

Ele afirma que, para qualquer fungao continua «(t), sobre um intervalo

[a, ],
‘ / " alt) di

Voceé encontrara este tipo de desigualdade diversas vezes em sua carreira

< / (b)) dt. (1)

de matematico. Por agora, basta observar o seguinte exemplo, que ilustra a

situacao onde a desigualdade é estrita.

Exemplo 35.2

Vamos mostrar que a desigualdade (II) e estrita no caso em que a(t) = (1,1),
com t € [0, 1].

1
Primeiro, calculamos / a(t) dt.
0

1 1 1
/a(t)dt = /dt?+ / tdtj = i +
0 0 0

Portanto,
1
/ a(t) dt
0

Agora, vamos calcular o outro termo da inequacao. Ora, como

la(t)] = V1+ 2, temos

J.

N | —

— 1+1:£.
4 2

/01|a(t)]dt - /01\/1+—t2dt

1

1
- §(t\/1+t2 + In |t+\/1+t2|>

0

1
= 5(V2+In (1+V2)).
A desigualdade estrita se verifica pois,

1 \/g 1 1
/0 atydi| = 32 ~1,1180 < /0 a@®)ldt = $(V2+In (14+v2)) ~ 1,1478.

MODULO 3 -

AULA 35

Para resolver esta integral

usamos a substituigdo

trigonométrica t = tg 6.
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Interpretagao fisica da integral — Impulso

Seja F (t) uma forga que atua sobre uma particula. Chama-se o impulso

de F no intervalo [t1,t,] o vetor
to .
I = / F(t)dt.
t1

Suponha que a particula tenha uma massa m e que se move devido a
agao da forga F'. O impulso de F' é igual a m(v, — v;), onde ¥} e ¥, sdo as

velocidades da particula nos respectivos instantes ¢, e ts.

Realmente, a Lei de Newton nos diz que F=m-a Portanto,
to . to to d,D-‘
I = / F(t)dt = / ma(t)dt = m—(t)dt =
t1 t1 t1 dt
to
t1

Comprimento de uma curva «(t)

Na aula 29 vocé aprendeu a calcular o comprimento do grafico de uma

fungao continua f : [a,b] — R. A férmula que define este comprimento é

L = /ab\/1+ (f'(2))? da.

Agora, queremos estender esta definicao para o caso de tracos de curvas.
Isto é, dada uma fungio vetorial « : [a,b] — R", de classe C*, queremos
estabelecer uma formula que defina o comprimento de seu traco e que seja

uma extensao natural da féormula que ja conhecemos.

A motivacao é a mesma que foi usada anteriormente. Vamos considerar,
por simplicidade, o caso que « : [a,b] — R?. Vamos aproximar a curva por
uma seqiiéncia de segmentos de retas, que chamamos de uma linha poligonal.

Seja a =ty < t; <ty <---<t,=>buma particao P do intervalo [a, b].
Agora, consideramos os segmentos de reta que conectam os pontos «(t;_1)
até a(t;), i =1,2,...,n. Veja a figura.
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O comprimento desta poligonal é
L(P) = la(tr) — alto)| + |a(tz) — a(t)] + - + |e(tn) — a(tn-1)]-

Veja uma dessas parcelas:

at) — alti)] = /() — ar(tin)* + (as(ts) — as(ti 1)’

Como fizemos na aula 29, podemos usar o Teorema do valor médio para

garantir a existéncia de numeros &; e (; € [t;_1,t;], tais que

ai(t;) —ai(ticn) = a4(&) (6 —tiza)
as(t;) — as(ticn) = a5(G) (8 —tizr)

Assim,

alt) — atti) = /(0 (i — ti1)* + (0(G) (i — ti1)° =
— (0h€0) T (a2 It~ tia] =
= (@) + (G At

Portanto, o comprimento da linha poligonal pode ser escrita como

LP) = 3\ (@©) + (az/(G))? At (111)
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Como |d/(t)] = \/(a’l(t))2 + (a4())? , a equagao (III) nos motiva a
usar a seguinte definicao para o comprimento do trago da curva a, sobre o

intervalo [a, b]:

b
L(a) = / a'(t)] dt.

A primeira observacao é que esta definicao é a extensao da definicao
dada na aula 29, pois a curva a(t) = (¢, f(t)) é uma parametrizagao do grafico
de f, no intervalo [a, b]. Neste caso, o|(t) = 1 e ay'(t) = f'(¢).

Veja como ela funciona num exemplo.

Exemplo 35.3
Vamos calcular o comprimento da circunferéncia do circulo de raio r.

Primeiro, consideramos a parametrizacdo a(t) = (r cost, r sen t),

com t € [0, 27].

Agora, calculamos o/(t) = (—r sen t, r cos t), para poder calcular

O] = (@) + ()2 =

= Vr2sen2t + 72 cos2t = r.

Portanto, o comprimento do traco de « é

2m 2
/ lal(t)|dt = / rdt = 2nr,
0 0

como sabemos.

Exercicio 2

Calcule o comprimento da curva «(t) = (cost,sent,t), com t €
0, 2k].

Curvas em coordenadas polares

Veja como fica a formula do comprimento da curva quando ela é dada

em coordenadas polares.
Sejar = r(0) uma curva dada em coordenadas polares, com a < 6 < b.
Para calcularmos seu comprimento, usamos a parametrizagao

z(0) = r(0)cosd
y(0) = r(0) sen 6.
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Derivando estas equacoes em relacao a #, obtemos

Portanto,

de d_y2

w0 a0

dx dr
0 @cose—rsenﬁ
dy = ﬁsen(9+7"0089

o — do

d 2
a cos? 6 — 2rd—gcosﬁ sen @ + r?sen?f +

db

r? dr
—I—@ sen 0+2T@sen0 cosf + r’cos’h =
dr? dr?
d—g cos 9+d—g sen’f + r?cos’f+ r’sen’fh =
dr?
@ + 7’2.

Portanto, a formula do comprimento de uma curva dada, em coorde-

nadas polares, pela equacao r = (), onde 6 € [a, V], é

— /b 1/<%>2 4+ rZ do.

Veja no préximo exemplo como ela funciona.

Exemplo 35.4

Vamos calcular o comprimento da espiral de Arquimedes, dada pela equacao

r = £, quando 6 € [0, 2n].

Veja que % =

I —

2

\/1+47r2 N In (27 4+ V1 + 4n?)

QL. Portanto,
™

MODULO 3 -
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47T2 47?2 0 = \/
\/1+92 do =

~ 3,383044285.
2 A7 ’

Observe que para integrar [ /1 + 02 df, usamos uma substituicao tri-

gonométrica. De um modo geral, o calculo do comprimento de curvas acaba

dando em integrais que demandam muito trabalho. No entanto, o proximo

exercicio nao demandard muito esforco.

Exercicio 3

Use a férmula do comprimento de curvas dadas em coordenadas polares

para calcular o comprimento da circunferéncia do circulo de raio R.
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Areas de regioes limitadas por curvas em coordenadas

polares

Este tema foge um pouco dos assuntos que estamos cobrindo mas é tao
bonito que vale a pena incui-lo. Além disso, a partir da proxima aula, nossos

temas mudarao completamente, de modo que, 14 vai.

Queremos uma férmula que nos permita calcular a area de uma regiao

limitada por uma curva dada em coordenadas polares, definida por
0 <r < r) a <0 <b.

onde r = 7(0) é uma funcao continua.

A idéia é a de sempre: arranjar uma aproximacao em termos de somas

de Riemann e definir a drea como uma integral.

Observe que a area do setor circular de raio r, correspondente a uma
variacao Al = 6y — 0, é
r2 Af
2 7

devido & proporcionalidade com 772, a drea total do circulo.

Procedemos como antes, em casos semelhantes, tomando uma particao
P de [a,b]: a =0y < 6 < Oy < -+ <0, =0b Se Ab; = 0; — 0,1
é suficientemente pequeno, e & € [0;_1,6;], a drea do setor limitado por
0<r<r),0 € |1, 0; é aproximada por

Portanto, uma aproximacao para a area que queremos ¢ dada por

I & )
Am ;T@ Ab;.

Assim, definimos a drea do setor definido por 0 < r < r(f), com
6 € [a,b], por

1 b
A = 5/ r(60)? do.

Veja dois exemplos:
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Exemplo 35.5

(a) A regiao limitada pela curvar = 1+cos 6, com 6 € [0, 7], que a metade

de uma cardidide.

(b) A regiao limitada pela alga menor da limagon r = 1+ 2 cos 6.

1 + cos 0 1+ 2cos@

No caso (a), sabemos a variagao de € pela descrigdo do problema. Por-

tanto, para calcular a area, basta usar a férmula:

A = l/ (1+cos€)2d0 = 1/ (1+20039+00529)d9 = §7r.
2 J, 2 J, 4

O caso (b) demanda um pouco mais de trabalho pois, precisamos en-
contrar o intervalo de variacao de 0. A saida é a seguinte: a alca menor da
limacon inicia o momento em que a curva cruza a origem. Isto é, precisamos

resolver a equagao () = 0. Isto é,

1
1+2cosf = 0 < 0059:—5.

T 4r
Portanto, podemos percorrer a pequena alca fazendo 6 € [%, 7} . (Isto
é, entre os angulos 120° e 240°.)

Com isso, o problema tem a seguinte solucgao:

1 4 /3 3 3
A = —/ (1+20039)2d9 = w—i ~ 0,543516442.
2 2m/3 2

Terminamos essa aula com um resumo das férmulas que vocé aprendeu:

Resumo das formulas

(a) Se« : [a,b] — R3, dada por a(t) = oy (t) i+as(t) j+as(t) k, é continua,

entao

/ba(t)dt = (/b ozl(t)dt> i+ (/bag(t)dt);+ (/b ag(t)dt>E

a a a
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‘/Za(t)dt < /Z\a(t)|dt

(b) Se, além disso, o ¢ uma fungao de classe C'', o comprimento do traco de

aé

L(a) = / ()] dt.

(c) Se uma curva é dada em coordenadas polares pela fungdo continua
r=r(0), 0 € [a,b], a drea da regiao delimitada por 0 < r < r(f) é dada pela

formula

1 b
A = 5/ r(0)2 do

a

e, se além disso, r(f) é uma funcao de classe C!, o comprimento da curva é

L (&Y

Voceé pode usé-las para resolver a lista de exercicios a seguir, que comega

com as solucoes dos exercicios propostos ao longo da aula.

Exercicios

Exercicio 1

A aceleracao de uma particula em movimento, no instante t > 0, é dada

por
at) = g(t) = 12 cos 2ti — 8sen 2tj + 12tk.

(=1

Sabendo que ¥(0) =

posicao da particula.

e que 5(0) = 0, determine a velocidade e a
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Solucgao:
I dv d?s
Portanto, obtemos ¢(t) integrando a(t):
u(t) = /12 cos 2t dti — /8 sen 2tdtj + /1215th =
= (6sen 2t + C1)i 4+ (4cos2t + Co)j + (612 + Cs)k.
Como #(0) = 0, C; =0, Cy =—4 e C3=0. Assim,
#(t) = 6sen 2ti + 4(cos 2t — 1)j + 612k
Agora, calculamos s(t):
s(t) = /6 sen 2t dti + /(4003225 —4)dtj + /6252th =
= (=3 cos2t +D1)i+ (2sen 2t + Do) j+ (263 + Ds) k.

Usando a condicio inicial s(0) = 0, obtemos D; = 3, Dy = 0 e D3 = 0.

Logo,
S(t) = (3—3cos2t)7 + (2sen 2t — 4t)] + 23k

Exercicio 2

Calcule o comprimento da curva «(t) = (cost, sent, t), com t €
0, 2k].
Solucgao:

Esta curva é uma helicéide que, quando ¢ percorre o intervalo [0, 2k,
gira k voltas sobre seu eixo de rotacao.

Para calcular o comprimento desta curva, calculamos inicialmente a
norma de sua derivada:

la'(t)] = /(—sen t)2 + (cos )2 + 12 = V/2.
Agora, usamos diretamente a formula do comprimento para obter
2km
L = / V2dt = 2kvV2T.
0
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Exercicio 3

Use a férmula do comprimento de curvas dadas em coordenadas polares

para calcular o comprimento da circunferéncia do circulo de raio R.

Solucao:
A equagao do circulo de raio R em coordenadas polares é 1 = R (isto

é, o raio é uma constante). Para completar a circunferéncia temos que fazer
6 € [0, 27].

dr
Portanto, 0 - 0 e o comprimento fica

2 2m
L = \/02—|—R2d9:R/ dd = 27 R.
0 0
Os proximos exercicios ficam ao seu encargo. Divirta-se!

Exercicio 4

Calcule a integral das seguintes fungoes vetoriais sobre os correspon-
dentes intervalos.
(a) at) = tVI+t, V1+1), t €10, 1];
(b) B(t) = (te', te?), te[-1.1];
(¢) ~(t) = (cos2rt, sen 2rt, t), te€[0,1/2];

Exercicio 5

Uma particula de massa m descreve um movimento circular uniforme
sobre o circulo de raio 1 e centro na origem. A equagao da aceleracao do
movimento é

a(t) = 4m*(—cos 2mt, —sen 27t).

Sabendo que ©(0) = (0, 27) e que s(0) = (1, 0), mostre que a velocidade é
ortogonal a posicao e que a aceleracao tem a mesma direcao que a posi¢ao
mas aponta no sentido contrario que esta.

Calcule o impulso da forca centripeta F = m d, atuando na particula
nos intervalos de tempo [0,1/2], [0,1] e [0, 2].

Exercicio 6

Uma particula de massa 1 unidades de peso desloca-se num plano de-
vido a acdo de uma forca F(t) = 3t27+t cos nit j. Sabendo que velocidade
e a posicdo da particula no instante ¢ = 0, sdo iguais a 0, calcule a velocidade

no instante t. Calcule o impulso da forca F no intervalo de tempo [0, 1].

Sugestao: Use a formula F' = ma.
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Exercicio 7
Calcule o comprimento das curvas a seguir, nos correspondentes inter-
valos.
(a) «(t) (4¢, 3t), t € [a, b];
(b) B(t) = (sen wt, cos wt, '), t €0, 2]
(c) ~(#) = (1,¢ Int), tel,e
(d) o(t) = (t—sent,1—cost), te]0,2n];
¢
© wt) = (15 ). tel-1,, 1]
1
Sugestao para o item (d): use a identidade co g = 5(1 + cos ).
Exercicio 8
Calcule o comprimento das curvas a seguir, dadas em coordenadas po-
lares, nos correspondentes intervalos.
(a) r(0) = sen 6, 96 0, 7;
(b) r(@) = 1+cosB, 6€]|0, m/2]
(c) r(0) = e, € [0, k]
(d) r(0) = e, € [0, o0).
Exercicio 9
A curva definida pela equacao a(t) = (cos®t,sen®t) é chamada de
hipocicldide. Seu traco pode ser visto na figura. Calcule o seu comprimento.
Exercicio 10
Esboce a regiao definida em coordenadas polares pela inequacao
1 < r < 2cosé.
Calcule a sua &rea.
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Exercicio 11

A equacdo r = cos 20 define uma rosacea de quatro pétalas. Veja a

figura. Calcule a area de uma de suas pétalas.

4

Exercicio 12

A equagao r = 1 + 3 sen  define uma limagon. Veja a figura. Calcule

a area entre a alca maior e a algca menor desta limagon.

CEDERJ
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Respostas dos exercicios e algumas solucgoes

Aula 16

Exercicio 1.

A fungdo f(z) = €™ é continua, pois é a composi¢ao de duas fungoes
continuas: y = senz e y = €. Logo, pelo Teorema Fundamental do

Caélculo, ela admite uma primitiva F'(z) tal que F'(0) = 0. Basta fazer
F(z) = / e dt.
0
Podemos afirmar que F'(z) é crescente em todo o seu dominio, pois
F'(z) = f(z) =" > 0,

uma vez que e* > 0, Va € R. Ou seja, a derivada de F'(x) é estritamente

positiva.

Exercicio 2.
a) —6. b) 0. c) 0.

d) g e) e—1. f) 2.

Exercicio 3.

A fungao é o logaritmo natural de x: f(x) =In x.

Exercicio 4.

a) Observe que, devido ao Teorema Fundamental do Calculo, existe uma

funcao F, definida em todo o conjunto dos numeros reais, tal que
F'(z) = cos(e”) e

2

@) = /O " cos(e)dt = F(a?) — F(0).

Vamos derivar a igualdade f(z) = F(2?)— F(0) em relagao a x, usando
a regra da cadeia:
f'(x) = F'(z%) - 2.

Assim, f'(z) = cos(e”’) -2z = 2x cos(e”).
b) ¢'(z) = —2€*.
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Exercicio 3.

1 1
a) © sen S5z + C. b) — 3 cos » + C. c) 0.
d) 1(1—i-sen ) + C e) —i(l—x3)6 + C. f) z
3 ' 18 9

Exercicio 4.

O Teorema Fundamental do Calculo nao se aplica a essa situacao, pois

1
a fungao f(r) = —; ndo estd definida em 0 € [-1,1]. Portanto, a igualdade ¢
falsa. Esse tipo de integral é chamado de integral impropria e sera estudado

posteriormente.
Exercicio 5.

Realmente, f'(z) = 2senx-cosx e ¢'(r) = —2cos x - (—sen z) =
2 sen x - cos z. Isso é possivel, pois ambas as fungoes diferem por uma cons-
tante:
f(z) =sen® = 1 — cos’x = 1+ g(z), Vo € R.

Exercicio 6.

x|z 1
Fy) = 220 4 2
Aula 18
Exercicio 2.
a) In |1+ sen z| + C. b) 2ev® + C.
) 2 (n2)* +C | ——
g ' 222w +2)
1
e)gsenﬁx—l—C. f) sen v1+ 22+ C.
2 2
2) = (1—1)7/2— = (1-1)°%2 +C. h) 2 arctg /z + C.

2
) =2+ x)7? — 2(2 +3)%/2 + 2(2 + )32 + C.
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Exercicio 3.

a) —. b) 72. c) In /3.

4

2 22
d) =, o) 2V

15 3

Exercicio 4.

1 1
a) —arctg 2z +C. D) Ul c) = arctg x® + C.
2 8 3
d) arcsen e + C. e) arcsen (sen x) +C. f) —arcsen(e™®) + C.
) arcsec e + C' h) ul
& | 12
Aula 19

Exercicio 3.

aysenx — (r+1)cosz +C. b) —e (22 +22x+2) + C.

e V3 5m
c) ?(2 cost + senx)+C. d) 5 T 1
) 1+7T
e) —+ —.

4 8

Exercicio 4.
1 .
Fazemos u = /x, que acarreta du = ——= dx. Assim, dz = 2u du.
2\/x
Uma outra maneira: colocando z = u? implica dz = 2u du, como antes.

Portanto,

/COS Vedr = /2ucos uwdu =

= 2usenu + 2cosu +C =

= 2yxsen vz + 2cos vz + C.

7.(.2
Portanto, / cos Vrdr = —4.
0
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Aula 20

Exercicio 4.

1 3
a)écosﬁx + C. b)%+17r—2.
L L o5 L s
c) -senx ——sen’z + C. d) = sen’2t + C.
3 ) 6
3v3
e) —.
8
1 ) D D
f) 7 €08 27 sen 2 <§ cos? 2z + ECOS2237—|- g) +1—z—|—C’.
) vyl o Lo + C
——+ — sen x cos — se cos :
g) —y tysenz x 5 sen’ @ x
1 4.1
h)t+§costsent — 2sent + 3 sen t + ZCOSZtSQHQt +C.
N1 |
i) 1 3 j) ey In|sen z| + C.
Exercicio 5.
4 2
a)gsengg + C. b) =
1 1 1
c)%—i—a d)gsenllx—i-%senle—kC.
Aula 21
Exercicio 4.
1 . 1
— tg®2 — tg°2 C.
a) ;1872 + TR +
b) tggsecg — ln‘secg + tgg +C.
8 8V3 1 2
c) 3 2—{ d) §tg3x sec?3x + §tg3x + C.
1 1 2 1
e) 3 + §ln (g) f) Zsec4x + C.
) L cotes + C h) In |tg x| + C
—=co : - ——
) Tyt I T ey
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Respostas dos exercicios e algumas solucoes

1 2
i) — tg 5t sec? 5t + — tg 5t + C.

15 15
2 2
j) = sec?x — Zsec??z + C.
7 3
1 1 1 1
1) 1 tg 2z sec 2x + 2 In |sec 2z + tg 2£L"+§ tg?x — 5 In |sec x| + C.

2

2
m) ~3 cotg x csc*x — 3 cotg x + C.

n) tg x sec Vx + In|sec vx + tg x| + C

O)L—FC.

COS T

1 1
P) 5 cotg 2t csc? 2t — 3 cotg 2t + C.

1
q) - cotg*z + C.

Aula 22

T V3
3

25v2 2
5. 5T\/_—551n(\/§—1).

6. 4v/3 — 21In(2+3).

1 9 2

7. —gx\/9—4x2 —1—1—6 arcseng + C.
1+/1—1¢2 241 —t2

8. —= - = + C.
3 3 3 t

1
9. §x\/x2—2 + In|z++va2 -2 + C.

x? + 32

10. \/ﬁ + C.

11. \/% — arcseng + C.

12. @(9&2—1—8) + C.

13. —M — arcsen ~ + C.
x 5

14. ? — % In 3.

229
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CALCULO II

CEDERJ

Respostas dos exercicios e algumas solucoes

I

15. ﬁ
74
(IE2—1)3/2
16. ———— C.
3x? -
Aula 23
5. Infz| + 2Injz—1] + C.
6. =5Injz+2 +3mnlz+1] + C.
7. In[2z -1+ 3|z -1 + C.
8 2Injz—3] + 3In|z+1] + C.
9. 3lnjz—1] + In|z -2 — In|z+2| + C.
100 njz =3 —lnjz—1+ 3In|z+1] + C.
1. Injz| + 3Injz—1] +51In |z +2| + C.
1
12. 1 - — C.
oo} — — +
1 1
13. — —Injz-1] — - + C.
x—1 x
4. 22 — 2 —Injz—2| + 2Injz-3| + C.
Aula 24
1 x
3. Injz—2| + In(2?+4) + iarctg§ + C.
1 1
4. —= + iln(x2—4:z:+5) + arctg(x —2) + C.
T
5. In|lx—1] + In |z +1] + arctgz + C.
1, 5 1 2042
6. In |z| — §ID($ +22+2) + Earctg(x—kl) + 12219042 + C.
1 V2 V2
Pl Ve (P e
62+2 2 s\ T
1 2z+9 1 T 1 T
8. —o s =t — ——aretg () + C
36 (2192  1822+9 324 e \3) T
9 Al 4 Ag le—i—C’l B21'+02 Bgl‘+03

(x—1)2  2—-1 (22452473  (22+dbzx+7)?% a2+45x+7
Dx+ E
2+1°




Respostas dos exercicios e algumas solucoes

Aula 25

1
1. /t\/1+4t2dtzﬁ(1+4t2)3/2 + C
(CI— 13

0

2. xtgx + Injcosz| + C.
1 1 1
—§(2x—x2)3/2 - 5(1—33) V2 — 1?2 + 3 arcsen (r — 1) + C.
1 arctg x 1 1 1
4. —— — -1 1] — —In(2?+1 C.
2t iE  dwrn gkt - gl 4+
5. %\/4+e2$ + 2 In(e® + V4 +ex) + C.
3
6. 5 n |23 +1] + C.
V5 + 21 — 22
7 —# [0 +5/3)(5+ 20 —2%) +5 — 5] +
15 6
+3arcsen [%(w—l)} + C.
1 20 — 1

8 L aret ( +3) +C
. — — arc €T — .
16 422 + 122 + 13 | 32 O 9

9. —cose® + C.

3
10. 3 In(z>+1) + 2arctgx + C.

11. (—4+2)In(2+vZ) + 2T — g + C.
—1
120 ———— C.
T+ var
13. =2z —2? + arcsen(z —1) + C.

14. 2yz(In vz — 1) + C.

1 2 2
15. ~9 VH+ 120 — 22 + 9 arcsen <x—§) + C.

1 1 3
16. ~ln|z+1 — = Injz> —z+1] + ﬁarctg <£(2x—1)> + C.
3 6 3 3
1 1

18 3z —7)°

—z2

2

17. + C.

(&

18. — + C.

2

19. ztgx + In|cos z| —% + C.

In(z? +z+1) + ? arctg (? (2z + 1)) + C.

In(—4+cos’z) + C.

20.

21.

Wl N =
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Respostas dos exercicios e algumas solucoes

CALcULO I |
1/3 2
09 (2—|—§x) [(2 +733:) B 2—}—2390] L C
23. % arctg (g + 1) + C.
24. ——”1;4:’32 + C.
25. % cos x% + J%2sen ? + C.
26. Q\/m + 2 arcsen (x;1> + C.

1
27. 1 arctg z* + C.

28. arctg(z —1) + C.
2

x? 9 x
29. Z\/Q—:c‘l + 1 arcsen 5 + C.

30. Note que z* + 1 = (22 + 22 + 1)(22 — V22 + 1).
2
V2 [1 In (CU V2ot 1)) + arctg (V22 +1) + arctg(v2x—1)| + C.

4 12 (2 — 2z +1)
Vit+er -1
31 2y14+er + In |~ | + C.
V1iter +1
Aula 26
]
1. 1. o I3 3 I
2 3

4. Diverge para —co. 5. 3(1++v/2). 6. Diverge para +oo.

In 5 s
7. —. 8. -1 9. —.
8 2
10. g 11. g—arctg 9. 12. ¢ — 1.
1 1 2
13. —. 14. —. 15, ——.
a a? 5
16. —4+/2. 17. 2. 18. Diverge para +o0.
V2
19. Y21
2
3 —x
20. Como lim e 1, a integral diverge.

z—oo 3 + 22 + 1

CEDERJ




Respostas dos exercicios e algumas solucoes

Aula 27
3. Converge. 4. Converge. 5. Converge.
6. Converge. 7. Diverge. 8. Converge.
9. Converge. 10. Converge. 11. Diverge.
12. Converge. 13. Diverge. 14. Converge.
15. Converge. 16. Converge. 17. Converge.
18. Converge. 19. Diverge. 20. Diverge.
Aula 28
3(a). 2m/3.
3(b). 2m(m — 2) = 7,172838109.
3 8T
3(c). V = 7r/ 12 — (z —2)dx = =
1
3(d). (et —1)
2
2
3c). V = (2= =5)de = Z(e* =2 = 1).
(e) 7T/1 e ) dv ( e )
4.

V = 2n(x?—4) = 36,87981215.
m

[\

5. —2 & 0,467401101.
6. 7(v3—1) = 0,732050808.
7. %ﬁ
8. A(x) = (2V4—122)? = 4(4—2?) V = 422/3.
4—2\?
i 2 (4 —x)? 87
A _ — -
9 (x) 5 8 Vv 3
2
1 — 2 1— 2
10. Alz) = ( 29[;) - 2“7 V = 2/3.

233
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Respostas dos exercicios e algumas solucoes

CALculon |
Aula 29

3(a). % (9\/5+ % In (v/5 — 2)) .

3b). mlevI+eZ+In(e+vVI+e2)—v2—In(1+V2)].

3(c). %ﬁ [10v/5 — 4v/2].
3(d). T2+ In(1+V2).

4. Dividimos a superficie em duas:

filr)=2+VI—22 e folx) =2—1—2a?

S = 8r2.
1022
5. 7.
227
6- ﬂ.
7.V = 3r S diverge.
Aula 30

3. Suponha que n é par.

fo(2) = ap™ + o™ % +

2
"'+CL2I +CLO

fi(2) = ap12" 7+ ap_sz" 3+ 4 azz® + ayz.

4. As duas fungoes tém as mesmas derivadas e estao definidas em todo o

conjunto dos niimeros reais. Isso significa que elas diferem por uma constante.

Como coincidem em x = 0, por exemplo, elas sao idénticas.

5 V1+22 + C.

1 T 1
- = arctg (2 C.
2(4x2+1+2amg($)> +

7. tg (%) + C.

CEDERJ
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