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Professor

Professor, nesta dinamica, vocé ira desenvolver as seguintes etapas com seus alunos:

ETAPAS ATIVIDADE TEMPO ORGANIZAQRO REGISTRO
. Individual com
Compartilhar Dobrando e De25a . ~ .
1 Ideias desdobrando . discussdo Individual
: 30 min coletiva.
Em grupos de
Um novo Temos algum Del5a 3 ou 4 alunos -
2 5 i ~ Individual
olhar... planos? 20 min com discussao
coletiva.
Em grupos de
Fique por De olho na Del5a 3 ou 4 alunos .
3 | - di ~ Individual
dentro! caixal 25 min com discussdo
coletiva.
4 Quiz Quiz 10 min Individual Individual
Andlise das res- Analise das res- . . .
5 . . 15 min Coletiva Individual
postas ao Quiz  postas ao Quiz
Esta é uma segdo de aprofundamento, para depois da dinamica.
Para Saber + 0 aluno pode realizar, quando desejar, mas o professor precisa ler
FLEX antes da aula.
Agora, é com Para o aluno resolver em casa ou noutra ocasido e consultar o pro-
vocé! fessor se tiver duvidas.

Nesta dinamica, exploramos conceitos da geometria espacial de posi¢ao, com
o uso de material manipulavel e, sempre que possivel, buscando relagdes com a geo-
metria plana. Na primeira etapa, apresentamos a atividade “Dobrando e desdobran-
do”, na qual revisamos as posi¢coes entre retas no plano por meio de dobraduras. Em
seguida, propomos uma atividade que propicia a investigacdo da existéncia de planos
determinados por duas retas dadas, a partir da manipulacao de canudos e folhas de pa-
pel; essa atividade propicia o entendimento de um novo conceito: o de retas reversas.
Na terceira etapa, com o auxilio de uma caixa de sapatos, os alunos devem identificar
as posicoes relativas de retas e planos no espaco.

Como sempre, vocé tera possibilidade de fazer algumas escolhas, entre usar
mais ou menos tempo nas atividades aqui propostas ou enfatizar algum ponto que
considere mais crucial para os seus alunos.

Bom trabalho!



COMPARTILHAR IDEIAS )

Objetivo
Identificar posicGes entre retas no plano por meio de dobraduras.
Descri¢do da atividade

Professor, nessa etapa os alunos devem explorar e identificar as posicdes rela-
tivas de retas no plano, para tal, devem realizar dobraduras em uma folha de papel. No
primeiro item, abordamos retas concorrentes e, no segundo, retas perpendiculares e
paralelas. Acompanhe a descricdo da atividade a seguir.

Vamos redescobrir as formas mais simples da geometria plana, dobrando uma
folha de papel.

Direto ao ponto
Pegue uma folha de papel.
Faca uma dobra na folha no sentido que vocé quiser e desdobre-a.

Depois, dobre-a em outro sentido, de modo que essa dobra encontre a pri-
meira e desdobre-a novamente.

Veja um exemplo do que pode ser feito na figura abaixo.

Dobre g =
1
oo desdabee
Dobre &
desdobee

2* dobra



2. Vocé deve ter obtido duas marcas no papel. Essas marcas (dobras) ddao-nos
ideia de figuras ja conhecidas.

Que figura geométrica estd associada a essas marcas?

Resposta

A Reta (ou segmento de reta).

. Como podemos chamar o encontro entre as marcas na folha?

Resposta

Ponto.

- Com uma régua, “acenda” essas marcas, utilizando cores distintas.

Vamos imaginar que essas marcas representam retas. ldentifique cada uma
dasretas porres, e o ponto de intersecdo entre r e s por A. Caso tenha duvida, observe
0 esquema abaixo.




Essas retas possuem outro ponto em comum além do ponto A?

Como podemos classifica-las de acordo com suas posi¢oes relativas?

Essas retas ndo possuem outro ponto comum, além do ponto A.

Por esse motivo, essas retas sGio denominadas retas concorrentes.

Destaque os angulos formados pelas retas, usando cores iguais para angu-
los congruentes.

Quantos pares de angulos congruentes vocé obteve? Como vocé pode jus-
tificar que os angulos sao congruentes?

Observando a figura, podemos verificar que temos dois pares de dngulos
congruentes.

Os dngulos sé@o congruentes porque cada um dos dois dngulos que vocé coloriu
com a mesma cor somado com um mesmo dngulo da outra cor dd um dngulo raso (de
1802). Angulos da mesma cor chamam-se dngulos opostos pelo vértice. Espera-se que
os alunos se lembrem desses resultados.

(¥ Crer)

Matematica



Professor

Considere um determinado angulo e um de seus adjacentes. Qual a figura
formada por esses dois angulos em conjunto? Como podemos classificar
esses dois angulos?

A figura formada é um semiplano limitado, portanto por uma reta. Por esse
motivo os dngulos sdo suplementares.

Perpendiculares e paralelas.

Pegue outra folha de papel. Dobre-a num sentido diferente do sentido das
bordas do papel.

Linha de dobirg

Dobre novamente a folha de forma que o ponto A indicado na figura (final
da primeira dobra) fique sobre a primeira dobra. Evite dobrar o papel ao
meio, isto é, dobre de forma que divida o papel em pedagos de tamanhos
bem diferentes.

Abra o papel, “acenda” essas marcas com 2 canetas de cores distintas, e responda.

O que vocé pode afirmar sobre angulos formados pelas marcas?



Sdo todos congruentes.

3
\
Quantos graus mede cada um desses quatro angulos? .§

360°
4

Como sdo quatro dngulos congruentes cada um deve medir =90°.

Com base na resposta anterior e imaginando que as marcas representam
retas, como podemos chama-las?

Perpendiculares.

Pegue novamente o papel. Dobre-o novamente como vocé fez no inicio da
atividade. Depois faca uma nova dobra, como a anterior, sé que do outro
lado do papel. Veja a figura.

Desdobré

"_'—'——-J

Abra o papel, “acenda” essa terceira marca com uma caneta de cor diferente.

Qual a posicao relativa entre as retas obtidas na primeira e na terceira dobras?



Como na dobra 2, as retas sdo perpendiculares.

Como podemos chamar as retas obtidas na segunda e terceira dobras?

As retas sdo paralelas.

Recursos necessarios
Duas folhas de papel por aluno.

Régua e trés canetas de cores diferentes para cada aluno (as canetas
podem ser compartilhadas pela turma).

Encarte do aluno.

Professor

Professor, a atividade deve ser feita simultaneamente com toda a turma,
mas cada aluno deve realizar sua prépria dobradura e registrar as respostas
em seu encarte.

Professor, sugerimos que vocé realize as dobras antecipadamente. As-
sim, além de ter sua propria experiéncia, vocé pode usar seu material
como exemplo durante a dindmica, caso seja necessdrio.

Para realizar as dobras do primeiro item, pedimos nas orientagées
que os alunos facam dobras que se cruzem, para evitar que o ponto
de intersegdo entre as retas, definidas pelas marcas, ndo esteja no
papel. Fique atento a essa questdo.



Ainda no primeiro item pode ocorrer de algum aluno dobrar a folha
de tal forma que ele obtenha quatro dngulos retos. Tente orientd-los a
fazerem dobras de forma a obterem marcas concorrentes e que ndo se-
jam perpendiculares. Se mesmo assim ocorrerem casos dos dngulos se-
rem retos, mostre a esse(s) aluno(s) as dobras dos outros alunos, como
exemplos de que nem sempre teremos dngulos retos e que, por isso, o
caso de perpendicularismo é particular, mas o caso geral é o de que as
retas sejam concorrentes e ndo necessariamente perpendiculares.

Para finalizar a atividade vocé pode relembrar junto aos alunos que
duas retas paralelas néo coincidentes ndo tém ponto em comum. Por
sua vez, quando duas retas possuem exatamente um ponto comum
sdo chamadas concorrentes. O perpendicularismo é um caso particu-
lar em que as retas concorrentes formam dngulos congruentes.

Matematica

UM NOVO OLHAR... .

Objetivo
Identificar as posi¢des relativas de retas no espago.
Descrigdo da atividade

Professor, nessa etapa, os alunos trabalhardo com as posicdes de retas no es-
pac¢o com o auxilio de canudos e folhas de papel. Veja a descri¢do da atividade.

Nessa atividade, utilizaremos folhas de papel para representar planos e canu-
dos para representar retas. Nesse caso, a folha deve ficar rigida como se fosse de ma-
deira e quando o canudo estiver apoiado sobre a folha, consideraremos que a reta re-
presentada pelo canudo estd contida no plano representado pela folha. Para realiza-la,
serdo necessarias mais do que duas maos, por isso, o trabalho deve ser colaborativo!

Seu grupo deve colocar uma folha sobre a mesa e dois canudos sobre a folha
de modo que se cruzem, como na figura a seguir.

Agora, discuta com seus colegas e registre as respostas no seu encarte.



Professor

As retas representadas pelos canudos estdo contidas em um mesmo plano?

Sim, as retas sdo coplanares.

Erga um dos canudos, mantendo o sentido anterior. Pegue outra folha de
papel e veja se é possivel fazer com que os dois canudos estejam “sobre”
esta folha.

Nem sempre é possivel. Existem retas que ndo sdo coplanares.

Posicione uma folha sobre a mesa, una os dois canudos e posicione-os jus-
tapostos sobre a folha. Eleve um dos canudos de modo que ele esteja exa-
tamente acima do que continua apoiado na folha, mantendo a sua direc3o.

Pegue outra folha de papel e veja se é possivel posiciona-la de tal maneira
que as retas representadas pelos dois canudos estejam contidas no plano
representado pela folha.

Podemos afirmar que as retas representadas por esses canudos sdo parale-
las? Justifique sua resposta.

E possivel posicionar a outra folha de forma que os dois canudos fiqguem
apoiados nela, logo as retas séo coplanares.

As retas representadas pelos canudos sdo paralelas, pois existe um plano que
as contém e elas ndo se cruzam.

Posicione uma folha sobre a mesa, una os dois canudos e posicione-os jus-
tapostos sobre a folha. Eleve um dos canudos de modo que ele esteja exa-
tamente acima do que continua apoiado na folha, mantendo a sua direcao.

Gire o canudo que estd no ar paralelamente a folha que estd apoiada
sobre a mesa.



E agora? Podemos afirmar que as retas representadas pelos canudos sao
paralelas?

Se necessario, utilize outra folha para verificar se nessa posicao os canudos
sao coplanares.

Verifique com seu professor se existe uma definicdo para retas posiciona-
das dessa maneira.

As retas representadas pelos canudos néo sGo paralelas. Apesar de elas néo
se cruzarem, ndo é possivel posicionar uma folha de forma que os dois canudos fiquem
apoiados nela. Repare que as retas ndo pertencem a um mesmo plano, ou seja, sdo
ndo-coplanares.

Nesse caso, as retas sdo ditas reversas.

Recursos necessarios
Pelo menos duas folhas de papel para cada grupo.
Pelo menos dois canudos para cada grupo.

Encarte do aluno.

Professor, organize a turma em grupos de 3 ou 4 alunos. Evite grupos muito
grandes para que todos no grupo possam participar da atividade.

Distribua folhas e canudos para os grupos.

Professor, é sempre bom relembrar que retas e planos sdo infinitos e
a utilizagdo de folhas de papel e canudos é apenas uma maneira de
manipuld-los. Os canudos tém volume, o que faz com que fiquem ele-
vados quando sobrepostos, e essa é uma sutileza que deve ser men-
cionada para turma. Da mesma forma que convencionamos que um
canudo sobre a folha representa uma reta contida no plano, devemos
também convencionar que um canudo sobreposto a outro representa

Matematica



Professor

duas retas concorrentes — nesse caso, néo estamos considerando re-
tas coincidentes.

No item 1, aproveite para relembrar o termo coplanar. E nesse mo-
mento que os alunos devem compreender que duas retas concorren-
tes sdo coplanares.

No item 2, explore com os alunos as diversas maneiras que eles ergue-
ram o canudo. Nesse momento, vocé pode relembrar (ou até mesmo
introduzir) a definicdo de retas reversas, ou seja, retas que ndo per-
tencem a um plano comum.

Para o item 3, é importante que vocé esteja atento a maneira que os
alunos elevardo o canudo, isso deve ser feito de forma a obter a repre-
sentagdo de duas retas paralelas; a sua intervengdo nesse momento é
fundamental, mostrando para os alunos como deve ser o movimento
de elevagdo. Repare ainda que ao verificarem se as retas séGo parale-
las, os alunos sdo orientados a verificar a existéncia de um plano que
as contém, ou seja, se sdo coplanares. E importante que fique claro
que retas paralelas e coplanares ndo sGo sinbnimos, na verdade, ser
coplanar é uma condi¢Go necessdria para que retas que ndo se cru-
zem sejam paralelas.

No item 4, mais uma vez vocé deve orientar a turma sobre o movimento
que deve ser feito: os alunos devem imaginar que as retas estejam con-
tidas em dois planos paralelos, e o giro deve ser realizado na reta conti-
da no plano que estd no ar. Repare que esse é um detalhe relacionado a
um conteudo que ndo foi trabalhado nessa dindmica: paralelismo entre
planos e, por esse motivo, evitamos escrever isso para os alunos, mas
vocé pode (e deve!) destacar esse aspecto com a turma.

E muito comum a associacéo feita entre retas paralelas e retas que néo
se cruzam, o que é verdade no plano mas ndo é verdade no espaco. Tal
fato deve ser destacado e esse é um momento propicio para isso.

Professor, nessa etapa trabalhamos com retas coplanares e ndo copla-
nares, vale destacar que no espago existem trés posicoes relativas de
retas: reversas, quando ndo séo coplanares; concorrentes ou paralelas,
quando sdo coplanares e se cruzam ou néo, respectivamente. Vale en-
fatizar também que no estudo da geometria plana, dadas duas retas,
elas sdo concorrentes ou paralelas. Isso é preservado no espago, uma
vez que retas coplanares, ou sdo concorrentes ou sdo paralelas.



FiQuE POR DENTRO!

Objetivo
Identificar as posicGes relativas de retas e planos no espaco.
Descri¢do da atividade

Professor, nessa etapa, vamos identificar as posicdes de retas e planos por
meio da manipulacao de um bloco retangular. Observe a descricdo da atividade.

Matematica

Vamos utilizar a caixa para classificar a posicao relativa de duas retas ou dois
planos no espago.

Para isso, nomeie os vértices da caixa distribuida pelo seu professor como na
figura abaixo.

Observando sua caixa, note que o segmento AB estd contido numa reta, o mes-
mo acontece para todos os outros segmentos. Nessa atividade, todas as conclusdes que
chegarmos para os segmentos também serdo validas para as retas correspondentes.

Além disso, a face ABCD esta contida em um plano, bem como todas as outras
faces desse paralelepipedo tém um plano correspondente. Assim, as conclusGes com
respeito as faces podem ser estendidas para os planos.

Observe que o segmento AB é paralelo ao segmento EF. Indique outros
dois segmentos que também sdo paralelos ao segmento AB.



Professor

Os segmentos CD e HG.

Veja que a face ABEF é paralela a face CDHG. Indique uma face paralela a
face BCGE.

A face ADHF.

O segmento HF é perpendicular ao segmento AF. Indique outros dois seg-
mentos, ou mais, perpendiculares ao segmento HF.

Os segmentos HD, HG também séo perpendiculares ao segmento HF.

FB também é perpendicular ao segmento HF. Em geral, qualquer segmento (ou
reta) do plano ABEF passando por F ou qualquer segmento (ou reta) do plano CDHG
passando por H é perpendicular ao segmento (ou reta) FH.

Os segmentos AD e EF sdo reversos. Indique outros trés segmentos rever-
sos a AD.

HG, CG e BE.



Recursos necessarios:
Bloco retangular

Encarte do aluno

[ ] §
\
Professor, continue com a turma organizada em grupos de 3 ou 4 alu- ;
nos.
E importante que vocé distribua um bloco retangular para cada grupo.
Para montd-los, utilize o modelo em anexo ou se preferir traga caixas
em forma de paralelepipedo para a sala.

Professor, repare que optamos por utilizar a caixa, pois é importante
que os alunos possam manipular um objeto fisico para obter o sig-
nificado matemdtico dos conceitos trabalhados. Esteja atento para
que os alunos manipulem a caixa e ndo fiquem apenas observando o
desenho em perspectiva do encarte.

No item 1, exploramos novamente o paralelismo entre retas em posi-
¢0es diferentes das trabalhadas na etapa 2. E interessante que vocé
articule o que foi feito anteriormente, com os canudos, com esse estu-
do das arestas do paralelepipedo.

No caso das retas reversas, os alunos podem ter dificuldade para enten-
der, nesse caso, sugerimos a utilizagdo dos canudos para destacar as ares-
tas em questéo. Uma ideia para concluir esse estudo é pedir que os alunos
posicionem os canudos de tal forma que representem retas reversas.

Ao final da atividade pode ser interessante que vocé faca um fecha-
mento, observando que retas coplanares podem ser paralelas (distin-
tas ou ndo) ou concorrentes e que retas ndo coplanares sé podem ser
reversas. O termo perpendicular é utilizado apenas quando as retas
estdo em um mesmo plano, caso contrdrio, o termo é ortogonal. As-
sim, duas retas perpendiculares sGo ortogonais, mas duas retas orto-
gonais podem ndo ser perpendiculares. O conceito de ortogonalidade
envolve as nogdes de dngulo no espaco e de projecdo. Se o seu grupo
permitir, ndo deixe de promover essa discussdo.



Retas reversas dizem-se ortogonais quando uma delas é perpendicu-
lar a uma paralela a outra. Por exemplo, as arestas AD e EF sdo orto-
gonais porque AD é perpendicular a AB (paralela a EF).

V

Uma formiga resolveu andar de um vértice a outro do prisma reto de bases
triangulares ABC e DEG, seguindo um trajeto especial.
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Ela partiu do vértice G, percorreu toda a aresta perpendicular a base ABC, para
em seguida caminhar toda a diagonal da face ADGC e, finalmente, completou seu pas-
seio, percorrendo a aresta reversa a CG. A formiga chegou ao vértice
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A formiga partiu do vértice G e percorreu a aresta CG, chegando ao ponto C.
Em sequida, percorreu a diagonal CD e por fim a aresta DE. Assim, sua posicdo final foi
o ponto E.

Resposta: Letra (e).
Distratores:

O aluno que encontrou a alterativa (a) provavelmente confundiu o conceito de
retas reversas com o de retas paralelas, assim, apds atingir o ponto D, desceu a aresta
AD, chegando ao vértice A.

O aluno que optou pela alternativa (b), possivelmente, tracou equivocadamen-
te a diagonal do poligono CBEG e ainda confundiu o conceito de retas reversas com o de
retas paralelas, assim, apos atingir o ponto E, desceu a aresta BE, chegando ao vértice
B.

Uma possibilidade para encontrar a alternativa (c) é que o aluno tenha cometi-
do trés erros. Primeiro, confundiu o conceito de perpendicular com paralelismo percor-
rendo o segmento GD. Depois tracou a diagonal do poligono ABDE atingindo o ponto B.
Por fim, confundiu o conceito de reversa com concorrente percorrendo o segmento BC
e atingindo o vértice C.

O aluno que assinalou a alternativa (d) pode ter identificado equivocadamente
a diagonal do poligono como CE. Depois caminhou corretamente o segmento reverso
DE e atingiu o vértice D.

PARA SABER +

Visualizar sdlidos geométricos através de desenhos é muito dificil para qual-
guer um. Caso vocé queira exercitar sua habilidade com a visualiza¢do, vocé pode cons-
truir alguns sdélidos geométricos com canudos. A construcdo de poliedros com canudos
faz com que possamos ver um poliedro com outros olhos.

Mas antes disso, vocé ja parou pra pensar que o triangulo é uma figura rigida
e o quadrado ndo? Por qué?

Se com trés canudos e linha construimos um triangulo, observamos que se
fizermos uma pressdo nos seus lados, a figura ndo se deforma, portanto ela é rigida.
Faca essa experiéncia: passe um pedaco de linha por 3 pedacos de canudo e feche a
estrutura formando um tridngulo.

3
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Por outro lado, se tentarmos construir com quatro canudos um poligono e
fizermos pressao em qualquer dos seus lados, ele se deformara, o que significa que o
guadrilatero ndo é rigido. Faga essa experiéncia também, construindo um quadrilatero
e comprovando o que foi dito movimentando seus lados.

Professor

Isso explica, por exemplo, porque em uma porteira hd uma barra diagonal.

Aproveitando a rigidez da estrutura triangular é possivel construir sélidos com

canudos e linhas para visualizar e estudar essas figuras. A seguir vocé encontra como
construir o tetraedro e o cubo.



Corte 6 pedacos de canudos de mesmo tamanho. Passe a linha por trés peda-
¢os, formando um tridngulo, e feche com um nd, mas ndo corte a linha. Depois passe a
linha por mais dois pedagos de canudos, formando outro triangulo com um dos lados
do primeiro tridngulo. Passe a linha por este lado do triangulo e pelo canudo restante.
Feche a estrutura com outro né.
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Serdo necessarios 12 pedacgos de canudo de mesmo tamanho.

Comece passando o fio de linha por quatro canudos. Passe-o novamente pelo
primeiro canudo para formar a primeira face do cubo. Depois construa mais um qua-
drado considerando um dos lados do quadrado e passe a linha por mais trés canudos.
Passe a linha novamente num dos lados do primeiro quadrado e por mais trés canudos,
formando outro quadrado. Por fim, passe a linha na face do primeiro quadrado e na
face do quadrado formado e agora passe a linha pelos dois canudos restantes de modo
a fechar o cubo.
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Como a estrutura ndo possui triangulos, ela fica flexivel.

Fonte: http://portaldoprofessor.mec.gov.br/storage/materiais/0000011919.pdf

AcGoRra, E com vocE!

Bruna produziu uma caixa de presentes como indicado na figura.

3
:jg
s



Veja o modelo geométrico dessa caixa.

P
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Professor

: c
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A B

Nele a figura ABCDEFGH é um paralelepipedo e EFGHI é uma piramide reta de
base quadrangular.

Nos itens a seguir, referimo-nos as retas determinadas pelos segmentos e aos
planos determinados pelas faces.

Analisando o modelo geométrico da caixa, diga se as afirmacdes sao verda-

deiras ou falsas. Caso a afirmacgdo seja falsa, reescreva-a de modo que ela
se torne verdadeira.

Existe uma reta paralela a reta BC. ( V)

A reta l) é paralela ao plano ABCD. ( F)



A reta ] é concorrente (ou perpendicular) ao plano ABCD.

As retas AB e FH sdo concorrentes. ( F)

As retas AB e FH sdo reversas.

As retas BC e EG sdo reversas. ( V)
As retas AD e FG sdo paralelas. (V)

Os planos EHI e BCGF sdo paralelos. ( F)

Os planos EHI e BCGF sdo secantes.

Considere o plano ABFE.

Qual é a posicao da reta HG em relagao a esse plano?

A reta HG é paralela ao plano.



Qual é a posicdo da reta HF em rela¢do a esse plano?

A reta HF é secante ao plano.

Dé um exemplo de uma reta que pertenca a este plano.

Temos seis respostas possiveis na figura. As retas AB, AE, AF, BF, BE ou FE.

Dé um exemplo de um plano paralelo a este plano.

O plano DCGH.
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