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Professor

Professor, nesta dinamica, vocé ird desenvolver as seguintes etapas com seus alunos.

APRESENTACAO

O foco desta dinamica é a resolucdo de problemas de contagem que envolvam
o Principio Multiplicativo e permutacdes simples. Primeiro, pretende-se fazer o aluno
relembrar as regras de sinais na multiplicacdo e divisdo de nimeros reais. Em seguida,
é trabalhado um exemplo em que se calcula o numero de permutacgdes simples, sem
recorrer a formulas. A resolucdo deste problema, porém, pode inspirar a busca de uma
expressado geral que sirva para esse calculo.

PrimEIRA ETAPA
COMPARTII.HAI\IDO lDEIAS )
ATivipabpe ¢ IGuAIS OU DIFERENTES?

Objetivo

Apresentar a regra de sinais para a multiplicacdo e divisdao de nimeros reais.



Descricdao da atividade

Por meio de um sorteio, a turma serd dividida em 2 grupos para a execugao da
etapa seguinte. A ideia é comecar o trabalho sé pelos sinais, deixando os célculos para
a proxima etapa.

[ ]
A questdo é a seguinte: .\g
Vocé se lembra da regra de sinais para a multiplicacdo ou divisdo?

Ela é bem facil! Ao multiplicar ou dividir 2 nimeros:

sinais iguais dao resultado com sinal +,

sinais diferentes dao resultado com sinal —-.

Observe que a operacao a ser realizada é sempre aquela indicada, de multi-
plicar ou dividir. Os sinais ndo alteram a operacao a ser realizada, s6 indicam o sinal do
resultado.

Quando for chamado pelo seu professor, vocé vai sortear 2 cartdes e vai se
colocar ao lado do sinal + ou do sinal — de acordo com a regra acima.

Recursos necessarios

25 cartdes com sinais + e 25 cartdes com sinais —, disponiveis para recor-
te em anexo.

Um envelope ou pacote opaco, onde caibam os 50 cartdes para sorteio.

Professor, é importante que vocé recorte os cartdes com antecedéncia
e, ATENCAO: vocé vai precisar de um envelope ou pacote opaco para
o sorteio dos cartoes.

Vocé vai organizar a turma para que cada aluno sorteie 2 cartées com
sinais + ou — e se coloquem em 2 alas na sala de aula: aqueles que
estdo com sinais iguais ficam de um lado e os que sortearam sinais
diferentes ficam do outro lado.

Esses 2 grupos vdo participar de um jogo na proxima etapa nessa
mesma posigdo.



No caso da multiplicagdo e da divisdo, a regra de sinais é muito sim-
ples e os exemplos que as ilustram sdo, em geral, artificiais. Entdo,
neste nivel de escolaridade, a op¢do foi lembrar a regra diretamente.
Uma justificativa para estas definicbes estd na extensdo de proprie-
dades que valiam para numeros positivos aos numeros em geral, po-
sitivos ou negativos. Esse fato se repete, por exemplo, na extensdo da
definicdo de poténcia a expoentes negativos. Essa informagdo pode
ser passada ao estudante sem que se gaste muito tempo com isso. SO
mesmo a titulo de informacgdo.

UM NOVO OLHAR... -

Objetivo

Destacar a diferenca entre as regras de sinais na adi¢cdo e subtragao e na mul-
tiplicagdo e divisao.

Professor

Descri¢do da atividade

Agora os dois grupos formados na etapa anterior vdo jogar o jogo do Mais
ou Menos.

As regras do jogo sao as seguintes:

Cada grupo escolhe um lider, um relator e um escriba: o lider faz os sor-
teios, o relator anota os pontos do seu grupo e o escriba anota os calcu-
los na lousa para que todos os alunos possam acompanha-los.

Os 2 lideres tiram par ou impar para ver quem é o 12,
Os elementos do 12 grupo sorteiam um sinal de operagao e 2 numeros.
O outro grupo faz o célculo.

Se o resultado for positivo, o “Grupo +” ganha 1 ponto, se o resultado for
negativo, o “Grupo -” ganha 1 ponto.

Se um grupo errar o calculo, perde 2 pontos, se o outro grupo corrigir e
acertar o cdlculo, ganha 1 ponto.

Terminada essa fase, 0 22 grupo faz o sorteio e o 12 deve fazer o calculo, com
a mesma contagem de pontos.



O jogo termina numa jogada completa (numero par de sorteios) e ganha aque-
le grupo que acumulou mais pontos. Seu professor ird determinar quantos sorteios

serdo feitos.

CartGes para sorteio disponiveis em anexo:

+ + - - -
X X X = -
-1 -2 -3 -4 -5
6 7 8 9 10
11 12 13 14 15
-16 -17 -18 -19 -20

Recursos necessarios

CartBes com nuimeros e sinais de operagbes para recorte em anexo.

Dois envelopes ou pacotes opacos, onde caibam os cartdes para sorteio,

um para os numeros outro para os sinais de operag3o.

Lousa para registro dos cdlculos pelos escribas e dos resultados pelos

relatores dos grupos.

Encarte do aluno.

Professor, os grupos para esta competicdo jd foram formados na eta-
pa anterior.

E preciso recortar os cartdes para sorteio e providenciar mais um en-
velope ou pacote opaco para os sorteios, com antecedéncia.

Os grupos escolhem o lider por votagdo ou aclamagdo, como for me-
lhor, mas o lider geral é vocé, tanto na organizagdo dos sorteios quan-
to na corregdo dos resultados dos cdlculos e na anotagdo dos pontos
de cada grupo.

Para que a turma toda acompanhe os cdlculos e a evolugéo dos pon-
tos, é interessante que as anotagdes sejam feitas na lousa, embora
haja espago para cdlculos e anotagdes no Encarte do aluno.

E importante observar que o sorteio comega pela operagdo, pois se
for sorteada a divisGo ou subtracdo serd importante a ordem dos 2
numeros sorteados a sequir.

Matematica



Professor

Os cartdes estéio programados para 10 sorteios, 5 de cada grupo, mas
vocé pode encerrar o jogo ou prolongd-lo, de acordo com o tempo
gasto, com as necessidades da sua turma e com o material que vocé
tenha preparado.

Professor, a regra de sinais para a multiplicacéGo e divisdo é muito
mais fdcil do que aquela para a adi¢do ou subtracdo. E comum que
os alunos confundam-se e apliquem sempre a regra mais fdcil. E fre-
quente o erro em cdlculos como — 8 — 3, em que os alunos consideram
o resultado com sinal + porque os sinais das parcelas sdo iguais. Este
jogo foi imaginado para apresentar as quatro operagdes numa mes-
ma atividade, a fim de quebrar este obstdculo.

E importante chamar a atengdo para o estudante que a regra de si-
nais na multiplicagdo e na divisGo so determina o sinal do resultado
porque a operacgdo a ser realizada com os moédulos é sempre aquela
indicada: multiplicagdo ou divisdo.

Ja no caso da adigcGo, a verificagdo de sinais iguais ou diferentes é
também importante, mas para saber qual é a operagéo entre os mo-
dulos, se adicdo ou subtra¢do. Para saber o sinal do resultado, o que
conta é o sinal daquele de maior mddulo.

Um outro problema que vai surgir é o da divisGo que néo seja exata.
Os numeros escolhidos sGo simples para que a aten¢do seja dirigida
as regras de sinais, mas ao incluir a diviséGo, o resultado pode ndo ser
um numero inteiro. Vocé pode dizer a eles que, neste caso, podem
formar a fracéo e dar a resposta dessa forma.

Vocé decide se vale a pena cobrar alguma simplificagdo ou redu¢éo a
forma decimal, mas cremos que talvez seja melhor aceitar qualquer
resposta fdcil: por exemplo, se o sorteio for de divisGo e os numeros
sorteados foram + 3 e — 6, nesta ordem, é vdlida qualquer representa-

3 3 1
¢do do numero — g, como, por exemplo, — E’ - E ou-20,5.

Uma outra dificuldade que este jogo pretende focalizar é aquela pro-
vocada pela dupla fung¢éo do sinal de menos: ele tanto pode indicar a
operagdo de subtrago quanto que o numero seja negativo. Esse duplo
significado é utilizado, pois ndo causa confusdo: da sempre para saber do
que se trata. Por outro lado, as vezes, pode causar confuséo no estudan-
te. E importante que ele saiba que néo se escrevem 2 sinais sequidos. Se
numa operagdo forem necessdrios 2 sinais, é importante que haja uma



separagdo por meio de parénteses, ou equivalente. Por exemplo, o pro-
duto de + 5 por — 3 é indicado por: +5 x (— 3), a diferenca entre—5e—3 é
indicada por — 5 — (— 3) e calcula-se como: — 5 + 3 =— 2, pois subtrair um
numero é o mesmo que somar o seu simétrico. Espera-se que todos esses
casos surjam nos sorteios. Lembre aos alunos que, em alguns contextos,
0s numeros negativos ndo sdo indicados pelo sinal — mas de outro modo,
por exemplo, sendo escritos em vermelho. As mdquinas de escrever de
antigamente tinham, por isso, uma fita com as cores preta e vermelha e,
em geral, as planilhas eletrénicas oferecem esta op¢do quando se trata
de moeda.

FiQuE POR DENTRO! .

Objetivo

Introduzir a nogao de permutacao simples e seu cdlculo, utilizando o Principio
Aditivo e o Principio Multiplicativo.

Descricdao da atividade

Num dia desses, indo para o trabalho, Carol viu o nimero de telefone de uma
loja de roupas com pegas interessantes. Reparou que ele comegava com 0s mesmos
4 digitos do seu préprio telefone e que os 4 digitos finais eram numeros divisiveis por
3, sem repeticdo. No final do dia, quando chegou a casa e pensou em telefonar para
a loja, percebeu que ndo se lembrava da ordem em que os multiplos de 3 estavam no
numero. Ela pensou que poderia ligar para todos aqueles que comecgassem com 0s
mesmos 4 digitos do telefone dela e terminassem com os digitos 0, 3,6 e 9, em alguma
ordem. Foi ai que ela pensou: seriam quantas essas tentativas?

Vamos ajudar Carol a fazer esse cdlculo? Quantos seriam?

Este é um problema de contagem e, como vocé sabe, nesses casos o importan-
te é contar todos os casos e cada caso uma unica vez. Essa observagdo parece simples,
mas 0s erros na contagem sao exatamente por uma dessas falhas.

Para ter certeza de que todos os casos sao contados e uma sé vez cada um,
vocé vai precisar de uma certa organizacao. Combine com seus colegas de grupo qual a
organiza¢do que vocés vao adotar e, se acharem necessario, usem os cartdes disponi-
veis para recorte no anexo do seu encarte.

Maos a obra!



Professor

Espera-se que o grupo escolha uma organizag¢do para apresentar todas as pos-
sibilidades de sequéncias de 4 digitos, 0, 3, 6 e 9, sem repeti-los. A diferenca entre uma
possibilidade e outra estd, portanto, na ordem em que esses digitos sdo considerados.
Juntando os cartbes de cada aluno do grupo, eles terdo mais condi¢des de iniciar a mon-
tagem da lista dessas sequéncias.

Uma organizagdo possivel serd considerar as 4 posigcées e irem colocando as
possibilidades. Comegando por aquelas em que o 0 ocupa a 12 posicdo, véo trocando as
posicoes dos demais a partir dos ultimos:

o O O o o o
o O oo O W Ww
a w v w ouo o
w o w v oo o

Essas foram as 6 possibilidades que comegam com o 0. Ndo é possivel construir
nenhuma outra comecando por O e essas 6 sdo todas distintas.

Da mesma forma, poderiam ser construidas as possibilidades comegcando por
3 ou por 6oupor9. Em cada um desses casos, seria possivel formar 6 novas possibilida-
des. Estas novas possibilidades ndo coincidem entre elas, pois cada um dos grupos de 6
tem numeros diferentes como 19 termo.

A quantidade total de possibilidades €, portanto, a soma de todos esses casos,
ou seja:

6 + 6 + 6+ 6 =24. (Principio Aditivo = as quantidades de casos se somam, pois
ndo existe possibilidade de repeticdo em cada uma dessas colegées.)

Uma outra forma de organizagdo seria a sequinte:

Colocado o 0 na 19 posig¢éo, hd outros 3 numeros que podem ocupar a 29 po-
sicdo. Escolhidos esses 2 primeiros numeros, hd ainda outros 2 que podem ocupar a
39 posigdo. Fixadas essas 3 posi¢oes, ndo hd mais escolha possivel, pois sobrou um sé
numero para a 49 posicdo:

12 posigdo 4 escolhas possiveis.
22 posigdo Escolhido o niumero anterior, sé ha 3 escolhas possiveis.
32 posigao Escolhidos os dois niUmeros anteriores, sé ha 2 escolhas possiveis.

42 posicdo Ja foram escolhidos trés nimeros, sé ha 1 para ocupar esta posicao.



Ora, se sdo possiveis 4 escolhas na 19 posi¢do e, para cada escolha hd ainda 3
escolhas para a 29 posicdo, até ai, temos 4 x 3 escolhas. Continuando para cada uma
dessas escolhas até a 29 posigcdo, hd 2 escolhas para a 29 posicdo, o que significa 4 x 3
x 2 escolhas possiveis até a 39 posicdo. Agora, ndo hd mais escolhas, sé hd 1 numero
sobrando em cada um desses casos para completar o numero de telefone que a Carol
procura. SO por questdo de estética, escreve-se, entdo, o numero mdximo de ligagdes
que a Carol precisa fazer como: 4 x 3 x 2 x 1 = 24,

Resposta

Com, no madximo 24 ligagbes, Carol iria chegar ao numero de telefone da
loja procurada.

Recursos necessarios
Encarte do aluno
Cartdoes numerados para recorte no anexo do Encarte do Aluno

Tesoura para cada aluno ou cada grupo

Professor, para o desenvolvimento desta etapa, serd bom que a turma tra-
balhe em grupos menores do que aqueles das primeiras etapas. O material
de 4 anexos é suficiente para a montagem das 24 possibilidades procura-
das, assim, a sugestdo é para que a turma seja dividida em grupos de 4
estudantes.

Professor, é pouco provdvel que os grupos organizem suas listas por algum
dos critérios aqui expostos, logo de inicio. Talvez alguns deles cheguem a
uma dessas configuragdes aos poucos. Seu papel serd tanto de catalisador
do processo em cada grupo, como de sintetizador final do processo.

Nessa sintese final, vocé pode pedir aos grupos que tenham chegado a or-
ganizagbes andlogas as aqui expostas que apresentem sua organizagdo
para toda a turma. Se nenhum grupo chegou a um desses procedimentos,
vocé pode levar a turma a perceber os beneficios de cada um deles. Se al-
gum grupo usou uma outra organizag¢do eficaz, é hora de apresentar a toda
a turma também essa estratégia.

3
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Professor

E importante que sejam mencionados entre os grupos e para toda a turma
os seqguintes fatos:

Onde foi aplicado o Principio Aditivo e porque ele p6de ser aplicado.

Onde foi aplicado o Principio Multiplicativo e porque ele pbéde ser apli-
cado.

Pode ser langado, entdo, a toda a turma o seguinte desafio:

Se a Carol so se lembrasse de que o numero do telefone da loja comegava
por 2, que ndo havia nem o 0, nem o 1 e que ndo havia digito repetido, qual
seria a quantidade de numeros que ela teria que tentar? (Use o Principio
Multiplicativo)

Espera-se que a turma perceba que teria que usar os 7 digitos: 3,4, 5, 6, 7,
8 e 9 e que, por raciocinio andlogo ao que foi feito para 4 posigoes, estes
ocupariam 7 posi¢oes. Teriamos assim, 7 x 6 x 5 x4 x3x 2 x 1 =5.040
possibilidades.

A resolugdo deste desafio é uma oportunidade para vocé introduzir a nota-
¢do de fatorial, que, talvez eles jé conhegcam, mas nunca é demais repetir:
se n éum numero inteiro maior ou igual a 2, o produto de todos os numeros
inteiros entre 1 e n se chama fatorial de n e indica-se por n!.

n!'=nx(n-1)x(n-2) x(n-3) x...x3x2x1

Outra informagdo que pode ser dada ao estudante é que essas possibilida-
des de agrupamentos estudadas nesta dindmica, em que sdo considerados
todos os elementos em cada agrupamento e a diferenca entre um e outro
estd s6 na ordem dos elementos, chamam-se permutacdes simples desses
elementos.

Se houve tempo para responder ao desafio, eles mostraram que as permu-
tacoes de 7 elementos sdo exatamente 7!.

Ana comprou um conjunto ornamental para jardins, composto pela Branca de
Neve e os sete andes e pretende organiza-lo em fila. De quantas maneiras diferentes
esses enfeites podem ser organizados no jardim (considerando como maneiras diferen-
tes aquelas em que a ordem das estatuas seja diferente)?



16
64

20 160
40 320

AnALisE pas Respostas Ao Quiz

A resposta correta é a alternativa (e).

Se Ana quer colocd-los em fila, basta utilizar o Principio Multiplicativo, para o
cdlculo das permutacgdes de 8 elementos. Acrescentando uma etapa ao argumento usa-
do no cdlculo das ligagcbes que Carol teria de dar se s6 se lembrasse do primeiro digito
do telefone da loja, o resultado serad:

8/=8x7x6x5x4 x3x2x1=56x24x3x10=40.320.

Se ndo houve tempo para propor o desafio dos 7 digitos do telefone, vocé pode
partir do caso com 4 digitos para chegar a 8.

Distratores

A alternativa (a), poderia ser escolhida pelo aluno que considerasse somente
o numero de elementos. A alternativa (b) seria escolhida pelo aluno que considerasse o
dobro do numero de elementos. A opgdo (c) seria escolhida pelo aluno que considerasse
o quadrado do numero de elementos e o aluno que optou pela letra (d) provavelmente
aplicou o principio multiplicativo, esquecendo-se de multiplicar por 2.

PARA SABER +

Esta dinamica apresentou um caso simples de permutagdes, sem a preocupa-
¢do de nomenclatura ou deducdo de férmulas. A aplicacao do Principio Multiplicativo,
entretanto, ja dd uma boa ideia do que seria uma prova geral para o calculo do nimero
de permutacées de n elementos. Os raciocinios utilizados ndo dependeram da natureza
dos elementos, se eram numeros ou flores, ndo importou para a contagem. Além disso,
a extensdo desse raciocinio de 4 para 7 algarismos pode ser repetida de n para n+1
elementos, o que provaria a férmula por inducao.



Professor

O link a seguir é de um aplicativo que pode ser utilizado como uma ferra-
menta Util para explorar o conceito inicial e intuitivo do Principio Multipli-
cativo aplicado ao calculo de possibilidades:

http://ambiente.educacao.ba.gov.br/conteudos-digitais/conteudo/exi-
bir/id/994

Também no video indicado a seguir vocé podera assistir a uma aula in-
teressante do professor Luciano Monteiro de Castro sobre os principios
multiplicativo e aditivo:

http://www.youtube.com/watch?v=TgNauOQoiiw

AGORA, E com VoCE!

Calcule os resultados das seguintes operacdes:

a)2x5=10
b)-2x5=-10
0)—2x (= 5)=10
d)2x(=5)=-10

e)2x5x3=30
f)—2x5x(-3)=30
g)—2x(—5)x3=30
h)2x(-5)x(—3)=30

i)2x(=5)x3=-30
j)—2x(=5)x(-3)=-30

k)—2x5x3=-30

)2x5x%x(—3)=-30

m) (= 6)° = (=6) x (- 6) = + 36
n) (-5)°=(-5)Px(-5)=+25x(—5)=—125
0) (=3)'=(=3)x(=3)=(-3)x(=3)x(=3) =

+9x(+9)=+81

p)L,5%x(-2)=-3

_ 2x1 2

2 1
)— —_\ X _ = = -
q (3) :

3x5 15

r) - (Lj x0x(-7)2=0
123

s)(—40)+5=-8
t)35+(-5)=-7
u)(-30)+(-5)=+6
V)25+(-5)=-5
W) 56+ (-8)=-7

X) 8l -9
9

y) 272 =+8
-9

z) E =7




Calcule (- 1)% (- 1)3, (- 1)~
Ora, (- 1)*= (- 1) x (- 1) = + 1 (sinais iguais);
(-1P=(-1f x(-1)=+1x (— 1) =— 1 (sinais diferentes)
(1) =(-1)P x(-1)=(-1) x (- 1) = + 1 (sinais iguais).

Dado um numero n, o que é preciso saber sobre n para que se possa calcu-
lar (—1)"? Por qué?

Espera-se que o estudante perceba que, se no produto, sinais iguais ddo + e
sinais diferentes ddo —, entdo um numero par de sinais — dd sinal + e um numero impar
dard sinal — (fatos que se provam por indugdo, levando em conta a associatividade da
multiplicagdo).

Assim, conhecida a paridade de n, é possivel dizer que:
+1, sené par
— 1) =
(=1 — 1, se néimpar
(-1 = +1
e para qualquer k inteiro.

(_1)2k+1 =-1

Ou seja,

Vocé pode explicar porque um nimero negativo nao pode ter raiz quadra-
da real?

Ora, no produto de um nimero por ele mesmo, os sinais dos 2 fatores sdo sem-
pre iguais, logo o sinal do produto serd sempre +. NGo hd numero real que multiplicado
por ele mesmo dé um resultado negativo. Mas a raiz quadrada de um numero é exata-
mente um numero que multiplicado por ele mesmo reproduza o numero dado, logo, se
o numero dado for negativo, ele ndo admite raiz quadrada real.

Matematica
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