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Introducao

Leitura do texto descrito abaixo, levando o aluno a pensar em outras situagoes
em que aparecem nUmeros irracionais.

Origem dos Numeros Irracionais

A origem historica da necessidade de criacao dos nuimeros irracionais esta intimamente ligada
com fatos de natureza geométrica e de natureza aritemética. Os de natureza geométrica podem
ser ilustrados com o problema da medida da diagonal do quadrado quando a comparamos com o
seulado.

Este problema geométrico arrasta outro de natureza aritemética, que consiste na impossibilidade
de encontrar nimeros conhecidos - racionais - para raizes quadradas de outros nimeros, como
por exemplo, raiz quadrada de 2. Estes problemas ja eram conhecidos da Escola Pitagorica (séc.
V a.c.), que considerava os irracionais heréticos. A Ciéncia grega consegui um aprofundamento
de toda a teoria dos niimeros racionais, por via geométrica - "Elementos de Euclides" - mas nao
avancou, por razoes essencialmente filosoficas, no campo do conceito de ntimero. Para os
gregos, toda a figura geométrica era formada por um ndmero finito de pontos, sendo estes
concebidos como minusculos corpisculos - "as ménadas" - todos iguais entre si; dai resultava
que, ao medir um comprimento de n ménadas com outro de m, essa medida seria sempre
representada por uma razdo entre dois inteiros n/m (numero racional); tal comprimento
incluia-se, entdo na categoria dos comensuraveis. Ao encontrar os irracionais, aos quais nao
conseguem dar forma de fraccdo, os matematicos gregos sdo levados a conceber grandezas
incomensuraveis. A reta onde se marcavam todos os racionais era, para eles, perfeitamente
continua; admitir os irracionais era imaginala cheia de "buracos". E no séc. XVII, com a criagdo
da Geometria Analitica (Fermat e Descartes), que se estabelece a simbiose do geométrico com o
algébrico, favorecendo o tratamento aritemético do comensuravel e do incomensuravel. Newton
(1642-1727) define pela primeira vez "ntimero", tanto racional como irracional. O
IRRACIONAL 4
2 =1,6180339887... ou @ =(1 + sqr(5))/2 é considerado simbolo de harmonia. Os artistas gregos
usavam-no em arquitetura; Leonardo da Vinci, nos seus trabalhos artisticos; e, no mundo
moderno, o arquiteto Le Corbusier, com base nele, apresentou, em 1948, O modulor. O ntimero
de ouro descobre-se em relacbes métricas:- na natureza: em animais (como na concha do
Nautilus) flores, frutos, na disposicao dos ramos de certas arvores;- em figuras geométricas, tais
como o retangulo de ouro, hexdgono e decagono regulares e poliedros regulares;- em intimeros
monumentos, desde a Piramide de Quéops até diversas catedrais, na escultura, pintura e até na
musica.
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DESENVOLVIMENTO

Descobrindo os irracionais

Duracao prevista: 100 minutos.

Assunto: Niumeros Reais.

Objetivos: Apresentar a importancia dos niimeros irracionais para resolver
determinados problemas, encontrando uma aproximacao para expansao
decimal do ntimero 5 e relatar sobre a sua incomensurabilidade.
Pré-requisitos: Conceito de medidas e calculo da area de um quadrado.
Material necessario: Folha de atividades, lapis e calculadora.
Organizacdo da classe: Turma disposta em pequenos grupos (3ou 4 alunos),
propiciando trabalho organizado e colaborativo.

Descritores associados:

H26 — Resolver problema utilizando relacdes entre diferentes unidades de
medida.

H33 - Resolver problema envolvendo o calculo de area de figuras planas,
com ou sem malhas.

H61 — Efetuar calculos que envolvam opera¢es com niimeros racionais
(adigdo, subtracdo, multiplicacdo, divisdo, potenciacao).

ATIVIDADE 1:

Imagine que o quadrado acima é a representacao da planta baixa de uma sala com érea de 4 m2.
Vocé saberia dizer qual grandeza é preciso descobrir para encontrar a quantidade, em metros, de
ladrilhos necessarios para revestir o rodapé desta sala? Converse com seus colegas sobre isso.

Entdo, qual é a medida do lado desta sala quadrada que possui 4m? de area?

Mas, se cada ladrilho tiver 10 cm de comprimento, vocé saberia calcular quantos ladrilhos serdo
necessarios para revestir o rodapé de um lado da sala?

Agora, vamos supor que o lado desta sala tivesse 2,05 m, ou seja, 205 cm. Seria
possivel recobrir o rodapé de um lado da sala com um numero inteiro de ladrilhos



de 10 cm de comprimento? Discuta com seus colegas qual poderia ser o
comprimento do ladrilho para usar um ndmero inteiro destes.

Vamos agora considerar uma segunda sala com area 5m?, como na figura acima.
Vocé e seus colegas saberiam calcular mentalmente qual a medida do lado desta

sala quadrada? E, usando a férmula da area de um quadrado, seriam capazes de
encontrar a medida do seu lado?

Neste caso é mais complicado calcular mentalmente nao é mesmo? Vamos entdo
fazer o uso de uma calculadora para facilitar. Primeiramente entre quais niimeros
inteiros vocé acha que estd compreendida a medida do lado deste quadrado?

Agora, vocé conseguiria dizer entre quais nUmeros com uma casa decimal estd
compreendida a medida do lado deste quadrado? Para facilitar, use a calculadora e
preencha a tabela abaixo.
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A=/? 4,41

Da mesma forma que vocé fez anteriormente, preencha a tabela abaixo e descubra entre quais os
numeros com duas casas decimais esta compreendida a medida do lado deste quadrado.

L 2,2 1221 (2,2 (2,2 (22 |22 |22|22|22]272
0 2 3 4 5 6 7 8 9
A=I? 4,88
41

Continue com 0 mesmo processo e crie vocé mesmo as tabelas para descobrir a aproximacao
com trés, quatro e cinco casas decimais da medida do lado do quadrado de area 5m2. Compare a
sua resposta com a dos seus colegas.

Vocé percebeu que quanto mais aumentamos a quantidade de casas decimais desse
ndimero, mais o seu quadrado se aproxima de 5? Porém, poderiamos continuar esse processo
indefinidamente e ndo encontrariamos o niimero inteiro 5.

Isto acontece porque o lado deste quadrado é um ntimero irracional caracterizado por uma
dizima ndo-periddica. O nimero que foi aproximado no processo acima é dito expansdo decimal
do niimero irracional , pois

A=1
5=12
l=5=2,23606...

Voltando a histéria dos ladrilhos para o rodapé, perceba que, por menor que seja o
comprimento do ladrilho ndo conseguiriamos encontrar um que servisse de unidade de medida
para recobrir um lado do quadrado, ou seja, ndo conseguiriamos uma quantidade inteira de
ladrilhos tal que:
comprimento do lado = quantidade de ladrilhos x comprimento do ladrilho

Neste caso, dizemos que o nimero irracional é dito incomensuravel.

Ja os nimeros 200 e 205 analisados nos itens c¢) e d) sdo ditos comensuraveis, pois 200 = 20

x10 e 205 = 41x5.

Uma aproximacdo racional parao ¢ .
Duracao prevista: 100 minutos. .
Assunto: Ntumeros Irracionais.
Objetivos: Apresentar uma aproximacao racional para o niimero Phi a partir da razdo entre
termos consecutivos da sequéncia de Fibonacci.
Pré-requisitos: Ntumero racional. .
Material necessario: Folha de atividades e Calculadora. .
Organizacao da classe: Turma disposta em pequenos grupos (3 ou 4 alunos), propiciando
trabalho organizado e colaborativo. .
Descritores associados:
H36 — Identificar a localizacdo de niimeros reais na reta numérica.
H65 — Efetuar calculos simples com valores aproximados de radicais. .
H74 — Identificar a expressao algébrica que expressa uma regularidade observada em
sequéncias de nimeros ou figuras (padrdes).
H103 — Resolver problemas com nimeros reais envolvendo as operacoes (adi¢ao, subtracao,
multiplicacdo, divisao, potenciacao).

Atividade 1



Vocé acredita que algumas sequéncias numeéricas podem instigar o cérebro humano? Entdo fique
atento e observe os retangulos abaixo.

1)1

21

13

Nesse primeiro retdngulo os quadrilateros que o decompde sdo todos quadrados cuja
medida de lado é o nimero que visualizamos em seu centro.
Olhando para esse retangulo é possivel observar que:
A. 1P+1°+2°=23
B. 17+1%+2°+3°=35
C. 1P+1°+2°+3*+5°=5.8
Continue olhando para o retdngulo e complete as lacunas abaixo
D. 1°+1°+2%+3°+5%+ 8.13
E. 1°+1%+2°+3°+5%+ 8°+13°=
F. 12+1°42%+3%+5%+ 82+13%+21°=

Atividade 2

Observe a figura a seguir.

13x21

2x3
3x5

1=2 I1

8%13




Note que se trata de um quadrado, que também é um retangulo, formado por outros
Vocé consegue perceber outros retangulos que também sdo quadrados nessa figura? Tente

identificar 4 (quatro) quadrados nessa figura.

Comecando do retangulo indicado pelo niimero 1 (um), escreva a area de cada quadrado como
uma soma das areas dos retangulos adjacentes.

Vocé deve ter concluido que a soma da(s) area(s):
A. do menor retangulo é 1.1 = 1%
B. dos 3 (trés) menores retangulos nos mostra que 1:1+1:2+2-3=3;
C. dos 5 (cinco) menores retingulos nos mostraque 1.1+ 1.2+2.3+3.5+5.8 =8
Continue observando o quadrado e complete as lacunas abaixo.
D. A soma das areas dos 7 (sete) menores retangulos nos mostra que
E. A partir do quadrado da figura é possivel formar um novo quadrado agregando novos
retdngulos e seguindo a construcdao? Considerando esse quadrado ja formado, e o que
vocé percebeu até agora, preencha a lacuna a seguir
A soma das areas dos 9 (nove) primeiros retangulos nos mostra que:

Observe a sequéncia:
1,1,23,5,8,13, 21, ...
Vocé percebe alguma semelhanca entre ela e os nimeros indicados nas duas figuras
anteriores?
Esta sequéncia é conhecida como Sequéncia de Fibonacci, em homenagem ao
Matematico Italiano Luca Paccioli. Nela o primeiro 1 (um) que aparece é denominado de termo
zero, o proximo 1 (um) é o termo 1 (um), o 2 (dois) é o termo 3 (trés) e assim sucessivamente.
Ela possui muitas propriedades curiosas. Vocé acabou de experimentar duas:
(i) A soma dos quadrados dos n primeiros termos consecutivos é igual ao produto do
enésimo termo pelo termo seguinte.
(ii) O quadrado de cada termo de posicdo impar na sequéncia é igual a soma dos
produtos de cada par de termos consecutivos anteriores a este nimero.

Se vocé teve dificuldade em entender o que esta escrito nos itens (i) e (ii) acima, tente

relaciond-los com as duas atividades que acabamos de realizar. Vocé vera que a escrita acima é
apenas uma generalizacdo do que fizemos.

Veja que interessante! Os termos dessa sequéncia podem ser encontrados da seguinte
forma: sabendo que os dois primeiros termos sdo 1 e 1, o préximo termo é sempre a soma dos
dois termos anteriores. Verifique!

De posse dessa informacdo, complete os termos ausentes no trecho da sequéncia de
Fibonacci abaixo.

1, 1,2, 3,5, 8, 13, 21, 34, , , , , , , , , ,

Compare sua sequéncia com a de seus colegas.
E ai? Vocés obtiveram a mesma sequéncia?
Em caso negativo, tentem descobrir onde est4 o “erro”.

Atividade 3

Agora vamos ao que interessa! Trouxemos esta sequéncia, porque ela esta relacionada ao
numero ¢ (Phi), um niimero muito curioso e que pode ser novo pra vocé.
O ¢ é um niimero tdo importante na Matematica que ele é chamado de niimero de ouro.
E possivel mostrar (no final desse ano vocé mesmo podera fazer isso!) que ele € igual a:
_1+45
=



1. Utilizando uma calculadora encontre uma aproximacdo decimal para o niimero.
Uma vez que conhecemos a sequéncia de Fibonacci, vamos fazer alguns célculos
utilizando os seus termos.

2. Com o auxilio de uma calculadora, calcule as seguintes razoes:

Razao entre ) Razao entre |razao
dois termos razao ¢ dois termos | —
consecutivos — consecutivos
da sequéncia da sequéncia
de Fibonacci de Fibonacci
A G| 8
1 55
1
B| 2 0,381966 | H | 144
1 01 89
c| 3 I 233
2 144
D| 5 J 377
3 233
E| 8 K| 610
5 233

3. Observe os numeros encontrados. Vocé percebe alguma semelhancga entre eles?
4. Discuta com seus colegas e veja se eles perceberam o mesmo que vocé.
5. Vocé deve ter notado que a partir do item I todos os nimeros tém as primeiras casas
decimais iguais. Sera coincidéncia? Discuta com 0s seus colegas.
6. Use a coluna “razdo ¢ —” para comparar as razoes obtidas com a aproximagdo de ¢.
7. O que vocé percebeu?
8. E seus colegas? Perceberam a mesma coisa?
Vocé deve ter percebido que as razdes entre nimeros consecutivos da sequéncia de

Fibonacci se aproximam do nimero de ouro a medida que avangamos na sequéncia.

9. Considere o fato de que tenhamos

_1+V5
2

. Obtenha uma aproximagdo racional para o nimero V5 e calcule o quadrado desse

namero.

5

10. Calcule o quadrado de 2,23. Este niimero esta préximo de ? Qual a diferenca entre

5 e o quadrado de 2,23?




~

Dizemos que o nimero a é uma aproximacao racional para b quando Vb quando a’ =

b . Contudo, precisamos convencionar essa proximidade. Aqui sera suficiente dizer que m
= n se a diferenca (maior — menor) entre eles for um niimero menor ou igual a 0,01. Nesse
sentido justifique que a aproximacao encontrada no item 9 é mais apropriada que a sugerida
no item 10.

Espiral Pitagoérica

Duracdo prevista: 100 minutos.

Assunto: Radiciagdo.

Objetivos: Construir geometricamente as raizes dos niimeros inteiros positivos.
Pré-requisitos: Uma versdo preliminar do Teorema de Pitdgoras. Areas.

Material necessario: Software Geogebra, quebra-cabeca pitagorico e folha de aula.
Organizacao da classe: Turma disposta em pequenos grupos (3 ou 4 alunos), propiciando
trabalho organizado e colaborativo.

Descritores associados: .

H36 — Identificar a localizacdo de niimeros reais na reta numeérica.

H65 — Efetuar calculos simples com valores aproximados de radicais.

H74 — Identificar a expressao algébrica que expressa uma regularidade observada em
sequéncias de ntimeros ou figuras (padroes).

H103 — Resolver problemas com ntimeros reais envolvendo as operacdes (adi¢do, subtracao,
multiplicacdo, divisdo, potenciagdo).

Um quebra-cabecas para o Teorema de Pitagoras

1. Amplie em uma xerox o desenho acima.
2. Recorte as pecas do quebra-cabeca e entregue aos alunos as pecas.



3. Entregue também uma folha separada com o contorno dos quadrados 1, 2 e 3 construidos
sobre os lados de um triangulo retangulo.

4. Peca-os que, respeitando as cores das pecas, “montem” os quadrados 2 e 3.

5. A seguir peca-os para montar o quadrado 1 utilizando todas as pecas dos quadrados 2 e
3.

6. Questione-os sobre o significado dessa decomposicdo e junto com eles escreva a
equacdo que relaciona as areas dos trés quadrados e conseqiientemente o Teorema de
Pitagoras.

7. Na plataforma est4 disponivel o Arquivo Pitagorasl.ggb que pode ser utilizado nesta
aula para verificar que o Teorema é valido somente para o caso em que o triangulo é
retangulo.

8. Use o Teorema de Pitagoras para calcular hipotenusas de tridngulos retangulos.

9. Passe exercicios com a mesma finalidade e os corrija antes de realizar a atividade

sugerida neste roteiro.
Atividade 1

1. Com a janela do Geogebra aberta crie os pontos A = (0,0), B =(1,0) e C = (1,1), com a

ferramenta



2. Construa o segmento AC, ferramenta , e areta r perpendicular a este segmento

passando por C, ferramenta

3. Construa uma circunferéncia de raio 1 e centro em C, ferramenta , e 0 ponto D de

intersecdo dessa circunferéncia com a reta r, ferramenta . O ponto D é tal que
ele e B estdo em lados opostos da reta que passa por AC;
4. Selecione no menu FERRAMENTAS: Clique em criar NOVA FERRAMENTA.

|Ferramentas| Janela Ajuda

3¢ Criar uma Nova Ferramenta ...
[&] Gerenciamento de Ferramentas ...

Configurar a Caixa de Ferramentas ...

= = A
Criar uma Nova Ferramenta
 Objetos Finais | Objetos Iniciais | Nome & icone
Selecione os objetos na construcado ou escolha-os de uma lista
h 4
Ponto D: Ponto de intersecdo de d, ¢ A
Segmento e: Segmento [D, C]
Segmento f: Segmento D, Al lj
< Voltar Proximo = l [ Cancelar l

5. Selecione os OBJETOS FINAIS: o ponto D e os segmentos CD e AD;
6. Selecione PROXIMO;
7. Selecione os OBJETOS INICIAIS: os pontos A, B e C (nessa ordem!);
8. Selecione PROXIMO;

9. Dé um nome para a NOVA FERRAMENTA: “EspPit”.



Criar uma Nova Ferramenta @

Objetos Finais | Objetos Iniciais | Nome & icone|

Selecione 0s objetos na construcio ou escolha-os de uma lista

b

Ponto A
Ponto B: Ponto sobre EixoX

La]
Ponto C |I|

X

<Voltar || Proximo> | | Cancelar |

10. Para construir os demais tridngulos da Espiral selecione a FERRAMENTA EspPit e a seguir
os pontos A, C e D nessa ordem. Depois A, D e E. E assim por pelo menos uns dez passos (até
a letra K).

Agora vamos calcular a medida dos segmentos AB, AC, AD, AE, AF, e etc.

AB=1,BC=1eAC

11. Note que na nossa construgao é a hipotenusa do tridngulo ABC.

Use o Teorema de Pitagoras para calcular a medida de AC.
CD AD ,p

12. Sabendo que = le utilizando a medida de AC calcule

13. Sabendo que DE _ 1 e utilizando a medida de AD calcule

14. Seguindo a relagdo x* = Ja +1=>x= Ja+1 , determine os nimeros que

correspondem as medidas dos segmentos AF , AG , AH - AK

15. Construa com a ferramenta a circunferéncia de centro em A e raio AD e com a

ferramenta os pontos L e M de intersecdo dessa circunferéncia com o eixo Ox. Qual a
coordenada x desses pontos?

16. Tomando como base os pontos L e M, determine o maior niimero inteiro a e 0 menor
niimero inteiro b que satisfaz a<v3<b. Repita este procedimento para c e d satisfazendo
c<-V3<d.



£

17. Do item 16 concluimos que o ntimero V3 € um numero entre 1 e 2. Com argumentos

analogos podemos concluir que:

A. - \/g é um ndmero entre e
\/g é um nimero entre ___ e ____

C.- ‘/; 7 —é um numero entre e

D. ‘/E 8 é um nimeroentre ___ e ____

18. Use a Espiral construida para localizar na reta real os nimeros V10 e- V10

Para isso, construa com o Geogebra uma circunferéncia de centro em A e raio V10

, ou seja, de centro em A passando pelo ponto K, com a ferramenta . A seguir
construa os pontos de intersecdo dessa circunferéncia com o Eixo Ox.

19. Use uma construcdo analoga a sugerida no item 18 para localizar as raizes positivas e
negativas de 2, 3, 5, 6, 7, 8, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, e 18.

20. Encontre o maior valor inteiro de a e o menor valor inteiro de b que satisfazem a <

Vi <b, quando i é igual a:

o

moOwp
=== 0o,
=

F. 17.

Atividade 2



* Estimativa por Média Aritmética

1. Na Atividade 1 vimos, por exemplo, que V8 é um nuamero entre 2 e 3. Desta forma,

concluimos que é um ntmero maior do que 2 e menor do que 3, ou seja, “2,?”.
Podemos estimar com alguma precisdo quais sdo as primeiras casas decimais de . Veja
como isso pode ser feito:

A. Vimos que 2< V8 < 3. Dizer isso é equivalente a dizer que 2°<8<3? ou seja, 4<8<9.

B. Aproximaremos V8 utilizando a média entre esses valores. Ou seja, V8 =

(2+3)/2=5/2=2,5.
C. Contudo, (2,5)* = 6,25<8 Podemos perceber que ainda temos um erro consideravel na
nossa aproximacgao. Vamos reduzir esse erro refazendo a média com outro intervalo.

D. Como 2,5< V8 <3, entdo aproximaremos V8 pela média do intervalo. Isto &,
V8 = (25+3)2=552=2.75,

E. Contudo, (2,75)2 = 7,5625<8. Note que, 2,75 é uma aproximagdo bem melhor do que

2,5 para V8

. Podemos reduzir mais ainda esse erro, para tanto seguiremos o
mesmo raciocinio. Ou seja, faremos uma nova média aritmética.

F. Como 2,75< \/8 <3, entdo aproximaremos \/8 pela média do intervalo. Isto é,

V8 < (2,75+3)/2 = 5,625/2 = 2,875.

G. Contudo, (2,875)* = 8,265625>8. Desta vez o quadrado da nossa aproximacdo excede o
valor do radicando, diferentemente dos outros casos, veja c) e e). Apesar disso,
continuaremos o processo de aproximacao através da média aritmética entre os valores
do novo intervalo.

H. Como 2,75< \/8 <2,875, entdo aproximaremos 8 pela média do intervalo. Isto &,

V8 = (2,75+2,875)2 = 5.75/2 = 2,8125.

I. E assim sucessivamente...

2,=2,8125 a,=2,875

\; T ./

Y]
L
o

262 264 266 268 2.7 272 274 276 278 2.8  2.82] 2.84  2.86 2.9

/

V

o) ®

3. Agora que vocé ja conhece o método, vamos utiliza-lo para aprimorar a aproximacao

encontrada de \/8 . Vocé deve, com o auxilio da calculadora, encontrar uma



aproximacao para \/8 com erro menor que 0,1, ou seja, a diferenca entre 8 e 0

quadrado do valor encontrado deve ser menor que 0,01.

4. 3. Para finalizar, volte no Geogebra e marque o ponto cuja coordenada x seja o numero
encontrado como aproximacao para V8 no item 2. Utilizando a Espiral Pitagérica
da Atividade 1 encontre o ponto que representa esse V8 (item 15). Utilize a
ferramenta zoom do Geogebra para visualizar qudo préximo estdo esses dois
pontos.
AVALIACAO

Avaliacdo é um processo permanente e continuo, visando medir o
conhecimento dos alunos.

Nossas avaliacoes serdo pautadas em:

Os relatos no diario criado pelo grupo,

Nas atividades desenvolvidas em sala, sobre o tema abordado, sejam
estas em grupo ou individual;

Nas atividades postadas pelo professor no email da turma, procurando
utilizar o material do curso e atendendo ao plano;

Nas particularidades de cada aluno:

- presenca nas aulas;
- interesse, compreensao e participacao nas mesmas;
- no caderno e nas tarefas, que devem ser realizadas ao final das aulas.

Nas avaliacGes bimestrais, procurando atingir todos os contetidos trabalhados e
pesquisados no decorrer do plano de curso, estas avaliacdes tem por finalidade
analisar quanto foi assimilado pelo educando e para que o educador faca os
ajustes necessarios para promover uma melhor aprendizagem.
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