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Pontos positivos:De facil aplicacdo, com exercicios faceis, em ordem crescente de dificuldade.
Pontos os negativos: poucos objetos educacionais.

Alteracdes: Incluséo de um sitio eletrdnico com um programa para baixar que calcula arranjos,
permutacdes e combinagoes.

Impressao dos alunos: facil, legal, parecia tdo complicado, mas da para aprender.

Introducéo:

cidaddo capaz de analisar alguns fendmenos a sua volta, como probabilidade,
O advento da era tecnoldgica nos dispde uma mobilidade crescente para

obtencdo de dados1 sobre eventos diversos. Para que isso Seja proveitoso, & preciso

a compreensdo e se estabelecam conclusdes adequadas aos fatos que o integram.

saber analisar tais fendmenos, mesmo que de forma priméria, para que se obtenha
A contextualizacdo do conhecimento de analise combinatdria, com seu

emprego em diversas areas do conhecimento, aliada a sistematizacdo em forma

crescente de complexidade, propiciam a reflexdo sobre a analise do conteudo, o

desenvolvimento da consciéncia critica, e sua insercdo na sociedade, como

combinacao, permutacédo, etc.

A analise grafica dessas funcbes e de seus elementos facilita a visualizacdo

dessas situacdes, amplia conhecimento para conhecimentos futuros, como

probabilidade.

Estratégias adotadas no Plano de Trabalho:



Utilizacdo de um texto sobre analise combinatoria e sobre o importante uso no dia-
a- dia, com exemplos sobre a utilizacdo desse conceito em algumas areas do

conhecimento.

Utilizacdo dos recursos durante o0s exercicios e na construgdo de conceitos:

quadro branco, data show (ja que a aula sera no laboratério de informatica, para
visualizar os exemplos), uso de tabelas e do geogebra, para melhor visualizacdo das
funcbes. Contextualizacdo do conhecimento, através de problemas propostos,
propiciando o desenvolvimento do raciocinio analitico do aluno, inclusive através da

analise de graficos que simulam funcdes, analisando suas caracteristicas.

Atividades

Habilidade s relacionadas:
Identificar aexpressdo algébrica que expressa uma regularidade observada em
sequéncias de nimeros (padrdes).

Resolver problemas de contagem utilizando o principio multiplicativo ou nocdes de
permutacdo simples e/ou combinagcdo simples.
Utilizar o principio multiplicativo e o principio aditivo dacontagem naresolucdo de
problemas.
Identificar e diferenciar os diversos tipos de agrupamentos.
Pré-requisitos:
Manipulacdo algébrica de equacdes, analise grafica de situacdes, uso de arvore
de possibilidades.

Tempo de Duracéo:

Duracdo 300minutos.

Recursos educacionais utilizados:

Utilizacdo dos recursos: durante o0s exercicios, quadro branco, data show (ja
que aaula serano laboratério de informatica, para visualizar 0s exemplos),
régua.

Organizacao daturma:

Organizacdo daclasse em duplas, parauma discussdo participativa e
colaborativa das atividades.

Objetivos:



Introduzir aideia de funcionalidade por meio de exemplos e permitir a

resolucdo , validando as formulas apresentadas.

Estudar realmente o que significa combinator ia(e seus fatores, conceitos e
propriedades fundamentais ndo sé no ensino de Matematica, mas abordando

conceitos e contextos ainda pouco explorados pelos alunos emsala de aula

para dinamizar e mostrar que este conceito matematico envolve mais que

formulas e teorema abstratos .

Desenvolver conceitos, instigar aanalise de situacOes, estabelecendo

conexdes entre as diversas areas do conhecimento, contribuindo parao
desenvolvimento dasua consciéncia critica, favorecendo suainsercdo na
sociedade e sua capacidade de intervencdo noreal, tornando um cidadéo

critico e integrado a sociedade em que vive.

Metodologia adotada:

Utilizacdo dos recursos durante o0s exercicios e na construcdo de

conceitos: quadro branco, data show (ja que a aula serd& no laboratério de
informatica, para visualizar os exemplos),régua. Contextualizacdo do
conhecimento, através de problemas propostos sobre situagbes do cotidiano,
propiciando o desenvolvimento do raciocinio analitico do aluno, inclusive

através daanalise de exemplos, analisando suas caracteristicas.

1. Avaliacao:

Avaliacdo: durante todo o desenvolvimento, na forma de atividades e
exercicios para que seja observado 0 desenvolvimento das competéncias e
habilidades envolvidas nos objetivos propostos, contextualizagdo do
conhecimento, através de problemas propostos sobre permutacdo de palavras,
organizacdo de livros, problemas diarios, etc. Analise e construcdo de
proposi¢cdes para resolucdo de problemas, contextualizando o conhecimento,
através dos problemas propostos sobre problemas do cotidiano, propiciando o0
desenvolvimento do raciocinio analitico do aluno, inclusive, através da anélise

de situacdes, analisando suas caracteristicas.



Analise combinatéria

E um estudo realizado na matematica e na logica, responsavel pelaanalise das

possibilidades e das combinacdes.

Analise Combinatéria € um conjunto de procedimentos que possibilita a construcédo
de grupos diferentes formados por um ndmero finito de elementos de um conjunto sob
certas circunstancias. Arranjos, Permutacbes ou Combinacdes, sao os trés tipos
principais de agrupamentos, sendo que eles podem ser simples, com repeticdo ou cir-
culares.

O estudo da analise combinatér ia nos permite descobrir quais séo as diferentes pos-
sibilidades de uma combinacdo de variaveis. Por exemplo, quantas placas de carro séo
possiveis de existir no sistema atual de placas brasileiro. E uma matéria bastante co-
brada em vestibulares e concursos publicos, pois envolve um pensamento mais abstr a-

to, pois na maioria das vezes, ndo enxergamos todas as possibilidades.

A explicacdo dessa matéria é muito mais facil quando utilizamos exemplos. Entéo,

[13

supondo que um restaurante la carte” tenha disponivel 2 tipos de bifes, 2 tipos de
arroz, 2 tipos de feijdo e 3tipos de bebidas. O dono do restaurante queira servir pratos

contendo 1 elemento de cada tipo de comida. Nomeando ostipos de comida da forma

“bife 1, arroz 1, arroz2 bebida 1, bebida 2, etc”, montamos o esquema:



Bebida 1

Fud

Fendo 1 Bebida

Bebida 3
Bebida 1

Arroz 1

Feijdao 2 Bebida 2

Bife 1 Bebida 3

Eebida 1

=
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Behida 2

Bebida 3
Eebida 1

Behida 2

Bebida 3

Feijao 2

Bebida 1
Feijao 1 Bebida 2
Bebida 3

Behbida 1L

Arroz 1

Feijdo 2 Bebida 2

Bife 2 Eebida 3

Bebida 1

Feijao 1 Bebida 2

Bebida 3
Bebida 1

aArroz 2

Feijao
Arroz 2 <

Feijao 2 Bebida 2

Bebida 3

Se formos seguir os caminhos descritos pelas linhas, encontraremos 24 caminhos,
que sdo o total de possibilidades de pratos diferentes. Perceba que quanto mais opg¢oes
de comidas, maior e mais complexo fica oesquema. Entdo, imagine como seria
descobrir as possibilidades das placas de carro no sistema brasileiro? (trés letras, 4

algarismos).

Mas podemos calcular de forma diferente. Basta multiplicar todas as opgOes de

comida disponiveis: 2.2.2.3=24

Para saber essas combinacdes € necessario utilizar as propriedades da analise com-

binatoéria.



Fatorial
O fatorial de um numera(n pertence ao conjunto dos nimeros naturais) € sempre
0 produto de todos os seus antecessores, incluindo si proprio e excluindo o zero. A
representacdo ¢ feita pelo nimero fatorial seguido do sinal de exclamadéo,
Exemplo de numero fatorial:
6!=6.5.4.3.2.1=720

Importante: n>=0 (n maior ouigual azero), ou seja, ndo existe fatorial para nUmeros
negativos.

* O fatorial de 0 (0!) e 1, pois o produto de nimero nenhum .1
O numero fatorial pode ser modificado para outras formas:
nl=n.(n-1).(n-2).(n-3)!

exemplo:

6!=6.(6-1).(6-2).(6-3)!

6!=6.5.4.3!

6! =120 . 3!

6! =120.3.(3-1).(3-2)!

6!=120.3.2.1!

6! =120.6=720

Divisao de fatoriais
A divisdo de fatoriais acontece bastante em analise combinatér ia. Observe:

nt _n.{n-i}! n. (p-T]!
(n-1)t  (n-1)t ~  (a-1)!

=T



(n+5) (n+5).(n+4) (n+5).[(o+7]

=n+5

(n + 4)! (n + 4)! (o]
Cuidado
As seguintes operactesNAOs&o validas:
n! + x! = (n + x}!
n! -x! ={n-x)
nl.xl=[n.x)

Permutacoes

Quando formamos agrupamentos com m elementos, de forma que 0os m elementos
sejam distintos entre si pela ordem. As permutacGes podem ser simples, com repeticédo

ou circulares.

Permutacdo simples: S&o agrupamentos com todos os m elementos distintos.
FormulaP ((m) =m!

Calculo para o exemplo: P _(3) = 3!=6.

Exemplo:Seja C={A,B,C} e m=3. As permutacdes simples desses 3 elementos s&o 6
agrupamentos que ndo podem ter a repeticdo de qualquer elemento em cada grupo

mas podem aparecer na ordem trocada. Todos os agrupamentos estdo no conjunto:
P.={ABC,ACB,BAC,BCA,CAB,CBA}

Permutacdo com repeticao: Dentre osm elementos do conjunto
C={X % % ,....% }, faremos a suposicéo que existem m iguaisax,,m, iguaisax,m,
iguaisax, , ..., m iguaisax -, de modo que m+m, +m +..+m =m.

Exemplo: Determine o ndmero de anagramas da palavra ARARA.
Resolucao:
NUmero de elementos: 5.

R aparece 2 vezes

Letras



A aparece 3 vezes

Total deanagramas P23=5! = 543! Simplificamos 3!= 54=10

21 31 213 2

ARARA ARAAR ARRAA AAARR  AARAR AARRA RAAAR RAARA
RARAA RRAAA

Anagrama:Um anagrama € uma (outra) palavra construida com as mesmas letras da

palavra original trocadas de posicéo.

Exemplo: Quantos anagramas podemos formar com as 6 letras da palavra

ARARAT. A letra A ocorre 3 vezes, a letra R ocorre 2 vezes e aletra T ocorre 1 vez.
As permutacbes com repeticdo desses 3 elementos do conjunto C={AR, T} em

agrupamentos de 6 elementos sdo 15 grupos que contém a repeticdo de todos 0s
elementos de C aparecendo também na ordem trocada. Todos 0s agrupamentos estéo

no conjunto:

P ={AAARRT ,AAATRR,AAARTR,AARRTA ,AARTTA,
AATRRA,AARRTA ,ARAART,ARARAT,ARARTA,
ARAATR,ARAART,ARAATR,ATAARA,ATARAR}

Permutacdo circular:Situacdo que ocorre quando temos grupos com m elementos

distintos formando uma circunferéncia de circulo.
FormulaP _(m)=(m- 1)!
Célculo para o exemplo: P(4)=3!=6

Exemplo:Seja um conjunto com 4 pessoas K={A,B,C,D}. De quantos modos
distintos estas pessoas poderdo sentar-se junto auma mesa circular (pode ser

retangular) para realizar o jantar sem que haja repeticdo das posicoes?

Se considerassemos todas as permutacdes simples possiveis com estas 4 pessoas,

teriamos 24 grupos, apresentados no conjunto:



P.={ABCD,ABDC,ACBD,ACDB,ADBC,ADCB,BACD,BADC,
BCAD,BCDA,BDAC,BDCA,CABD,CADB,CBAD,CBDA,
CDAB,CDBA, DABC,DACB,DBAC,DBCA,DCAB,DCBA}

Acontece que junto a uma mesa “circular" temos que:

ABCD=BCDA=CDAB=DABC
ABDC=BDCA=DCAB=CABD
ACBD=CBDA=BDAC=DACB
ACDB=CDBA=DBAC=BACD
ADBC=DBCA=BCAD=CADB
ADCB=DCBA=CBAD=BADC

Existem somente 6 grupos distintos, dados por:

P.={ABCD,ABDC,ACBD,ACDB,ADBC,ADCB}

1) Uma familia écomposta por seis  pessoas: 0 pai, a mae e quatro filhos. Num
restaurante, essa familia vai ocupar uma mesa redonda. Em quantas disposicdes

diferentes essas pessoas podem se sentar em torno da mesa de modo que o pai e
a mae fiquem juntos?

Sabendo que pai e méde devem ficar juntos, vamos amarrar os dois e trata- los como se
fossem um Unico elemento. Vejaa  figural  abaixo:

@ O o
0 © o ©
e o o O
Pﬂi mae mae pal
Fig. 1 Fig. 2

Ao tratar o pai e mde como um Unico elemento, passamos a ter somente 5 elementos.
Portanto, utilizando a Permutacéo circular de 5 elementos, calculamos o ndmero de

possibilidades desta familia sentar- se ao redor da mesa com pai e méae juntos sendo
que o pai esta a esquerda da mée.

Permutagdo circular (P ) de 5 elementos calcula-se:
P5=(5-1)1=41=4321=24



Portanto, para o pai a esquerda da mée, temos 24 posi¢cdes diferentes. Mas o pai pode
estar a direita da mée, como na figura 2, e entdo teremos mais 24 posicOes diferentes
para contar (novamente P5).

Portanto, o numero total de disposicdes é 48.

2) Dois meninos e trés meninas formardo uma roda dando-se as maos. De quan-
tos modos diferentes poderdo formar aroda de modo que os dois meninos nao
figuem juntos?

No total temos 5 elementos para dispor em circulo, ou seja, novamente utilizaremos
Permutacdo Circular. Mas agora a restricdo é diferente, os dois meninos NAO podem
ficar juntos. Para esta situacdo, iremos calcular onumero total de disposi¢cdes (sem
restricdo) e diminuir deste resultado o numero de disposicdes em que 0S meninos es-
tdo juntos (para calcular o ndmero de disposicOes deles juntos, fazemos como no
exercicio 1).

O numero total de disposicoes €éP 5=(5- 1)!=41=43.21=24.

Agora, para calcular o nimero de disposicdes com 0s meninos juntos, devemos amar-
ré- los e trata- los como um Unico elemento, lembrando que podemos ter duas situa-
coes:

e o |&__e

menino 1 menino 2 menino 2 menino 1

O numero total de disposicdes com os meninos juntos ¢ 2.P4 (4 elementos pois 0s
meninos estdo juntos e valem por 1). Calculando este valor:

2P 4=2(4-1)1=231=2321=12

Portanto, o numero de disposi¢cfes em que 0s meninos ndo estdo juntos 24-12=12.

Exemplos:

1- Simplifique a expressao a seguir de acordo com asregras do Fatorial de um nume-

ro.



(s 1)
(114 2)!

Resolvendo:

Como o “maior” ¢ (n+2), desenvolvemos ele, para poder simplificar com (n+1):

n+1) (1+1) - 1)1
(n+2) (n+2)*n+1)  (n+2)*(ne 1) (n+2)

2- Newton possui 9 livros distintos, sendo 4 de Geometria, 2 de Algebra e 3 de
Analise. O numero de maneiras pelas quais Newton pode arrumar esses livros em uma

estante, de forma que os livros de mesmo assunto permanecam juntos, é:

a) 288
b) 296
C) 864
d) 1728
e) 2130

Resolvendo

4 livros de Geometria =P

2 livros  de Algebra =P

3 livros de Analise =P

P, *P,* P, * P, (este ultimo porque eles podem mudar de lugar entre si: 3 posi¢des)
=41 * 21 * 31*31

Al =4*3*2*1=24
21=2
31=3*%2*1=6



PA*P2*P3*P3=24*2*6%*6
P4 * P2 * P3 * P3 = 1728 maneiras

Resposta correta item d.

As permutacOes sdo agrupamentos formados pelos mesmos elementos, por isso

diferem entre sisomente pelaordem dos mesmos.

Por exemplo, se C =(2, 3, 4), as permutacdes simples de seus elementos séo: 234,

243, 324, 342, 423 e 432.

Indicamos o0 numero de PermutacOes
simples de n elementos distintos por P, =n!

Exemplo 3

Quais os anagramas da palavra AMOR?
Um anagrama formado com A, M, O, R corresponde a qualquer permutacdo dessas

letras, de modo a formar ou ndo palavras.

Temos 4 possibilidades paraa primeira posicdo, 3 possibilidades para a segunda
posicdo, 2 possibilidades paraa 3 posicdo e 1 possibilidade paraaquarta posicao.

Pelo principio fundamental dacontagem temos 4 * 3*2* 1 =24 possibilidades ou 24
anagramas.

Alguns anagramas: ROMA, AMRO, MARO, ARMO, MORA...

Exemplo 4

Formar os anagramas a partir da palavra PATO

Pelo Principio Fundamental da Contagem podemos dizer que é possivel formar 24

sequéncias.

P4=41=4*3*2*1=24



PATO PAOT POTA POAT PTOA PTAO
APTO APOT ATPO ATOP AOTP AOPT
TAPO TAOP TOPA TOAP TPAO TPOA
OAPT OATP OPTA OPAT OTPA OTAP

Exemplo 5

Carlos e Rose tém trés filhos: Sérgio, Adriano e Fabiola. Eles querem tiraruma foto
de recordacéo na qual todos aparecam lado a lado. Quantas fotos diferentes podem ser

registradas?

A forma como irdo se distribuir corresponde auma permutacdo entre eles, entdo:

P5=51=5*4*3*2*1=120formas distintas.

Séo agrupamentos formados com p elementos, (p<m) de forma que os p elementos
sejam distintos entre si pela ordem ou pela espécie. Os arranjos podem ser simples ou

com repeticao.
Arranjo simples:
N&o ocorre a repeticdo de qualquer elemento em cada grupo de p elementos.
FormulaA  (m,p) =m!/(m- p)!
Calculo para o exemplo: A ( (4,2) = 41/21=24/2=12.

Exemplo:Seja Z={A,B,C,D}, m=4 e p=2. Osarranjos simples desses 4 elementos
tomados 2a?2sdo 12 grupos que ndo podem ter arepeticdo de qualquer elemento mas

gue podem aparecer na ordem trocada. Todos os agrupamentos estdo no conjunto:

A ={AB,AC,AD,BA,BC,BD,CA,CB,CD,DA,DB,DC}



Arranjo com repeticao:

Todos os elementos podem aparecer repetidos em cada grupo de p elementos.
FormulaA (mp)=m"
Calculo para o exemplo: A | (4,2) = 42=16.

Exemplo:Seja C={A,B,C,D}, m=4e p=2. Os arranjos com repeticdo desses 4
elementos tomados 2 a 2 sdo 16 grupos que onde aparecem elementos repetidos em

cada grupo. Todos os agrupamentos estdo no conjunto:

A ={AA AB,AC,AD,BABB,BC,BD,CA,CB,CC,CD,DADB,DC,DD}

Exercicios
1- Resolvendo aequacdo (x +4)!= 120, entdo x vale:
a) b.
b) 6.
c) 7.
d) 8.

e) 9.

2- Uma pessoa quer viajar de Recife a Porto Alegre, passando por Sdo Paulo. Sabendo
que ha 5 roteiros diferentes para chegar a Sdo Paulo, partindo de Recife, e 4 roteiros
diferentes para chegar aPorto Alegre, partindo de S&o Paulo, de quantas

maneiras possiveis essa pessoa podera viajar de Recife a Porto Alegre?

a) 15.

b) 20.

c) 25.

d) 30.

e) 9.

3- Quantos numeros de dois algarismos distintos podemos escrever com 0s algarismos:



1,2,3,4,5,6,7,8,9?
a) 72.
b) 71.
c) 70.
d) 69.

e) 68.

4- Quantos numeros pares e de quatro algarismos distintos podemos formar com os
algarismos:

1,3,4,5,6,7?

a) 100.

b) 110.

¢) 120.

d) 130.

e) 140.

5- Quantos sdo 0s anagramas possiveis com as letras da palavra: ARARA?
6-  Quantos sdo 0s anagramas possiveis paraa palavra: ULYSSES?

7-. Quantos sdo o0s anagramas possiveis para a palavra: ULYSSES comecando por
u?

8-  Quantos sdo 0s anagramas possiveis paraa palavra: ULYSSES terminando por S?

9- Quantos sdo 0s anagramas possiveis para a palavra: ULYS SES comecando por U

e terminando por S?

10-. Qual é o nudmero possivel de anagramas que se pode montar com as letras da

palavra AMA?

11- De quantos modos distintos 5 pessoas podem sentar-se em volta de uma mesa

circular?

12- De quantas maneiras 6 pessoas podem sentar-se num banco de 6 lugares de modo

que duas delas fiqguem sempre juntas, em qualquer ordem?

13- Quantos numeros de seis algarismos distintos podemos formar usando os digitos 1,
2,3,4,5e6,no0squais 0leo?2nunca ocupam posicdes adjacentes (juntos), maso 3

e 0 4 sempre ocupam posicOes adjacentes?



a) 144
b) 180
c) 240
d) 288
e) 360
14-

=2y n+2) . e
' , realize sua simplificacao.

Dada a expressao —— —
(n+3)1 (-1t

15- Um casal e seus quatro filhos véo ser colocados lado a lado para tirar uma foto. Se
todos os filhos devem ficar entre o0s pais, de quantos modos distintos 0s seis podem

posar para tirar a foto?

a) 24
b) 48
c) 96
d) 120
e) 720

Entre no sitio eletronicohttp://www.adisioribeiro.com.br/instalacomb.exe,
e explore o programa sobre analise combinatoria.
Bom trabalho!
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