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PROBABILIDADES

INTRODUGCAO

Neste plano de trabalho sera explorado o Estudo das Probabilidades que
serd ministrado no 2° bimestre, tendo como inspirag¢éo os roteiros 1,2 e 3.

E importante destacar que embora os jogos de azar tenham historicamente
impulsionado o desenvolvimento da Teoria de Probabilidades, essa parte da
Matematica tem aplicac6es em outras ciéncias, como biologia ( principalmente em
genética), financas, marketing, econometria, etc. Ainda que matematicos como
Cardano e Kepler ja tivessem se ocupado desse estudo, foi a partir dos contatos,
por volta de 1650, de Chevalier de Meré (rico jogador francés) e do matematico
Blaise Pascal que a Teoria das Probabilidades se desenvolveu.

De Meré apresentou a Pascal um problema envolvendo jogos (Problema
dos Pontos): “Um jogo entre dois jogadores igualmente habeis é interrompido. No
momento da interrupgédo sdo conhecidos os pontos obtidos por cada jogador e o
namero de pontos necessarios para que cada um ganhe o jogo. Como dividir o
prémio?”. Esse problema ja havia sido discutido por Cardano, Paccioli e Tartaglia.
No entanto, motivado pelo desafio Pascal escreveu a Pierre de Fermat, trocando
ideias sobre o problema, favorecendo dessa maneira o desenvolvimento da
Teoria das Probabilidades.

Outros estudiosos como Huygens, Bernoulli, De Moivre, também, se
dedicaram ao estudo desse tema. Mas foi Laplace quem publicou a Teoria

Analitica das Probabilidades, na qual discutiu inidmeros problemas de



probabilidade, desenvolveu técnicas para o calculo de probabilidades e analisou
varias aplicagdes desses célculos. Laplace é considerado o matematico que mais
contribuiu para a Teoria das Probabilidades. No século passado, os matematicos
russos Chebyshev, Markov e Kolmogorov deram prosseguimentos a esses
estudos.

A Teoria das Probabilidades estuda os fenébmenos aleatorios. Chamamos
de experimento aleatério a todo processo cujo resultado é incerto, ou ndo pode
ser previsto, mas que apresenta regularidade. Assim, por exemplo, quando
lancamos uma moeda sobre a mesa pode ocorrer cara ou coroa; porém, se forem
feitas varias experiéncias, espera-se que cara ou coroa, ocorram igual nimero de
vezes. O conjunto de todos os resultados possiveis de um experimento aleatério
recebe o nome de espaco amostral e qualquer subconjunto desse conjunto é
conhecido como evento.

Os PCNEM (1999: p.257) mencionam que técnicas e raciocinios
estatisticos e probabilisticos sdo, sem duvida, instrumentos tanto das ciéncias da
Natureza quanto das Ciéncias Humanas. Tal fato mostra como é importante uma
cuidadosa abordagem dos conteldos de contagem, estatistica e probabilidades
no Ensino Médio, formando conexdes entre o aprendizado da Matematica e das

demais ciéncias e areas.

OBJETIVOS

e Identificar fendmenos aleatorios.

e Utilizar um vocabulario probabilistico e perceber os erros mais frequentes
de seu uso no cotidiano.

e Conceituar experimento aleatorio, espago amostral e evento.

e Calcular probabilidade por diferentes procedimentos.

METODOLOGIA
Os temas centrais deste projeto sdo a compreensdo dos conhecimentos
relacionados com o estudo das probabilidades. Serdo desenvolvidas varias
atividades que possibilitardo o entendimento dos conceitos relativos ao contetudo

em estudo.



HABILIDADES RELACIONADAS
e Calcular a probabilidade de um evento.
e Resolver problemas utilizando a probabilidade da unido de eventos e a
probabilidade de eventos complementares.

e Resolver problemas envolvendo probabilidade condicional.

PRE-REQUISITOS
e Ultilizar o Principio Multiplicativo.

e Fazer uso de tabelas, arvore das possibilidades, diagramas, etc.

Tempo de Duracao: 10 horas-aula

ORGANIZACAO DA TURMA

A atividade sera desenvolvida com os alunos organizados em duplas.

1) Os alunos seréo divididos em duplas.
2) Cada dupla receberd uma folha com as atividades sugeridas.
3) De acordo com a orientacdo da professora deverao realizar as atividades e

responder aos questionamentos feitos.
12 Atividade — Jogo de Dados
Este jogo utiliza dois dados e é disputado por dois jogadores, Jodo e

Maria. Os resultados abaixo valem os pontos indicados e resultados diferentes

nao sao pontuados.

(4; 1) ou (1; 4) — 1 ponto; (4; 2) ou (2; 4) — 2 pontos;
(4; 3) ou (3; 4) — 3 pontos; (4; 4) — 4 pontos;
(4; 5) ou (5; 4) — 5 pontos; (4; 6) ou (6; 4) — 6 pontos.

Cada jogador poderéa efetuar até dois langamentos. Se ndo conseguir nenhuma
face 4 no primeiro langamento, efetuar o segundo langamento com os dois dados.
Se conseguiu pelo menos uma face 4 no primeiro lancamento, reserva este dado
e decide se lanca ou ndo o outro dado mais uma vez. Vence 0 jogo quem obtiver

a maior pontuacdo. Caso os dois jogadores obtenham a mesma pontuagdo o



procedimento todo € repetido.

Comentéarios sobre o jogo: Num primeiro momento todos os alunos deverdo
jogar. Depois de realizado o jogo, o professor pode fazer os questionamentos
abaixo.

O jogador devera sempre aproveitar o segundo lancamento?

O segundo jogador possui maior possibilidade de vencer o jogo?

Estamos supondo a utilizacdo de dados com faces equiprovaveis. Se o
jogador conseguiu (4; 1) ou (1; 4) — 1 ponto no primeiro lancamento, €
conveniente lancar o segundo dado mais uma vez, ndo existe neste caso
possibilidade de piorar sua pontuacdo. Agora se o jogador obteve 3 pontos, (4; 3)
ou (3; 4) no primeiro lancamento e decidir lancar o segundo dado mais uma vez,
entdo ele tera uma chance em 6 de permanecer com a mesma pontuacao, duas
chances em 6 de piorar sua pontuacao; ou seja; obter a face 1 ou a face 2 no
lancamento do segundo dado e possui trés chances em 6 (faces 4, 5 ou 6) de
melhorar sua pontuacéo.

O jogador podera nao marcar pontos ou ter pontuacao zero, isto ocorre se
nos seus dois possiveis lancamentos ele ndo conseguiu nenhuma face 4.
Primeiramente, Jodo efetua um ou dois lancamentos, posteriormente € a vez de
Maria efetuar o seu jogo. Assim Maria estd numa posicdo melhor de decidir se
aproveita ou ndo o seu segundo lancamento, ela ja conhece a pontuacéo obtida
por Jodo. Para tornar 0 jogo mais justo deve existir uma alternancia entre Joao e

Maria para ser o primeiro a jogar.

22 Atividade — Problema 1

Considerando-se apenas o primeiro langcamento dos dois dados, Joao tera

maior chance em conseguir 1 ponto ou 6 pontos? Justificar sua resposta.

Solugéo

Os alunos deverdo apresentar suas solugdes utilizando-se de sua prépria
linguagem. O professor ndo deve neste momento apresentar definicbes ou
conceitos. O objetivo do problema é fazer com que o0s proprios alunos
sistematizem o conceito matematico que se pretende estudar. O professor deve

sim explorar o fato que embora no lancamento de dois dados n&o sejamos



capazes de prever o resultado (Experimento Aleat6rio), somos capazes de
descrever todos os resultados possiveis (Espaco Amostral).

Temos os resultados possiveis { (1; 1), (1; 2), ..., (1; 6), (2; 1), (2; 2), ..., (2;
6), ..., (6; 1), (6; 2), ... , (6; 6)} — 36 elementos. Uma representacdo destes 36
pontos em um eixo cartesiano pode também ser bastante Gtil. Jodo obtém 1 ponto
quando ocorre (1; 4) ou (4; 1) (Evento). Assim tera duas chances em 36 de
marcar 1 ponto. De maneira analoga, tera duas chances em 36 de marcar 6
pontos, isto ocorrera nos casos (4; 6) ou (6; 4) (Evento). Conclusdo, Jodo
possui a mesma chance de marcar 1 ponto ou 6 pontos considerando-se apenas

0 primeiro langamento dos dois dados.

32 Atividade — Problema 2

Considerando-se apenas o primeiro lancamento dos dois dados, Jodo tera

maior chance em conseguir 5 ou 4 pontos? Justificar sua resposta.

Solugéo

Da mesma forma que no problema 1, o professor deve explorar o fato que dos 36
resultados possiveis, Jodo marcara 5 pontos quando ocorrer (4; 5) ou (5; 4), ou
seja, terd duas chances em 36 de marcar 5 pontos. Entretanto, Jodo marcara 4
pontos somente no caso de ocorrer a face 4 nos dois dados; ou seja; no caso (4;
4). Assim tera apenas uma chance em 36 de marcar 4 pontos. Concluséo, Jodo
possui maior chance de marcar 5 pontos do que 4 pontos considerando-se
apenas o primeiro lancamento dos dois dados.

Apoés o trabalho com problemas do tipo dos problemas 1 e 2, o professor tera
mais facilidade para sistematizar os conceitos de Experimento Aleatorio, Espaco

Amostral e Evento.

42 Atividade — Problema 3
Se Jodo obteve 1 ponto no primeiro langamento ele deverd utilizar o segundo
langcamento para melhorar sua pontuagéo? Justificar sua resposta.



Solugéo

No primeiro langamento, Jodo obtém 1 ponto se ocorre um dos dois casos:
(4; 1) ou (1; 4). Pelas regras do jogo, Jodo deve reservar o dado com a face 4 e
lancar novamente o segundo dado. Neste caso, terd 5 chances em 6 de melhorar
sua pontuacao. Os casos favoraveis séo: faces 2, 3, 4, 5, ou 6, em seis casos
possiveis. Ainda, Jodo tera uma chance em 6 de continuar com 1 ponto e
nenhuma chance de piorar sua pontuacao.

Concluséo, Joao deve aproveitar o lancamento do segundo dado com o
objetivo de melhorar sua pontuagéo.

52 Atividade — Problema 4

Se Jodo obteve 3 pontos no primeiro langamento, quais sdo suas chances em
melhorar, piorar ou manter inalterada sua pontuacdo se utilizar o segundo

lancamento?

Solucgéo

Da mesma forma que no problema 3, Jodo terda 3 chances em 6 de
melhorar sua pontuacao; 2 chances em 6 de piorar sua pontuacéo e 1 chance em
6 de manter sua pontuacao inalterada. Portanto, neste caso € mais conveniente
que Jodo utilize o segundo lancamento. Entretanto, deve-se observar que Jodo
podera piorar sua pontuacao.
Para as solucdes dos problemas 1, 2, 3 e 4 ja estamos, intuitivamente, calculando
a probabilidade (de Laplace):

namero de casos favoraweis
nimero de casos possiveis

p = Probabilidade de A= P(A) =

No caso do problema 4, concluimos que Jodo possui uma probabilidade
de 33,3 % (2/6) de piorar sua pontuacdo e uma probabilidade de 66,7% (3/6 + 1/6)
de manter ou melhorar sua pontuacdo. Assim, neste caso € recomendavel que

Jodo aproveite o seu segundo langamento.

62 Atividade — Problema 5

Qual a probabilidade de Jo&o ndo obter a face 4 no primeiro lancamento?



Solucédo

_ nimerode casos favoraweis 25
nimerode casos possiveis 36

72 Atividade — Problema 6

Se Jodo obteve 4 pontos no primeiro lancamento, qual a probabilidade de
aumentar, diminuir ou permanecer com esta pontuagcdo se utilizar o segundo
langamento?

Solucédo

Jodo tera probabilidade p;=

oN
Wl

de aumentar sua pontuacéo,

probabilidade p, =

ol w

:% de diminuir sua pontuacdo e probabilidade p:% de

permanecer com a mesma pontuacdo. Neste caso, Jodo possui uma
probabilidade de 50% (1/2) de diminuir sua pontuacdo e uma probabilidade de
50% (1/3 + 1/6) de manter ou melhorar sua pontuacao, se decidir pela utilizacao
do segundo langamento.

82 Atividade — Problema 7

Considerando-se apenas o primeiro langcamento, qual a probabilidade de Joédo
marcar 3 pontos, sabendo-se que ele obteve em pelo menos um dos dois dados
uma face 47?
Solucéao

O professor deve explorar inicialmente que o Espaco Amostral mudou.
Quando langcamos dois dados temos um Espago Amostral S constituido de 36
resultados possiveis, neste caso, a informacédo que Jodo obteve em pelo menos
um dos dois dados a face 4, reduz o espaco amostral para { (1; 4), (4; 1), (2;
4), (4; 2), (3; 4), (4; 3), (4; 4), (4;5), (5;4), (4; 6), (6; 4) } — 11 elementos, (Espaco
Amostral Reduzido - §). Assim a probabilidade de Jodo marcar 3 pontos deve
agora ser calculada neste novo espaco amostral e Jodo obtém 3 pontos se

ocorrer (3; 4) ou (4; 3); ou seja; a probabilidade de Jodo marcar 3 pontos

sabendo-se que obteve pelo menos uma face 4 sera: p = 131



A representacdo de S e S e dos casos favoraveis (3; 4) e (4; 3) num eixo
cartesiano facilita em muito o entendimento do conceito de Probabilidade
Condicional.

92 Atividade — Problema 8

Considerando-se apenas o primeiro langamento, qual a probabilidade de Joédo
marcar 3 pontos, sabendo-se que o niumero da face do primeiro dado é maior do

que a do segundo?

Solucéao

Da mesma forma que no problema 7, temos agora o Espaco Amostral
Reduzido, S ={(2; 1), (3; 1), (3; 2), (4; 1), (4; 2), (4; 3), (5, 1), (5; 2), (5;3), (5;4),
(6; 1), (6; 2), (6; 3), (6; 4), (6; 5) } — 15 elementos. Destes 15 elementos, Jodo
pode marcar 3 pontos em apenas um deles, quando ocorrer (4; 3). Assim, a

probabilidade de Jodo marcar 3 pontos no primeiro langamento, sabendo-se que

0 numero da face do primeiro dado é maior do que a do segundo € p = %

A partir daqui é possivel comecar a sistematizar o conceito de
probabilidade condicional. Neste problema, definimos os eventos:
A ={Jodo marcou 3 pontos no primeiro lan¢camento dos dois dados } e
B = { O numero da face do primeiro dado € maior do que a do segundo}.

Temos neste caso, B ={ (2; 1), (3; 1), (3; 2), (4; 1), (4; 2), (4; 3), (5; 1), (5;
2), (5; 3), (5; 4), (6; 1), (6; 2), (6; 3), (6; 4), (6; 5) } — 15 elementos. Assim, P(B) =
15
36
Agora, A={(3; 4), (4; 3)} e AN B ={(4; 3)}. Assim, P(A(B) = %

Das probabilidades calculadas acima e do resultado do problema, obtemos:

1

_ 1 _36_PANB)

PAB)= 15 = 12 = )
36

Observar que as probabilidades P(A(1B) e P(B) sao calculadas

considerando-se o Espaco Amostral S, enquanto que a probabilidade condicional



P(A|B) é calculada em termos do espaco amostral reduzido S.

Obs.: Os problemas seréo resolvidos utilizando o minimo possivel de

formulas.
102 Atividade — Formalizando os conhecimentos adquiridos

1) Os alunos trabalharéo individualmente.
2) Cada aluno fara o registro, em seu caderno, dos conhecimentos adquiridos
durante as atividades em duplas, sob a orientacdo da professora e com

sugestdes de todos os colegas.

AVALIACAO

Os alunos serdo avaliados no decorrer das atividades levando em
consideracao os objetivos propostos.
Em aulas posteriores serd feita uma avaliacdo formalizada para saber se os
contelidos trabalhados foram consolidados, levando em conta, principalmente, a

habilidade: Calcular a probabilidade de um evento.

Questdes Propostas

1. Foi criado por um aluno um alvo em forma de retangulos.

1

2
3
5 4
6

a- Qual a chance do atirador de acertar a regiao 1?
b- Qual a chance do atirador de acertar a regido 27?
c- Qual a chance do atirador de acertar a regiao superior?

d- Qual a chance do atirador de acertar a regido da esquerda?



2. Em uma propriedade rural, os tomates s&o colhidos e acondicionados em
caixas com 80 tomates cada uma. O dono da propriedade retirou, ao acaso, um
tomate de uma caixa com 10 tomates estragados e 70 bons para o consumo. A
probabilidade de esse tomate estar bom para o consumo € igual a

A) 1/80 B) 1/70 C) 1/10 D) 1/8 E) 7/8

3. Sérgio possui uma caixa com 70 varetas coloridas. Desse total, 40 s&o
amarelas, 20 sado vermelhas e 10, verdes. Sérgio retirou uma vareta da caixa
aleatoriamente. Qual é a probabilidade da vareta retirada por Sérgio ser verde ou
vermelha?

A) 1/7 B)2/7 C)3/7 D)4/7 E)3/4

4. Uma urna contém 20 bolas numeradas de 1 a 20. Escolhe-se uma delas ao
acaso e vé-se que o numero nela marcado é maior que 8. Qual é a probabilidade
de esse numero ser multiplo de 5?

A)1/4 B) 3/20 C) 12/20 D) 3/4 E) 1/12

5. (UFF-RJ) Em um jogo de bingo sdo sorteadas, sem reposicdo, bolas
numeradas de 1 a 75, e um participante concorre com a cartela reproduzida
abaixo. Qual é a probabilidade de que os trés primeiros numeros sorteados
estejam nessa cartela?

B I NG O
5 | 18 | 33 | 48 | 64
12 | 21 [ 31 | 51 | 68
14 | 30 60 | 71
131 16 | 44 | 46 | 61
11 [ 27 | 41 | 49 | 73

6. (UFSCar) Dois dados usuais e ndo-viciados sdo lancados. Sabe-se que os
nameros bservados sdo impares. Entdo a probabilidade de que a soma deles
seja8 é
a) 2/36
b) 1/6
c) 2/9

d) 1/4

e) 2/18

QUAIS A0 A9 SETE i DO MUNDOD ANTIGO OU
MARAVILKAS [0 MUNDD? DO MUNDO MOPERNO 7|
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http://www.meninomaluquinho.com.br/PaginaT irinha/default.asp



Lucio esta certo: desde o dia 07/07/2007, existem dois grupos de 7 Maravilhas do
Mundo: as 7 do Mundo Antigo e as 7 do Mundo Moderno e nenhuma pertence a
ambos 0s conjuntos. Suponha que se escolham, aleatoriamente, duas entre
essas 14 Maravilhas. Determine a probabilidade de ambas estarem em um
mesmo grupo.
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