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Introducao

Equacgdes e fungdes trigonométrica

O trabalho de trigonometria na circunferéncia teve como desenvolvimento o reconhecimento
dos eixos seno, cosseno e tangente e ainda a constru¢ao dos principais angulos na circunferéncia
trigonométrica. Foi mostrado as projecdes de alguns angulos nesses eixos, dando uma idéia
geomeétrica dos valores de seno, cosseno e tangente, como mostram o texto e a figura a seguir.

“‘Devemos mostrar aos alunos a localizagdo dos eixos dos senos e co-senos e fazer a
construgdo do eixo das tangentes no sistema. Vamos mostrar 0s segmentos referentes ao seno,
co-seno e tangente dos angulos de 30°, 45° e 60° por suas devidas projecdes aos respectivos eixos.
Na figura 4 podemos identificar, em laranja, as projecées dos angulos de 30° e 150° no eixo dos
senos. Podemos identificar a projecdo, no eixo das tangentes, do angulo de 45°, em laranja. E uma
forma geométrica de reconhecer os valores de seno, co-seno e a tangente de um angulo. (Gréfico
4)”.
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O que o aluno podera aprender com esta aula?

e Reconhecer e localizar os angulos no circulo trigopnométrico e suas respectivas medidas;

e Desenvolver e ampliar o conceito de medidas que se remetem em um circulo trigonométrico;
e |dentificar e diferenciar unidade de angulo e de arco, e suas respectivas transformacoes;

e |dentificar o conjunto dos numeros reais a partir da circunferéncia trigonomeétrica,

e Compreender e calcular o comprimento de um arco;

e Resolver equacdes trigopnométricas

- Pré-requisitos: Razdes trigonométricas: a trigonometria no tridngulo retangulo; devera
também relembrar o sistema de coordenadas cartesianas, seno, cosseno e tangente dos
principais angulos; funcdes trigopnométricas.

(Ver: . www.brasilescola.com)
- Material utilizado: Lé&pis de desenho (6B), lapis de cor (cores variadas), lapis de cera (cores
variadas), régua (20 ou 30 cm), esquadros (90°, 45°, 45° e 90°, 30° 60°), borracha macia,

transferidor de angulos, compasso, folha de papel A4, caderno de atividades, livro didatico, folha
de exercicios propostos.

- Recursos educacionais utilizados: notebook associado ao projetor multimidia; uso do
programa geogebra.

- Tempo necessario para a execucao das atividades: 8 aulas de 50 minutos cada.
- Descritores:

e H23: reconhecer circulo / circunferéncia seus elementos e algumas de suas relacdes;

e H81: Associar informacfes apresentadas em listas e/ou tabelas simples aos graficos que
as representam

e H91: Transformar grau em radiano ou vice-versa

e H103: resolver problemas que envolvam numeros reais e suas operacdes(adicéo,
subtracdo, multiplicacdo,divisdo, potenciacao).



Desenvolvimento: 8 aulas de 50 minutos
Aula 1: Apresentacdo da equacao trigonométrica
Estratégias: Dispor a turma em grupos de dois a quatro alunos.

Objetivos: Fazer com que o aluno aprenda a desenvolver equacdes que envolvam a funcdo seno e
sua representacao grafica.

A aula serd iniciada com a projecédo de alguns graficos construidos com a ferramenta Geogebra.
Sera apresentada a construcdo da circunferéncia trigopnométrica e seus principais angulos e suas
devidas projecdes nos eixos dos senos, cossenos e das tangentes ja exposta na introducao.

Para que exista uma equacao qualquer € preciso que tenha pelo menos uma incognita e uma
igualdade. Agora, para ser uma equacao trigopnometrica é preciso que, além de ter essas
caracteristicas gerais, € preciso que a fungéo trigpnométrica seja a funcédo de uma incégnita.

Sen X = cos 2X
sen 2x—-cos4x =0

4 .sen3x—-3.senx=0
Sao exemplos de equacgdes trigopnométricas, pois a incognita pertence a funcao trigonométrica.
x? +sen 30°. (x + 1) = 15

Esse € um exemplo de equacéo do segundo grau e ndo de uma equacao trigonomeétrica, pois a
incognita ndo pertence a funcéo trigonomeétrica.

Grande parte das equacdes trigonométricas é escrita na forma de equacgdes trigonométricas
elementares ou equacdes trigopnométricas fundamentais, representadas da seguinte forma:

sen X =sen a COS X=C0s a tgx=taga

Cada uma dessas equacgdes acima possui um tipo de solucéo, ou seja, de um conjunto de valores
gue a incognita devera assumir em cada equacao.

Equacéo trigopnométrica elementar, € qualquer equacéo da forma:
sen X =sen a, COS X =Cc0S a e tg x =tg a,
onde x é um arco trigonométrico incognita, a ser determinado, e a um arco trigonométrico qualquer.

Via de regra, qualquer equacéo trigonométrica ndo elementar, pode ser transformada numa
equacao elementar, através do uso das relacdes trigonométricas usuais.

Nota: os arcos a e a + k.2 7 onde k € um numero inteiro (representando o niumero de voltas na
circunferéncia) possuem as mesmas extremidades inicial e final, pois diferem entre si, por um
namero inteiro de voltas, ou seja: a + k2r = a+k2r—a=k2r

Este resultado é importante e, sera utilizado para o desenvolvimento que segue.
Observagao: 2.7 = 360° = uma volta completa. [’

Para a solucéo das equacgdes trigonométricas elementares, vamos estabelecer as relagdes
fundamentais a sequir:



Arcos de mesmo seno
Ja sabemos que: sen (7 —a)=sena

Usando o conceito contido na nota acima, sendo x um arco trigonométrico, as solu¢des gerais da
igualdade acima seréao da forma:

x=(r-a)+k2zr ou x=a+k2m
Xx=rn+2k.z-a ou Xx=a+k2nr

x=(2k+1)z-a ou x=2kr+a

Portanto, a solucédo genérica de uma equacéo do tipo: sen X =sen a sera:

Xx=R2k+1l).t—a oux=2kn

Exemplo: Encontrar o conjunto solucdo da equacao elementar sen x =0,5.

Como 0,5 = sen 30° = sen n/6, vem, utilizando o resultado geral obtido acima:
sen x = sen n/6, de onde conclui-se:

X=(2k + 1).n - /6 ou x = 2kn + /6, com K inteiro, que representa a solucdo genérica da equacao
dada. K é o numero de voltas.

Fazendo k variar no conjunto dos numeros inteiros, obteremos as soluc¢des particulares da
equacao.

Assim, por exemplo, fazendo k = 0, obteremos por mera substituicdo na solucdo genérica
encontrada acima,

X =-7/6 ou X = 1/6;

fazendo k = 1, obteremos x=17%n/6 ou X = 13n/6, e assim sucessivamente.

Observar que a equacao dada, possui um numero infinito de solugdes em R (conjunto dos numeros
reais).



Segue abaixo a representacao grafica (geomeétrica) do sen x = =, com sua devida projecao no eixo
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dos senos no intervalo definido por: 0 < x < 27 .
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Poderemos escrever o conjunto solucdo da equacdo dada na forma geral:
S ={X| xeR; x=(2k + 1)n - /6 ou x = 2kn + /6, k € Z}
Poderemos também listar os elementos do conjunto solucéo:

s=(..% r liz 13
6'6 6 6

Exercicios: Encontre o conjunto solugéo para as seguintes equacoes;

a) sen x = sen 45°

J3

b) senx= —
2



Aula 2: Apresentacdo da equacgéo trigonométrica (cont.)
Estratégias: Dispor a turma em grupos de dois a quatro alunos.

Objetivos: Fazer com que o aluno aprenda a desenvolver equac¢des que envolvam a fungdo co-
seno e sua representacao grafica.

Arcos de mesmo co-seno

Ja sabemos que cos (-a) = cos a.

Analogamente ao exposto em seno, poderemos escrever para as solucdes gerais da igualdade
acima:

X =(-a) + 2kn ou X =a + 2kr, sendo k um namero inteiro.
Portanto, a solucédo genérica de uma equacéao do tipo cos X = cos a sera dada por:

Xx=2kp+a ou x=2kr-a

: ~ ~ 2
Exemplo: Encontrar o conjunto solucao da equacao elementar cos X = -

2 - : :
Como % = c0s 45° = cos % vem, utilizando o resultado geral obtido acima:

T .
COS X = COS 2 de onde conclui-se:
T T . . ~ - o
x=2kz + " ou Xx=2krx - 7 com k inteiro, que representa a solugdo genérica da equacao
dada. K é o numero de voltas.

Fazendo k variar no conjunto dos numeros inteiros, obteremos as solucdes particulares da
equacao.

Assim, por exemplo, fazendo k = 0, obteremos por mera substituicdo na solucéo genérica
encontrada acima,

ouXx=-

x
I
NG

T

4
9. 1.7 ) .

fazendo k = 1, obteremos x = T ou Xx= T’ € assim sucessivamente.

Observar que a equacao dada, possui um numero infinito de solu¢gbes em R (conjunto dos numeros
reais).



Segue abaixo a representacéo grafica (geomeétrica) do cos x = %

eixo dos cossenos no intervalo definido por: 0 < x < 27 .
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Poderemos escrever o conjunto solucao da equacao dada na forma geral:
VA VA
S={x| xeR; x=2kxz + " ou x:2k7r-z , Kk e Z}

Poderemos também listar os elementos do conjunto solucéo:

S={un-Z, +Z 12 3%
24 4 s

Exercicios: Encontre o conjunto solugcéo para as equacgdes que seguem e represente-as
graficamente;

a) cos x = cos 60°

b) cosle
2

w



Aula 3: Apresentacdo da equacéo trigonométrica (cont.)
Estratégias: Dispor a turma em grupos de dois a quatro alunos.

Objetivos: Fazer com que o aluno aprenda a desenvolver equacdes que envolvam a funcao
tangente e sua representacao grafica.

Arcos de mesma tangente

Ja sabemos que tg(m + a)=tg a. Poderemos escrever as solugdes gerais da igualdade acima:
Xx=(nr+a)+2kn ou x=a+ 2kn
Arrumando convenientemente, podemos escrever:

x=(2k+1)r+a ou x=2kr + a, sendo k um namero inteiro.

Observando que 2k € um namero par e 2k + 1 € um namero impar, para Kk inteiro, percebemos que
poderemos reunir as duas expressdes acima huma unica: X = kn + a.

Portanto, a solucdo genérica de uma equacao do tipo tg x =tg a, sera dada por: x =km + a.

Exemplo: Encontrar o conjunto solucdo da equacao elementar tan x = V3

Como +/3 = tan 60° = tan % vem, utilizando o resultado geral obtido acima:

T . VA
tan x = tan 3 de onde conclui-se: x=kz + 3

com k inteiro, que representa a solu¢do genérica da equacao dada. K é o nimero de voltas.

Fazendo k variar no conjunto dos nameros inteiros, obteremos as solucdes particulares da equacao.

Assim, por exemplo, fazendo k = 0, obteremos por mera substituicdo na solucao genérica
encontrada acima,

x
Il
wly

4.7 . .
. fazendo k =1, obteremos x = R e assim sucessivamente.

Observe que a equacédo dada, possui um numero infinito de solu¢cdes em R (conjunto dos numeros
reais).



Segue abaixo a representacdo grafica (geométrica) do tan x = V3 , com sua devida projecao no eixo
das tangentes no intervalo definido por: 0 < x < 2r.
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Poderemos escrever o conjunto solucdo da equacdo dada na forma geral:
Vi
S ={x| xeR; x = 3 +kz, ke Z}

Poderemos também listar os elementos do conjunto solucéo:

4.7

S:{..., ?, }

z
3

Exercicios: Encontre o conjunto solugdo para as equacdes que seguem e represente-as
graficamente;

a) tan x = tan 30°

b) tanx=1



Resumo:

senx=sena<x=(2k+1)r-aoux=2kn+a
cosx=cosa<ox=2kp+a ou x=2kn-a

tgx=tgaex=kn+a

sendo k um ndmero inteiro.

Nota: O simbolo < significa: equivale a

Como qualquer equacao trigonométrica pode ser reduzida a uma equacao elementar através de
transformacdes trigonométricas convenientes, as igualdades acima séo basicas para a resolucéo de
gualquer equacéao trigonomeétrica.

As funcdes a seguir sao definidas nos termos das duas primeiras. As quatro equagdes abaixo sao
definicbes e ndo identidades demonstradas.

sen x
Tangente: tanx =

CoS X
Secante: sec X =

Cos X
Cossecante: csc X =
sen x
1 COoS X

Cotangente: cot x =

tan x sen X

O seno, o0 cosseno e a tangente sdo, de longe, as mais importantes. As inversas destas fun¢des séo
geralmente designadas de arco-funcéo, i.e., arcsin, arccos, etc., ou adicionando o expoente -1 ao
nome, como em sen™, cos™, etc.

O resultado da fungéo inversa é o angulo que corresponde ao parametro da funcdo. Por exemplo,
arcsen(1) = 90°.



Segue a representacgdo grafica do sen, cos, tan, csc, sec e cot de 45° ou % rd . (Tal desenho foi

desenvolvido no Geogebra)
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Repare que o segmento AF é congruente aos segmentos BG e CG. E que o segmento AH é

congruente aos segmentos EJ e DL. Ou seja, a tangente e a cotangente de 45° possuem a

mesma medida da diagonal do quadrado AMFN, gue € o raio da circunferéncia, 1, cujos lados
possuem a mesma medida de seno e co-seno do mesmo angulo; e que a secante e a co-secante
do angulo de 45° possuem a mesma medida da diagonal do quadrado ADHE, cujo os lados vale 1,

raio da circunferéncia trigonométrica.



Aulas 4, 5, 6, 7, 8: Apresentacao da equacao trigonométrica (cont.)
Estratégias: Dispor a turma em grupos de dois a quatro alunos.

Objetivos: Fazer com que o aluno exercite o conhecimento adquirido e tire as duvidas que
permanecerem.

Exercicios: Equacdes trigonomeétricas resolvidas
Resolva as seguintes equacdes trigopnoméetricas:

a) 2cosx — 3secx =5

Solucgéo:

Lembrando que secx = 1/cosx, vem, por substituicao:

2.cosx —3.(1/cosx) -5=0 = 2.cosx—3/cosx—-5=0

Multiplicando ambos os membros por cosx # 0, fica:

2.c0S°X — 3 —5.cosx =0 Arrumando convenientemente, teremos:

2.c0s?x — 5.cosx — 3 = 0.

Resolver a equacgéo do segundo grau em cosx. Teremos:

~5) 5 4203 _ 5adas _ 57

2.2 4 4

COSX=

Portanto, cosx =3 ou cosx = -1/2.
A equacdo cosx = 3 ndo possui solucao, ja que o cosseno sO pode assumir valores de —1 a +1.
Ja para a equacéao cosx = -1/2, teremos:

cosx = -1/2 = c0s120° = cos(2n/3) Logo, cosx = cos(2n/3)

Da solucado genérica obtido anteriormente, podemos escrever:

Xx=2kr +2n/3 ou x=2kr-2n/3

Estas solugbes podem ser reunidas na forma: x = 2kn + 27/3.
Logo, o conjunto solugcéo da equacao proposta sera:

S={x|x=2knx2n/3, k inteiro}. S ={x eR/x=2kn £ 2kn/3, k inteiro}.



b) 5tg®x — 1 = 7 secx Resposta: x = kx ou X = kr + 7/4.

c) 3.senx - V3.cosx = 0
Solucéo:

Teremos: 3.senx = V3.cosx Dividindo ambos os membros por cosx = 0, fica:

3.senx/cosx = V3.cosx/cosx = V3.

3tgx=v3 = tgx=3/3=1tg30° =tg(n/6) Vamos entdo resolver a equacdo elementar

tgx = tg(n/6) Da solucdo genérica vista anteriormente, vem imediatamente que:

X = krn + n/6.

d) V3.senx —cosx = 0. Resposta: x = kr + 7/6.

e) tgx + cotgx = 2
Solucéo:

Substituindo tgx e cotgx pelos seus valores expressos em funcéo de senx e cosx, vem:

senx/cosx + cosx/senx = 2

Efetuando a operacao indicada no primeiro membro, vem:
(sen®x + cos®X)/(senx.cosx) =2  Como sen’x + cos’x = 1, fica:
1l/senx.cosx =2 = 1l=2.senx.cosx = 1l=sen2x = sen2x=1=sen90° = sen(n/2).

logo, sen2x = sen(n/2) , , vem:

2x = (2k+1)x - /2 ou 2x =2kn + wn/2. Dividindo ambas as expressoes por 2, fica:
X = (2k+1).7/2 - /4 ou x=kn + n/4. Simplificando a primeira expressao, vem:

x=kn + n/4 ou Xx=Kknr+ /4. Portanto, x = kn + n/4, que é a solugéo procurada.



f) tgx + cotgx = 4/N3  Resposta: X = kn + /3 OU x = krt + /6.

g) 4(sen®x — cos>x) = 5(senx — cosx)
Solucéo:
Lembrando da identidade:

A3 -B®= (A -B) (A? + AB + B?), poderemos escrever:

4(senx — cosx)(sen®x + senx.cosx + cos>x) = 5(senx - cosx)
Como sen’x + cos’x = 1, vem, substituindo:

4(senx — cosx)(1 + senx.cosx) = 5(senx — cosx) Simplificando os termos em comum, vem:

4(1 + senx.cosx) =5 = 1+senx.cosx=5/4 = senx.cosx=5/4-1=5/4-4/4=1/4

senx.cosx = 1/4 Multiplicando ambos os membros por 2, fica:

2.senx.cosx = 2(1/4) =  2.senx.cosx =1/2

Como j& sabemos da Trigonometria que 2.senx.cosx = sen 2x, vem:

sen2x = 1/2 =sen30° = sen(n/6) =  sen2x = sen(n/6)
Aplicando a solucao genérica, fica:

2xX = (2k+1)n - /6 ou 2x = 2kn + ©/6  Dividindo ambas as expressdes por 2, vem:

X = (2k+1).7/2 - /12 ou x = kn + /12 Simplificando a primeira expressao, fica:

X = kn + 57/12 ou x = krt + /12, que é a solugdo procurada.

Portanto,

S={|x=kn+5n/12 ou x = kr + /12, Kk inteiro}.



h) Resolva a mesma equagé&o anterior, no conjunto universo U = [0, 7/2].

Resposta: S ={5n/12, n/12}.

Obs: Basta atribuir valores inteiros a k na solucao geral vista no exercicio anterior e considerar
apenas aqueles resultados compreendidos no intervalo dado [0,7/2].

Nota: Existem diversos tipos de equacdes trigonométricas, sendo impossivel aborda-las num anico
arquivo. Podemos afirmar, entretanto, que qualquer que seja a equacao trigopnomeétrica dada,
através de transformacgdes convenientes, sempre recairemos numa equacao elementar, dos tipos
vistos acima.

Formas de avaliagdes:

Os alunos seréo avaliados da seguinte forma:

Pelas construcdes graficas realizadas em sala de aula; (1 ponto)

Pelas anotac¢des feitas durante a exposicéo das aulas; (1 ponto)

Pela realizacdo em sala dos exercicios propostos; (2 pontos)

Pela plena participacao no decorrer das aulas; (2 pontos)

Por um trabalho em grupo que abordara calculo e construcdo geométrica; (2 pontos)
Uma prova individual contendo os conceitos aqui estudados; (2 pontos)
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