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INTRODUCAO

Este plano de trabalho destina-se a capacitar os alunos a
trabalhar com o conteddo "trigonometria na circunferéncia" para a
resolucéo de problemas.

Espera-se que os alunos percebam a importancia da aplicagao
pratica da trigonometria na circunferéncia no seu cotidiano, analisando
situacdes que podem ser usadas para a aplicacdo deste conteudo e
formular problemas para resolvé-los.

Faz-se necessario observar a falta de preparo de alguns alunos no
gue diz respeito a interpretacdo de enunciados, raciocinio logico e até
mesmo as deficiéncias advindas de séries passadas. Sendo assim, é
necessario relembrar rapidamente alguns assuntos como medida de
um arco, unidades (grau, minuto e segundo), seno, cosseno e tangente
eregrade trés.

Serd necesséario o uso de dez tempos de cinqienta minutos para
a aplicacdo dos conteudos e avaliacao.
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DESENVOLVIMENTO
Atividade 1

HABILIDADE RELACIONADA: Converter em graus a medida de
um arco dado em radianos, a qual ndo exceda duas voltas da
circunferéncia unitaria. Converter em radianos a medida de um
arco dado em graus, a qual ndo exceda duas voltas da
circunferéncia unitaria. H21 - Transformar graus em radianos ou
vice-versa.

PRE - REQUISITOS: Resolucéo de regra de trés, transformacao
de unidade (grau, minuto e segundo), plano cartesiano e
circunferéncia.

TEMPO DE DURACAQ: 200 minutos.

RECURSOS EDUCACIONAIS UTILIZADOS: Videos sobre
trigonometria e lousa.

ORGANIZACAO DA TURMA: Individual.

OBJETIVOS: Demonstrar os topicos que serdo usados parao
estudo de trigonometria na circunferéncia, fazendo com que os
alunos reconhecam o circulo trigonométrico, fenémenos ciclicos,
0 grau, o radiano e suas transformacgdes.

METODOLOGIA ADOTADA: Apresentar os videos com exemplos
variados do conteudo "trigonometria na circunferéncia". Em
seguida, abordar os tépicos descritos a seqguir.

Circunferéncia trigonomeétrica

A circunferéncia trigonométrica esta representada no plano cartesiano
com raio medindo uma unidade. Ela possui dois sentidos a partir de
um ponto A qualquer, escolhido como a origem dos arcos. O ponto A
seralocalizado na abscissa do eixo de coordenadas cartesianas, dessa
forma, este ponto tera abscissa 1 e ordenada 0. Os eixos do plano
cartesiano dividem o circulo trigonométrico em quatro partes,
chamadas de quadrantes, onde serao localizados os numeros reais «
relacionados a um unico ponto P. Os sentidos dos arcos



trigonométricos estédo de acordo com as seguintes defini¢cdes:

Se a =0, P coincide com A.

Se a > 0, o sentido do circulo trigonométrico sera anti-horéario.
Se a <0, o sentido do circulo sera horario.
O comprimento do arco AP sera o médulo de a.

sentido _anti —horério sentido_hordrio
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Na ilustracdo a seguir estdo visualizados alguns numeros importantes,
eles sao referenciais para a determinacgao principal de arcos
trigonométricos:
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Uma volta completa no circulo trigonométrico corresponde a 360° ou
21 radianos, se o angulo a a ser localizado possuir médulo maior que
21, precisamos dar mais de uma volta no circulo para determinarmos a
sua imagem.

Por exemplo, para localizarmos 81/3 = 480°, damos uma volta completa
no sentido anti-horario e localizamos o arco de comprimento 21/3, pois
8m/3 = 61r/3 + 21/3 = 2w + 211/3.

Na localizacdo da determinacéao principal de -17m/6 = -510°, devemos
dar 2 voltas completas no sentido horario e localizarmos o arco de
comprimento -51r/6, pois —171/6 = —121/6 — 511/6 = 2m — 511/6.
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Comprimento de um Arco

Dada uma circunferéncia de centro O, raio r e dois pontos Ae B
pertencentes a circunferéncia, temos que a distancia entre os pontos
assinalados é um arco de circunferéncia. O comprimento de um arco é
proporcional a medida do angulo central, quanto maior o angulo, maior
o0 comprimento do arco; e quanto menor o angulo, menor o
comprimento do arco.

Para determinarmos o comprimento de uma circunferéncia utilizamos a
seguinte expressao matematica: C = 2*mr*r. A volta completa em uma
circunferéncia é representada por 360°. Vamos realizar uma
comparacao entre o comprimento da circunferéncia em medida linear
(€) e medida angular (a), observe:



linear | angular
2*T'r 360°
£ a

360°f=a*2*¥g*r

f_a*z*ﬁr*r
360°
* o ¥
Fu T
180 °

Essa expressao pode ser utilizada para determinar o comprimento do
arco de uma circunferéncia de raio r e angulo central a em graus.
Nesses casos utilize 1 = 3,14.

Caso o angulo central seja dado em radianos, utilizamos a seguinte
expressao: €=a*r.

Exemplo 1

Determine o comprimento de um arco com angulo central igual a 30°
contido numa circunferéncia de raio 2 cm.

€=a*m*r/180°
€=30°*3,14 *2/180°
€ =188,40/ 180
€=1,05cm

O comprimento do arco sera de 1,05 centimetros.



Exemplo 2

O ponteiro dos minutos de um reldgio de parede mede 10 cm. Qual
sera o espaco percorrido pelo ponteiro apds 30 minutos?

Veja a figura do relégio:

12

€=a*m*r/180°
€=180°*3,14 * 10/ 180°
€ =5652/180
€=31,4cm

O espaco percorrido pelo ponteiro dos minutos sera de 31,4
centimetros.
Exemplo 3

Determine o comprimento de um arco com angulo central medindo 1r/3
contido numa circunferéncia de 5 cm de raio.

€=a*r
€=m/3*5

€ =5m/3
€=5"3,14/3
€=157/3
€=523cm



Exemplo 4

Um péndulo de 15 cm de comprimento oscila entre A e B descrevendo
um angulo de 15° Qual é o comprimento da trajetoria descrita pela sua
extremidade entre A e B?

15*

15¢cm

¢ ¢
=a*mw*r/180°
£=15°*3,14*15/180°
£=706,5/180
£=3,9cm

O comprimento da trajetoéria entre A e B é de 3,9 centimetros.
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Comprimento de uma Curva

Uso da trigonometria na construcéo de estradas

Na construcao de estradas e linhas férreas é essencial a utilizacao da
trigonometria, principalmente nas situagdes que envolvem mudancas
de direcdes. As curvas séo projetadas com base em modelos de arcos
de circunferéncia e na medida do angulo central (relativo a curva).
Vamos através de alguns exemplos demonstrar o calculo efetuado no
intuito de determinar o comprimento da curva.

Exemplo 1
O projeto de uma estrada demonstra uma curva com o formato de um
arco de circunferéncia com raio medindo 200 metros. Do ponto A

(inicio da curva) até o ponto B (término da curva) a estrada mudou sua
direcdo em 40°. Qual serd o comprimento da curva?

N\ B

40°

11



Ao considerarmos que a volta completa na circunferéncia equivale a
360° e em questoes de comprimentoa C =2 * 1 * r, podemos adotar
umaregra de trés relacionando as medidas conhecidas. Observe:

Volta Comprimento
360° 2*xm*r
40° x

360x =40 *2* 3,14 * 200
360x = 50240

x =50 240/ 360

x =139,5 (aproximadamente)

O comprimento da curva sera de aproximadamente 139,5 metros.

Na engenharia civil, os prédios muito altos, considerados arranha-
céus, sado projetados de forma a sofrerem pequenas oscilagdes, em
razao da forca imposta pelos ventos, pois quanto mais alto, maior a
velocidade do vento.

Exemplo 2

Um edificio de 400 metros possui uma oscilacao de 0,3° Determine o
comprimento do arco relativo a essa oscilacéo.

Volta Comprimento
360° 2*xm*r
03° x

360x =0,3*2* 3,14 * 400
360x = 753,6

X = 753,6 / 360

x = 2,1 m (aproximadamente)
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Conversdes de Medidas de Angulos

Quando medimos o angulo de um arco utilizamos como unidade o
grau ou o radiano. Temos que 1° (um grau) possui 60’ (sessenta
minutos) e 1’ (um minuto) possui 60” (sessenta segundos). Uma
circunferéncia possui 360 arcos de aberturaigual a 1°. No caso da
medida em radianos, dizemos que o0 arco mede um radiano (1 rad)
se 0 seu comprimento for igual ao comprimento do raio da
circunferéncia que se encontra o arco medido.

A tabela a seguir mostra algumas relagcoes entre as unidades em
graus e radianos.

Radianos Graus

2m rad 360°
nrad 180°
mw2rad 90°
w3rad 60°
w4 rad  43°
w6rad 30°

Convertendo Graus em Radianos

Na converséao de graus pararadianos utilizamos umaregra de trés
simples, por exemplo:

20° em radianos

graus radianos
200 X
180° n rad

180% x = 20° ™ rad
20° m* rad
180°

X —

x=£nx1
9
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15° em radianos

graus  |radianos
15° X
180° n rad

180° x=15" 7 *razd
15 7 * rad
rx=——
180°

x=—rad
12

120° em radianos

graus radiano
120° X
180° 7 rad

180°x = 120° 7 *rad
L 120° %> rad
180°

x=3:r"mndr
3

150° em radianos

graus radiano
150° X
180° 7 rad

180° x = 1507 raad
_150° % rad
T e
5

x=—R*rad
6
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300° em radianos

graus radiano
300° X
180° 7 rad

180° x = 300° > raad
L 300w * rad
180°

xzéﬂ"‘md
3

Convertendo Radianos em Graus

Na converséao de radianos para graus, basta substituirmos o valor
de 1 por 180°. Veja exemplos:

15



Iw . 3%I80°  540°
5 5 50

108"

Ix . 3%I80°  540°
4 4

=135"

27 2*180° 360°
9 9 9

40‘

11z 11*180° 1980
6 6

=330

Arcos e Movimento Circular

Os estudos relacionados aos arcos trigonomeétricos possuem
aplicacdes no contexto da Fisica, principalmente nas situacfes
envolvendo movimentos circulares. Na Fisica, alguns corpos
desenvolvem trajetdrias circulares, dessa forma eles percorrem
espacos em determinados tempos, possuem velocidade angular e
aceleracao.

Vamos considerar um moével em trajetéria circular de raio R e centro C,

16



com sentido anti-horario, considerando O a origem dos espacos e P a
posicdo do movel em determinado instante. Veja ilustracéo:

T G P

/ R/ \

~___— (Norigem)

Vamos determinar o espago angular (@) e a velocidade angular média
(wm) do mével.

Espacgo angular (o)
E dado pela abertura de vértice C, correspondente ao arco de trajetoria

OP. Nesse caso OP é o espaco s e 0 angulo ¢ é fornecido em radianos
(rad).

A

Velocidade angular média (wm)

E a relacdo existente entre a variagdo de espaco angular (Ap = ¢ 2 —
¢1) e a variagao do tempo levado para percorrer o espago (At =12 —t1).

a’m :%
At

17



Exemplo 1

Um ponto percorre umaregido circular e descreve um angulo central
de 2 rad em 5 segundos. Determine a velocidade angular média nesse
intervalo de tempo.

Dados:

angulo central: ¢ = 2 rad

tempo: At = 5 segundos

wm =2/5—- wm =0,4 rad/s

Exemplo 2

Determine o intervalo de tempo que um movel gasta para percorrer o
arco de circunferéncia AB, indicado na figura, com velocidade escalar
constante e igual a 24m/s.

B

160m

3rad

1° passo: determinar o espaco entre Ae B

s=¢0*R
s=3*160
s =480 m

2° passo: determinar o tempo gasto

18
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At =20segundos

Arcos com Mais de uma Volta

Temos que uma volta completa no circulo trigonométrico corresponde
a 360° ou 21 rad, de acordo com a ilustracao a sequir:

1
ﬁ I
x| rad °
—1

1/360°

Note que o circulo possui raio medindo uma unidade e é dividido em
guatro quadrantes, facilitando a localizacado dos angulos
trigonomeétricos, de acordo com a seguinte situacao:

1° quadrante: abscissa positiva e ordenada positiva — 0° < a < 90°.

2° quadrante: abscissa positiva e ordenada negativa — 90° < a < 180°.
3° quadrante: abscissa negativa e ordenada negativa — 180° < a <270°.
4° quadrante: abscissa positiva e ordenada negativa — 270° < a < 360°.

Nos estudos trigonométricos existem arcos que possuem medidas

maiores que 360°, isto €, eles possuem mais de uma volta. Sabemos
que uma volta completa equivale a 360° ou 21 rad, com base nessa

19



informacao podemos reduzi-lo a primeira volta, realizando o seguinte
calculo: dividir a medida do arco em graus por 360° (volta completa), o
resto da divisdo sera a menor determinacao positiva do arco. Dessa
forma, a determinacao principal do arco em um dos quadrantes fica
mais facil.

Exemplo 1

Determinar a localizacao principal do arco de 4380° utilizando a regra
préatica.

4380° : 360° é correspondente a 4320° + 60°, portanto, o resto da
divisdo é igual a 60° que € a determinacao principal do arco, dessa
forma, sua extremidade pertence ao 1° quadrante.

Exemplo 2

Qual a determinacéo principal do arco com medidaigual a 1190°?

1190° : 360°, a divisédo possui resultado igual a 3 e resto 110,
concluimos que o arco possui trés voltas completas e extremidade no
angulo de 110°, pertencendo ao 2° quadrante.

Arcos Congruos

Dois arcos séo congruos quando possuem a mesma origem e a mesma
extremidade. Uma regra prética eficiente para determinar se dois arcos
sdo congruos consiste em verificar se a diferenca entre eles é um
numero divisivel ou multiplo de 3609, isto é, a diferenca entre as
medidas dos arcos dividida por 360° precisa ter resto igual a zero.

20



Exemplo 3

Verifique se os arcos de medidas 6230° e 8390° sdo cOngruos.
8390° - 6230° = 2160

2160°/ 360° = 6 e resto igual a zero. Portanto, os arcos medindo 6230° e
8390° sdo congruos.

Exemplo 4

Confira se os arcos de medidas 2010° e 900° s&o cOngruos.

2010°-900° = 111Q°
1110°/360° = 3 e resto igual a 30. Portanto, os arcos nao séo congruos.

21



Atividade 2 - Aplicando os conhecimentos

>

HABILIDADE RELACIONADA: Utilizagao dos

conhecimentos adquiridos na atividade 1 para resolver
problemas.

PRE - REQUISITOS: Conceito de transformacées de grau
em radiano e ciclo trigonométrico.

TEMPO DE DURACAOQ: 100 minutos.

RECURSOS EDUCACIONAIS UTILIZADOS: Livro didatico e
exemplos adicionais.

ORGANIZACAO DA TURMA: Grupos de 2 alunos.

OBJETIVOS: Fazer com que o aluno interprete e pratique a
resolucao de problemas.

METODOLOGIA ADOTADA: Aplicacdo de exercicios
abrangendo a medida de arcos em grau e radianos e suas
conversoes.

22



PROBLEMAS:

1) Em uma circunferéncia de raio R, calcule a medida de um arco
em radianos, que tem o triplo do comprimento do raio.

A medida em radianos de um arco AB é dada por

comprimento do arco(AB)
m(AB)=
comprimento do raio

Assim, como o comprimento do arco é o triplo do
comprimento do raio
m(AB) = 3R/R = 3rad

2) Um atleta percorre 1/3 de uma pista circular, correndo sobre uma
unica raia. Qual é a medida do arco percorrido em graus? E em
radianos?

Uma volta inteira na pista equivale a 360 graus, assim 1/3 de 360
graus é 120 graus.

Uma volta inteira na pista equivale a 27 radianos, entéo o atleta
percorreu (2/3) 7.

3) Qual é a medida do angulo que o ponteiro das horas de um
reloégio descreve em um minuto? Calcule o angulo em graus e em
radianos.

O ponteiro das horas percorre em cada hora um angulo de 30
graus, gque corresponde a 360/12 graus. Como 1 hora possui 60
minutos, entdo o angulo percorrido € igual a 0,5 graus, que é obtido
pela regra de trés:

6OMIN ...l 30 graus

Imin ...l a graus

23



Convertemos agora a medida do angulo para radianos, para obter
a = m/360 rad, através da regra de trés:

180graus ..........cceeunennn. frrad

0,5graus .........cceveennne. a rad

Os alunos deverao copiar em seus cadernos, e em dupla
deverdo resolver as trés questdes. O professor devera mostrar as
solucdes logo depois do apronto de todos os alunos, discutindo os
recursos aplicados na solug¢ao dos problemas como: a conversao
de graus para radiano e vice-versa, a analise da circunferéncia e a
oportunidade de relembrar regra de trés e conversao de graus
minutos e segundos. Assim, automaticamente, o professor ja estara
fazendo uma avaliacéo da aprendizagem da turma com relagao ao
conteudo aplicado.

EXERCICIOS DE FIXACAO

Esta bateria de exercicios, tem como finalidade a preparacao
para a aplicacdo de um teste e logo depois uma prova para a
avaliacado e ajustes da turma. Deve ser também usados exercicios
do livro didatico adotado pela escola.

1) Os dois ponteiros de um relogio se sobrepdem a 0 hora. Em que
momento os dois ponteiros coincidem pela primeira vez
novamente?

O ponteiro dos minutos percorre 360° enquanto o ponteiro
das horas percorre 360°/12=300°. Até 1:00h os ponteiros
nao se encontraram, o que ocorrera entre 1:00h e 2:00h.

24



12 12 12
1 1 1

Consideraremos a situacao original a 1:00h, deste instante
até o momento do encontro o ponteiro dos minutos
deslocou a° e o ponteiro das horas deslocou (a-30)°, como
esta na figura, assim:

Ponteiro dos minutos ponteiro das horas
3600 300
ao (a-30)°

Pela tabela, tem-se que: 360(a-30)=30.a, de onde segue
que 330a=10800e assim podemos concluir que
a=32,7272°

O ponteiro dos minutos deslocou 32,7272° apds 1:00h,
mas ainda precisamos verificar quantos minutos
corresponde este angulo.

5mMin e, 30 graus
X MiN i, 32,7272 graus

A regra de trés fornece x=5,4545'=5'27,27". Assim, os
ponteiros coincidem novamente apods as 12:00h a 1 hora,5
minutos e 27,27 segundos.

2) Calcular o menor angulo formado pelos ponteiros de um relégio
gue marca 12h e 20minutos.

O ponteiro das horas percorre em cada hora um angulo de 360/12
graus = 30 graus. Em vinte minutos ele percorre o angulo a.

25



60 min ............ 30 graus

20min ............... a graus

A regra de trés fornece a = 10 graus, logo o angulo formado entre
0s numeros 12 e 4 € de 120 graus, entdo o angulo entre 0s
ponteiros é 120 - 10 = 110 graus.

3) Escreva 0 angulo a = 12°28' em radianos.

Usando o fato de que 1 grau possui 60 minutos, temos
1grau ............... 60 minutos

Xgraus ............... 28 minutos

A regra de trés garante que x = 28/60 = 0,4666 graus e
desse modo segue que:
12°28'=(12+28/60)°=12+0,4666=12,4666°

Representando por M a medida do angulo em radianos,
temos:

12,4666°............... M rad

E da regra de trés segue que: M=12,4666.7/180=0,2211
rad.

4) Escreva o angulo a = 36°12'58" em radianos.
Usando o fato de que 1 minuto possui 60 segundos, temos:
Tmin............... 60 segundos

Xmin ............... 58 segundos

26



x = 58/60 = 0,967 min, logo:
36°12'58"=36°(12+0,967)'=36°12,967"

Como 1 grau corresponde a 60", ent&o:

1grau ............... 60 minutos

Xxgraus ............... 12,967 minutos

x=12,967/60=0,2161° e 36°12'58"=(36+0,2161)°=36,2161°

A medida M do angulo em radianos, é M = 36,2161°.«w
/180=0,6321 rad, que foi obtida como solucao da regra de
trés:

5) Dados os angulos x = 0,47623rad e y = 0.25412rad,
escreva-os em graus, minutos e segundos.

(a) Considere a seguinte regra de trés,

) ST 0,47623 rad
Assim: x=0,47623 . 180/7=27,2911°=27°17,466'=27°17'27"
(b) Analogamente obtemos:

y=0.25412x180/7=14,56°=14°33,6'=14°33'36"

5) Em uma circunferéncia de raio r, calcular a medida do
arco subtendido pelo angulo A em cada caso:

a. A=0°17'48" r=6,2935cm

27



b. A=121°6'18" r=0,2163cm

(a) Primeiro convertemos o angulo para radianos para
obter:

a=0°17'48"=0°(17+48/60)'=(0+17,8)'=(0+17,8/60)°=0,296
70

Com aregra de trés:

0,2967°............ a rad

obtemos a=0,2967.7/180=0,0051778 rad e como a
medida do arco é dada pela medida do angulo(rad) x

medida do raio, temos que medida do
arco=0,0051778x%6,2935=0,03286cm

(b) Analogamente, a = 121° 6' 18" =121,105°. Em
radianos, a medida do angulo se torna a=121,105 «
/180=2,1137rad

Assim, a medida do arco=2,1137x0,2163=0,4572cm.

6) Em uma circunferéncia de centro O e raio r, calcule a
medida do angulo AOB subtendido pelo arco AB nos
seguintes casos.

a. AB=0,16296 cm r=12,587cm.
b. AB=1,3672cm r=1,2978cm.

(a) A medida do angulo AOB é dada pelo comprimento
de AB dividido pelo comprimento do raio, assim
m(AOB)=0,16296/12,587=0,012947 rad = 0° 44" 30"

28



(b) Analogamente:

m(AOB)=1,3672/1,2978=1,0535rad=60,360°=60°21,6'=6
0°21'35"

7) Em uma circunferéncia, dado o comprimento do arco
AB e 0 angulo AOB subtendido a este arco, calcule a
medida do raio.

a. AOB=0°44'30" AB=0,032592cm
b. AOB=60°21'6" AB=0,4572cm

a. Primeiramente devemos exprimir o angulo em
radianos.

AOB = 0° 44' 30"=0,7417° = 0,7417 x w/180 = 0,01294
rad

A medida do raio € dada pelo comprimento de AB
dividido por m(AOB), logo:

comprimento do raio = 0,032592/0,01294 = 2,518 cm
b. Analogamente,
AOB=60°21'6"=60,3517°=60,3517x7/180=1,0533rad
comprimento do raio = 0,4572/1,0533=0,4340cm
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AVALIACAO

A avaliacdo envolve aluno e professor e deve ser realizada de
maneira que ambos possam avaliar o quanto se desenvolveu cada
uma das competéncias relacionadas aos temas estudados. A tarefa,
a ser realizada em dupla, descrita na pagina 23 - por ser um dos
meios para pesquisar as competéncias e habilidades adquiridas
pelos alunos, deve ser pontuada. Assim, o professor podera avaliar
a reflexdo e o argumento critico usado pelos alunos (50 minutos).
Em um momento oportuno, aplicar um exercicio individual
envolvendo trigonometria na circunferéncia retirado do livro didatico
ou semelhante aos apresentados nas paginas 24, 25, 26, 27, 28 e
29 deste PT de maneira individual (com consulta - 50 minutos).

E apropriado verificar os acertos dos alunos nas questdes
relacionadas com o tema que constardao no SAERGINHO. Este sera
outro método de avaliagdo. Porque, nele o professor podera
verificar a aprendizagem nao apenas no assunto que norteou este
plano de trabalho, mas também em conteiudos estudados no
bimestre anterior.

Aplicacdo de avaliacdo escrita individual (100 minutos) para
investigacdo da capacidade de utilizacdo de conhecimentos
adquiridos e raciocinio logico para resolver problemas do cotidiano
envolvendo trigonometria na circunferéncia.
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