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Introducao

A Trigonometria apareceu ha milhares de anos, com a finalidade de
ajudar o estudo dos triangulos. Agora, o tema sera abordado de uma forma mais
abrangente devido as necessidades. Nesse novo contexto os conceitos de seno,
c0sseno e tangente serdo apresentados na circunferéncia.

E importante mostrar para o aluno que o circulo Trigonométrico é o centro. Os
arcos sao definidos e situados nos quadrantes e assim, sdo introduzidas as
reducdes a primeira volta do circulo.

Sendo assim introduzindo a unidade de medida Radiano.

Os conceitos estudados a seguir servirdo de base para o desenvolvimento de
outros: por exemplo, para estudar as func¢des trigopnométricas ou para escrever um
namero complexo na forma trigonométrica (3° ano).



DESENVOLVIMENTO

Atividade 1

° HABILIDADE RELACIONADA: H21 — C1 Converter em graus a medida
de um arco dado em radianos, a qual ndo exceda duas voltas da circunferéncia
unitaria ; C2 Converter em radianos a medida de um arco dado em graus, a
qual ndo exceda duas voltas da circunferéncia unitaria.

° PRE-REQUISITO: Arcos e angulos na Circunferéncia

. TEMPO DE DURACAO: 100 minutos

° RECURSOS EDUCACIONAIS UTILIZADOS: Material concreto ( tampa
de um pote de maionese, CD, disco que vem separando a pizza etc e barbante,
tesoura e caneta) para uma atividade experimental.

° ORGANIZACAO DA TURMA: Em duplas para n&o gerar tumultos.

° OBJETIVOS: Que o aluno consiga transitar pelo ciclo trigonométrico
reconhecendo posi¢des, arcos e angulos; relacionar com correcédo as unidades
de medida de arcos e angulos.

METODOLOGIA ADOTADA: O conteudo sera inserido com a atividade pratica
gue segue abaixo com o objetivo de informar todos os aspectos do tema que
serd tratado, no caso, A CIRCUNFERENCIA TRIGONOMETRICA. Apos isso, abordar
0s tépicos descritos abaixo.

E para um entendimento mais claro uma atividade dirigida com o Software
geogebra.

Atividade

Observacgao: Todas as propostas a seguir o aluno devera representa-la através de desenho.

e Circundamos o objeto com o barbante e denominamos as extremidades
obtidas de A e H.

e Por A, esticamos o barbante como um diametro obtendo o ponto C.



e Dobramos ao meio o pedaco e obtemos o raio do objeto, localizando o
ponto B.

e Fazemos marcas sucessivas, para localizar os pontos D, E, F e G: serdo
seis marcas e sobrard um pedaco de barbante .

e Com precisao, o pedaco restante corresponde a cerca de 28% do raio,
isto é “cabe” aproximadamente 6,28 vezes na circunferéncia: é a férmula
do comprimento da circunferéncia.

e Voltando ao objeto circular, circunde-o novamente.

e Tomando um par de pontos consecutivos (exceto A e G) e unindo-0s ao
centro, obtemos um arco de medida 1 rad (seu comprimento € igual ao
raio). Decorre dai, também gque a medida da circunferéncia €, em
radianos, igual a 21r.

1rad equivale aaproximadamente 57°

A partir desta atividade apresentarei o ciclo trigpnométrico. Este trabalho
sera realizado em duas etapas: 0 a 2 ( 1 volta) e, depois que o aluno ja
adquiriu certa familiaridade com o ciclo, estender para IR (demais voltas, em
qualquer sentido). Entenda-se por familiaridade o aluno fazer a correta leitura
do seno, do cosseno e da tangente de um numero real x (ou de um arco de
medida x rad), com 0 < x < 21; reconhecer simetrias e regularidade no ciclo;

“reduzindo corretamente ao primeiro quadrante”.

O papel da trigonometria

A palavra Trigonometria é formada por trés radicais gregos: tri (trés), gonos
(&ngulos) e metron (medir). Dai vem seu significado mais amplo: Medida dos
Tridngulos, assim através do estudo da Trigonometria podemos calcular as
medidas dos elementos do triangulo (lados e angulos).

Com o uso de triangulos semelhantes podemos calcular distancias
inacessiveis, como a altura de uma torre, a altura de uma piramide, distancia
entre duas ilhas, o raio da terra, largura de um rio, entre outras.

A Trigonometria € um instrumento potente de calculo, que além de seu uso na
Matematica, também é usado no estudo de fendmenos fisicos, Eletricidade,
Mecanica, Musica, Topografia, Engenharia entre outros.

Ponto moével sobre uma curva

Consideremos uma curva no plano cartesiano. Se um ponto P esté localizado
sobre esta curva, simplesmente dizemos P pertence a curva e que P é um



ponto fixo ha mesma. Se assumirmos que este ponto possa ser deslocado
sobre a curva, este ponto receberd o nome de ponto mével.

Um ponto movel localizado sobre uma circunferéncia, partindo de um ponto A
pode percorrer esta circunferéncia em dois sentidos opostos. Por convencéo, o
sentido anti-horéario (contrario aos ponteiros de um relégio) € adotado como
sentido positivo.

Arcos da circunferéncia

Se um ponto moével em uma circunferéncia partir de A e parar em M, ele
descreve um arco AM. O ponto A é a origem do arco e M é a extremidade do
arco.

Quando escolhemos um dos sentidos de percurso, o arco € denominado arco
orientado e simplesmente pode ser denotado por AB se o sentido de percurso
for de A para B e BA quando o sentido de percurso for de B para A.

Quando néo consideramos a orientacdo dos arcos formados por dois pontos A
e B sobre uma circunferéncia, temos dois arcos nao orientados sendo A e B as
suas extremidades.

Medida de um arco

A medida de um arco de circunferéncia é feita por comparacdo com um outro
arco da mesma circunferéncia tomado como a unidade de arco. Se u for um
arco de comprimento unitario (igual a 1), a medida do arco AB, é o numero de
vezes que o arco u cabe no arco AB.

Na figura em anexo, a medida do arco AB é 5 vezes a medida do arco u.
Denotando a medida do arco AB por m(AB) e a medida do arco u por m(u),
temos m(AB)=5 m(u).
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A medida de um arco de circunferéncia € a mesma em qualgquer um dos
sentidos. A medida algébrica de um arco AB desta circunferéncia, € o
comprimento deste arco, associado a um sinal positivo se o sentido de A para
B for anti-horario, e negativo se o sentido for horario.

O numero pi

Para toda circunferéncia, a razdo entre o perimetro e o diametro € constante.
Esta constante € denotada pela letra grega 7T, que € um numero irracional, isto
€, ndo pode ser expresso como a divisdo de dois numeros inteiros. Uma
aproximacédo para o nhumero 7Té dada por:

1= 3,1415926535897932384626433832795...

Unidades de medida de arcos

A unidade de medida de arco do Sistema Internacional (Sl) € o radiano, mas
existem outras medidas utilizadas pelos técnicos que séo o grau e o grado.
Este Ultimo n&o é muito comum.

Radiano: Medida de um arco que tem 0 mesmo comprimento que o raio da
circunferéncia na qual estamos medindo o arco. Assim o arco tomado como
unidade tem comprimento igual ao comprimento do raio ou 1 radiano, que
denotaremos por 1 rad.

Grau: Medida de um arco que corresponde a 1/360 do arco completo da
circunferéncia na qual estamos medindo o arco.

Grado: E a medida de um arco igual a 1/400 do arco completo da
circunferéncia na qual estamos medindo o arco.



Exemplo: Para determinar a medida em radianos de um arco de comprimento
igual a 12 cm, em uma circunferéncia de raio medindo 8 cm, fazemos,

comprimento do arco(AB) 12
m(AB)= =
comprimento do raio 8

Portanto m(AB)=1,5 radianos

Arcos de uma volta

Se AB é o0 arco correspondente a volta completa de uma circunferéncia, a
medida do arco é igual a C=27Tr, entao:

comprimento do arco(AB) 27Tr
m(AB)= = =27
comprimento do raio r

Assim a medida em radianos de um arco de uma volta é 27 rad, isto é,

27T rad=360 graus

Podemos estabelecer os resultados seguintes

Desenho
Grau 90 180 270 360
Grado 100 200 300 400
Radiano TT/2 T 37/2 27

0 graus = 0 grado = 0 radianos

Mudanca de unidades

Consideremos um arco AB de medida R em radianos, esta medida
corresponde a G graus. A relacédo entre estas medidas é obtida pela seguinte
proporgao,

27rad ............... 360 graus
Rrad ............... G graus




a 180

Exemplos

1.

wn

Para determinar a medida em radianos de um arco de medida 60
graus, fazemos

R 60

a 180

Assim R=TT/3 ou 60 graus=7/3 rad
Para determinar a medida em graus de um arco de medida 1 radiano,
fazemos:

1 G

180

Assim 1 rad=180/7T graus.

Atividades

1. O péndulo de um relégio de parede descreve um angulo de 60° e sua
extremidade percorre um arco AB. Calcule o comprimento desse arco
sabendo que o péndulo tem 0,60 m de comprimento.

2. Quanto mede o menor angulo formado pelos ponteiros de um reldgio as:

a) 8 he 20 min b) 5 h e 40 min

3. Sabendo que a medida da roda de um carro de férmula 1 € igual a 207,24 cm,
determine o seu diametro. Adote 1T igual a 3,14.

4.Encontre 0s arcos simetricos, em relacdo ao eixos x e y e em relacao a
origem O, dos arcos de medida:

a) 41/ 5 rad b) 320°

5. Um automovel percorre 157 m em uma pista circular, descrevendo um
arco de 72°. Determine o raio da curva. Use a aproximagao 1 = 3,14.



Fique Feral!!!

Qual a medida, em graus, do angulo de 1 radiano? Qual a medida, em
radianos, do angulo de 1 grau.

o
e =¥ = Como se relaciona a medida em graus e em

radianos de um mesmo arco na circunferéncia trigonométrica?

"
w0 PSSR Calcule em radianos: 30°, 60°, 75°, -120°, 136°,
1360°, -1360°.

", —
MCalcule em graus:

w

3 rad, 4 rad, rad, rad, 8 rad.

o
‘“7* lexercicio /)
'ﬁ . - ~
RS Calcule qual a medida em radianos do angulo

formado pelos ponteiros do reldgio as 13h 15min.

o
@
| e xercicio MR qual a medida em graus do angulo

formado pelos ponteiros do reldgio as 15h 15min.

o
&R ey
= R =¥ Qual o comprimento do arco descrito pelo ponteiro

dos minutos de um reldgio cujo mostrador tem 5 cm de didmetro, apoés ter
passado 1 hora?

o
O e
= e =77¥ Quantas voltas serdo dadas na circunferéncia

trigopnométrica para se representar os niumeros e -12?

o
ﬂ%ﬁ lexercicio ¥
i {4 . ~ . . Loy
" Se um ponto P da circunferéncia trigonométrica

corresponde a um numero x real, qual é a forma dos outros nimeros que
também correspondem a esse mesmo ponto?
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http://ecalculo.if.usp.br/funcoes/trigopnometricas/circunferencia/exercicios/exercicios.htm

Atividade 2

° HABILIDADE RELACIONADA: H21 — C1 Converter em graus a medida
de um arco dado em radianos, a qual ndo exceda duas voltas da circunferéncia
unitaria ; C2 Converter em radianos a medida de um arco dado em graus, a
qual ndo exceda duas voltas da circunferéncia unitaria.

° PRE-REQUISITO: Arcos e angulos na Circunferéncia

. TEMPO DE DURACAO: 100 minutos

° RECURSOS EDUCACIONAIS UTILIZADOS: Software GeoGebra; Fo-
Iha de atividades; Laboratério de Informatica / Projetor Multimidia e Notebook .

° ORGANIZACAO DA TURMA: Em duplas para ndo gerar tumultos.

° OBJETIVOS: Expandir e aprofundar o estudo da Trigonometria,
complementando assim o que foi estudado anteriormente.

METODOLOGIA ADOTADA: O conteudo ja foi inserido com a atividade
pratica, e para que haja um entendimento mais claro do contetudo a atividade
sera realizada no Software GeoGebra. Apos isso, abordar os tépicos descritos
abaixo.

Observacao: Por ndo dominar completamente o GeoGebra, eu nao criei
um exercicio, aproveitei o que foi sugerido no Plano de Acéo.
Apos a atividade no laboratorio os alunos escreverao suas conclusoes.

Laboratorio de Informatica:

1.Abra uma tela do GeoGebra.

2.Trace uma circunferéncia clicando no botdo (6° menu de
botdes). Dessa forma, vocé construira uma circunferéncia de
centro A e que passa pelo ponto B. Logo, podemos conside-
rar o segmento AB como sendo o raio dessa circunferéncia.
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3. Marque o segmento AB :

* Clique no bot&o (3° menu de botbes)
* Clique nos pontos A e B.

Pronto! O segmento AB esta marcado.

4. Vamos medir o segmento AB?

* Cligue no botéo (8° menu de botbes)

* Clique sobre o segmento AB .

» Surgird a expressao a = .... ho canto esquerdo da tela (Janela

da Algebra).

* Clique em (1° menu de botdes).

Agora, vocé pode mover os pontos livres do seu desenho. Cli-
gue no ponto B e movimente-o. Repare que o raio da circunferéncia
variara a medida que vocé altera a posi¢cédo do ponto B.

» Observe o que acontece para os valores de a.

Note que esse valor indica exatamente o tamanho do raio da
circunferéncia.

4. Marque agora um ponto C sobre a circunferéncia: clique em
(2° menu de botdes); em seguida, cliqgue em um ponto sobre a
circunferéncia distinto de B.

6. Marque o segmento AC . Caso tenha davidas consulte o item
3 acima.
Qual a medida de AC ? Ela é a mesma de AB ? Por qué?
Com os trés pontos A, B e C é possivel tracar angulos.
Estamos interessados no angulo cujo vértice é o ponto A, ou seja, 0
centro da circunferéncia. Esse angulo BAC determina sobre a

circunferéncia o arco [1BC . [11[]

Vamaos construir esse arco.

Cligue no botédo (6° menu de botdes), e, sequencialmente, em
A, BeC.

Surgira o arco [IBC indicado por d. Observe no canto esquerdo
da tela, na “Janela da Algebra”, que aparece associada ao objeto

“d” uma medida, que indica o comprimento do arco [IBC , ou seja, a
medida linear desse arco.

7. Vamos agora usar a relacdo que define o radiano, calculando
a razado r entre o comprimento do arco e o do raio da
circunferéncia.
Digite na caixa Entrada (parte inferior da tela) r=d/a seguido de
ENTER.
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Na Janela de Algebra (parte esquerda da tela) vocé vera o
resultado r = ..., que indicard o valor da razdo. d r a = . Repare
que, conforme a definicéo, r é a medida em radianos do angulo
BAC e do arco [IBC .

-

() Deotamm

NEBEY EMe s Dories Seveteval leww ATy
A PR . " e - . ‘ Uz
. ’ Rt idlle - . heh T

Tela do GeoGebra.

8. Experimente agora fazer C variar.
O gque acontece com os valores de r?

9. Tente colocar o ponto C numa posic¢ao tal que o comprimento
do arco 1BC seja exatamente o valor do raio da cir-
cunferéncia, incados na janela da algebra por a e b. O que
acontece com o valor de r? Observe na janela de Algebra.

E isso mesmo, vale 1! E sabe o que isso significa?
Que o0 arco IBC tem medida lrad, assim como o angulo
central BAC também tem medida 1rad.

10. O GeoGebra também tem uma ferramenta para medir an-
gulos em graus ou em radianos. Vamos usa-la para medir o
angulo BAC ?

Cligue no botéo (8° menu de botbes) e a seguir, sequencial-
mente, nos pontos B, A e C — vocé passara a ver a medida do
angulo BAC em graus. Vamos mudar a unidade para radianos?
No menu Opc¢des/Unidade de medida de angulos selecione
radianos e observe a medida do angulo BAC .
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Unidade para medir circunferéncias
Normalmente, os angulos sdo medidos em graus. Mas existe uma outra

medida também bastante utilizada medir uma circunferéncia (ou um arco): 0s
radianos, utilizados especialmente para o caso de operacdes representadas
no circulo trigonométrico. Para comecar, lembre-se de que o angulo
correspondente a uma volta completa vale 360°.

Se o comprimento de arco da circunferéncia trigonométrica (raio 1) for
calculado:

C=2-77 sendo r o raio, gue no caso vale 1, logo:

C=2mgo comprimento desta circunferéncia que mede 360°, entao:
27r=360°

Esta nova medida de um arco de circunferéncia é chamada de radiano, com a
abreviatura rad.

Veja abaixo a correspondéncia entre os angulos em graus e radianos:

Arcos
em 30° | 60° 90° | 120° | 150° |180° 210° | 240° | 270° | 300° | 330°

graus

Arcos g T T 27 57r - Tx 4x 3x 57 llx

radlanos 6 3 2 3 6 6 3 2 3 6

A conclusdo a que se chega € que um arco de circunferéncia pode ser medido
pelo angulo central (em graus) ou pelo seu comprimento (em radianos).

Seno e co-seno nos quadrantes do circulo trigonomeétrico
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http://educacao.uol.com.br/matematica/ult1692u45.jhtm
http://educacao.uol.com.br/matematica/ult1705u43.jhtm
http://educacao.uol.com.br/matematica/ult1705u41.jhtm

Note o &ngulo a e a+90° na figura abaixo:

t eixo dos
11 senos

prssvesssfessanas

sevsnnnad

PR

Note que nos quadrantes | e Il os angulos possuem 0 mesmo seno e Co-sSenos
de mesmo valor, mas de sinais contrarios, sendo negativo no quadrante Il.

Analisando o que acontece nos quadrantes Il e IV obtém-se a seguinte tabela.

Se a fosse, por exemplo, 45° (ou 71'/ 4 rad) seria:

Tente resolver para os outros angulos notaveis .
E como ficaria a tangente?

Veja:
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E s6 usar a férmula:

Senx

COS X

Tente construir o circulo trigonométrico, com o eixo das tangentes e verificar o
quadro acima.

Exercicios

1. Um arco AB de uma circunferéncia tem comprimento L. Se
o raio da circunferéncia mede 4 cm, qual a medida em radianos
do arco AB, se:

(a) L=6cm (b) L=16cm (c) L=22cm (d) L=30cm

2.  Em uma circunferéncia de raio R, calcule a medida de um
arco em radianos, que tem o triplo do comprimento do raio.

3. Um atleta percorre 1/3 de uma pista circular, correndo sobre
uma Unica raia. Qual é a medida do arco percorrido em graus? E
em radianos?

4. Em uma pista de atletismo circular com
quatro raias, a medida do raio da
circunferéncia até o meio da primeira raia
(onde o atleta corre) € 100 metros e a
distancia entre cada raia € de 2 metros. Se
todos os atletas corressem até completar uma
volta inteira, quantos metros cada um dos
atletas correria?

5.  Qual é a medida (em graus) de trés angulos, sendo que a
soma das medidas do primeiro com o segundo é 14 graus, a do



segundo com o terceiro é 12 graus e a soma das medidas do
primeiro com o terceiro € 8 graus.

6. Qual é a medida do angulo que o ponteiro das horas de um
reldgio descreve em um minuto? Calcule o angulo em graus e em
radianos.

7.  Os dois ponteiros de um relégio se sobrepoem a 0 horas.
Em que momento os dois ponteiros coincidem pela primeira vez
novamente?

8. Calcular o menor angulo formado pelos ponteiros de um
relégio que marca 12h e 20minutos.

9. Em um poligono regular um angulo externo mede pi/14 rad.
Quantos lados tem esse poligono?

10. Escreva o angulo a=12°28' em radianos.

11. Escreva o angulo a=36°12'58" em radianos.

12. Dados os angulos x=0,47623rad e y=0.25412rad, escreva-
0S em graus, minutos e segundos.

13. Em uma circunferéncia de raio r, calcular a
medida do arco subtendido pelo angulo A em cada
caso:

17



a. A=0°17'48" r=6,2935cm
b. A=121°6'18" r=0,2163cm

14. Em uma circunferéncia de centro O e raio r,
calcule a medida do angulo AOB subtendido pelo
arco AB nos seguintes casos.

a. AB=0,16296 cm r=12,587cm.

b. AB=1,3672cm r=1,2978cm.

15.  Em uma circunferéncia, dado o comprimento do arco AB e o
angulo AOB subtendido a este arco, calcule a medida do raio.

a. AOB=0°44'30" AB=0,032592cm

b.

AOB=60°21'6" AB=0,4572cm

13



Avaliacao

A avaliagdo tem como objetivo informar como estéa o processo de ensino —
aprendizagem e a partir dai o professor fazer uma analise do seu trabalho e os
alunos verificarem seu desempenho.

A avaliagdo deve ser continua e processual e isso se dara mediante
observacdes feitas em sala de aula e através de grupos de discussdes sobre as
questdes matematicas; nesse tipo de discussdo, podem ser avaliadas a
compreensao das ideias matematicas envolvidas, a argumentacédo, a aptidao para
interpretar e discutir situagcdes em que tais ideias estejam presentes.

Enfim, vale resaltar que ndo existe instrumento Unico para o sistema de
avaliacdo, o qual deve sempre contemplar a participacdo dos alunos nas atividades
regulares, seu desempenho em atividades especificas e os diferentes tipos de
producao, incluindo os instrumentos de autoavaliacéo.
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