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Professor, nesta dindmica, vocé ird desenvolver as seguintes etapas com seus alunos:

APRESENTACAO

Esta dindmica contribui para que os alunos localizem alguns nimeros
irracionais na reta numérica e obtenham aproximacdes decimais desses numeros a
partir dessa localizacdo. Além disso, eles terdo oportunidade de explorar as relagdes
no triangulo retangulo para entender a relagdo entre a espiral pitagdrica esesges
numeros irracionais. . .

. MINUTO

PrimEIRA ETAPA :
ComparTILHANDO IDEIAS

ATivipabpE - LocALIZANDO NUMEROS RACIONAIS
NUMA RETA NUMERICA

Objetivo

Localizar nimeros inteiros e decimais na reta numérica por meio da resolugao
de problemas.

Descri¢ao da atividade:_

Para dar inicio a atividade, distribua os alunos em grupos de 3 ou 4. Depois de
agrupados, é importante que discutam e resolvam uma situacado problema proposta no
seu material. Essa discussdo ira motiva-los a localizar nUmeros racionais na reta numé-
rica pela investigacdo de pistas que os levem as respostas corretas.



Professor, veja a seguir a proposta de situagao-problema:

Deseja-se construir uma nova linha de metr6 para ligar as cidades A e M, pas-
sando pela cidade G, onde sera construida a estacdo central desta linha. Sabe-se que o
projeto prevé a construgdao de mais 12 estac¢des igualmente espagadas e estas recebe-
rdo os nomes das respectivas cidades. A reta abaixo representa o trecho da construcao.

48 24 0 3,2

Os numeros na reta representam marcos da distancia relativa a estagao central
G. Dessa forma, o marco 0 fica na estagdo G e, por convengao, os marcos das estaces
a esquerda de G recebem sinais negativos e, a direita, sinais positivos.

Isto significa que a estacdo D, por exemplo, estd a uma distancia de 2,4 km
para a esquerda da estacdo central G. Da mesma forma, a estacdo K esta a 3,2 km para
a direita da mesma estacao.

Agora, complete corretamente a tabela, a partir de pistas que orientam a loca-
lizacdo de todas as estacdes na reta numérica acima.

DISTANCIA ATE MARCO EM QUAL
DICAS A ESTACAO NUMERICO DA ESTACAO
CENTRAL ESTA(;RO ESTOU?

Primeira estagdo a direita de G 0,8 km 0,8 H
Marco inteiro entre —4,8 e - 2,4 4 km -4 B
Fracdo irredutivel 24/5 4,8 km 4,8 M
Simétrico de 4/5 0,8 km -0,8 F
Metade de 48/10 2,4 km 2,4 J
Marco inteiro entre 3,2 € 4,8 4 km 4 L
Menor que —2,4 e maior que — 4 3,2 km -3,2 Cc
Fracdo irredutivel — 8/5 1,6 km -1,6 E
O marco é o dobro de 0,8 1,6 km 1,6 I
Marco negativo 2,4 km -2,4 D
Marco negativo 4,8 km —-4,8 A
Marco positivo 3,2 km 3,2 K
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Professor

Recursos necessarios

Material no encarte do aluno

Leve o aluno a descobrir que a distdncia entre duas estagdes consecu-
tivas é de 0,8 km. Para isso, é possivel utilizar qualquer dado numérico
do esquema. Por exemplo, dado que a estagdo K estd a uma disténcia
de 3,2 km da estagdo central, a operagdo 3,2 + 4 = 0,8 dd o espaga-
mento entre duas estagdes consecutivas.

Oriente o aluno a preencher a tabela disponivel no material dele;

Ressalte que a discussdo deve ser em grupo, mas que todos devem
preencher os dados na tabela do seu material.

Professor, é importante que acompanhe o preenchimento da tabela pelos
alunos para que possa identificar se eles consequem localizar facilmente
todas as estagbes representadas na reta e seus respectivos marcos, em qui-
I6metros. Caso perceba que ainda tenham duvidas, uma boa estratégia é
fazer no quadro uma representacdo da reta do problema e marcar os pon-
tos destacados, associando cada letra ao numero racional correspondente.

Estupanpo Em GRuUPO .

Objetivo

Localizar raizes quadradas de niUmeros naturais na reta numérica por transfe-
réncia de medidas.

Descrigdo da atividade

A espiral pitagérica é uma representacdao geométrica que se aproxima do for-
mato de um caracol e é conhecida pelos gregos ha mais de 2300 anos.



Ela é construida como uma sequéncia de triangulos retangulos que tém como
um dos catetos a hipotenusa do tridangulo retangulo anterior e o outro medindo 1 uni-
dade de comprimento. Suas hipotenusas terdo, portanto, o comprimento igual a raiz
quadrada de nimeros naturais, em sequéncia, a partir de 2.

Fonte: http://pt.wikipedia.org/wiki/Ficheiro:NautilusCutawayLogarithmicSpiral.jpg

Partindo da observacdo da espiral pitagdrica, os alunos deverdao comparar e
relacionar os tridngulos representados na espiral, com os triangulos retangulos traca-
dos no plano a seguir. Ajude os grupos a responderem as seguintes questdes:

Matematica



1. Observe os triangulos retangulos tracados no plano a seguir. Qual a relagao
entre eles e a espiral pitagorica?
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2. Na imagem anterior, confira que, utilizando o Teorema de Pitagoras, vocé
pode garantir que as medidas destas hipotenusas sao \/5, \/5, \/Z =2,
\/g, anotando esses valores na figura.

2. Usando um compasso ou a régua (disponivel em anexo), marque, na reta
numérica a seguir, os pontos \/I =1; \/E ; \/§ ; \/Z =2e \/E

R%Fos-l—a\

- -
-— -
-
-—y -

J1=1 A
As aproximagdes esperadas sdo: \/_ =14 \/§ =1,7 \/g =22

Recursos necessarios

= Encarte do aluno;
. Compasso;

. Tesoura;

= Régua disponivel no anexo.




Estimule os alunos a observarem a aplicagdo do Teorema de Pitdgoras
na espiral pitagdrica na disposicdo dos tridngulos sobre o eixo, o que
permite a localizag¢éo de alguns numeros irracionais na reta numeérica.

Chame a atengdo dos alunos quanto a representagdo de raizes de nu-
meros quadrados perfeitos como numeros inteiros e quanto as apro-
ximagdes decimais para as raizes ndo exatas.

Professor, no item 2 os alunos deverdo transferir as medidas das hi-
potenusas para o eixo das abscissas, obtendo a localiza¢éo dos nu-
meros: \/5, \/5, \/Z e \/E na reta numérica. Para isso, basta iden-
tificar o triGngulo desejado e posicionar a ponta seca do compasso
na origem e a ponta de grafite na outra extremidade da hipotenusa
correspondente, tracando um arco de circunferéncia em direcdo ao
eixo horizontal do plano. Dessa forma, fazendo a rotacGo do compas-
so no sentido hordrio, os alunos obterdo a localizagdo de irracionais
positivos. As representagdes negativas, com o mesmo valor absoluto,
sdo obtidas com o movimento no sentido anti-hordrio.

Enfatize que hd muitos outros numeros irracionais.

Informe aos alunos que é possivel mostrar que a raiz quadrada de
um numero natural ou é um numero natural, como aconteceu com
as raizes de 1 e de 4, ou ndo é racional.

Professor, oriente aos alunos na transferéncia da medida do seg-
mento do item 1 para a reta numérica do item 2. Lembre-se que
esta transferéncia da medida de segmento deve ser realizada a
partir da origem (zero). E neste momento que o aluno poderd
transpor a ideia de medidas irracionais dos segmentos e percebé-
lo como um numero real localizado na reta.

Finalize a atividade, generalizando o conceito de numeros irracio-
nais como numeros que ndo podem ser escritos como quociente
(razdo) de dois inteiros e, por isso, sua expansdo decimal é infinita
e ndo periddica.

Matematica



Professor

SISTEMATIZANDO -

Objetivo

Discutir questdes sobre a irracionalidade de raizes quadradas ndo exatas e
suas aproximagdes decimais.

Descrigdao da atividade

Professor, nesta etapa, o estudante serd desafiado a estimar a 12 casa decimal
de cada uma das raizes ndo inteiras que ele marcou na reta numérica, baseando-se na
ideia da espiral pitagdrica. Depois disso, ele sera orientado a avaliar sua estimativa.

Veja a proposta para os alunos:

Com os mesmos grupos, vocés devem encontrar aproximagcdes numeéricas das
raizes ndo inteiras que trabalhamos na segunda etapa. A utilizacdo destas aproxima-
¢Oes obedece ao chamado critério de suficiéncia, ou ainda, da necessidade de aproxi-
macado da raiz de acordo com a situacao real.

Vamos ao trabalho?

A partir da localizagdo geométrica, obtenha uma aproximagao decimal com
uma casa decimal para as raizes quadradas ndo inteiras que vocé localizou
na reta numérica.

J2 = J3 = J5 =

Os valores com uma casa decimal dessas raizes sdo: 2 = 1,4; NERE 1,7 e

J5 =22

Confira os seus resultados, calculando o quadrado de cada aproximacdo
gue vocé encontrou.

S'I?\

O quadrado da aproximacao de \/5

S'I?\

O quadrado da aproximacao de \/§

S'I?\

O quadrado da aproximacgdo de \/E




Em cada caso, compare esse quadrado com o radicando (2 ou 3 ou 5). Nos
casos em que esse quadrado seja menor do que o radicando, calcule o
quadrado dessa mesma aproximacdo somada com 1 décimo e veja se ja
ultrapassou o radicando. Se ndo ultrapassou, some ainda mais 1 décimo
e calcule o quadrado desse novo nimero, quando ultrapassar o valor do
radicando, a penultima aproximacdo serd uma boa aproximacao até os dé-
cimos. Por outro lado, se o quadrado da sua aproximacgao ultrapassou o
radicando, calcule o quadrado dessa mesma aproximacdo menos 1 décimo
e va repetindo o processo até conseguir “cercar” o radicando.

Espera-se que o estudante perceba se fez uma boa avaliagdo. Por exemplo, se
ele achou 2 = 1,4, ao calcular 1,4? encontra 1,96 que é menor do que 2, e ao calcular
1,52 encontra 2,25 que ja é maior do que 2, desta forma ele terd a certeza de que a
primeira casa decimal do nimero \J2 é mesmo 4 e uma aproximagdo até os décimos
dessa raiz é 1,4.

No entanto, se ele partiu de 1,3, ao calcular 1,3? ele encontra 1,69 e, ao calcu-
lar 1,4? e encontrar 1,96, ele deve perceber que 1,3 foi insuficiente, assim deve continu-
ar para 1,52, quando terd “cercado” a raiz.

Por outro lado, se ele comecou de 1,5, ao calcular 1,5? que jd ultrapassa 2, ele

precisa calcular 1,4? e saberd que o algarismo dos décimos da V2 é4endos.

A aproximacgdo 1,4 diz-se uma aproximacdo por falta e 1,5 diz-se uma aproxi-

macdo por excesso de \/E .

Justifique a igualdade \/§ =2 \/E

Espera-se que o estudante se lembre de que 8 = 23 = 2 x 2? e que; portanto,

J8 =22

Matematica



A partir da relagdao anterior dé uma aproximacgao para \/g .

Espera-se que os estudantes considerem \/§ =22 =2x 1,4 = 2,8 ou, melhor
ainda, se perceberem que, do fato de 1,4 < J2 < 1,5, entdo 2,8 < \/§ <3,0.

Agora, compare as aproximacdes de \/§ ede 3 + \/E e entenda porque
estes numeros sdo diferentes.

Aqui, espera-se que os estudantes facam o cdlculo pelas aproximagdes:
\/§ =28e NE \/E =1,7+2,2=3,9bem longe da aproximagdo de \/§/ o que dd para
garantir que sGo mesmo diferentes, mesmo levando em conta os erros de aproximacgdo.
Melhor serd, para que ndo pairem duvidas sobre a margem de erro (em tempos de elei-
¢do, estamos acostumados a ouvir falar em empates técnicos... mesmo para resultados
distintos) serd cercar esses numeros e perceber que estdo mesmo distantes um do ou-
tro. Tém-se, entdo: de 1,7 < \/5 <18e22< JE <23, que:

Professor

3,9< x/§ + \/E <4,1ecomo 2,8< \/§ <30

s@o numeros distantes um do outro:

\/E <3<3,9<\/§ +\/§.

Recursos necessarios:
Encarte do aluno;

Calculadora.

Se os alunos dispuserem de calculadora, vocé pode modificar a pri-
meira questdo desta etapa, solicitando que os alunos busquem apro-
ximagbes com 2 decimais e facam modificagées nos centésimos para
avaliar suas estimativas.



Dé alguns minutos para a solugdo e faga coletivamente a comparagéo
dos processos de resolu¢do e dos resultados encontrados.

Acompanhe os registros dos alunos, auxiliando-os nas possiveis difi-
culdades.

E possivel que os grupos encontrem aproximagdes distintas para as
raizes quadradas ndo exatas. Nesse momento, é preciso alertd-los
que se trata de uma estimativa.

E importante também levd-los a calcular o quadrado desses valores
aproximados, de forma que compreendam que o resultado nunca
serd exatamente o radicando da raiz em questdo.

Se achar necessdrio, oriente os alunos a estimarem as raizes quadradas
pelo método de tentativa e erro. A aproximagdo decimal de 2 , por
exemplo, estd entre 1 e 2. Pode-se tentar o quadrado do ponto médio:
(1,5)? = 2,25 que é maior que 2. Vale tentar (1,4)? = 1,96. Jd se conclui
que a aproximagdo da raiz de 2 até os décimos é 1,4. Como (1,4)? estd
bem mais perto de 2 do que (1,5)?, para uma nova aproximag¢éo em
centésimos, pode-se tentar o quadrado de 1,41. Observe que: (1,41)*=
1,41 x1,41=1,9881, e (1,42)* = 2,0164. Conclui-se, entdo, que 1,41 é
ovalor de raiz de 2 até os centésimos. Esse processo pode ser repetido
com tantas casas decimais quanto necessdrio.

Veja a reta numérica abaixo.
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O numero — 2\/§esté melhor representado pelo ponto
M
N
P
Q
R

(Questdo 41 — Saerjinho — 29 série do Ensino Médio, no 32 bimestre de 2011)

AnALiSE pAs Respostas Ao Quiz

Nesta etapa, vocé, professor, pode orientar cada aluno para que se
posicione e escolha uma resposta. Como em um quiz show, deve per-
guntar: quais alunos optam pela letra A, e anotar; quais optam pela
letra B, e anotar, e assim sucessivamente. Quando todos jd tiverem
escolhido uma opgdo, apresente a resposta correta, para passar a
proxima etapa.

Professor

A resposta correta é a letra (a), pois \/5 =~ 1,41 entdo -2 f ~-2x1,41=-282
que é um numero que estd entre —3 e —2, que fica mais perto de —3 do que de —2. O
unico ponto entre -3 e —2 é M.

Distratores

O aluno que escolheu a alternativa (b), possivelmente, esqueceu-se de multi-
plicar a aproximagdo de \/E por 2. Aquele que escolheu a alternativa (c) deve ter se es-
quecido de multiplicar a aproximacgdo de \/E por—2.Jd o aluno que escolheu a alterna-
tiva (d) deve ter feito a multiplica¢Go por 2, mas esqueceu-se do sinal negativo. Afinal,
o aluno que escolheu a alternativa (e) pode ter escolhido ao acaso ou ndo reparou nem
no sinal de —nem com o simbolo da raiz e multiplicou 2 por 2.



PARA SABER +

Uma observagao importante é que nao é possivel descobrir se uma represen-
tacdo decimal é de um numero racional ou irracional quando se conhece somente um
nuimero finito de algarismos de sua representacao decimal. Claro, por maior que seja
o numero de algarismos conhecidos, sempre poderd terminar adiante ou um trecho
desses algarismos pode se tornar o periodo de uma dizima periddica, casos em que
o0 numero é racional. Sendo assim, nem a calculadora nem o computador podem nos
contar que um numero seja, ou nao, irracional. O professor precisa ficar atento, pois
esse erro é encontrado em varios livros didaticos.

Por exemplo, numa calculadora comum, com 8 digitos no visor e sem arredon-
damento, calculados o quociente 970 + 99 e a raiz quadrada de 96,000 407 , obtém-se
o resultado: 9,7979797. No entanto, o quociente 970 + 99 é um numero racional, que
pode ser escrito como a dizima periddica 9,797979 ... de periodo 79, enquanto a raiz
guadrada de 96,000 407 é um numero irracional, cuja representacdo decimal é infinita
que comeca por: 9,7979797407424 ... .Como se sabe que um é racional e outro ndo? O
primeiro é racional pela propria definicdo de nimero racional como quociente de dois
inteiros dos quais o segundo seja diferente de zero. Os argumentos que garantem que
as raizes de numeros naturais sdao também naturais (raizes exatas) ou irracionais, (que
nao ha meio termo, ou sdo inteiros ou sua representacao decimal é infinita, sem ser
periddica) sdo raciocinios de outra ordem. A decomposicdo em nimeros primos é que
permite mostrar que essas raizes ndo exatas também nao podem ser escritas como o
guociente de dois nimeros inteiros. No exemplo acima, esse argumento seria aplicado
ao numero 96.000.407 que é igual ao numero dado multiplicado pelo quadrado de 1000.

O argumento que prova que o numero Tt é irracional é ainda mais elaborado.
Exercite o que vocé aprendeu com o Jogo interativo disponivel em

http://www.uff.br/cdme/edn/edn-html/edn-mba-br.html

Na reta dada abaixo, indique a localizacdo dos nimeros dados e de seus simétricos:

-3 -2 -1 0 1 2 3
i s s s —

2/5
5/2
2,2

-1,3
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Resposta

As respostas foram construidas da seguinte forma

g=(250 ©=6220 .D= ¢1.3,0) r D'=013,0) c=(?:2.m“,= (25.0)
3 25 2 15 -1 05 0 05 1 Y- 2 25 3
E'=(-2.44,0) A'=(04,0) A= (04,0 E=(2.44,0)




ANEXO0: SEGUNDA ETAPA

Régua:
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