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a
DINAMICA Poténcias e exponenciais... ou é o inverso?

H52 - Resolver problemas com nimeros reais envolvendo as opera-

HABILIDADE BASICA ~ . . ~ T s .~
¢Oes (adicdo, subtracdo, multiplicacdo, divisdo, potenciacdo).

H65 - Identificar a representacdo algébrica e/ou grafica de uma fungdo

HABILIDADE PRINCIPAL . . ~ .
logaritmica, reconhecendo-a como inversa da fungdo exponencial.

CURRIiCULO MiNIMO Identificar fendmenos que crescem ou decrescem exponencialmente.

Professor, nesta dinamica, vocé ira desenvolver as seguintes etapas com seus alunos.
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APRESENTACAO

Vocé deve se lembrar do conceito de funcdo, certo? Por exemplo, se aplicar-
mos a funcdo f(x) =2x (a cada numero do conjunto A associamos o seu dobro no B) ao

conjunto A={1,2,3,4}, seu conjunto imagem sera dado porB={2,4,6,8} .

Vocé sabe que em alguns casos podemos “desfazer” o que a fungao “fez”, ele-
mento a elemento? Quando isso é possivel, é porque existe a chamada fungdo inversa.

. . . ~ X .
No exemplo acima, a inversa de f é a fungaog(x) =—, que associa a cada elemento de
B a sua metade em A. 2

Nesta dinamica iremos estudar algumas situagdes modeladas pelas fungdes
exponenciais e também vamos descobrir que esse tipo de funcdo possui uma inversa.
Ficaram curiosos?

Entdo maos a obra!



COMPARTILHAR IDEIAS

Objetivo

Revisar as operacdes com nimeros reais dando énfase a potenciacdo e potén-
cias de base 10.

Descri¢cdao da atividade

Professor/a,Nesta etapa sdo apresentadas duas atividades que abordam a
operacao de potenciacdo, visando relembrar as suas propriedades, bem como as qua-
tro operagdes basicas. Na primeira é apresentado um texto onde ha nimeros muito
grandes ou pequenos, que os alunos devem ler. Destacam-se, também, as dificuldades
de lidar com estes objetos e suas medidas. A seguir sdo feitos alguns questionamentos
sobre os numeros e a utilizacdo da notacao cientifica para a sua representacao.

Vamos comecar?

Vamos comegar nosso desafio?
Leia o seguinte texto, em voz alta, em até 30 segundos.

“[...] como, por exemplo, o nosso sistema Solar que tem um diametro aproxi-
mado de 100.000.000.000 metros. E isto é muito pequeno se comparado com o tama-
nho da Galdxia onde vivemos com seus incriveis 100.000.000.000.000.000.000 metros
de didmetro. No entanto, ao lembrarmos que o Universo visivel deve ter cerca de 100.
000.000.000.000.000.000.000.000 metros de diametro, vemos que tamanhos assom-
brosos estdo incluidos no estudo da Astronomia. Dai pensamos: é melhor estudar Bio-
logia, pois a molécula do DNA tem apenas 0,0000001 metro, muito mais facil de lidar.
O problema é que a Astronomia ndo é uma profissdo perigosa enquanto que a Biolo-
gia [...]. Imagine: os bidlogos tém a coragem de lidar com virus que medem apenas
0,000000001 metro e terrivelmente mortais. E se, por uma distragdo, um bidlogo deixa
um destes virus cair no chao do laboratério? Nunca mais ird encontra-lo!”

Fonte: http://fisicacomjofrenildo.blogspot.com.br/2012/03/escrevendo-numeros-muito-pequenos-e.html
Agora responda as seguintes questdes:

Vocé ou seu colega conseguiram fazer a leitura corretamente dentro do
tempo determinado?
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Professor

possiveis: Ndo consegui(mos), pois ndo fiz(emos) a leitura dos numeros corre-
tamente. Ou: Ndo consegui(mos). Apesar de ter(mos) lido os numeros corretamente,
extrapolei(amos) o tempo determinado.

Como podem comprovar, nUmeros muito grandes ou muito pequenos apre-
sentam uma dificuldade tanto na leitura quanto na representagdo. Um bom caminho
para facilitar esta representacdo numeérica é a utilizacdo da notacdo cientifica. Vamos
melhorar essas representagdes com este recurso?

Um nlmero esta em notacao cientifica quando apresentado na seguinte forma:

ax10",coml<a<l0eneZ,aeR

Por exemplo:

100 =1x10°
0,0001=1x10"*

Verifique que para multiplos de 10 o expoente é proporcional a quantidade de
zeros do nimero dado. Perceba ainda que este expoente pode ser positivo ou negativo.

Observando os exemplos anteriores, diga em que caso o0s expoentes serdo
positivos e negativos.

Os expoentes serdo positivos quando os numeros reais forem maiores ou iguais
a 10.0s expoentes serdo negativos quando os numeros reais forem menores que 1.0b-

serve que no intervalo de 1< a <10, a € R o expoente serd nulo.

Para comecar, vamos representar os ‘numeros grandes’ em notacdo cien-
tifica?

100.000.000.000 metros =
100.000.000.000.000.000.000 metros =
100.000.000.000.000.000.000.000.000 metros =



100.000.000.000 metros = 1x10** metros
100.000.000.000.000.000.000 metros = 1x10?° metros
100.000.000.000.000.000.000.000.000 metros = 1x10?° metros

Agora vamos colocar os ‘numeros pequenos’ em notacao cientifica?

0,0000001 metro =
0,000000001 metro =

0,0000001 metro = 1x107 metros

0,000000001 metro = 1x10° metros

Recursos necessarios
Encarte do Aluno.

Reldgio.

Professor/a,

A turma deve ser organizada em duplas ou trios, mas os registros

devem ser individuais.O tempo para a realizagdo da leitura do texto
deve ser de 30 segundos.

Para cronometrar o tempo, podem ser utilizados os reldgios de pulso
dos alunos ou, se houver um acordo, os celulares.
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Professor

Professor/a,

Apesar de os alunos ja terem estudado notagdo cientifica nas discipli-
nas de Matemdtica e Fisica, é interessante lembrar sobre a mantissa
(fator que multiplicard a poténcia de 10), que deve ter valor absoluto

de, 1<a<l1l0eaeZ;

Os alunos encontram dificuldades em relagdo ao expoente da base
10. Vocé pode lembrad-los de fazer uma associagdo com a reta numé-
rica. Se a virgula se movimenta para a esquerda, o expoente é nega-
tivo, mas se a virgula se movimenta para a direita ele serd positivo.

Nesta atividade, cada dupla deve receber uma cartela e uma porc¢do de graos/
marcadores para fazer a indicacdo/marcacdo de certo resultado de uma operacdo ex-
ponencial. Cada cartela possui 6 nimeros, sendo que cada um representa o resultado
de um célculo sorteado. Ganhara a rodada a equipe que, primeiro, preencher total e
corretamente a sua cartela.

A cada calculo sorteado e cantado pelo professor, vocé deve procurar na carte-
la seu resultado. Assim que vocé completar a cartela com todos os nimeros marcados,
deve falar alto “Bingo!”, e depois da conferéncia o professor podera lhe dar a vitdria
na rodada. Apds o primeiro vencedor, serd dado inicio a uma nova rodada, quando a
cartela deverd ser trocada por outra. Em cada rodada os cdlculos ja sorteados serao
reunidos, novamente, com os demais e embaralhados.

Recursos necessarios
Encarte do aluno.
Tesoura.
Cartelas do Bingo.
Graos (feijao, milho, marcadores).
Quadro branco, caneta e apagador.

Papel para rascunho.



Professor/a,

. . . [ ]
A turma deve ser organizada em duplas ou trios e o registro deve ser

individual.As cartelas e os cdlculos a serem cantados precisam ser re- X
cortados, com antecedéncia, do Anexo do encarte.

Serd necessdria uma porgdo de gréos/marcadores para que os alunos

possam marcar a cartela.Distribua uma cartela e por¢do de marcado-

res para cada equipe.Se julgar util, permita que os alunos utilizem um
rascunho para seus cdlculos.

A cada cdlculo sorteado e cantado, anote-o no quadro branco para
que os alunos possam consultd-lo.

Realize pelo menos trés rodadas do bingo antes de dar essa atividade
por encerrada. Tome o cuidado de, a cada rodada, nédo deixar que um
grupo figue com uma cartela que jd tenha utilizado na rodada anterior.

Professor/a,

Os alunos precisam ser rdpidos e atentos aos cdlculos, que devem ser
realizados assim que vocé, professor/a, cantar as expressées para en-
contrar o resultado a ser marcado na cartela.Se durante as rodadas
vocé perceber que os alunos, de algum grupo, estdo encontrando di-
ficuldade com os cdlculos, faca um intervalo entre as rodadas para
revisar algumas operacdes exponenciais, em especial aquelas que
possuem expoentes fraciondrios e/ou expoente negativos.



Professor

UM NOVO OLHAR... "

Objetivo

Reconhecer que um problema de empréstimo, a uma taxa fixa de juros, segue
um modelo exponencial de crescimento.

Descrigdao da atividade

Nesta atividade os alunos realizardo simula¢des na calculadora, com a finalida-
de de ajudar a personagem da situacdo-problema a verificar a natureza do crescimento
de uma divida (rapido ou lento? proporcional ou nao proporcional?). Apds a verifica-
¢do, os alunos devem ser capazes de reconhecer um modelo exponencial e descrever a
lei da funcdo que rege a situacdo-problema.

Atividade

Vocés ja ouviram falar do cheque especial? O cheque especial € um emprés-
timo pré-aprovado pelo banco, cujo valor o cliente ja encontra disponivel para uso em
sua conta. Caso o cliente utilize esse servico, ele deve pagar o valor do empréstimo e os

juros do cheque especial, que é uma porcentagem do valor emprestado.

Devido a uma taxa de juros alta (8% ao més, em média), ndo é recomen-
dado tomar emprestados valores muito altos no cheque especial. Tam-
bém se recomenda pagar essa divida o quanto antes, para que seu valor
ndo cresca muito rdpido.

Por causa de uma emergéncia familiar, Marcos precisa tomar emprestados
RS 2.000,00. Seu banco cobra uma taxa de 8% ao més de juros do cheque especial, e
ele pediu ajuda a sua amiga Ester para simular quanto ele pagara se escolher utilizar o
cheque especial. Vamos ajuda-los a descobrir?

Qual valor, em reais, Marcos precisard depositar em sua conta se ele pre-
tende pagar esse empréstimo 1 més apos té-lo feito?

Marcos precisard depositar RS 2.160,00.

8% de2000 =i -2000=160
100 —>Total a pagar: 2.000 + 160 = 2.160.

ou
100% +8%=108% — 108% de2000=1,08-2000 =2160



Para Marcos ter mais possibilidades na hora do pagamento, complete a tabela
a seguir, que mostra os valores a serem pagos a cada més inteiro que passa.

MESES APOS O

, CALCULO
EMPRESTIMO
1 2000-1,08
2
3
4
5
MESES APOS O ,
, CALCULO
EMPRESTIMO
1 2000-1,08
2 2000-1,08°
3 2000-1,08°
4 2000-1,08*
5 2000-1,08°

VALOR A SER PAGO
(SEM APROXIMAGAO)

VALOR A SER PAGO
(SEM APROXIMAGAO)

2.160
2.332,8
2.519,424
2.720,97792

2.938,6561536

VALOR A SER PAGO
(COM APROXIMAGAO)

VALOR A SER PAGO
(COM APROXIMAGAO)

2.160,00
2.332,80
2.519,42
2.720,98

2.938,66

A partir da tabela da pergunta 2, escreva qual é a férmula da funcao expo-
nencial que fornece o valor a ser pago (V), em reais, em funcdo do tempo

(t), em meses.

V(t)=2000-(1,08)".



Professor

Se Marcos so6 puder pagar a divida apés um ano, quantos reais necessitara
depositar em sua conta?

RS 5.036,34.

v(12)=2000-(1,08)" =5036,3402336 = 5036, 34

Estime com a calculadora em quantos meses, aproximadamente, a divida
de Marcos dobrara de valor.

Em aproximadamente 9 meses.
V(9)=2000-(1,08)" =3998,0092542 ~3998,01 = 4000
ou

1,08° =1,9990046271=1+0,9990046271 = 100% +99,90046271% = 200%

Recursos necessarios
Encarte do aluno;

Calculadora.

Professor/a,

De acordo com a quantidade de alunos presentes, separe os alunos
em grupos de até 5 componentes.

Verifique se cada grupo possui pelo menos uma calculadora.

Embora o trabalho seja em grupo, verifique se o registro da atividade
estd sendo realizado individualmente por cada membro do grupo.



Professor/a,

No decorrer da resolugdo da pergunta 1, surge uma boa oportunidade
de chamar a atengdo dos alunos para as duas maneiras de respondé-
-la: na primeira (que provavelmente é a que a maioria dos alunos ird
comecar a usar), os alunos efetuam o cdlculo do juro a ser pago e de-
pois o somam ao valor emprestado, chegando ao total da divida; na
segunda, utilizamos o fator de crescimento (100%+8%=108%=1,08),
e o multiplicamos pelo valor emprestado, chegando diretamente ao
valor da divida.

A resolugdo da pergunta 2 é um bom momento para que os alunos
comparem as duas diferentes maneiras de calcular o valor da divida.
Em particular, chame a atengdo sobre o fato de que, com o uso da
calculadora (que é o caso dessa atividade, e das vdrias situagdes reais
com que vai se deparar ao longo da vida), a sequnda maneira é mais
prdtica, pois, uma vez reconhecido o fator de corre¢do, basta saber
quantas vezes multiplicaremos esse fator pelo valor inicial. Jé a pri-
meira maneira é mais util no caso de ndo termos a méo uma calcula-
dora.Um erro comum (que pode persistir mesmo apds a aplicacdo da
Atividade 1) é o aluno trocar o significado entre “uma soma de t par-
celas de valor 1,08” e “uma multiplica¢do de t fatores iguais a 1,08”. A
tabela da pergunta 2 visa superar essa percepgdo, mas verifique com

os grupos se em lugar de registrar V (t) =2 OOO.(l, 08)t o registro é
V(t) =2 000.1,08.t (que ilustra o engano mencionado).

.l\’.

FiQuE POR DENTRO!

Objetivo

Apresentar, de modo intuitivo, a fun¢do logaritmica como inversa da funcao
exponencial.

Descricao da atividade

Nesta atividade os alunos serdo levados a reconhecer as representacdes algébrica
e grafica da inversa da fun¢do exponencial. A proposta é relembrar o conceito de fungao in-

versa através da troca dos eixos e das coordenadas (x <> y), e utilizar a notagdo x =/log,y

apenas como uma forma de representar o expoente x tal que y=a",coma >0, a#1.

Matematica



Professor

Atividade

Considere a seguinte situacao hipotética: Ana, Jorge e Leticia se reuniram para
realizar um trabalho de matematica sobre funcbes exponenciais. Além das formulas
das fungdes, os alunos deveriam apresentar os seus graficos ao professor.

Vamos ajuda-los?

Em certo experimento, um cientista mediu o crescimento de certas cultu-
ras de bactérias, quando expostas ao calor. Em uma delas, por exemplo, a
guantidade de bactérias dobrava a cada hora. Considerando que no inicio
do experimento a quantidade de bactérias nessa cultura tinha “tamanho 17,
como o trio de colegas deve completar a tabela a seguir?

HORAS APOS O INiCIO DO EXPERIMENTO 0 1 2 3 4
“TAMANHO” DA AMOSTRA 1

HORAS APOS O INiCIO DO EXPERIMENTO 0 1 2 3 4
“TAMANHO” DA AMOSTRA 1 2 4 8 16

A partir da descricao do comportamento dessa cultura bacteriana, e dos
valores encontrados na pergunta 1, qual é a funcdo que rege a variacao do
tamanho dessa cultura (P) em func¢do do tempo decorrido (t), em horas?



Ana, Jorge e Leticia deveriam entregar, ainda, o grafico da fungdo que re-
presenta essa cultura. Ao chegar ao colégio, porém, viram que seu grafico
estava diferente dos colegas de outro grupo.

3
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Grafico de Ana, Jorge e Leticia.
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Grafico do outro grupo.

Qual grafico estava correto: o de Ana, Jorge e Leticia, ou o do outro grupo?
Qual engano foi cometido pelo grupo que errou?
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Resposta

log.g

=X.

tay

doare

Gréfico da inversa de h:

o Grafico da inversa de f. f*(x) =log, x
1. Férmula da inversa: g*(x) = log, X, ou x

C.

Destacamos, abaixo, a simetria em relag
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Férmula da inversa de v: V' (X) = 7¥ou x=7"

Recursos necessarios
Encarte do aluno;
Quadro branco e pilot;

Régua.

Professor/a,

Para realizar esta atividade, vocé pode manter a divisdo em grupos existen-
tes ou propor uma nova, desde que cada grupo tenha no mdximo 5 alunos.

Para esta atividade, a calculadora ndo serd mais necessdria.

Matematica



Professor

Professor/a,

Essa atividade representa um bom momento para relembrar a pro-
priedade da simetria entre o grdfico de uma funcgdo e de sua inversa.
Oriente os alunos a fazerem a representacéo de ambas as fungbes
no mesmo sistema de eixos, bem como da retay = x, nos grdficos da
pergunta 4.

E comum os alunos pensarem que, se uma fungdio é crescente, entdo
sua inversa serd decrescente. Apds a resolugdo da pergunta 4, mos-
tre, graficamente, que no caso das fungées exponenciais e logaritmi-
cas tal fato ndo ocorre.

Destaque que enquanto na funcgdo exponencial os valores crescem de
modo rdpido sua inversa logaritmica também cresce, porém de modo
lento.

Quiz ¥

Certo grupo de comédia, do site You Tube, consegue fazer com que o nimero
de visualizacGes de seus videos dobre a cada hora apds a postagem do video. Em certo
dia, quando havia 100 visualizagdes, o grupo comegou a monitorar o numero de aces-
sos. Chamando de v o numero de visualizacdes e t o tempo decorrido (em horas), o
grafico que melhor representa t em fungao de v é dado por:

=
=
=
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AnALISE pas Respostas Ao Quiz

De acordo com a descrigdo do aumento no numero de visualizagdes, a fun¢éo

que expressa v em fungdo de t é do tipo exponencial Sv =100-2"). Alguns valores de v
sdo 100 (para t = 0), 200 (para t = 1), 400 (para t = 2) e 800 (para t = 3). O grdfico da
fungdo que expressa o tempo t necessdrio para atingir determinado numero v de visu-
alizagbes pode ser obtido trocando as coordenadas (0, 100), (1, 200), (2, 400) e (3, 800)
por (100, 0), (200, 1), (400, 2) e (800, 3). Das cinco opgdes, o unico grdfico que contém
essas cinco coordenadas é o do item (D).

Gabarito: letra D).

Matematica



Professor

Erros possiveis:

A) O aluno identifica que a fun¢do pedida é a inversa da fungdo dada, porém
ndo considera que o monitoramento das visualizacbes comecgou (t = 0) e o site ja havia
sido visualizado por 100 pessoas.

B) O aluno identifica que a fun¢do pedida é a inversa da fung¢do dada, porém
considera apenas a taxa de crescimento constante (o dobro) para calcular valores para
a inversa, desconsiderando as quantidades de visualizagdes.

C) O aluno ndo percebe que é pedido o grdfico da inversa da fungdo que mo-
dela o problema. Além disso, ele considera apenas a taxa de crescimento constante (o
dobro), ignorando as quantidades de visualizagbes, e marca a op¢éo correspondente ao

grdfico dev =2".

E) O aluno ndo percebe que é pedido o grdfico da inversa da fun¢éo que mode-
la o problema e marca a op¢do correspondente ao grdfico dev =100-2°.

PARA SABER +

Prezado/a professor/a,

Indicamos, a seguir, alguns links que contém atividades relacionadas as habili-
dades trabalhadas nesta dindmica. Se possivel, trabalhe-as com seus alunos.

Videos: Os links a seguir referem-se as aulas de nimero 57 e 59 (Ensino Mé-
dio) do Telecurso, que aborda as poténcias com expoentes fraciondrios, po-
téncias de base 10, incluindo sua definicdo, uma recordacdo das proprieda-
des das poténcias e algumas aplicacdes, respectivamente. Disponiveis em:

http://www.youtube.com/watch?v=dn8oNRAOWDw - Duragdo: 12 min
http://www.youtube.com/watch?v=Y_req9W2JaA - Duragdo: 13 min 17 s

O link a seguir refere-se a aula de numero 57 (Ensino Médio) do Telecurso,
gue aborda as poténcias com expoentes fracionarios, incluindo sua definicdo, uma re-
cordacdo das propriedades das poténcias e algumas aplica¢des. Seria bom que vocé a
assistisse a titulo de revisdo para auxilid-lo na aprendizagem do contelddo de Funcdo
Exponencial. Disponivel em

http://www.youtube.com/watch?v=9EwnoXt0-u8 - Duragdo: 14 min 20 s

Indicamos, ainda, um livro, que aborda as duas fung¢bes — Exponencial e Lo-
garitmica. A partir da pdagina 95 é possivel encontrar abordagens sobre a aplicacdo de
escalas logaritmicas em sismdgrafos.

Livro: ZAGO, Glaciete Jardim; SCIANI, Walter Antonio. Exponencial e loga-
ritmos. 22 ed. Sdo Paulo: Erika. Estude e Use, 1996.



AcGoRra E com vocE!

A partir de agora vocés poderdo utilizar os exercicios a seguir para se familia-
rizarem mais com as habilidades abordadas. Essas questdes foram retiradas do banco
de itens do Saer;j.

1 3

(M100071B1) Determine o valor de y na expressdoy = 32.32,

Letra D.

Aplicando a propriedade da Potenciagdo sobre Multiplicacdo de Poténcias de
13 4
mesma Base, temosy =32 2 =32 =3"=9=>y =0,

Sendo assim, apenas a op¢ao D atende ao pedido da questao.

(PAMA11096AC) O grafico abaixo representa a fungdo exponencial y =b*,
onde b é uma constante.

A

Dentre os esbocos abaixo, o que melhor representa o grafico da funcao

y =log, x é

Ar\e,xo I



Resposta

Letra B.

Sendo y =log, x a fungdo inversa dey =b", temos o ponto (1,0) ao invés de
(0,1), ou seja, a assintota corta o eixo x e ndo o eixo y na ordenada 1. Além disso, se é

decrescente em y =b* permanece decrescente emy =log, x . Com isso, apenas a opg¢do
B atende ao comando da questdo.

2 (M120037A9) Sendo f(x) = a*, com a >0, o grafico que melhor representa
ainversadefé




| 3
-t > . -—
L}
\
. -
. . - + >
~— >
Resposta: C.

Sendo a>0em f (X) = a", temos uma assintota crescente a sua inversa. Assim
temos a inversa da fungdo também crescente. Dessa forma apenas a opgéo C corres-
ponde ao grdfico de sua inversa.

(M110057B1) Qual é o grafico que melhor representa a inversa da fungao

f: R— R}, definida por f(x)=10"?



—

Resposta

Resposta: C.

A inversa da fungéio f(x)=10", sendo f: R — R, é f*(x)=logx. Assim, a

Unica opgdo com o grdfico que atende a fungdo para f (1) =0 éodoitemC.




ANEXOS

Bingo

Numeros para Sorteio
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Cartelas
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625
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56
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é -81 56 +3 1728 36
-3 64 -0,75 625 0,04 400
729 -3 3,3 -0,75 64 0,04
0,04 64 -3 1024 -0,75 12,9
1728 0,04 0,15 -3 64 -0,75
0,2 144 32 625 9 1
729 0,2 32 144 1 8
144 32 0,2 1 1024 -4
144 1 32 0,2 1728 1
2
1 2 32 144 0,2 10







Tabela para Conferéncia das Cartelas

Resultado Expressao Resultado Expressao
1
+3 95 1728 (3 X 4)3
1 1
a 37 z 85
2\2 1 1
-81 -(3°) " 16 2
4
-3 -1-— 27 3?x3'
2
3 1 -
-0,75 = — (2%) ’
4 16
0,04 0,2 36 6* + 6
0,2 0,3-0,1 400 20°
1 1° 3,3 1,342
32 2°x2? 12,9 4,3x3
100
56 T +6 0,15 0,3+2
64 (22 )3 9 (32 x1?)
3
144 12% +12° 8 %
9
625 (-5)" +(-5)’ -4 —6+1,5
1 3 5
729 (3t) -= ==
2 4 4
15 3
1024 (2° )2 10 =2






