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Professor, nesta dindmica, vocé ird desenvolver as seguintes etapas com seus alunos.

APRESENTACAO

Vocé sabia que ha varias situagdes em que é importante conhecermos o an-
gulo de inclinacdo entre dois objetos? Ou ainda, conhecer um angulo que fornece uma
mudanca de dire¢cdo em um determinado percurso?

Nesta dinamica nés iremos explorar os dois tipos de situacdo e, também, re-
ver e estudar mais as Equagdes Trigonométricas. Para isso, é importante relembrar o
circulo trigonométrico, os arcos congruos, as simetrias, os sinais do seno, do cosseno e
da tangente.

Pois é, o trabalho nos esperal

Chegou a hora de por a mdo na massa!



COMPARTILHAR IDEIAS )

Objetivo

Levar o aluno a reconhecer angulo como um giro ou mudanca de direcdo e a
identificar angulos retos e nao retos.

Descrigao da atividade:
Professor,

Na Atividade 1 espera-se que o aluno consiga compreender angulo como uma
mudanca de direcdo. Ja na Atividade 2, o angulo serd abordado como giro. Dessa for-
ma, considera-se importante que a habilidade abordada nesta etapa venha contribuir
com o desenvolvimento das demais.

Siga as orientacdes abaixo utilizando a malha e em seguida responda as ques-
tdes. A partir do marcador:

1°— Ande 5 lados de quadradinho para a direita;

2° — Gire % de volta no sentido anti-horario;

3°— Ande 5 lados de quadradinho para cima;

4° — Gire % de volta no sentido anti-horario;

5° — Ande 2 lados de quadradinho para a esquerda;
6° — Gire % de volta no sentido anti-horario;

7° — Ande 3 lados de quadrinho para baixo;

8° — Gire % de volta no sentido hordrio;

9° — Ande 3 lados de quadradinho para a esquerda;
10° — Gire % de volta no sentido anti-horario e

11° - Ande 2 lados de quadradinho para baixo.

Matematica
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A figura desenhada é um poligono?

Sim. Pois é uma figura plana limitada por uma linha poligonal fechada.

Escreva uma sequéncia de passos (programa) para desenhar na malha um
guadrado, cujos lados mecam o tamanho do lado de 4 quadradinhos a par-
tir do marcador.

Matematica

A partir do marcador: 1° - Ande 4 lados de quadradinho; 2° - Gire % de volta
para a esquerda; 3° - Ande 4 lados de quadradinho; 4° - Gire % de volta para a esquerda;
5°- Ande 4 lados de quadradinho; 6° - Gire % de volta para a esquerda; 7° - Ande 4 lados
de quadradinho.

Podemos dizer que a figura desenhada é composta de retangulos e/ou qua-
drados?

Sim. Serdo 16 quadrados.

Observando os giros como os dados no item (a) e que vocé provavelmente
utilizou no item (b), comente qual o motivo de serem nomeados como an-
gulos retos?

Eles sGo nomeados dessa forma, pois correspondem a um quarto de um giro
completo, ou seja, 90° dos 360° de um giro completo.



ATiviDADE 2

Num primeiro momento, obedeca os seguintes comandos do professor:
12 Aluno: fazer um giro completo;

22 Aluno: fazer meio giro;

32 Aluno: fazer a metade de meio giro, €;

42 Aluno: fazer a metade da metade de meio giro;

Responda os seguintes questionamentos para identificar os movimentos:

2. Vocé gira mais se der uma volta ou meia volta?

Resposta

Giro mais se der uma volta.

1. Uma volta completa corresponde a quantos giros?

Resposta

Corresponde a 1 giro completo.

c. Um giro completo é igual a quantos quartos de giro?

Resposta

Um giro completo é igual a 4 quartos de giro.




Um giro completo equivale a quantos oitavos de giro?

Um giro completo equivale a 8 oitavos de giro.

Um oitavo de giro é maior ou menor que meio giro?

Matematica

Um oitavo de giro é menor que meio giro.

Recursos necessarios:

Encarte do aluno.

Professor,

As atividade abordadas na etapa devem ser realizadas individual-
mente, com exce¢do do primeiro momento da Atividade 2, o qual serd
realizado com a observacéo de todos os alunos da turma.

Quatro alunos devem vir a frente da turma e se posicionarem em
frente ao quadro branco para realizarem o primeiro momento. O cri-
tério a escolha dos 4 alunos é seu.

Os registros devem ser individuais.

Professor,

Na Atividade 1, no item (c) vocé pode abordar algumas divisées do
poligono em quadrados e/ou retdngulo, aproveitando para desenvol-
ver a percep¢do geométrica. Cabe aqui destacar que, de acordo com



Professor

Van Hiele, o aluno desenvolve sua aprendizagem em geometria em
diferentes niveis de compreensdo. Isso ndo é diferente para os dngu-
los, primeiro eles veem a figura geométrica como um todo e sé grada-
tivamente desenvolvem suas relacbes e propriedades.

Para o item (d) da Atividade 1 vocé pode lembrar ao aluno que: um
dngulo de 90° é um dngulo formado de lados perpendiculares entre si,
por isso nomeado como dngulo reto. Esteja atendo as dificuldades do
aluno para escrever suas ideias sobre a questéo levantada.

Na Atividade 2, é preciso verificar se os alunos compreendem que uma
parte de uma volta completa sempre terd um giro menor. Por exem-
plo: um oitavo de volta é oito vezes menor que uma volta completa.
Esteja atento pois, os alunos podem apenas comparar os numeros
oito e um, concluindo erradamente que um oitavo é maior.

Para facilitar as comparagoes de giro, vocé pode orientar os alunos para
girarem sempre no mesmo sentido (seja hordrio, seja anti-hordrio).

UM NOVO OLHAR -

Objetivo: Descobrir o valor do seno, do cosseno e da tangente de dngulos da
12 volta, utilizando a redugdo ao primeiro quadrante.

Descri¢ao da atividade:
Professor,

A atividade é exclusivamente operacional e busca consolidar a reducdo de um
angulo ao correspondente no primeiro quadrante e o calculo de razdes trigonométricas
de alguns angulos da primeira volta. Na realizacdo da atividade é apresentado um ciclo
trigonométrico e valores de alguns de seus angulos. O desenvolvimento da etapa ne-
cessita que seja consultada a Tabela de Razdes Trigonométricas para os angulos apre-
sentados, em anexo a este encarte. No desenvolvimento da atividade alguns tdpicos
como simetria e estudo dos sinais aparecerdo e podem necessitar de ser relembrados.

De acordo com o circulo trigonométrico a seguir e a tabela de razées trigono-
métricas, responda a pergunta: Quais sdo os valores do: seno de a, cosseno de [3, seno
de y e cosseno de 6?



Na busca de resposta, vamos aos poucos, analisar o ciclo e procurar a resposta?
Entdo maos a obra!

Veja o ciclo trigonométrico a seguir.
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Verifique que existem angulos conhecidos e desconhecidos, certo? O nosso
trabalho inicial é a descoberta destes valores e a busca das razGes trigonométricas na
tabela em anexo a esta dindmica.

Para encontrarmos os senos e cossenos pedidos, podemos reduzir todos os
angulos a, 3, v e 6 ao primeiro quadrante para entdo consultarmos a tabela e obtermos
os valores.

Determine o valor dos angulos a, 3, v e 0.

Os Gngulos sGo o = 207°, B =315°, y=45°e 0 = 80°.

No caso dos angulos a e B que estdo, respectivamente, nos 32 e 42 qua-
drantes, faca a sua redugdo ao primeiro quadrante.

Os dngulos sGo o =207°=27°e 3 =315°=45".



c. Com o auxilio da Tabela de Senos, Cossenos e Tangentes, determine os va-
lores do seno de o, do cosseno de 3, do seno de y e do cosseno de 6.

Resposta

Resposta: Seno de a. = - 0,454; Cosseno de 3 = 0,707; Seno de y = 0,707 e cos-
seno de © =0,174.

4. Novamente com o auxilio da Tabela, verifique quais sdo os valores da tan-
gente de o e da tangente de B.

Resposta

Tangente de o. = 0,510 e a tangente de 3 = - 1.

- Agora, descreva as formulas de reducdo de um angulo qualquer ao seu cor-
respondente no primeiro quadrante.

Resposta

Se %uu entdo: Sea<x<3?‘ entio:

xR

b
E

1N

Se %’-: %< 2n entdo:
sen x

e
Ny




Recursos necessarios:
Encarte do aluno;
Tabela de Razdes Trigonométricas, nos Anexos do encarte do aluno;

Quadro e caneta.

Professor,
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As atividades devem ser realizadas individualmente, inclusive o registro;

Lembre aos alunos que para responder as perguntas da atividade,
serd necessdria a consulta a Tabela, que se encontra no Anexo do en-
carte do aluno;

Leia a atividade juntamente com seus alunos.

Professor,

No item (a), para que o aluno encontre os valores dos quatro Gngu-
los, serd necessdrio relembrar dos quatro quadrantes que formam o
circulo trigonométrico. Além disso, é necessdria a utilizacdo das ex-
pressées para redugdo de dngulos ao primeiro quadrante e conhecer
as simetrias possiveis;

E interessante que vocé represente o circulo trigonométrico no qua-
dro branco e chame a atengdo dos alunos para os dngulos 135°, y e 3,
que sdo simétricos em relagdo ao eixo y e a origem;

Procure ndo exibir a formula pronta e tente mediar o processo de des-
coberta da formula de redug¢éo de um dngulo ao seu correspondente
no primeiro quadrante;

No item (b), acreditamos que os alunos ndo encontrardo dificuldades,
pois para descobrir os valores dos dngulos ja sabe suas redugées ao
primeiro quadrante;

Jd no item (c) e (d), os alunos podem achar que basta consultar a ta-
bela para responder as perguntas, mas lembre-os da necessidade de
fazer o estudo do sinal;



Professor

No item (e) generalize de forma conjunta a formula ja utilizada nos
itens anteriores. Esteja atento, pois mais uma vez pode ser necessdrio
que vocé represente os circulos trigonométricos com o estudo do sinal
para cada razdo.

FiouE POR DENTRO! "

Objetivo

Resolver problemas de trigonometria e estimar valores de angulos.
Descrigao da atividade:

Professor,

Nesta atividade os alunos serao levados a articular seus conhecimentos so-
bre trigonometria para resolver uma situag¢ao problema. Apds uma leitura inicial, eles
deverdo descobrir as medidas dos angulos desconhecidos, utilizando a calculadora e a
tabela de razdes trigonométricas em anexo a este encarte.

Vamos continuar nossa viagem?

O 6nibus que Leticia e Ricardo utilizam, diariamente, percorre o caminho
ABCD na figura a seguir para leva-los de casa até a escola. Queremos descobrir algumas
medidas, para tanto utilizamos a representacdo grafica abaixo, onde as distancias entre
cada ponto de referéncia estdo dadas em metros.

A 200 E

B G D

Legenda: A: Casa, B: Praga, C: Supermercado, D: Escola, E: Lan House, F: Padaria e G: Posto de Saude.



O Onibus precisa mudar de direcdao duas vezes ao longo do trajeto: uma na
praca (ponto B), e outra no supermercado (ponto C).

Vamos ajudar Leticia e Ricardo a encontrar os angulos de mudanca de direcdo?

O angulo B (dividido na figura em duas partes, x e y) é a primeira mudanca
de diregao. Ela ocorre no sentido horario ou anti-hordrio? Depois, utilizan-
do apenas a figura, vocé deve estimar um valor para B como maior ou me-
nor do que um angulo reto?

Em B, o 6nibus faz um giro no sentido anti-hordrio para mudar de diregdo.
O éngulo B tem um valor que, estimando através da figura, é menor do que 90°.

O angulo C (dividido na figura em duas partes, z e w) é a segunda mudanca
de direcdo. A mudanca ocorre no sentido horario ou anti-horario? Depois,
utilizando apenas a figura, vocé deve estimar um valor para B como maior
ou menor do que um angulo reto?

Em C, o 6nibus faz um giro no sentido hordrio para mudar de dire¢éo. O dngulo
C tem um valor que, estimando através da figura, é maior do que 90°.

Vamos descobrir quanto medem os angulos B e C ? Para isso vocés devem
utilizar os outros pontos de referéncia da figura, as distancias fornecidas,

bem como os triangulos que podem ser visualizados. (Por exemplo, no

200
tridngulo ABE podemos montar a equagdo trigonométrica sen(x)=——

400°
para descobrir o valor de x).

Quais sao as solucbes dessa equacdo, na 12 volta?

Matematica



Resposta

senx = 200 —senx =0,5— x =30° ou x=150°

. Qual das solugbes encontradas serd a resposta para o valor de x no problema?

Resposta

Pela figura vemos que x é um dngulo menor do que 90°. Logo, a solugdio é
x =30°.

4. Expresse cada um dos angulos y, z e w através de uma equagao trigonomé-
trica, para tanto, determine o que se pede:

2. Encontre as solugGes de cada equacdo, na 12 volta.

R@spos-l—a\

Anguloy Angulo z Angulo w
200 200 200
cos(y)=——=0,71 cos(z)=——=0,71 cos(w)=-——-=0,46
) 280 @) 280 w) 440
y =45° ouy =315° z 245° ouz =315 w =63° ouw =297°

1. Diga quais solugGes sao as mais adequadas para resolver a situagdo proble-
ma inicial?

Resposta

Como y, z e w sd@o menores do que 90, as solu¢bes mais adequadas sGo

y =45, 7 =45° e w =63,




Qual é o valor aproximado do angulo B?

Como B = x +y, seu valor é de aproximadamente 75°.

Qual é o valor aproximado do angulo C?

Matematica

Como C =z + w, seu valor é de aproximadamente 108°.

Recursos necessarios:
Encarte do aluno;
Tabela de Razdes Trigonométricas anexa a esta dinamica;
Calculadora;

Quadro branco e caneta.

Professor,

Oriente a divisdo dos grupos com o mesmo numero de componentes
(até um mdximo de 5 componentes por grupo);

O registro das atividades deve ser realizado de forma individual;

Tome cuidado para que haja pelo menos uma calculadora em cada
grupo;

Chame a atenc¢do dos alunos para situacdes onde serd necessdria a
consulta a Tabela de Razbes Trigonométricas.



Professor

Professor,

As perguntas 1 e 2 sGo rdpidas, e visam a uma verificag@o da aprendi-
zagem dos conceitos revistos na 19 Etapa desta dindmica;

A pergunta 3 ilustra, com um exemplo, a montagem de uma equa-
¢do trigonométrica que leva ao valor de x. Verifique no decorrer da
dindmica se ficou claro que foi utilizado o seno devido aos dados que
estdo presentes no tridngulo ABE. O objetivo da letra (a) é chamar a
atencdo dos alunos de que, na 19 volta, a equagdo dada possui duas
solugdes, e ndo apenas uma (a que é mais adequada ao problema).
Destaque a importdncia de saber encontrar ambas, e nGo apenas a
que pertence ao 12 quadrante do circulo trigonométrico;

Para responder a pergunta 4, os alunos devem considerar valores
aproximados, pois o quociente obtido para cada equagdo é um valor
aproximado. Serd necessdrio orientd-los na busca desse valor aproxi-
mado na Tabela de Razées Trigonométricas, lembrando-os dos crité-
rios de arredondamento.

Quiz V

Uma escada rolante serd instalada em um shopping, para ligar o 12 ao 22 an-
dar. Uma imagem da escada, assim como um esquema simplificado com algumas me-
didas exigidas pelo shopping se encontra na figura a seguir:

2° ANDAR

6m

Escada (http://portuguese.alibaba.com) Esquema (fora de escala)



A medida aproximada do angulo 6, em graus, é de:
10°
37°
41°
49°
53°

Para responder a esta questao consulte a tabela de razGes trigonométricas do Anexo.

]
L 4

—

AnALISE pas Respostas Ao Quiz

Utilizando a razdo trigonométrica (tg(0) = cat. oposto/cat. adjacente ) e ape-
6

nas as medidas dadas na figura, montamos a equagdo trigonométrica tg(6) o =0,75.
Consultando a tabela do anexo, chegamos a medida aproximada de 37° para 6.

Gabarito: letra B)

Possiveis erros:

O aluno que marcou a letra (A) utiliza o Teorema de Pitdgoras e encontra a

medida do 32 lado do tridngulo do esquema, fornecendo-o como resposta.

. 6 N . o
O aluno que marcou a letra (C) monta o quociente E' mas ndo o identifica

como o valor de tg(0), e sim de cos(0).

6
O aluno que marcou a letra (D) monta o quociente g mas ndo o identifica

como o valor de tg(0), e sim de sen(6).

. 8 £
O aluno que marcou a letra (E) monta o quociente E' o identifica como repre-
sentante de uma tangente, mas nédo percebe que o mesmo ndo se refere ao valor de

tg(@), e sim de tg(90°—6).

3
}g
2



Professor

PARA SABER +

Prezados,

Recomendamos o livro “O conceito de angulo e o ensino de geometria”, das
autoras Maria Ignez de Souza Vieira Diniz e Katia Cristina Stocco Smole - IME-USP. Ele
contém interessantes sugestdes referentes a habilidade basica desta dinamica.

Ha também um guia com técnicas para transformar equagoes trigonométricas
em equacodes simples, no link a seguir. Recomendamos que o acesse e avalie as possibi-
lidades de utilizacdo, de acordo com o nivel de seus alunos.

http://guiadoestudante.abril.com.br/estudar/matematica/equacoes-
inequacoes-trigonometricas-677858.shtml

Da Colecao do Professor de Matematica, publicada pela SBM, recomendamos
o livro Trigonometria - NUmeros Complexos, de Manfredo Carmo, Augusto Morgado e
Eduardo Wagner. Este livro destina-se a vocé, professor, e contém a trigonometria da
educacdo basica e um bom embasamento matematico.

Abaixo temos dois /inks um representa uma revisdo rapida das razdes trigo-
nométricas e o outro que auxiliam na compreensdo das razdes trigonométricas e as
relaces gerais.

http://www.somatematica.com.br/fundam/raztrig/razoes.php

http://ecalculo.if.usp.br/funcoes/trigonometricas/rz_trigo_triret.htm/
rz_trigo_triret.htm

Outra boa opc¢ao para relembrar as razdes trigonométricas é o video abaixo.

http://www.youtube.com/watch?v=vXthrWzfvjY

AGoRra, E com vocE!

A partir de agora vocés poderdo utilizar os exercicios a seguir para se familiari-
zarem mais com as habilidades abordadas nesta dindmica.

(ENEM-2009) As figuras a seguir exibem um trecho de um quebra-cabecas
gue estd sendo montado. Observe que as pecas sao quadradas e ha 8 pecas
no tabuleiro da figura A e 8 pecas no tabuleiro da figura B. As pecas sao
retiradas do tabuleiro da figura B e colocadas no tabuleiro da figura A na
posicdo correta, isto é, de modo a completar os desenhos.



Figura A Figura B

Peca 1 Peca 2
Disponivel em: http://pt.eternityl.com. Acesso em: 14 jul. 2009.

E possivel preencher corretamente o espaco indicado pela seta no tabuleiro da
figura A colocando a peca

1 apds gird-la 90° no sentido horario.

1 apds gird-la 180° no sentido anti-horario.
2 apos gira-la 90° no sentido anti-horario.
2 apos gira-la 180° no sentido horario.

2 apos gira-la 270° no sentido anti-horario.

Gabarito: letra (C)

O aluno deve perceber que a pega a ser colocada na posi¢cdo da seta (Figura A)
precisa completar um quadrado cinza claro, sem estampa. Como a Peca 1 ndo possui tal
quadrado, a solugdo é usar a Peca 2. Das transformacgdes sugeridas nas letras: (C), (D)
e (E), apenas a letra (C) permite completar a figura adequadamente.

As solucOes da equacdo tg(x) = \/5 , na 12 volta do circulo trigonométrico sao:
30° e 150°.
30° e 210°.
60° e 120°.
60° e 240°.
60° e 300°.



Resposta

Gabarito: letra (D)

O aluno encontra o dngulo do 12 quadrante que atende a equagdo (x=60°), e
encontra seu correspondente no 32 quadrante (x=240°).

2. 0 ultimo andar de um prédio comecgou a pegar fogo, mas para sorte dos
moradores, o corpo de bombeiros chegou rapidamente para combater as
chamas. Observe a figura a seguir:

13m

PAIVA, Manoel. Matematica, 12 Ed. Moderna 2009, SP, p.68.

O angulo de abertura da escada magirus assinalado na figura tem como medida
2 30°.
b, 45°
c 60°.
a. 75°
e 90°.




Gabarito: letra (B)

Calculando a diferengca 13 — 3 = 10, descobrimos que o lado do tridngulo co-

3
\
mum a parede mede 10 m. Logo, podemos montar a equa¢éo tg(a) = 10 , cuja solugdo
10
no 12 quadrante (e coerente com a figura) é o. = 45°.

Joana resolveu, na 12 volta do circulo trigonométrico, a equagao cos(x)=\/2§,
mas ndo acertou toda a questao porque deu como resposta x=30°. Seu profes-
sor lhe disse que a resposta estava incompleta, pois o angulo x também admite
como resposta o valor:

330°.

315°.

300°.

270°.

240°.

Gabarito: letra (A). A aluna resolveu a equagdo e encontrou apenas a sua solu-
¢do no 12 quadrante (30°), desconsiderando a outra solugdo da equagdo (330°).






AnGuLo SENO COSSENO TANGENTE AnGuLo SENO COSSENO TANGENTE
1° 0,017 1,000 0,018 46° 0,719 0,695 1,036
2° 0,035 0,999 0,035 47° 0,731 0,682 1,072
3° 0,052 0,999 0,052 48° 0,743 0,669 1,111
4° 0,070 0,998 0,070 49° 0,755 0,656 1,150
5° 0,087 0,996 0,088 50° 0,766 0,643 1,192
6° 0,105 0,995 0,105 51° 0,777 0,629 1,235
7° 0,122 0,993 0,123 52° 0,788 0,616 1,280
8° 0,139 0,990 0,141 53° 0,799 0,602 1,327
9° 0,156 0,988 0,158 54° 0,809 0,588 1,376
10° 0,174 0,985 0,176 55° 0,819 0,574 1,428
11° 0,191 0,982 0,194 56° 0,829 0,559 1,483
12° 0,208 0,978 0,213 57° 0,839 0,545 1,540
13° 0,225 0,974 0,231 58° 0,848 0,530 1,600
14° 0,242 0,970 0,249 59° 0,857 0,515 1,664
15° 0,259 0,966 0,268 60° 0,866 0,500 1,732
16° 0,276 0,961 0,287 61° 0,875 0,485 1,804
17° 0,292 0,956 0,306 62° 0,883 0,469 1,881
18° 0,309 0,951 0,325 63° 0,891 0,454 1,963
19° 0,326 0,946 0,344 64° 0,899 0,438 2,050
20° 0,342 0,940 0,364 65° 0,906 0,423 2,145
21° 0,358 0,934 0,384 66° 0,914 0,407 2,246
22° 0,375 0,927 0,404 67° 0,921 0,391 2,356
23° 0,391 0,921 0,425 68° 0,927 0,375 2,475
24° 0,407 0,914 0,445 69° 0,934 0,358 2,605
25° 0,423 0,906 0,466 70° 0,940 0,342 2,748
26° 0,438 0,899 0,488 71° 0,946 0,326 2,904
27° 0,454 0,891 0,510 72° 0,951 0,309 3,078
28° 0,469 0,883 0,532 73° 0,956 0,292 3,271
29° 0,485 0,875 0,554 74° 0,961 0,276 3,487
30° 0,500 0,866 0,577 75° 0,966 0,259 3,732
31° 0,515 0,857 0,601 76° 0,970 0,242 4,011
32° 0,530 0,848 0,625 77° 0,974 0,225 4,332
33° 0,545 0,839 0,649 78° 0,978 0,208 4,705
34° 0,559 0,829 0,675 79° 0,982 0,191 5,145
35° 0,574 0,819 0,700 80° 0,985 0,174 5,671
36° 0,588 0,809 0,727 81° 0,988 0,156 6,314
37° 0,602 0,799 0,754 82° 0,990 0,139 7,115
38° 0,616 0,788 0,781 83° 0,993 0,122 8,144
39° 0,629 0,777 0,810 84° 0,995 0,105 9,514
40° 0,643 0,766 0,839 85° 0,996 0,087 11,430
41° 0,656 0,755 0,869 86° 0,998 0,070 14,301
42° 0,669 0,743 0,900 87° 0,999 0,052 19,081
43° 0,682 0,731 0,933 88° 0,999 0,035 28,636
44° 0,695 0,719 0,966 89° 1,000 0,017 57,290

45° 0,707 0,707 1,000

Os valores foram apresentados até a casa dos milésimos.
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