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Professor, nesta dindmica, vocé ird desenvolver as seguintes etapas com seus alunos.

APRESENTACAO

No célculo de dreas de figuras espaciais, no Ensino Médio, quase sempre trabalha-
mos com a planificagdo das superficies. No entanto, ao estudar a drea da superficie esférica
nao é possivel fazer uso de tal manipulagao. Isto ocorre por se tratar de uma superficie que
nao pode ser planificada. Sugerimos, assim, na segunda etapa desta dinamica, que os alu-
nos realizem uma atividade que possibilite essa reflexao, através de uma atividade na qual
os alunos devem embrulhar uma bola, tentando utilizar o minimo de papel, para que, por
fim, na terceira etapa, explorem a férmula da medida da area. Para a primeira etapa, onde
costumamos abordar um tépico de revisdo, o tema escolhido é semelhanca. Partimos da
comparacgao entre garrafas de refrigerante e exploramos figuras semelhantes para que os
alunos possam discutir e distinguir os termos “semelhantes” e “parecidos”.

Como sempre, vocé terd possibilidade de fazer algumas escolhas entre usar
mais ou menos tempo nas atividades aqui propostas ou enfatizar algum ponto que
considere mais crucial para os seus alunos.

Bom trabalho!



COMPARTILHAR IDEIAS )

Objetivo
Explorar o conceito de semelhanca.
Descri¢do da atividade:

Professor, esta atividade tem por objetivo trabalhar o conceito de semelhanca
através da observacgao de figuras “parecidas” entre si, destacando aquelas que sdo, de
fato, semelhantes. Observe a proposta a seguir.

Parecido ou semelhante? O que vocé acha?

Considere trés garrafas de refrigerante de tamanhos diferentes e da mesma marca.

AFRIGERNN

AFRIGERRNY
AFFRGERAT

Quando ouvimos a expressao “figuras semelhantes” podemos pensar em figu-
ras que se assemelham, ou seja, figuras parecidas, de mesma aparéncia. No entanto,
matematicamente figuras semelhantes sdo aquelas que tém a mesma forma, mas nao
necessariamente o mesmo tamanho. E é por isso que podemos associar a ideia de figu-
ras semelhantes a amplia¢des ou redugdes.

E ai? As trés garrafas sao semelhantes?

Discuta com seus colegas e explique por que vocés fizeram tal afirmacao.

As garrafas ndo sdGo semelhantes.



2. Seu grupo recebeu de seu professor uma folha com formas geométricas em
uma malha retangular, como na figura a seguir. Vocés devem recortar cada
uma dessas figuras.

2. Separe os circulos.
Eles sdo semelhantes?

Imagine um outro circulo com raio bem pequenino e outro com raio bem
grande. Eles sdo semelhantes aos circulos que vocé recortou?

Resposta

Sim.

Sim.
e o 0 o0 o
4. Separe agora os quadrilateros.

2. Agrupe os semelhantes.

Indique os grupos formados.

Resposta

Sdo trés grupos:
DesS;

C EeR;

B, He O.



Algum quadrilatero ficou sem grupo?

Sim, o quadrilatero P.

Pegue um quadrado e um retangulo e observe-os atentamente.

Matematica

Levando em conta essa observacgdo, podemos garantir que dois poligonos
sdo semelhantes se seus angulos correspondentes sdo congruentes?

Ndo é suficiente que os dngulos correspondentes sejam congruentes para que
dois poligonos sejam semelhantes.

Agora separe os triangulos.
Agrupe os semelhantes.

Quais os grupos que vocé obteve?

Ha apenas um grupo: A, l e J.

Quais triangulos ndo foram agrupados?

Os tridngulos G, L e M.
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Professor, a turma deve ser organizada em grupos de trés ou quatro
alunos.

[ ]
Distribua uma malha quadrangular com os poligonos desenhados, \§
disponivel no anexo e uma tesoura para cada grupo.

Oriente os alunos a recortarem os poligonos sobre seus lados com §

cuidado.

Professor, no estudo de semelhancga é interessante que néo fagcamos
uma abordagem restrita a poligonos, em particular, a tridngulos,
como é usual. Por esse motivo, iniciamos esta atividade com um obje-
to em trés dimensdes. E interessante que vocé leve garrafas de tama-
nhos diferentes de refrigerante para que os alunos vivenciem as for-
mas da Questdo 1. Caso eles pensem que as figuras sdo semelhantes,
vocé pode pedir que observem a tampinha das garrafas. Com isso,
eles podem perceber que apesar de o tamanho da garrafa ter dimi-
nuido, aparentemente de forma proporcional, a boca das garrafas e,
consequentemente, as tampinhas, permanecem do mesmo tamanho.

Na Questdo 3, os alunos devem perceber que todos os circulos sdo
sempre semelhantes. Vocé pode aproveitar para comentar que o mes-
mo ocorre com a esfera.

Nas Questdes 4 e 5, é importante que os alunos verifiquem a con-
gruéncia de dngulos e a proporcionalidade dos lados. Caso tenham
dificuldade para visualizar os dngulos congruentes nos poligonos se-
melhantes, oriente-os a sobrepor os poligonos para comparar os res-
pectivos dngulos. Para verificar a proporcionalidade dos lados, eles
podem utilizar o mesmo recurso ou as medidas da malha.

Na Questdo 4c, aproveite para relembrar a definigdo de semelhan-
¢a de poligonos: lados correspondentes proporcionais e dngulos cor-
respondentes congruentes. Para finalizar a atividade, aproveite para
destacar que, no caso dos tridngulos, ao contrdrio de outros poligo-
nos, a forma depende unicamente dos seus dngulos, e que, assim, tri-
dngulos com dngulos correspondentes congruentes sGo semelhantes.



Professor

UM NOVO OLHAR "

Objetivo
Perceber a inexisténcia de planificacdo da esfera.
Descricdo da Atividade:

Professor, nesta atividade, convidamos os alunos a “embrulhar” uma bola para
gue eles percebam na pratica que nao da para cobrir com papel a superficie da esfera.
Veja a proposta a seguir.

Vocé ja tentou embrulhar uma bola para presente?
N3o é uma tarefa simples, certo?

O desafio aqui proposto é que vocé e seus colegas facam um “embrulho” de
uma bola, cobrindo sua superficie toda e utilizando o minimo de papel.

A Unica regra que deve ser seguida é que toda a superficie da bola seja coberta
pelo papel.

Siga os passos indicados a seguir e use sua criatividade!

Seu professor entregou para o seu grupo uma bola e papel para que ela
seja embrulhada. Faca o embrulho tentando utilizar o minimo de papel.

E ai? Foi facil? Seu grupo conseguiu cobrir a esfera perfeitamente?

Resposta pessoal.

E se o objeto a ser “embrulhado” fosse uma caixa de sapato? Seria mais
facil? Ou melhor, seria possivel?

Lembre-se: esse “embrulho” ndo é como os de presente, ele é apenas para
cobrir a caixa.

Resposta pessoal.



Levando em consideragdo a experiéncia realizada, troque ideias com seus
colegas e decidam se é ou ndo possivel cortar um papel do tamanho exato
de uma esfera.

Recursos necessarios

3
\
Bolas.
Folhas de jornal ou diferentes papéis.

Tesoura.
Fita adesiva (de preferéncia a mais fina que conseguir).

Encarte do aluno.

Professor, deixe a turma organizada como na etapa anterior e provi-
dencie bolas suficientes para cada grupo.

Repare que a atividade pode ser realizada com qualquer bola, como,
por exemplo, bola de futebol, vélei, baquete, ténis, dente de leite. Evi-
te bolas muito pequenas, por exemplo, as bolinhas de gude. NGo hd
problema se as bolas dos grupos forem de tamanhos diferentes.

Sugerimos a utilizagdo do jornal por ser um papel reaproveitdvel e
pelo seu tamanho, caso a bola utilizada seja grande. Dessa maneira,
a distribui¢do do papel para os grupos deve ser de acordo com o ta-
manho da bola.

E provdvel que a estratégia dos alunos envolva a utilizacéo de fita
adesiva, para juntar os pedagos de papel, por isso, é importante que
vocé disponibilize esse material para cada grupo.

Professor, no primeiro item, os alunos podem ter a necessidade de
fazer um novo “embrulho”, entdo, reserve material para isso.

E importante que os alunos ndo fiquem restritos ao uso de uma folha
no formato retangular, geralmente usadas para embrulhos. A princi-
pio, eles devem observar que formas “estranhas” podem se aproximar
melhor da superficie da bola. Vocé deve incentivd-los nesse sentido.



Professor

Incentive seus alunos a buscarem estratégias, mesmo que sua reali-
zagdo ndo seja tdo simples. Caso os alunos tenham dificuldade para
encontrar uma estratégia, vocé pode sugerir que experimentem uma
cobertura a partir de pedagos pequenos de papel, por exemplo.

E interessante que os alunos observem que pedagos pequenos jus-
tapostos, aproximam melhor a superficie da bola. Para ajudd-los a
perceber isso, vocé pode levar uma “bola” de isopor, pois estas s@o
formadas por pequenas superficies justapostas. Vocé pode também
levar uma bola coberta por pedacos de papel bem pequenos, ou ain-
da por pedacinhos de fita adesiva. Inclusive, cobrir a bola utilizando
pedacinhos de fita adesiva pode ser uma das estratégias utilizadas
pelos alunos.

E importante que os alunos cubram toda a superficie e que ndo haja
sobreposicdo de papel. Para isso, vocé pode sugerir também que
usem tesoura para cortar os excessos de papel.

No item 3, esperamos que os alunos percebam que existe uma pla-
nificagdo para o paralelepipedo. Vocé pode usar essa nomenclatura
com os alunos, mas ndo deve se esquecer de que isso ndo é o mais
importante: os alunos devem entender o que significa cobrir comple-
tamente e sem excesso a superficie de um sdlido.

No item 4, esperamos que os alunos percebam que ndo é possivel.
Apesar de a Terra ndo ser uma esfera perfeita, vocé pode citar o mapa
mundi para exemplificar que ndo existe planificacGo da Terra, cha-
mando a aten¢do, por exemplo, de que a Groeldndia é menor do que
parece no mapa.

A impossibilidade de planificar a esfera é uma sofisticagdo matemd-
tica que ndo estd ao alcance de alunos da 2° série do Ensino Médio.
Contudo, experiéncias prdticas como a de embrulhar uma bola estdo
ao alcance desses alunos e é, portanto, uma boa oportunidade de
abordar esse tema. Caso os alunos ndo consigam perceber que ndo
hd planifica¢do para a esfera a partir das tentativas de cobri-la, vocé
pode propor aos seus alunos que “desmontem” uma bola. Utilizando
uma bola do tipo dente de leite, recorte por uma circunferéncia ma-
xima e estique-a sobre uma mesa. Nesse momento, os alunos devem
notar que ndo fica sobre o plano, que é preciso fazer cortes para isso
(aqui cabe o paralelo com a distor¢do do mapa).



FiQuE POR DENTRO!

Objetivo
Utilizar a formula da medida da area de uma superficie esférica.
Descrigdao da Atividade:

Nesta etapa, pretendemos que o aluno explore a férmula da medida da drea
de uma superficie esférica dada em funcdo de seu raio. O inverso também serd explo-
rado, uma vez dada a medida da drea, os alunos devem encontrar a medida do raio da
esfera em questao. Veja a proposta.

Na etapa anterior, vocé e seus colegas buscaram uma aproximagao para a super-
ficie de uma bola. Poderiamos considerar, entao, que a medida da area de uma superficie
esférica é dada pela area do papel utilizado para “embrulha-la”, desde que esse fosse o
minimo possivel. Como vimos, na pratica, isso é dificil. Na verdade, é impossivel!

A partir de calculos matematicos mais avancados, é possivel determinar que a
medida da area de uma superficie esférica é dada por

A=A4rr?

onde r é seu raio.

Nesta etapa, vocé e seus colegas devem preencher uma tabela e responder a
algumas perguntas. Vamos [a?

Preencha a tabela a seguir com as medidas das areas das superficies esféri-
cas, considerando a férmula A=4xr?.

Raio (em cm) Area da superficie esférica (em cm?)
1 1Y 1
= Arr*=4r-| = | =4rn-—=n1
2 2 4
1
2
3



R@spos"d\

Raio (em cm)

Area da superficie esférica (em cm?)

2
47rr2=47z'-(%j =4r-—=r1

1
4
4r
16n
257

367

641

2. Observando os valores obtidos anteriormente, vocé e seus colegas devem
chegar a uma importante relagdo. Para isso, observem a tabela a seguir.

Relagdo entre

Relagao entre

os raios as areas

r=1 r=2 S=4n S=16m
2 vezes 4 vezes

r=1 r=3 S=4n S=367
3 vezes 9 vezes

r=2 r=4 S=16’]’E S=64TC
2 vezes 4 vezes

r=1 r="1 R S=4n S=x
metade quarta parte

r=1 r=4 S=4n S=64n

4 vezes

16 vezes




Vocé percebe alguma relagdo? Qual?

A razdo entre as dreas é igual ao quadrado da razdo entre os raios.

E se a razdo entre os raios for igual a 10, qual é a razdo entre as superficies
esféricas?

A razdo entre as superficies é igual a 100.

Agora, vocé e seus colegas devem determinar o raio da esfera conhecendo
a medida da drea da sua superficie.

Qual é o raio da esfera cuja superficie tem a area igual a 256m cm??

Axr?=2567 —>4r*=256 >r>=64 —>r=8

Qual é o raio da esfera cuja superficie tem a area igual a 1691 cm??

196 13
47rr2=1967r—>4r2=196—>r2=T—>r=?

Recursos necessarios:

Encarte do aluno.



Professor, mantenha a turma organizada como nas etapas seguintes.

Professor, na Questdo 1, mais uma vez retomamos o cdlculo do valor
numérico, para que o aluno se familiarize com o cdlculo da drea da su-
perficie esférica. Os alunos podem ter dificuldade em calcular o quadra-
do das fragbes. Caso seja necessdrio, retome esse assunto com a turma,
mostrando que se deve elevar ao quadrado numerador e denominador.

Na Questdo 2, esperamos que os alunos percebam que a razéo entre
as dreas é igual ao quadrado da razdo entre os raios, mas, caso eles
percebam outras rela¢des, encoraje-os a apresentd-las. Esteja atento,
pois os alunos podem ter dificuldade em expressar em palavras a rela-
cdo. Caso eles tenham dificuldade em responder ao item (b), explique
a eles que dizer que “a razdo entre os raios é igual a 10” é o mesmo
que dizer que “um raio é 10 vezes o outro”.

Na Questdo 3, os alunos devem igualar a expressdo da drea a valor dado,
resolvendo uma equagdo. Caso os alunos tenham dificuldade, faca um
exemplo na lousa, enfatizando que é preciso ter atencdo para substituir
corretamente na formula o dado do problema. Nesse caso, os alunos de-
vem resolver equagdes do segundo grau, cuja solu¢Go pode ser obtida
apenas calculando a raiz quadrada. Contudo, os alunos podem usar es-
tratégias prdprias para resolvé-las e é importante que vocé os encoraje.

Professor

V
QuIZ

Considerando o Planeta Terra como uma esfera de raio 6 371 km, qual é a drea
superficial da Terra?

50 9681 Km?

25 4841 Km?

40 589 641m Km?
162 358 5641 Km?
649 434 2561 Km?



" e

AnALISE pAS Resrostas Do Quiz —

A drea da superficie esférica é dada por A = 4nr’. Fazendo r = 6 371, temos:

A=47-(6.371)=47(40.598.641)2=162.358.564

Resposta correta: alternativa (d).

Erros possiveis

E possivel que os alunos que marcaram a letra (a) tenham confundido a ope-
ragcdo que deveriam realizar, no lugar de elevar ao quadrado, multiplicaram o raio por
2. Ja os alunos que marcaram a alternativa (b), provavelmente, ndo elevaram o raio
ao quadrado. Possivelmente, o erro cometido pelo aluno que escolheu a alternativa (c)
foi o de se esquecer de multiplicar por 4 para encontrar o valor da drea. O aluno que
escolheu a letra (e) pode ter feito a multiplica¢do por 4 antes de elevar ao quadrado.

PARA SABER +

Area da superficie esférica

Na etapa 2 dessa dinamica, discutimos um pouco sobre aproximagdes da su-
perficie de uma bola. Fazendo o mesmo para uma superficie esférica, podemos imagi-
nar varios pedacinhos de papel justapostos, cobrindo toda a superficie. Quanto meno-
res esses pedacos de papel, melhor a aproximacao obtida.

De forma analoga, podemos imaginar uma aproximacdo da esfera por vdrias
piramides, cujos vértices sao o centro da esfera e cujas alturas tém a medida do raio,
e de maneira que as bases de todas as piramides juntas cubram a superficie esférica,
conforme indica a figura a seguir.

3
}g
2



Deste modo, o volume da esfera se aproxima da soma dos volumes de todas
as piramides utilizadas, enquanto a medida da superficie da esfera é aproximadamente
igual a soma das dreas de todas as bases das piramides. Como o volume de uma pira-
mide é dado por V zéBh, onde B é a area da base e h é a altura da piramide, podemos

escrever uma aproximagao para o volume da esfera como

1 1 1 1

—B,-r+—=B,-r+=B,-r+..+=B, -r (1)

3 3 3

Onde B,,B,,B,,...B,, sdo as medidas das areas das bases das pirdmides.
Colocando o termo %-r em evidéncia, temos:

1

;r(Bl +B,+B,+...+B,)  (2)

Por outro lado, sabemos que o volume da esfera é dado por

V.

esfera

4
:—-7[.,'3 3
3 (3)

De (2) e (3) temos:

Professor

4 1
g-ﬁ-r3;§-r(Bl+Bz+B3+...+Bn) (4)

Observando que a area da superficie esférica, A é aproximada pela soma

esfera !

das dreas de todas as bases das piramides, isto é, B, +B,+B,+..+B =A . . conclui-

4 1
mosque —--r’==-r-A . 5
q 3 3 esfe ( )

Deste modo, simplificando a equacado acima, é possivel escrever:

A, yporg = 4112 (6)

esfera

Sendo 47zr? aférmula que nos permite calcular a medida da area da superfi-

cie esférica de raio r.



AcGoRra E com vocE!

Na malha quadriculada a seguir, desenhe poligonos F’, N" e P/, semelhantes
aos representados pelas letras F, N e P, respectivamente, com razdo de
semelhanca igual a 2.

3
\
Dica: Se o lado de uma figura mede 6 e o lado correspondente da figura §

semelhante mede 12, entdo a razdo de semelhanca é 2.




2. Uma laranja tem a forma de uma esfera, cujo diametro mede 8 cm. Entao,
a area aproximada da casca dessa laranja é: (Faca m = 3,14.)

Resposta

A=4nr*=4.-7-42=647 =201cm?*
e o 0 o0 o

2. Determine a drea da superficie esférica de uma esfera de raio 10 cm.

Resposta

A=A4rr*=4.7-10*=4007zcm?



PARA RECORTAR
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