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COMPARTILHAR IDEIAS

Vocé vai cortar e emendar um terreno para comparar o processo algébrico
com a ilustracdao geométrica do produto (x — p).(x —qg), em que 0<p<g<Xx.

Para montar a ilustracdo geomeétrica, vocé vai acompanhar o desmonte do
terreno quadrado de lado x para chegar ao terreno retangulo de dimensdes (x — p) por
(x—q) e, portanto, de drea igual ao produto (x — p).(x — q). Nessa montagem e desmon-
tagem, serdo usados retangulos de dimensdes x por p, X por g e p por g.
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Observando as operacdes feitas com as figuras, vocé vai descrever algebrica-
mente os movimentos, discutindo com seus colegas de grupo.
2. Va acompanhando o movimento das pegas e completando a ultima coluna:

S3o as seguintes as figuras e suas dimensdes:

MOVIMENTO FIGURA RESULTANTE Area DA FIGURA VERDE

Partindo do quadrado de lado x

Cortando o retangulo de di-
mensodes p por x com um lado
coincidindo com um lado do
quadrado.

Acrescentando o retangulo de

dimensdes p por g de modo a

restaurar um lado de medida x
do quadrado.




[]
Cortando o retangulo de dimen- E
sdes x por q. . ) . N
Cuidado aqui! Confira com seu
professor! §
Figura final =
retdngulo (x — p) por (x—q)
E como calcular a soma: px + gx?
MOVIMENTO FIGURA RESULTANTE Area da figura RESULTANTE

Juntar os retangulos de dimen-
sdes p por x e g por x formando X

um retangulo px+Qx =

(p + q) por x.

Confira com seus colegas de grupo e da turma o resultado que essas figuras
ajudam a concluir:

(X=P).(X-Q) =

Ficam ainda algumas perguntas e a primeira é:

Esse resultado so vale nas condigoes em que X, p e g sao positivos e com 0 <
p<q<x?

Vocé vai responder a esta pergunta fazendo os calculos algébricos e verifican-

do que x, p, g podem ser nimeros quaisquer, podem mesmo ser complexos e o resul-
tado vai ser o mesmo.
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Faca os calculos:

-P

—q

O resultado deve ser o mesmo que vocé obteve no calculo das dreas. Confere?

A segunda pergunta é:

O Teorema da Decomposi¢cdo vale para polinémios de grau n, com n 2 1.
Como sdo os coeficientes do produto de vdrios binémios do tipo (x — p)?

Desta vez, vale a pena usar o algoritmo algébrico, pois é mais geral. Mesmo
porque, ao multiplicar 3 dimensdes, ja teriamos que recorrer a paralelepipedos, o que
é de construcdo bem mais complicadal

Veja, entdo, qual é o produto de trés desses bindmios, calculando: (x — p).

(x=aq). (x=r).

Vocé ja calculou (x — p).(x — q), basta entdo multiplicar aquele produto por

(x=r).

Avante:
o x? = (p +q)x +pq
X :
P -
E, passando a 4 bindmios:
8 X3 —(p+q+r)x +:(:pq + pr+ gr)x - par
X : -S :
, DX Tlraxné L o+(pa+pranx | ~ parx )
| —sx3 | +s(ptq+r)x | —s(pg+pr+ar)x | +pgrs
+(pg+pr+qgr+psi —(pgr+pgs+prs+
x* i —(p+qg+r+s) +pqrs
_+Qgs+rs)X’ ars)x 4

Vocé pode imaginar qual seria o resultadogpara o produto de 5 polinébmios?



Veja: em cada passo da multiplicacdo por (x —t), vocé multiplica o produto an-
terior por x (0 que aumenta em 1 o expoente da variavel x em cada termo) e multiplica
esse mesmo produto anterior por —t, o que troca os sinais e acrescenta o fator t a cada
um dos coeficientes. O préoximo passo daria, entdo:

(x=p).x=0q).(x=r).(x=5).(x—t) =
=xX°—(p+qg+r+s+t)x*+(pg+pr+qr+ps+qs+rs+pt+qgt+rt+st)x
— (par + pgs + prs + grs + pqt + prt + pst + qrt + gst + rst )x?

+ (pqrs + pqrt + pgst + prst + grst) x + pqrst.

UM NOVO OLHAR...

Vocé vai ver um importante teorema que relaciona as raizes com os coeficientes
de uma equacdo polinomial apresentado pelo matematico Albert Girard (1595-1632 ).

As relagOes estabelecidas nesse teorema sao, por isso, conhecidas como RELA-
COES DE GIRARD. Elas constituem uma ferramenta importante na resolucdo de equa-
¢oes quando conhecemos alguma informacgao sobre suas raizes.

Essas relagdes sdao obtidas pela exploracao do Teorema da Decomposicao e
pela formacdo dos coeficientes dos produtos estudados na Primeira Etapa.

O Teorema da Decomposicao afirma que:

SE P(X) E UM POLINOMIO DE GRAUN, COMN >1,SEAN#0E O
COEFICIENTE DO TERMO DE MAIS ALTO GRAU E SE R1, R2, R3, ...,
RN — 1, RN SAO AS N RAIZES DA EQUACAO P(X) = 0, ENTAO:

P(X) = AN (X —R1) (X —R2) (X—R3) ... (X—RN — 1) (X —RN).

Vale lembrar que este teorema vale para polinbmios com coeficientes com-
plexos quaisquer e que, mesmo sendo reais todos os coeficientes de P, as raizes sdo
numeros complexos com parte imaginaria nula, ou ndo.

Pelo que se viu na Primeira Etapa, é possivel concluir as Rela¢des de Girard,
gue sdo as seguintes:

Para a Equagao do 2° Grau:

Ser, er, sdo as raizes da equagdo ax’ + bx + ¢ =0, com a 10, pelo Teorema da
Decomposi¢do, vocé sabe que: ax’ +bx+c=a.(x—r).(x—r)

Utilizando o produto calculado na etapa anterior, vocé pode concluir:

3
}g
2
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Para a Equagdo do 3° Grau:

Ser ,r,er, sdo as raizes da equagdo ax*+bx?+cx+d=0,coma’0, pelo Te-
orema da Decomposicdo, vocé sabe que: ax’ + bx’ +cx+d=a. (x—r).(x—r) . (x—r,).

Utilizando o produto calculado na etapa anterior, vocé pode concluir:

r.+r_ +r.= b
127 s a
_C
rr+rrn+rnrn =—
d
r.r.r.= d
1'2'3 a

Generalizando os célculos feitos na Primeira Etapa, utilizando o esboco da pas-
sagem de 4 para 5 fatores, as RelacGes de Girard para a equacdo de grau n > 1 podem
ser enunciadas da seguinte forma:

PARA A EQUAGAO DE GRAU “N”: ANXN+AN—-1XN—-1+..+A2X2+A1lX+A0=0

, an—
a soma de suas n rafzes = — ~N=L
an
‘ T 9n-2
a soma dos produtos das raizes multiplicadas duas a duas = +
an
P T A A an—3
a soma dos produtos das raizes multiplicadas trés a trés = —
a
n

e assim por diante ... até, por tltimo:

o produto das n raizes = (- 1)n Ao
an

Observe que os sinais vao se alternando, por causa dos produtos dos sinais —
em (X —r), o que ja era possivel perceber nos casos estudados na Primeira Etapa.



Vocé vai precisar destas relagdes para resolver o seguinte desafio.

Questao:

O vov6 Marceldo gosta muito de viajar de baldo e gosta muito de Matematica
também. Ele prometeu levar os netos para passear de baldo, mas, antes, eles terdo que

descobrir a senha que abre cada cabine.

cada baldo. Seu professor vai entregar ao seu grupo uma lista de senhas possiveis.

A soma das raizes é 5,
oprodutodelasé—6 e
a soma das raizes
multiplicadas duas a duas

A soma das raizes é— 7,
oprodutodelasé—-5e
a soma das raizes
multiplicadasy duas

A soma das raizes é 5,

oprodutodelasé3 e
a soma das raizes
multiplicadas duas a

Ajude os netos do vovo Marceldo a encontrar a equagao que abre a cabine de §

mm—

A soma das raizes é =1,
oprodutodelasé—-20e
asoma das raizes
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FiouE POR DENTRO!

Vovo Marceldo, hd muito tempo, escondeu um valioso tesouro no quintal de
sua casa. Deixou escondida, no pé direito de um sapato velho, uma carta contendo as
dicas de onde foi escondido esse tesouro. Para encontra-lo, os passos deverao ser rigo-
rosamente seguidos.

Bem, eu ja ia esquecendo. O vovo também deixou registrado o seguinte:

Vocés terdo que resolver uma equagdo, mas cuidado! Hd pistas falsas. A equa-
¢do que vocés tém que resolver tem todas as solugdes inteiras e ndo nulas.

Escolham a pista certa e, partindo da nossa velha amoreira, deem um numero
de passos na direcdo leste-oeste igual a menor das raizes da equagdo-pista. Sigam no
sentido de oeste para leste se essa raiz for positiva e no sentido de leste para oeste se a
raiz for negativa. Sigam depois na diregcdo sul-norte um numero de passos igual a maior
raiz da equagdo-pista. Da mesma forma, escolham o sentido de sul para norte se essa
raiz for positiva e de norte para o sul se essa raiz for negativa.

Cada neto do vovo Marceldo recebeu uma cépia da carta e ficou acertado que
o tesouro seria do primeiro que o encontrasse.

Segue uma cdpia das pistas a fim de que vocé e seu grupo vejam se encontra-
riam o tesouro. Escolham a pista verdadeira dentre as equacgdes:

X*+4x2+x+6 =0
X*+43+x2+6x =0

X}=4x2+x+6 =0

Entdo, a procura do tesouro!



+1

A primeira coisa sera encontrar a pista certa. E isso vocé pode comecar ob-
servando se o termo independente é 0, ou ndo.

Depois, observe que, nas duas outras equacdes, o termo independente
deve ser o produto das raizes com sinal trocado, pois o grau 3 é impar. Mas
esse é, entdo, o produto das trés raizes inteiras. A busca das solucdes deve
ser, portanto, entre os divisores de — 6. Quais sao esses divisores?

Vocé tem os candidatos. Vale, entdo, testar esses nimeros nas duas equa-
¢oes. Sejam P(x) o primeiro membro da 12 equac¢do e Q(x) o primeiro mem-
bro da 32 equacdo da carta do vovd Marceldo. Ao teste:

P(X)=X* +4X* +X + 6 QX)=x3-4x2+X+6

P(2)=8+16+2+6=32

Q(-2)=-8-16-2+6=-20

P(-3)=-27+36-3+6=12

P(6)=216+144+6+6 =372

Q(-6) =—216—144 -6 + 6 = — 360

Pronto, agora vocé ja sabe qual é a pista certa e ja tem as trés solugdes.
Quais foram esses resultados?
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<. No mapa a seguir, que letra representa a localizagdo do tesouro?

E sabem qual foi o tesouro que os netos do vové Marceldo encontraram?

Um bad com preciosos livros de Matematica, que contém os mais intrigantes
segredos matematicos de todos os tempos. Um deles traz as Relacdes de Girard e as
equacdes algébricas.

QuarTta ETAPA
Quiz

QuesTtio

(UNICAMP, 2006, adaptada para multipla escolha.)

As trés raizes da equacdo x® — 3x* + 12x — q = 0, onde g é um parametro real,
formam uma

progressao aritmética derazdor:a—r;a;a+r.

Entdo, dentre as opgdes a seguir, a Unica valida é



2. q=10er=3.

b, q=—10er=3.
. q=—10er=-3.
4. q=10er=3i.

. q=—10er=-3i.

Quinta ETAPA
AnALISE DAS Resrostas Ao Quiz
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PARA SABER +

No video indicado a seguir é apresentado o método de Briot-Ruffini e, em
seguida, apresentam-se e resolvem-se equacdes polinomiais.

Acessar
http://video.impa.br/index.php?page=julho-de-2008
e clicar na palavra IMPA em:

Aulas do dia 24/07/2008 - Quinta Feira

Polindmios - Prof. Luiz Henrique (IMPA)

Polindmios Il - Prof. Paulo Cezar (IMPA)

Em:

http://sovestibular.blogspot.com.br/2009/10/exercicios-de-matematica-
-equacoes.html

vocé encontra exercicios sobre equacdes algébricas que cairam em alguns
vestibulares e suas respostas.

AGoRrA, E com VOCE!

(ITA-SP) Os niumeros a, b e c sdo raizes da equacdo x> — 2x?+ 3x — 4 = 0. Nes-

- 1
sas condicdes, calcule o valor de —
a

1 1
+ =+ =,
b ¢

(FGV-SP)- A soma e o produto das raizes da equacgdo x* — 5x3+ 3x*+ 4x — 6 =
0 formam qual seguinte par de valores?

-5;6
5 -6
3;4



4. 1;6
e 4;3

3. (MACK-SP, adaptada)- Uma raiz da equagdo x* —4x> + x + 6 = 0 é igual a
soma das outras duas. A menor das raizes dessa equacgao é:

2. 6
b3
o =1

d —2;

4. (FUVEST — vestibular da USP — a questdo do Quiz de dindmica anterior na
sua forma original.)

As trés raizes de 9x3* —31x—10=0s3o p, g e 2. O valor de p*+ g2 é:




- 5/9

- 10/9
- 20/9
- 26/9
. 31/9




