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&- DINAMICA Onde est4 o tesouro?
HABILIDADE BASICA Efetuar célculos com polinémios.
HABILIDADE PRINCIPAL Resolver problemas envolvendo operagdes com polinémios.
CURRICULO MiNIMO Utilizar as RelagGes de Girard para resolver equagdes polinomiais.

Professor, nesta dinamica, vocé ira desenvolver as seguintes etapas com seus alunos.
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APRESENTACAO

Esta dinamica foi elaborada para apresentar as Relagdes de Girard que esta-
belecem uma ligacdo entre as raizes de uma equacdo algébrica e os coeficientes do
polindmio do seu primeiro membro. Em primeiro lugar, sdo desenvolvidos alguns pro-
dutos de bindmios do tipo (x —r) a fim de que o estudante perceba a formacdo desses
coeficientes. A seguir sao dadas algumas aplica¢Ges dessas relagdes.

E importante que o estudante seja avisado de que tais relagdes, assim como
os Teoremas do Resto e da Decomposicdao, ndo resolvem equacdes algébricas, mas
propiciam alguma simplificagdo ou mesmo o calculo das raizes a partir de alguma ou-
tra informacgdo a respeito delas. A maior relevancia desses procedimentos se da pela
impossibilidade de resolver equagdes gerais de grau maior do que 4 por meio de um
numero finito de calculos algébricos. Além disso, as Relagdes de Girard adquirem um
peso maior na procura de solugdes inteiras.

Também aqui, vocé, professor/a, podera administrar o tempo gasto em cada
etapa, com certa margem para adaptagdo a sua turma.



COMPARTILHAR IDEIAS

ATivipADE - TERRENOS, AREAS E POLINOMIOS.

Objetivo
Rever a multiplicagao de dois bindbmios.
Descri¢do da atividade

As atividades a seguir provocam o aluno a fazer multiplicacGes de bindmios da
forma (x—p), que sdo fatores em que um polindmio de grau n > 1 pode ser decomposto.

Matematica

Questao

Vocé vai cortar e emendar um terreno para comparar o processo algébrico
com a ilustragdo geométrica do produto (x — p).(x—q), emque 0<p<qg<x.

Para montar a ilustracdo geométrica, vocé vai acompanhar o desmonte do
terreno quadrado de lado x para chegar ao terreno retangulo de dimensdes (x — p) por
(x—q) e, portanto, de area igual ao produto (x — p).(x — q). Nessa montagem e desmon-
tagem, serdo usados retangulos de dimensdes x por p, X por g e p por q.

X

P

Observando as operacdes feitas com as figuras, vocé vai descrever algebrica-
mente os movimentos, discutindo com seus colegas de grupo.

V4 acompanhando o movimento das pecas e completando a ultima coluna:

Sdo as seguintes as figuras e suas dimensoes:



Resposta

MOVIMENTO

FIGURA RESULTANTE

Area DA FIGURA VERDE

Partindo do quadrado de lado x

Cortando o retangulo de di-
mensodes p por x com um lado
coincidindo com um lado do
quadrado.

Acrescentando o retangulo de

dimensdes p por g de modo a

restaurar um lado de medida x
do quadrado.

X2 — px

X*=px + pq

Cortando o retangulo de dimen-
sdes x por q.

X2—px+pqg—qgx=
=x2—(px+qx) +pq

Cuidado aqui! Confira com seu
professor!




Figura final =
) (x=p)(x-q)
retangulo (x — p) por (x—q)

Matematica

E como calcular a soma: px + gx?

R@sposl—o\

MOVIMENTO FIGURA RESULTANTE Area da figura RESULTANTE

Juntar os retangulos de dimen-
sBes p por x e g por x formando X

um retangulo pX +ax = (p+q)x

(p +q) por x.

Confira com seus colegas de grupo e da turma o resultado que essas figuras
ajudam a concluir:

(X—=P).(X—Q)=X2—(P+ Q)X +PQ

Ficam ainda algumas perguntas e a primeira é:

Esse resultado so vale nas condigoes em que X, p e g sao positivos e com 0 <
p<q<x?

Vocé vai responder a esta pergunta fazendo os calculos algébricos e verifican-

do que x, p, g podem ser nimeros quaisquer, podem mesmo ser complexos e o resul-
tado vai ser o mesmo.



Professor

Faca os calculos:

X X : _p
X L -q
G L —px
+ ' !
—gx i +pq
) _i=-(p+alx i +pq

O resultado deve ser o mesmo que vocé obteve no calculo das areas. Confere?

A segunda pergunta é:

O Teorema da Decomposigdo vale para polinémios de grau n, com n 2 1.
Como sdo os coeficientes do produto de vdrios binémios do tipo (x — p)?

Desta vez, vale a pena usar o algoritmo algébrico, pois é mais geral. Mesmo
porque, ao multiplicar 3 dimensdes, ja teriamos que recorrer a paralelepipedos, o que
€ de construgdo bem mais complicada!

Veja, entdo, qual é o produto de trés desses bindbmios, calculando: (x — p).
(x—=q). (x=r).

Vocé ja calculou (x — p).(x — g), basta entdo multiplicar aquele produto por
(x—=r).

Avante:
e —(p+q)x +pg
’ X é —r E
. X L o=(prapd i +pox
E —rx’ i +(ptag)rx i —par
X 1 —(p+q+r)® | +(pg+pr+gr)x | —pgr




E, passando a 4 bindmios:

x —(p+g+rn) +:(:pq +pr+qr)x —par S

§ X i -5 | 5 .
, X mlrarre | elparpreans | o—pa N

—ox3 i +s(p+q+r)x? i —s(pq+pr+qr)x §+pqrs

\ , i*+(pa+pr+ar+ps: —(par+pgs+prs+
X —(p+qg+r+s)x +pqrs |
Qs +rs)x’ qrs)x =

Vocé pode imaginar qual seria o resultadogpara o produto de 5 polinémios? g

Veja: em cada passo da multiplicagdo por (x —t), vocé multiplica o produto an-
terior por x (o que aumenta em 1 o expoente da variavel x em cada termo) e multiplica
esse mesmo produto anterior por —t, o que troca os sinais e acrescenta o fator t a cada
um dos coeficientes. O préximo passo daria, entao:

(x=p).x=q).x=r).(x =s).(x = t) =
=x°—(p+q+r+s+t)x*+(pq+pr+qr+ps+qs+rs+pt+qgt+rt+st)x
— (pqr + pgs + prs + qrs + pgt + prt + pst + grt + gst + rst )x?

+ (pars + pqrt + pgst + prst + grst) x + pgrst.

Recursos Necessarios

Encarte do aluno.

Espera-se que os alunos conversem sobre a resolugdo em grupo, mas que
fagam os cdlculos em seu encarte.

A corre¢lo também pode ser feita nos grupos ou, se for necessdrio, numa
discussdo coletiva no final da etapa.

A passagem de 4 para 5 binémios estd justificada em poucas palavras e
o resultado ja esta enunciado. Vale a pena sugerir que os alunos prestem
atengdo a formagdo dos coeficientes. Essa verificagdo pode ser feita nos
grupos ou coletivamente, conforme o tempo disponivel e o numero de gru-
pos a serem atendidos.



Professor

Professor/a:

A escolha para trabalhar o caso literal, em vez de dar valores numéricos as
dimensdes dos retdngulos, é porque o objetivo final da dindmica é chegar
as relagdes de Girard. Se o aluno trabalhar com numeros ao invés das le-
tras, as operagdes ficam ocultas: é dificil saber se um 8 estd no lugar de 3 +
5 oude 2 x4, por exemplo.

Na parte (a) desta etapa, hd uma passagem que vai exigir um cuidado es-
pecial. E aquela em que o aluno pode ndo perceber que é importante juntar
as parcelas que contém x e dar um passo adiante, fazendo: x*— px + pq — gx

=x*—(px +gx) + pq.

Esses produtos serdo generalizados, pois o interesse é estudar equag¢des
de grau n. Talvez seja o caso de mostrar que, no cdlculo do produto de n
binébmios, cada parcela tem n fatores, alguns dos quais sGo iguais a x e os
demais s@o as constantes — p, — g, etc. Essas constantes participam do biné-
mio com sinal menos, entéo, quando o numero de constantes na parcela for
par, o sinal da parcela serd +, quando for impar o sinal da parcela serd — .
Por isso, os sinais das parcelas se alternam de acordo com o expoente de x,
que é o que determina quantas constantes entram em cada parcela.

UM NOVO OLHAR... l\

Objetivo
Apresentar as Relagdes de Girard.
Descricao da Atividade

A atividade a seguir mostra um importante teorema que relaciona as raizes
com os coeficientes de uma equacdo polinomial apresentado pelo matematico Albert
Girard (1595-1632 ) em sua obra Invention nouvelle en I'algébre.

As relacOes estabelecidas nesse teorema sao, por isso, conhecidas como
RELACOES DE GIRARD. Elas constituem uma ferramenta importante na resolugao de
equacoes quando conhecemos alguma informacao sobre suas raizes.

Essas relacdes sdo obtidas pela exploracdo do Teorema da Decomposicdo e
pela formacado dos coeficientes dos produtos estudados na Primeira Etapa.

O Teorema da Decomposicao afirma que:



SE P(X) E UM POLINOMIO DE GRAUN, COMN>1,SEAN#0E O
COEFICIENTE DO TERMO DE MAIS ALTO GRAU E SE R1, R2, R3, ...,
RN — 1, RN SAO AS N RAIZES DA EQUACAO P(X) = 0, ENTAO:

P(X) = AN (X — R1) (X —R2) (X —R3) ... (X—RN — 1) (X — RN).

Vale lembrar que este teorema vale para polinbmios com coeficientes com-
plexos quaisquer e que, mesmo sendo reais todos os coeficientes de P, as raizes sdo
numeros complexos com parte imaginaria nula, ou ndo.

Pelo que se viu na Primeira Etapa, é possivel concluir as Relagdes de Girard,
gue sdo as seguintes:

Para a Equagao do 2° Grau:

Ser, er, sdo as raizes da equagdo ax’ + bx + ¢ =0, com a 10, pelo Teorema da
Decomposi¢do, vocé sabe que: ax’ +bx+c=a.(x—r).(x—r)

Utilizando o produto calculado na etapa anterior, vocé pode concluir:

Para a Equagdo do 3° Grau:

Ser, ,r,er, sdo as raizes da equagdo ax’+bx*+cx+d=0,coma’0, pelo Te-
orema da Decomposigdo, vocé sabe que: ax* + bx’+cx+d=a.(x—r).(x—r).(x—r,).

Utilizando o produto calculado na etapa anterior, vocé pode concluir:

r+r +r,= b
1 2 3 a

rr+rrtrr, =

[V Ne)

Generalizando os calculos feitos na Primeira Etapa, utilizando o esboco da pas-
sagem de 4 para 5 fatores, as Relacdes de Girard para a equacdo de grau n > 1 podem
ser enunciadas da seguinte forma:

Matematica



PARA A EQUAGAO DE GRAU “N”: ANXN+AN—-1XN—-1+..+A2X2+A1lX+A0=0

an—1
an

a soma de suas n raizes = -

, 1 an_
a soma dos produtos das raizes multiplicadas duas a duas = + =2
an

. .1 A A an—
a soma dos produtos das raizes multiplicadas trés a trés = - — 3
a
n

e assim por diante ... até, por tltimo:

o produto das n raizes = (- 1)n 20
an

Observe que os sinais vao se alternando, por causa dos produtos dos sinais —
em (x—r), o que ja era possivel perceber nos casos estudados na Primeira Etapa.

Vocé vai precisar destas relagdes para resolver o seguinte desafio.

Questao:

Professor

O vovb Marceldo gosta muito de viajar de baldo e gosta muito de Matematica
também. Ele prometeu levar os netos para passear de baldo, mas, antes, eles terdo que
descobrir a senha que abre cada cabine.

Ajude os netos do vovo Marceldo a encontrar a equagdo que abre a cabine de
cada baldo. Seu professor vai entregar ao seu grupo uma lista de senhas possiveis.

™. bl e
A soma das raizes é 5, A soma das raizes € 5,
oprodutodelasé—-6e oprodutodelasé3 e

asoma das raizes a soma das raizes

¥ =53 +3x2+4x—-6= 23 =102 +14x-6=0




A somadas raizes é -7, A somadas raizesé -1,
oprodutodelasé-5e oprodutodelasé-20e
a soma das raizes a soma das raizes

multink asa

multiplica s a duas

DICAS DAS SENHAS DOS BALOES DO VOVO MARCELAO:

x°+x*+20=0 x}3+5x*—=7x+3=0 3C+7x2=3x+5=0 | 2x*=5x3+3x*+4x—-6=0
2x°+x*=20=0 x}—10x*+14x—-6=0 x}—=7x*+3x-5=0 x*=5x3+3x*+4x—-6=0
x°=x4—=20=0 2x3—10x*+14x—-6=0 xX}+7x>=3x+5=0 x*+5x3—-3x2—4x+6=0

Recursos necessarios
Encarte do aluno.

Dicas para os netos do vovoé Marceldo, disponiveis para recorte em anexo.

As tabelas com as “dicas” das equagOes precisam ser recortadas com ante-
cedéncia.

A discussdo das Relagdes de Girard sdo consequéncia do trabalho realizado
na Primeira Etapa e pode ser feita nos trios. No caso de turmas grandes,
em que vocé ndo possa acompanhar as discussoes, elas podem ser feitas
coletivamente.

Mesmo no caso das discussdes feitas coletivamente, a questdo sobre a es-
colha das equacgbes dadas e algumas relagdes entre as raizes devem ser
feitas nos trios.

Jd as anotagdes devem ser registradas individualmente no Encarte do Aluno
para consulta posterior.

Matematica



Professor

Professor/a:

E importante que o estudante perceba que, na multiplicagdo de um certo
numero de binémios da forma (x —r), cada termo terd esse mesmo numero
de fatores. Alguns deles sdo iguais a x, os outros sdo produtos dos —r. E o
numero de fatores — r que determina o sinal que precede esse termo: se
esse numero for par, o sinal serd + e serd — se esse numero for impar. Ora,
esse numero somado com o expoente de x daquele termo é sempre o grau
do polinémio. Logo, os sinais dos termos vdo se alternando. O termo de
grau mais alto sé tem fatores x, entdo vem com sinal +. O termo seguinte,
de expoente 1 a menos, é uma soma de parcelas em que hd um sé fator —r,
logo tem sinal —, o seguinte terd parcelas com 2 fatores do tipo —r, logo
terd sinal +, e assim por diante. Por isso, o ultimo sinal serd (— 1) elevado ao
grau do polinémio. Ou seja, o sinal do termo que seja a soma das raizes é
—, 0 sinal do termo que seja a soma dos produtos de 2 raizes tem sinal +, o
sinal do termo que seja a soma dos produtos de 3 raizes tem sinal —, e assim
por diante. Por exemplo, se n = 5, no produto de 5 fatores, se o expoente de
x for 3, hd em cada termo 2 fatores com sinal —, entdo o sinal dessa parcela
serd +; se o expoente de x for 2, hd, em cada termo, 3 fatores com sinal —,
entdo o sinal dessa parcela serd —.

Essas observagées podem ser verificadas pelas multiplica¢des feitas na Pri-
meira Etapa e ajudam o estudante a guardar com mais facilidade tais re-
sultados.

FiouE POR DENTRO! .

Objetivo
Aplicar as Rela¢des de Girard na resolucao de equacgdes algébricas.
Descricao da atividade

Os alunos, mantidos em seus préprios grupos, deverdo descobrir em que pon-
to encontrardo o tesouro que foi enterrado, hd muitos anos, pelo vové Marceldo. Os
passos poderao ser descobertos através da resolucdao de uma equacao algébrica, pela
aplicacdo das Relagdes de Girard.



Questao

Vov6 Marceldo, hd muito tempo, escondeu um valioso tesouro no quintal de
sua casa. Deixou escondida, no pé direito de um sapato velho, uma carta contendo as
dicas de onde foi escondido esse tesouro. Para encontra-lo, os passos deverdo ser rigo-
rosamente seguidos.

Bem, eu ja ia esquecendo. O vovo também deixou registrado o seguinte:

Vocés terdo que resolver uma equagdo, mas cuidado! Hd pistas falsas. A equa-
¢do que vocés tém que resolver tem todas as solugdes inteiras e nGo nulas.

Escolham a pista certa e, partindo da nossa velha amoreira, deem um numero
de passos na direcdo leste-oeste igual @ menor das raizes da equagdo-pista. Sigam no
sentido de oeste para leste se essa raiz for positiva e no sentido de leste para oeste se a
raiz for negativa. Sigam depois na direcdo sul-norte um numero de passos igual a maior
raiz da equagdo-pista. Da mesma forma, escolham o sentido de sul para norte se essa
raiz for positiva e de norte para o sul se essa raiz for negativa.

Cada neto do vovo Marceldo recebeu uma cépia da carta e ficou acertado que
o tesouro seria do primeiro que o encontrasse.

Segue uma cdpia das pistas a fim de que vocé e seu grupo vejam se encontra-
riam o tesouro. Escolham a pista verdadeira dentre as equacdes:

X*+4x’+x+6 =0
X*+43+x2+6x =0

X}=4x2+x+6 =0

Entdo, a procura do tesouro!

A primeira coisa sera encontrar a pista certa. E isso vocé pode comecar ob-
servando se o termo independente é 0, ou ndo.



Professor

Ora, a pista certa é uma equagdo que ndo tem raiz nula. Isso mostra que a 29
equacgdo é uma pista falsa: o termo independente é nulo, entdio pelo menos uma raiz é nula.

Depois, observe que, nas duas outras equagdes, o termo independente
deve ser o produto das raizes com sinal trocado, pois o grau 3 é impar. Mas
esse é, entdo, o produto das trés raizes inteiras. A busca das solucdes deve
ser, portanto, entre os divisores de — 6. Quais sao esses divisores?

As raizes sé podemser+1ou—1,+2ou—2,+30u—3,+6 ou—6.

Vocé tem os candidatos. Vale, entao, testar esses nUmeros nas duas equa-
¢des. Sejam P(x) o primeiro membro da 12 equagdo e Q(x) o primeiro mem-
bro da 32 equacado da carta do vové Marceldo. Ao teste:

P(X)=X3>+4X>+X+6
P(1)=1+4+1+6=12
P-1)=-1+4-1+6=38
P(2)=8+16+2+6=32
P(-2)=-8+16-2+6=12
P(3)=27+36+3+6=72
P(-3)=-27+36-3+6=12
P(6) =216 +144+6+6 =372

P(-6)=-216+144-6+6=—72

QX)=x3-4x*+X+6
Q1)=1-4+1+6=4
Q-1)=—-1-4-1+6=0
Q2)=8-16+2+6=0
Q(-2)=-8-16-2+6=-20
Q(3)=27-36+3+6=0
Q(-3)=-27-36-3+6=—60
Q(6)=216-144+6+6=84

Q(-6)=-216-144—-6+6=—360



d. Pronto, agora vocé ja sabe qual é a pista certa e ja tem as trés solugdes.
Quais foram esses resultados?

A pista certa era a 39 equagdo e suas solugbes sGo: — 1, 2 e 3.

= No mapa a seguir, que letra representa a localizacdo do tesouro?

Resposta

Como eles se deslocaram 1 passo de leste para oeste e 3 passos do sul para o
norte, o tesouro estava na letra E.

E sabem qual foi o tesouro que os netos do vovd Marceldo encontraram?

Um bau com preciosos livros de Matematica, que contém os mais intrigantes
segredos matematicos de todos os tempos. Um deles traz as Relagdes de Girard e as
equacdes algébricas.




Professor

Esta atividade estd prevista para ser desenvolvida pelos grupos, mas, de
acordo com a sua percep¢do, pode ser interessante fazer alguma discusséo
coletiva.

Como sempre, os cdlculos foram aliviados e com numeros inteiros de modo
a dar maior aten¢do ao tema introduzido: o uso das Relacbes de Girard na
pesquisa de raizes de equagdes algébricas.

Professor/a:

Dd para ver que a seqgunda equagdo tem uma raiz nula pela Relagdo de Gi-
rard, que diz que o termo independente de x é o produto das raizes. Caso a
tenha, esse termo naquela equacgdo é nulo. Daria para ver isso também pela
fatoragdo do 12 membro da equagéo que tem x como fator comum. Ora, o
fator x é o mesmo que (x — 0), logo a equagdo tem uma raiz nula.

Na exposicdo da tabela com os valores de P(x) e Q(x) quando x assume os di-
visores de — 6, o cdlculo foi feito até o final. Como o objetivo era o de procurar
raizes das equagdes com 22 membro igual a 0, ndo seria preciso fazer o cdlcu-
lo até o final, mas verificar somente se o resultado era, ou ndo, 0. Por exem-
plo, quando todas as parcelas séo positivas, ndo seria preciso fazer a soma.

O tesouro do vové Marceldo, na verdade, foi mostrar ao aluno que a obser-
vagdo das Relagdes de Girard pode auxiliar na andlise de algumas questdes,
por exemplo, facilita a pesquisa de raizes inteiras. Equa¢des das quais se
procuram so as raizes inteiras recebem o nome de Equagées Diofantinas.
Seu estudo é um capitulo importante da Teoria dos Numeros. De fato, hd
muitas situagées em que sO interessam as respostas inteiras, ou mesmo so
as naturais, por exemplo, quando se contam carneirinhos num rebanho.



Quiz v

(UNICAMP, 2006, adaptada para multipla escolha.)

As trés raizes da equacdo x> — 3x* + 12x — q = 0, onde g é um parametro real,
formam uma

progressao aritmética derazdor:a—r;a;a+r.
Entdo, dentre as op¢des a seguir, a Unica valida é
g=10er=3.
q=—10er=3.
g=—10er=-3.
g=10er=3i.

g=—-10er=-3i.

—

AnALiSE pas Respostas Ao Quiz

Pelas Relagdes de Girard, a soma das raizes é o coeficiente de x?, com sinal
trocado, isto é:

a-r+a+a+r=—(-3) istoé:3a=3, donde a=1.

Se 1 é solugdo da equacgdo, por substituicdo, tem-se o valor de q:
1°-3x1°+12x1-q=00u:1-3+12=q, donde: q = 10.

Ora, o produto das 3 raizes é igual, por um lado, a:
1(1=r)(1+r)=1-r

e, pelas Relacdes de Girard, esse produto é também igual a:
1(1-r)(1+r)=—(-q)=q=10.

Entdo, comparando as duas igualdades, segue:
1-r’=100ur’=-9, donder =+ 3i.

A razéo r pode ser + 3i ou — 3i, mas a resposta q = 10 e r =— 3i, também correta,
ndo é oferecida como opgdo, entdo a opgao correta é a opgao (d).



Professor

Possiveis erros:

As demais opg¢bes correspondem a erros de sinal no cdlculo final ou no passo
em que se calcula o valor de r>. Um aluno que chegue a r’ =, poderd escolher uma das
opgoes (a), (b) ou (c), conforme o valor encontrado para q.

PARA SABER +

Qual a ordem em que devem ser consideradas as raizes de uma equacao
algébrica para aplicacdo da Relagdes de Girard?

A resposta a esta pergunta €: qualquer. Sim, as raizes sdo chamadas der,, r,
etc., mas essa ordem ndo tem importancia na aplicacao das relagdes vistas,
pois todas elas sdo o que se chama de Fungdes simétricas. Isto €, elas assu-
mem o mesmo valor independentemente da ordem em que sejam conside-
rados os seus argumentos. Por exemplo, no caso da equagdo dada no Quiz: x3
—3x*+ 12x—10 =0, suas raizes podem ser ordenadas como r,=1-3i,r,=1e
r, =1+ 3i, ou em qualquer outra ordem, mas o calculo da sua soma, da soma
dos seus produtos duas a duas ou do seu produto sera sempre o mesmo.

Uma outra observacado que cabe para ajudar a conferir a aplicacdo das Re-
lacOes de Girard é o numero de termos de cada uma dessas funcdes simé-
tricas. No final da Primeira Etapa, foi desenvolvido o produto de 5 bin6-
mios. L3 é possivel conferir que, para n =5, tém-se:

A soma das raizes tem 5 parcelas.

A soma de seus produtos duas a duas tem 10 parcelas.

A soma de seus produtos trés a trés tem 10 parcelas.

A soma de seus produtos quatro a quatro tem 5 parcelas.
E o produto das 5 raizes tem 1 sé parcela.

Isso fica bem claro quando se percebe que cada uma dessas parcelas cor-
responde as combinagdes das 5 raizes, tomadas uma a uma, ou duas a
duas, etc. Esse niumero pode ser calculado pela formula que dd o nimero
de combinag¢des ou diretamente pela aplicagdo do principio multiplicativo
e aditivo.

Uma observacao importante sobre o estudo feito sobre as equacdes algé-
bricas, desde o Teorema do Resto as RelagBes de Girard, passando pelo
Teorema da Decomposicdo, é que esses procedimentos nao sao suficientes
para o calculo das raizes da equacdo algébrica. Foi visto que o Teorema do
Resto permite que se reduza a resolucao de uma equacdo do grau n para
a resolucdo de uma equacdo de grau n — 1, desde que se conheca uma de



suas solugdes. As Relagdes de Girard permitem a determinag¢ao de uma ou
mais solugdes a partir de alguma outra informagdo sobre as raizes, como
foi o caso da equacgdo estudada na questao do Quiz.

Entdo, por que desenvolver esse estudo tdo fraco?
E a resposta é:
Porque ndo é possivel resolver esse problema geral de um modo completo.

Ou seja, nosso aluno ja sabe resolver as equacg6es do 22 grau por uma férmula
qgue da sempre suas duas raizes, quer sejam reais, simples ou duplas ou complexas. As
formulas para as equacgbes do 32 e do 42 grau sdao bem mais complicadas, mas sao co-
nhecidas ja ha muito tempo. E dai para a frente? Ruffini (médico e matematico italiano,
1765-1822) e Abel (matematico noruegués, 1802—1829) mostraram (a prova dada por
Ruffini em 1799 tinha um erro, mas a de Abel fechou o problema em 1824 — quando
ele tinha s 22 anos!) que ndo existe, nem pode existir, uma expressdo com um namero
finito de operacdes algébricas, mesmo que envolva radicais, para a resolucdo de uma
equacao algébrica de grau 5 ou mais. Isto é, ndo existe uma tal férmula que resolva
qualquer equacdo daquele grau. Claro que a equacdo x*%® = 5 tem todas as suas raizes
dadas pela raiz 1002 de 5. Mas sdo casos particulares. Ndo ha uma formula que sirva
para todas as equacdes daquele grau, como existem as formulas para as equacdes oe
12,22 32 ¢ 42 graus.

Esse fato ndo é provado aqui porque exige a construcao de objetos algébricos
mais sofisticados. Mesmo assim, vale a pena contar o fato ao seu aluno para que ele
valorize mais a pouca forca destes resultados e para que ele tenha conhecimento de
um assunto de Matematica mais avancado do que os que ele ja conhece.

No video indicado a seguir é apresentado o método de Briot-Ruffini e, em
seguida, apresentam-se e resolvem-se equacdes polinomiais.

Acessar
http://video.impa.br/index.php?page=julho-de-2008
e clicar na palavra IMPA em:

Aulas do dia 24/07/2008 - Quinta Feira

Polinémios - Prof. Luiz Henrique (IMPA)

Polindémios Il - Prof. Paulo Cezar (IMPA)

Em:

http://sovestibular.blogspot.com.br/2009/10/exercicios-de-matematica-
-equacoes.html

seu aluno encontra exercicios sobre equacdes algébricas que cairam em
alguns vestibulares e suas respostas.

Para uma leitura interessante sobre a histéria do desenvolvimento do es-
tudo das equacgdes algébricas, leia o livro de autoria de Gilberto Geraldo
Garbi, O romance das equagdes algébricas (Editora Livraria da Fisica, 2009
- 240 paginas).

3
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Professor

AcGoRra, E com vocEi!

(ITA-SP) Os numeros a, b e c sdo raizes da equacdo x> — 2x*>+ 3x — 4 = 0. Nes-

Ca 1 1 1
sas condicoes, calcule ovalorde — + —+ —.
a b ¢
1 1 1 bc+ac+ab
Ora, — + E +— = T e, pelas Relacbes de Girard aplicadas ao polin6-
a c abc

1 1 1 3
mio p(x) =x3—2x?+3x—4 =0, tém-se: bc+ac+ab =3 e abc=4, logo: — + E +—=—,
a C

(FGV-SP)- A soma e o produto das raizes da equacdo x* — 5x*+ 3x’+ 4x — 6 =
0 formam qual seguinte par de valores?

-5;6
5 -6
3;4
1;6
43

Na equagdo do 42 grau ax® + bx’ + cx’ + dx + e, com raizes x,, X,, X, e X, valem

~ e ~ ~
as relagbes: x, + x,+ X, +X,=— — e X, XX, XX, XX, = — entdo, na equagéo dada, a soma
a a

das raizes deve ser igual a — (—5) = 5 e o produto igual a — 6, sende (b) a opgao corret).

(MACK-SP, adaptada)- Uma raiz da equacdo x> — 4x> + x + 6 = 0 é igual a
soma das outras duas. A menor das raizes dessa equacao é:



3
X
Sejam x, y, z as raizes dessa equag¢do. Por hipdtese, pode-se considerar x =y + .§
z. Aplicando as Relacbes de Girard, tém-se:

xX+y+z=—(—4)=4,logo:2(y+z)=4ouy+z=2.

Entéo, x = 2. g

xyz=—6,donde: 2yz=—6o0uyz=-3.

Entdo, y e z satisfazemaas condicées: y +z =2 e yz =— 3. Novamente, pelas
Relagbes de Girard, y e z sdo as solugées da equagdo do 22 grau:

s’—(y+2z)s+yz=0, ouseja: s?>—2s—3 =0. E as solucbes dessa equacdo podem
ser calculadas pela formula:

24422 —4x1x(-3) _2++/16 2+4

2x1 2 2

S

2+4 2-4 , o
portanto, s, =y = 5 =3es,= — =—1. Logo, as raizes da equagdo sdo:
2, —1, 3, ea menor delas é, portanto, — 1. A opgdo correta é (c).

(FUVEST — vestibular da USP — a questdo do Quiz de dindmica anterior na
sua forma original.)

As trés raizes de 9x*—31x—-10=0s3do p, g e 2. O valor de p*+ g? é:
5/9
10/9
20/9
26/9
31/9

Lembrando que (p + q)2 =p2 + g2 + 2pq, tem-se que: p2 +q2 = (p +q)2 — 2pq e,
10 10
pelas Relagbes de Girard, 2pq = — (- ?) e p+q+2=0,entdo: p2+q2=(-2)2- 5



36-10
5 - %e a opgdo correta é a (d).

10
=4-— =
9

Se o aluno ndo tiver a ideia de usar este artificio, ele poderd calcular cada uma
das raizes p e, usando os teoremas da decomposicdo.

Se 2 é raiz da equacgdo, entlo seu primeiro membro é divisivel por (x — 2). Efe-
tuando a divisdo pelo dispositivo de Briot-Ruffini:

2 |9 0o -31 -10
lo 18 5 0

o quociente serd igual a 9x2 + 18 x + 5, cujos zeros s@o dados pela formula

~18+4187 —4x9x5 _  -18+18x18-18x10 _ —18+18x8

2x9 18 18
—18+/9%x2x8 _ —18%£+9x16  -18+12 —-3%2 isto é:
18 18 18 3 7 '
sep= _—1, q-= -
3 3
1 25 26 ., . , )
ep2+q2-= 5 + ry = Y como jd havia sido concluido por outro caminho.

Professor



ANEXOS

DICAS DAS SENHAS DOS BALOES DO VOVO MARCELAO:

- —

x5+x4+20=0 x}+5x2=7x+3=0 3x3+7x2=3x+5=0 2x*=5x3+3x>+4x—-6=0

1 1
1 1
: 2x°+x*=20=0 x*=10x*+14x—-6=0 XX=7x*+3x-5=0 X' =5x+3x*+4x-6=0 :
1 1
! !
1 i
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
: x°=—x*—=20=0 2x3—10x*+14x—-6=0 X>+7x>=3x+5=0 x*+5x3—3x>—4x+6=0 :
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
B oo o o o e e e e e e S R M R S R S R S R R R S R i R R R R R M R R M R R M R R e S R R R M M M e e M e e e e e e ol
o e e e
1

: DICAS DAS SENHAS DOS BALOES DO VOVO MARCELAO:

1 i
1 1
| X5+x4+20=0 X+5x2—=7x+3=0 3 +7x2-3x+5=0 2X =53 +3x2 +4x-6=0
1 1
1 1
1 1
1 1
| 2x5+x*-20=0 x>—10x2+14x—6=0 x*—7x2+3x-5=0 x'—5x+3x2+4x—6=0 |
1 1
1 1

x°=x*—20=0

2x3—-10x*+14x—-6=0

x}3+7x*=3x+5=0

x*+5x3—-3x2-4x+6=0

Ane,xo I






DICAS DAS SENHAS DOS BALOES DO VOVO MARCELAO:

- —

1

1

: x5+x4+20=0 X +5x2-7x+3=0 33+ 7x*-3x+5=0 2x*=5x*+3x*+4x-6=0

1

1

1 1
1 1
| 2x5+x*-20=0 X} —10x2 + 14x—6=0 X}—7x2+3x-5=0 X' =5 +3x2+4x—6=0
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
: x°—x*=20=0 2x3—10x*+14x—-6=0 X} +7x>=3x+5=0 x*+5x3—3x>—4x+6=0 :
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
o e e e e e e e e e e M R R R M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M e M M M R M M R R R e e e e e e e e ol
P o

1

: DICAS DAS SENHAS DOS BALOES DO VOVO MARCELAO:

i i
1 1
| X5+x4+20=0 X +5x=7x+3=0 33 +7x*-3x+5=0 2% =5 +3x +4x-6=0
1 1
1 1
1 1
1 1
1 2x5+x*-20=0 X —10x%+14x—6=0 X —7x+3x-5=0 X' =5 +3x+4x—-6=0 |
1 1
1 1

x*—-x*-20=0

2x3—-10x*+14x-6=0

x3+7x*=3x+5=0

X*+5x3-3x>-4x+6=0

Ane,xo I






DICAS DAS SENHAS DOS BALOES DO VOVO MARCELAO:
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1

1

: x5+x4+20=0 X +5x2-7x+3=0 33+ 7x*-3x+5=0 2x*=5x*+3x*+4x-6=0

1

1

1 1
1 1
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1 1
1 1
1 1
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1 1
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1 1
1 1
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1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
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: DICAS DAS SENHAS DOS BALOES DO VOVO MARCELAO:

i i
1 1
| X5+x4+20=0 X +5x=7x+3=0 33 +7x*-3x+5=0 2% =5 +3x +4x-6=0
1 1
1 1
1 1
1 1
1 2x5+x*-20=0 X —10x%+14x—6=0 X —7x+3x-5=0 X' =5 +3x+4x—-6=0 |
1 1
1 1

x*—-x*-20=0

2x3—-10x*+14x-6=0

x3+7x*=3x+5=0

X*+5x3-3x>-4x+6=0

Ane,xo I






DICAS DAS SENHAS DOS BALOES DO VOVO MARCELAO:
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1

1

: x5+x4+20=0 X +5x2-7x+3=0 33+ 7x*-3x+5=0 2x*=5x*+3x*+4x-6=0

1

1

1 1
1 1
| 2x5+x*-20=0 X} —10x2 + 14x—6=0 X}—7x2+3x-5=0 X' =5 +3x2+4x—6=0
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
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: DICAS DAS SENHAS DOS BALOES DO VOVO MARCELAO:

i i
1 1
| X5+x4+20=0 X +5x=7x+3=0 33 +7x*-3x+5=0 2% =5 +3x +4x-6=0
1 1
1 1
1 1
1 1
1 2x5+x*-20=0 X —10x%+14x—6=0 X —7x+3x-5=0 X' =5 +3x+4x—-6=0 |
1 1
1 1

x*—-x*-20=0

2x3—-10x*+14x-6=0

x3+7x*=3x+5=0

X*+5x3-3x>-4x+6=0

Ane,xo I






DICAS DAS SENHAS DOS BALOES DO VOVO MARCELAO:

x5+x4+20=0

x3+5x>—7x+3=0

3 +7x*=-3x+5=0

2x4=5x3+3x*+4x-6=0

- —

2x°+x4=20=0

x3—10x*+14x—-6=0

x3—7x*+3x-5=0

x*=5x3+3x?+4x—-6=0

x°=x*—=20=0

2x3—-10x*+14x—-6=0

x3+7x*=3x+5=0

x*+5x3—-3x2-4x+6=0

Ane,xo I






