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Professor, nesta dindmica, vocé ird desenvolver as seguintes etapas com seus alunos.

APRESENTACAO

Esta dinamica focaliza o perpendicularismo entre retas no plano cartesiano.
Ela tem inicio com o estudo da relacdo entre os angulos formados por 2 retas perpen-
diculares com o eixo x, prossegue analisando a relagdo entre as tangentes trigonomé-
tricas desses angulos para, entdo, chegar as condi¢cdes de perpendicularismo sobre os
coeficientes das equagdes da reta, na forma reduzida ou geral. H3, porém, uma adver-
téncia sobre a retengdo na memdria de uma sé dessas condicdes.

Como nas demais dinamicas, vocé conta com uma certa margem de tempo
para distribuir as atividades de modo mais interessante para a sua turma.




COMPARTILHAR IDEIAS

Objetivo

Estudar a relacdo trigonométrica que permite analisar o perpendicularismo
entre retas dadas por equacdes no plano.

Descrigdo da atividade

Para verificar se duas retas do plano cartesiano, dadas por suas equacgdes, sao
perpendiculares, é preciso reconhecer a relacdo entre os angulos que elas formam com
o0 eixo das abscissas. Depois, é preciso calcular a relagdo entre as tangentes trigonomé-
tricas desses angulos. Isso serd feito em trés passos nesta etapa.

Seu aluno ja sabe quando duas retas dadas por suas equacdes no plano carte-
siano sdo paralelas. Agora, ele vai ver que é possivel também reconhecer quando elas
sdo perpendiculares, mas isso vai levar alguns passos ainda.

Vocé vai caminhando pela Avenida das Abscissas e cruza com a Rua dos Alu-
nos, que faz um angulo a com essa avenida. Vocé sabe que a proxima rua, a Rua das
Baladas, é perpendicular a Rua do Alunos e faz um angulo  com a avenida em que vocé
esta, como esbocado no mapa a seguir:

Na das Baladas

Avenida das Abscissas ~

ua dos Alunos

3
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Professor

1° passo:

Qual a relagdo entre os angulos a e B? Por qué?

Verifica-se que o suplemento do dngulo B é um dos dngulos agudos do triGngu-
lo retdngulo com hipotenusa na Avenida das Abscissas e catetos nas ruas dos Alunos e
das Baladas. O outro dngulo agudo desse triéngulo retdngulo é a, logo:

o + (1800 —B) + 900 = 1800, dai: B = o + 902

2° passo:

O coeficiente angular na equacdo reduzida de uma reta é igual a tangente do
angulo que ela faz com o eixo x. Para estudar o perpendicularismo a partir da equacao
reduzida, sera importante, portanto, calcular a relagdo entre a tangente do angulo a e
a tangente de B = o + 90°. Comece por lembrar algumas relagGes trigonométricas.

Para essa recordacdo, complete os dados a seguir:

sena

tga = sen90° = 1 cos90° = 0
cosa

sen(a+b)= senacosb+senbcosa cos(a+b) = cosacosb-senasenb

39 passo: Agora, vocé ja pode calcular a tangente de a + 90°. Maos a obra!

CALCULOS RESULTADO

sen (a +902) = sen a cos 90° + sen 90° cos a = cos a



CALCULOS RESULTADO

cos (o +90°) = cos o cos 90° — sen 90° sen o = -sena
. sen(o+p) coso 1
tg (a+907) = cos(a+p) T —sena " T tga

Matematica

Observe que o angulo a, entre uma reta e o eixo x foi definido como sendo o
angulo a tal que: 0° < a < 180°. Para calcular sua tangente, é preciso excluir o caso em
que a = 909, porque a tangente ndo esta definida para esse angulo. E, para calcular o
inverso da tangente, é preciso excluir o caso em que essa tangente se anula. Esse é o
caso em que a = 0°. Esses casos serao estudados separadamente.

Veja também que,

se a e B sdo diferentesde 90°e B=a+90° entdotgaxtgpf=—1.

Recursos necessarios

Encarte do aluno.

Os alunos devem manter-se nos mesmos grupos e fazer o registro in-
dividual.

Como se trata somente de uma revisdo de formulas, talvez seja inte-
ressante pedir aos grupos que se alternem na lousa buscando, eles
proprios, refazer as expressdes necessdrias.

Professor,

O argumento crucial desta etapa é a relagdo entre os dngulos a e B
quando as duas retas sdo perpendiculares. Na resolugéio proposta, foi
usado o fato de que a e o suplemento de B sdo dngulos agudos de um



Professor

triGngulo retdngulo. Um modo andlogo de ver isso é reparar que 3 é
um dngulo externo desse mesmo triéngulo retdngulo e usar o Teore-
ma do dngulo externo, se o aluno souber do que trata esse teorema.

Pode ser que os alunos ndo se recordem das formulas do seno e do
cosseno da soma de arcos ou mesmo da defini¢céo de tangente como
quociente entre seno e cosseno, mas essas sdo relagdes bdsicas que
eles acabam decorando de tanto usd-las.

Também ndo é tdo evidente para nossos alunos, em geral, que se

sena R cosa 1
tga= , entéo =—.
cosa seno.  tga

Talvez seja preciso elaborar um pouco sobre essa passagem. Vale a
pena consultar a turma sobre o entendimento dela, mas se ndo hou-
ver sugestdo vdlida, uma explicacdo poderd ser pela lembranga da
divis@o de fragoes:

— -1:tga=13€N% _ 1, cosa _ cosa

tg 1 cosa 1 seno. sena

UM NOVO OLHAR... .

Objetivo

Estabelecer a relacdo de perpendicularismo de duas retas dadas por suas
equacodes reduzidas no plano.

Descricao da atividade

Nesta etapa, antes de estabelecer os critérios de perpendicularismo sobre as
equacoes das retas no plano, o aluno vai se deparar com um conjunto de trés pares de
retas perpendiculares. Os pares estdao embaralhados e ele terd que agrupar aquelas
gue sdo perpendiculares. A fim de manter o tema urbano, essas retas serdo expostas
como retas suporte de ruas de um mapa cartesiano.

“Seu” Badu deseja comprar um terreno de esquina para construir sua loja,
mas ele quer um terreno que tenha os quatro angulos retos. A regido em que o “seu”
Badu quer construir sua loja tem ruas que podem ser descritas num sistema plano de
coordenadas pelas seguintes equacdes:



rrx=4; ssy=—+4; tty=x; uiy=—x+5; viy==5x—-4; w:y=3.

X
5

Quais sdo os pares de ruas perpendiculares para que o “seu” Badu possa com-
prar terrenos com angulos retos?

Nota: as ruas da cidade do “seu” Badu néo s@o retas, muito menos infinitas,
mas o mapa do bairro onde ele quer construir se parece bem com uma regiéo em que
essas retas se cruzam.

Identifique cada uma das retas no esboco grafico a seguir e marque com V os
pontos que indicam as “esquinas” que atendem as exigéncias do “seu” Badu.

Matematica

11111 A A 444 J_d__ 1
o Vil [ r Lo
ETSS S| P S 1_1 gl L EoiE e il
R | | Lo I
NPT R PN i 1 e L e
Lo | | i [
sl el e el e Gl el el | Egge B
Lo | i 1/
T O S d [ L
Lo | Lo
11111 1 T

W ! E | N

[ (S T |

;‘l/./l Y T

sl K R |l PR [ | ol [ 2.__|__

R T R R R R R Y4

A TGS el ISR S PO | P | | 14 = - L

R T R T R o

S Y Y S | W1 0

I8 7 6 -5 -4 -3 -2 - 01 2

R T e T e 4 U S

L | N N N A [
e e e b T

B [
_I_J.__I.__L__I.__L_ PR ERNC g — el

Em anexo no Encarte do Aluno.

Agrupe as equagoes das retas perpendiculares entre si e confirme se seus coe-
ficientes angulares satisfazem a relagao que vocé deduziu na Primeira Etapa.

Tendo identificado as retas do “mapa”, é possivel ver que os pares de retas que
“parecem” perpendiculares entre si sdo:

w:y=3 e rix=4;

t:y=x e uy=—x+5;

ssy=—+4 e v:y=—5x—-4.

X
5



Professor

Para verificar que ndo se trata sé de uma questdo de aproximag¢éo no desenho,
mas que as retas sdo mesmo perpendiculares, é preciso conferir se os coeficientes de y
nas suas equacgbes reduzidas, quando forem diferentes de O, tenham produto igual a —
1, isto é, se o coeficiente angular de uma seja o inverso do coeficiente angular da outra
com sinal contrdrio (simétrico do inverso). E que, quando o coeficiente angular for 0O,
caso em que a reta é paralela ao eixo x, a perpendicular tem que ser paralela ao eixo y.

Dentre as retas dadas, w:y =3 er: x=4 estdo nesse caso: w é paralela ao eixo
x (o conjunto dos pontos de ordenada 3) e r é paralela ao eixo y (todos os pontos com
abscissa 4).

Asretast:y=x e u:y=-x+5sdo perpendiculares, pois seus coeficientes
tém produto iguala—1:1x(—1)=-1.

X ,
E, finalmente, as retas s:y = E +4 e v:y=—-5x—4 sdotambém perpen-

diculares entre si, pois 1 x(-5)=-1.
5

Combinando esses resultados, vocé tera as condi¢cdes de perpendicularismo

entre retas dadas por equacgdes reduzidas num plano coordenado. Considere as retas
de equacgdes

y=mx+n e y=mx+n.:

Sem, =0oum, =0:y=néperpendicular a reta x = k.
Sem_ #0:asretasde equagbesy=mx+n e y=mx+n,

sdo perpendiculares se, e s se: mm,=—1.

Qual a equagdo reduzida da reta perpendicular a reta de equagdoy = 4x -7
gue passa pelo ponto (5, 2)?



X
Se a reta é perpendicular a reta de equagdo y = 4x — 7, sua equaglo é y = — Z +n

e, se ela passa pelo ponto (5, 2), entdo n é tal que:

3
5 13 \§
zz_z+n,ou8=—5+4n,donde4n=8+50un= )
e a equagdo pedida é: .§
x 13
=——+—ou —-x—4y+13=0.

Recursos necessarios

Encarte do aluno.

Esta atividade estd prevista para ser desenvolvida pelos mesmos gru-
pos, por facilidade de organizagdo.

Os grupos podem discutir as questdes entre si e, se necessdria, a cor-
re¢do pode ser coletiva.

O grdfico preenchido da Questéo 1 estd em anexo no Encarte do Aluno.

Professor,

Também aqui ndo se espera que o aluno consiga deduzir os resultados
tedricos com autonomia. E importante, porém, que ele veja uma uni-
ca vez as justificativas de fatos que ele pode guardar com facilidade.
E essa facilidade serd maior se ele perceber a Idgica de cada um dos
fatos. Esta é uma situacdo em que o aluno precisa receber mais do
que aquilo que vai ser cobrado dele. E o caso de a atividade em aula
ser mais rica do que qualquer prova.



Professor

FiouE POR DENTRO! -

Objetivo

Estabelecer a relagdo de perpendicularismo de duas retas dadas no plano por
equacoes em forma geral.

Descrigdao da atividade

Comparando os coeficientes das equacdes em forma geral com aqueles das
equacoes reduzidas, o aluno serd levado a traduzir as condi¢des de perpendicularismo
diretamente aos coeficientes das equagcdes em forma geral.

O corretor do “seu” Badu ndo entendeu a escolha que ele fez das esquinas e
pediu maiores explicagdes:

- “E se as equagdes das retas estiverem em forma geral, como posso saber se
sdo, ou ndo, perpendiculares? Por exemplo, entre as retas
f:2x+3y—-5=0; g:2x—-3y+5=0; h:3x-2y-2=0

quais sao perpendiculares entre si?”

Expligue vocé a ele o que pode ser feito para descobrir o par de perpendicu-
lares, se existir algum.

Espera-se que o aluno transforme estas equagdes a sua forma reduzida e estu-
de as retas da mesma forma como fez na questdo anterior, obtendo:

2 5 2 5 3

fry=—ox+5 ;g y=ox+ - hy=

—x—1.
3 3 3 3 2

E, analisando os coeficientes angulares de cada par de retas, vai chegar a:

Logo, o unico par de retas perpendiculares é o par das retas f e h.

O aluno vai encontrar em anexo, no seu encarte, o sequinte esbogo grdfico
dessas retas a fim de conferir suas conclusdes:



Em anexo no Encarte do Aluno.

Combinando os resultados analisados na questao anterior, vocé terd as condi-
¢Oes de perpendicularismo entre retas dadas por equac¢des em forma geral num plano
coordenado. A,s retas de equagbesax+by+c =0e ax+b,y+c,=0sdo perpendi-
culares se, e so se:

Sea =0: b,=0)

(caso em que se tem a,# 0 e b, # 0 e corresponde ao caso dey =n
perpendicular a reta x = k).

Se b1=0: a,=0

(caso em que setema, # 0 e b, # 0 e corresponde ao caso de x = k
perpendicular a retay =n).

Sea #0 e b, #0 (entdo é preciso que b, # 0):

a
R -1 ouseja:aa,+bb, =0
b, b,

(que corresponde ao caso em que mm,=-1|)).



Observe que, escrita na forma: a,a,+ b,b, = 0, essa condi¢éo engloba a primei-
ra delas, em que b,=a,=0 ou a,=b,=0.

Questio 3

Escreva a equagdao em forma geral das retas que passam pelo ponto (0, 3) e
sdo, respectivamente, paralela e perpendiculararetar: 5x—3y—4=0.

Resposta

Uma reta paralela a reta r deve ter equagdo geral:
5x-3y+c=0.
Se ela passa pelo ponto (0, 3), deve valer:
5x0-3x3+c=0,istoé, c=9
e a equagdo da reta paralela a reta r por (0, 3) é:
5x-3y+9=0.
A reta perpendicular a reta r deve ter equagdo geral:
3x+5y+d=0
e, se ela passa pelo ponto (0, 3), deve valer:
3x0+5x3+d=0,Istoé, d=—15
e a equagdo da reta perpendicular a reta r por (0, 3) é:

3x+5y—15=0.

Recursos necessarios

] Encarte do aluno.

Procedimentos Operacionais

" Esta atividade estd prevista para ser desenvolvida pelos mesmos gru-
pos, por facilidade de organizagdo.




Os grupos podem discutir as questdes entre si e, se necessdria, a cor-
re¢do pode ser feita coletivamente.

A verificacdo da resposta da Questdo 1 pode ser feita pela compara-
¢do com o esbogo grdfico das retas disponivel em anexo no Encarte do
Aluno, mas isso sé deve ser anunciado ao aluno depois que os grupos
tiverem feito a questdo.

Matematica

Professor,

Também aqui, as condigdes de perpendicularismo, precisam ser guar-
dadas de memdria pelos alunos que vdo se submeter a concursos.
Talvez seja aconselhdvel, escolher uma so6 situacdo, sobre os coefi-
cientes da equacgdo reduzida ou da equagdo em forma geral, e reduzir
os problemas sempre a situagdo escolhida.

Quiz VvV

A reta perpendicular a reta (r) 2x —y = 5, e passando pelo ponto P(1,2), inter-
cepta o eixo das abscissas no ponto:

(9/2,0)
(5,0)
(11/2, 0)
(6,0)
(13/2, 0)



Professor

AnALiSE pAs Respostas Ao Quiz —

A equacgdo reduzida da reta (r) é:
y=2x-5,

entdo, a reta perpendicular a reta (r) tem equagdo:

y=—2+n.

1
Se ela passa pelo ponto (1, 2), tem-se: 2=— = +n ou: 4+ 1=2n, donde: n = E,
2

. , ~ . , X 5

isto é, a equagdo da perpendicular procurada é y = — E + > Ora, esta reta corta o

eixo das abscissas quando y = 0, mas, entdo o valor de x para isso é tal que: — X4 > 0,
2

donde x = 5. O ponto em que a reta corta o eixo das abscissas é, portanto, o ponto de

coordenadas (5, 0) e a op¢do (b) é a correta.

Erros possiveis:

Al 11 12
As abscissas das op¢des foram escolhidas em sequéncia: % 10 =5 — =

2’ 2
6e 13 . Todos os pontos sdo pontos do eixo das abscissas e, aparentemente, nGo houve
2

a intengdo de testar erros previsiveis.

PARA SABER +

Vale observar a questdo das unidades nos eixos. A escolha dessas unidades
é determinante para a métrica que se esteja usando no plano. O calculo das
distancias entre dois pontos como aplicacdo do Teorema de Pitadgoras, as
medidas dos angulos e de suas fun¢des trigonométricas pelas expressoes
mais conhecidas de nossos estudantes sao validas quando as unidades nos
2 eixos sao a mesma.



J& se viu que ha propriedades que ndo dependem de medidas. Estas se
conservam mesmo com unidades diferentes nos dois eixos, como o para-
lelismo e que, quando m # 0, o sinal de m indica se a reta é o grafico de
uma funcdo crescente ou decrescente. Também a intersecdo entre as retas
permanece com a mudanca de unidades.

J4, se as unidades nos dois eixos ndo sdao as mesmas, as retas de equacgdes
g= m(l)x +n ey=m,x+n,comm m, =-1ndo secortam num angulo
e 90°.

Vejamos um exemplo, considere as retas de equagdes
1
y=—2x+leys= > X+ 3.
. B 1 B
Aqui, m, = -2, m, = E' logo se tem m m,=- 1.
A reta de equacdo y = —2x + 1 é a reta que passa pelos pontos A = (- 2, 5)
eB=(0,1) earetadeequacdoy= % x + 3 é a reta que passa pelos pontos

C=(0,3) e D=(2,4).

Vamos ver o tracado dessas retas em um sistema de coordenadas em que
a unidade nos 2 eixos seja a mesma e num sistema de coordenadas em que
a unidade no eixo dos x seja o dobro da unidade no eixo dos y:

A mesma unidade nos 2 eixos:

3
}g
2



Unidades diferentes nos eixos:

Este é um dos problemas que podem surgir quando se usam softwares para
o tracado de graficos. Alguns deles ajustam as unidades a fim de apresentar os dados
solicitados numa mesma janela e, nem sempre, esse ajuste leva a mesma unidade nos
dois eixos. Retas que “deveriam ser perpendiculares” e ndo sao podem causar uma
surpresa ao estudante ou mesmo ao professor menos atento.

Professor

Para aprender mais sobre retas paralelas e perpendiculares o aluno poderd
consultar o link a seguir:

http://www.youtube.com/watch?v=J2FujKsND2I e assistir a uma teleau-
la interessante sobre este assunto.

AcGoRra, E com vocE!

(UFMG) A reta r é perpendicular a reta de equagdo 2x +y—1 =0 no ponto
de abscissa —1. A equacdo da retar é

X—2y+7=0
2x+y—-7=0
-Xx+2y+7=0
2x+y+7=0

X+2y—=1=0



Transformando a equagdo na forma reduzida, tem-se que r é perpendicular a
reta de equacgdo: y = —2x + 1. O coeficiente angular m da reta r deverd ser calculado,
entdo, a partir de: —2m = — 1. Assim, esse coeficiente serd igual a % e a equagdo da
retarserd:y = § +n. Quando x =—1, as duas retas se encontram e a ordenada desse
ponto pode entdo ser calculada pela equagéo dada: y = (—2) x (— 1) + 1 = 3. Entdo,

voltando a reta r, quando x =— 1, tém-se y = -1, n ey =3, donde o valor de n pode

-1 1 2 1+6 _ 7
sercalculadode: —— +n=3.logo,n=—-+3= —_~ = 5 e aequagdo da reta r serd,
2 2 2

afinal, y = X+ g e, em forma geral, x—2y + 7 = 0 e a opgdo correta é a opgdo (a).
2

Se o aluno guardou a condigdo de perpendicularismo entre as equagdes em
forma geral, pode tirar logo que a reta r deve ter uma equagdo com os coeficientes de
x e de y trocados e um deles com sinal contrdrio e escrever diretamente que a equagdo
de r deve ser da forma: x —2y + c =0 ou —x + 2y + ¢ = 0. Entre as op¢des, so hd duas
equacgdes de retas perpendiculares a reta dada. Basta procurar aquela que passa pelo
ponto (— 1, 3) e ele vai verificar que é a equagdo da op¢do (a).

Com efeito: se x =— 1 na equac¢do da op¢do (a), tem-se:—1—-2x3+7=—-1-6
+7=:—7+7=0, mas, se x=—1na equacgdo da opgdo (c), tem-se: —(—1)+2x3+7=
1+6+7=14#0.

(Cesgranrio) A equacao da reta que contém o ponto A (1, 2) e é perpendi-
cular aretay = 2x+3 é:

Xx+2y-=5=0
2x+y=0

2x+y—-4=0
Xx—2y+3=0
x+3y—-7=0

Sey=2x+3,ey=ax+b éa perpendicular que procuramos, entdo 2a=-1o0
que nos dd

a=-1,

Matematica



Professor

. N 1 . 5
Como essa nova reta contém (1,2), entdo 2 = — E x1+b,ouseja, b= E

1 5
Aretaserdy=— E X+ E' ou seja, 2y =—x+5, que é o mesmo que x + 2y —5 =0.

A opgdo correta é, pois, a opgdo (a).

Qual o valor de k para que as retas de equacdes
3x-2y+5=0 e y=kx-4

sejam perpendiculares e, para esse valor, em que ponto elas se encontram?

3 5
A equacdoreduzidadal2retaé:y= > X+ —, entdo, se a 22 reta é perpendicu-

2
lar a esta, tem-se: k =— 5 e a equacao ficay =-— 2 Xx—4 ou2x+3y+12=0e o0 ponto
3

N

de encontro das duas serd a solucdo do sistema de equacdes:

3x =2y +5=0
2x + 3y + 12 =0

que pode ser resolvido tomando a soma da 19 equagdo multiplicada por 2 com
a 292 multiplicada por 3:

13x +39=0 ou x=- % =—3 e, substituindo este valor na 19 equag¢do:

2y=3(—3)+5=—-4,dondey==-2.

Resposta: k = — 2 e o ponto de encontro é (— 3, — 2).
3



(SAERJINHO — Adaptada) Observe o retangulo representado na figura a seguir

Y

Cc

3
}g
2

Se multiplicarmos os coeficientes angulares das 4 retas suportes dos lados
desse retangulo, que valor encontraremos?

1
-1
-2

Para que a questdo possa ser resolvida, as equagdes
das retas suportes deveriam ter sido dadas

-4

Resposta

O produto dos coeficientes angulares das retas AB e BD é igual a —1. O mesmo
ocorre com o produto dos coeficientes angulares das retas AC e CD. Assim, tem-se, para

o produto dos 4 coeficientes: (-1) x (-1) = 1.







