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Pré requisito: A nocdo de conjuntos, equacao do 2° grau, plano cartesiano,
nocodes de trigonometria.

Metodologia: Turma dividida em grupos de dois alunos, trabalho em grupo e
avaliacdo também em grupo. Aula em laboratério de informatica com o uso do
geogebra.

Avaliacdo: Sempre feita ao final de cada aula, e no final do bimestre com uma
prova.



Introducao

A construgcdo dos numeros complexos passou por diversos obstaculos,
que levaram em média 300 anos para serem vencidos, desenvolvendo, assim,
teorias referentes a esse conjunto numérico. Hoje em dia os numeros
complexos sdo empregados na fisica, na engenharia e diversas outras
situacoes.



Desenvolvimento

RAJ MOHAN, O “ELECTRO MAN”

Aos 7 anos de idade, o indiano Raj Mohan teve de enfrentar a morte de
sua mae. Sua tristeza e desesperanca foram tantas que decidiu acabar com a
prépria vida. Para sua sorte, escolheu uma forma de suicidio que garantiria sua
sobrevivéncia e, mais tarde, sua fama mundo afora: agarrou-se a fios de alta
tensdo desencapados. Esperou, e nada. Nem um choque pequenino, daqueles
sustos que tomamos em chuveiros sem fio-terra.

Raj Mohan descobriu entdo seu enorme poder: tem alta resisténcia a
eletricidade. Na verdade, sua capacidade de ser imune ao efeito nocivo da
eletricidade € explicada por uma combinacdo de fatores muito sutis:
capacitancia, indutancia, resisténcia, entre outros conceitos explicados por uma
area da Fisica chamada Eletromagnetismo. Raj Mohan Nair, nascido na cidade
de Kollam, tem um talento sobre-humano. E conhecido, hoje, como “Electro-

Man”.

Stan Lee, o autor de quadrinhos de super heréis famosos no mundo
inteiro, tais como “Homem Aranha”, “Quarteto Fantastico”, “Hulk”, “X-Men’e
“Homem de Ferro”, apresentou um programa na TV History Channel chamado
“Os super humanos de Stan Lee”. Neste show, apareceram pessoas com es-
tranhos poderes, e um deles foi Raj Mohan. Segundo o programa, Raj Mohan é
pelo menos dez vezes mais resistente a eletricidade do que os seres humanos
comuns. Ele leva um choque de alta poténcia e ndo sente coisa alguma. Ele se
conecta a tomadas e acende lampadas com as maos.

Reiterando que Raj Mohan Nair ndo € um ser humano como 0s outros,
podendo agarrar fios de alta tens&o e colocar os dedos nas tomadas sem risco
para a propria vida, deixamos 0 aviso: se usar esse exemplo em sua aula de
aula, lembre seus alunos de que esse € um caso especial!

Fonte: http://blogs.estadao.com.br/jt-variedades/os-super-herois-estao-entre-

nos-de-verdade/

Mas qual seria a relacdo entre a historia de Raj Mohan Nair e os
numeros complexos?

O que esta por tras desta incrivel histéria de resisténcia “sobrenatural” a
eletricidade sédo conceitos de Eletromagnetismo aplicados na Engenharia
Elétrica, tais como: impedancia, reatancia, corrente, indutancia, entre outros. E


http://blogs.estadao.com.br/jt-variedades/os-super-herois-estao-entre-nos-de-verdade/
http://blogs.estadao.com.br/jt-variedades/os-super-herois-estao-entre-nos-de-verdade/

interessante pensar que a compreenséo de tais fendmenos e a manipulacao
das grandezas envolvidas € possivel gracas aos niumeros complexos.

Algumas destas grandezas fisicas como, por exemplo, a velocidade
instantdnea de uma particula, sdo representadas como vetores no plano
cartesiano, 0 que nos da exatamente a representacdo de um nimero complexo
no plano de Argand-Gauss.

O plano de Argand-Gauss é o plano cartesiano, utilizado para representar os nimeros
complexos geometricamente. O eixo das abscissas corresponde a parte real e o eixo
das ordenadas, a parte imagindria. Esse plano também recebe o nome de Plano
Complexo ou Diagrama de Argand.



Conjunto dos numeros Complexos

O conjunto dos numeros complexos € representado por C, e definido
como o conjunto dos pares ordenados compostos por numeros reais, onde sédo
definidas a adicdo e a multiplicacao e a igualdade.

* Adicdo: (a,b)+(c,d)=(a+c,b+d).

* Multiplicagao: (a,b).(c,d)=(ac—bd, ad + bc).
* lgualdade: (a,b)=(c,d),ondea=c,b=d.

Representacao Algébrica

« Um ndmero complexo representa-se por z =a +ib com a, b € R. Diz-se
que:
a € a parte real de z e escreve-se Re(z) = a;
b é a parte imaginaria de z e escreve-se Im (z) = b.
o Diz-se que:
O complexo z € um namero real se e s6 se Im(z) = 0.
O complexo z é um imaginario puro se e sd se Re (z) =0eIm(z) #.0

O complexo z é nulo se e s6 se Re (z) =Im (z) = 0.

Conjugado de um Numero Complexo

e O conjugado do complexo z = a + ib € o nUmero complexo

z=a-ib.

Rez=Rez
Plah)
T s Imz=-Imz
[ 2 =12
Fa) argz = -arg z




Soma e Subtracdo de Numeros Complexos

Nesta atividade, vocé tera contato com as operacbes de soma e
subtracdo envolvendo numeros complexos. Na verdade, vocé descobrira que
elas muito se assemelham a outros conceitos ja estudados anteriormente.
Preparado?

Por exemplo, como fariamos a soma dos nimeros complexos z = 2 e
w=47?

Uma vez que todo numero real € um numero complexo, tanto faz somarmos
complexos que possuam apenas a parte real, apenas a parte imaginaria, ou
ambas.

Um cuidado deve ser tomado: a unidade imaginaria i distingue a parte real
da parte imaginaria e, sendo cada parte de natureza distinta, ndo podemos
simplesmente uni-las. Assim, o procedimento de soma de dois numeros
complexos se assemelha ao de soma de expressdes algébricas da forma ax +
b.

Sob esta 6tica, temos, por exemplo:

z=2+3i;w=5+2j

z+w=2+3i+5+2i=(2+5)+(3+2)i=7+5i
1. Agora efetue as somas z + w abaixo:

a.z=3:w=5

b.z=2i;w=4i
c.z=5;w=3i
dz=2+3i;w=3

€.z=3+5i;w=3+2i

Para o caso da subtracdo de numeros complexos, mantendo a relacéo
citada acima, basta a troca de sinal da parte real e da parte imaginaria,
seguindo com o0 agrupamento e soma dos termos semelhantes como
anteriormente.

Por exemplo:
Z=5+2i;w=2+i
z-w=(5+2)-2+i)=5+2i-2-i=(5-2)+(2-1)i=3+i



2. Agora, efetue z — w nos casos abaixo:
a.z=6+3i,w=2-4i
b.z=-2+4i;w=3-5i

C.z=3-5i;w=-2+4i



Multiplicacdo e Divisao

Assim como fizemos na soma/subtracdo, podemos considerar a
multiplicacéo e a divisdo como uma operacao envolvendo a forma algébrica, da
mesma forma que fazemos com as expressdes algébricas.

E mais: vocé lembra da “racionalizacdo do denominador de uma fragao”?
Esse é um procedimento bastante efetuado no estudo de fragdes envolvendo
expressodes algébricas e numeros irracionais. Sera utilizado aqui também!

1 . Inicialmente, tente efetuar a operacdo z *w,comz =3+ 2iew =4,

2. Agora vamos complicar um pouco. Efetue a operagdo z *w, com
z =2+ 4iew=3i. Nao se esqueca que, como i=v—1, podemos considerar que
.
i“=-1.

Multiplicacdo de nUmeros complexos
Para multiplicarmos dois nimeros complexos basta efetuarmos a multiplicacéo dois
dois bindmios, observando os valores das poténcia de i. Assim, se z;=a+bi e z,=c+di,
temos que:

21.2; = a.c + adi + bei + bdi®

21.25= a.c + bdi® = adi + bci

21.Z,=(ac - bd) + (ad + bc)i

Observar que : i>= -1

Poténcias de i
Se, por definicdo, temos que i = - (-1)*2, ent3o:

i2=-1
P=ifi=-li=-i

i* = i2.i%=-1.-1=1

P =it 1=1.i=i

i® =i =i.i=i’=-1

i =i i =(-1).i=i ......

Observamos que no desenvolvimento de i" (n pertencente a N, com n variando, os valores
repetem-se de 4 em 4 unidades. Desta forma, para calcularmos i" basta calcularmos i onde r é
o resto da divisdao de n por 4.

Exemplo:
i => 63 / 4 da resto 3, logo i®=i*=-i



Forma Trigonométrica de um Numero Complexo

Um numero complexo possui forma geométrica igual a z = a + bi, onde a recebe a
denominagdo de parte real e b parte imaginaria de z. Por exemplo, para o nimero complexo z
=3+ 5i,temosa=3 e b=>5o0uRe(z) =3 elm(z) =5. Os nimeros complexos também possuem
uma forma trigonométrica ou polar, que serd demonstrada com base no argumento de z (para
z20).

Considere o nimero complexo z = a + bi, em que z # 0, dessa forma temos que: cos® = a/p e
sen® = b/p. Essa relagdes podem ser escritas de outra forma, acompanhe:

cos©=a/p->a=p.cos®

sen® =b/p > b =p.sen®

bi.

I
Q
+

Vamos substituir os valores de a e b no complexo z

Z=p.cosO+p.senBi—>z=p.(cosO+i.senB)

Essa forma trigonométrica é de grande utilidade nos calculos envolvendo potenciacbes e
radiciagoes.

Exemplo 1

Represente o nimero complexo z =1 + i na forma trigonométrica.
Resolugdo:

Temosquea=leb=1

p=CD D

p=A1+1

p=+2
_a_1.,2_2_,,

oose—p—ﬁ*w&.— S =45
b 152 5 .,

R i

A forma trigonométrica do complexo z =1 +i é z = V2.(cos452 + sen452 . i).


http://www.brasilescola.com/matematica/forma-trigonometrica-um-numero-complexo.htm
http://www.brasilescola.com/matematica/forma-trigonometrica-um-numero-complexo.htm

VETORES NO PLANO

Como dissemos na segdo anterior, nesta secao promovemos um
aprofundamento sobre o assunto de numero complexo. Esse aprofundamento
vai um pouco além do Curriculo Minimo. Iniciaremos o assunto, fazendo uma
rapida revisao sobre o conceito de Vetores no plano.

Um vetor do plano cartesiano (X,y) satisfaz a seguinte propriedade: se d é a
medida da distancia do ponto (x,y) a origem do plano, entdo, pelo Teorema de

Pitagoras, temos ««

Dai, temos que a distancia, sendo um numero positivo, pode ser tomada
comod =./x? + y?

Nesse caso, estamos usando as chamadas coordenadas retangulares.
Mas estas podem ser um empecilho para a facil descricao de algumas curvas e
gréficos. Para contornar tais dificuldades, uma possibilidade é a introducdo das
coordenadas polares, que sdo um modo pratico de descrever tais vetores.

Um vetor no plano, visto como objeto geométrico (a “seta” muito util para
estudo na Fisica, por exemplo), pode ser determinado, usando-se somente
duas caracteristicas particulares de cada um:

(i) Seu comprimento, isto €, o numero d, distancia de (x,y) a O, exibido
acima;(ii) O angulo que o vetor faz com um dos eixos cartesianos, que Sao
nossa referéncia. Como convengao, usamos o0 eixo Ox. Isto determina o que
comumente chamamos sua direcéo e sentido.

Nas figuras abaixo, exibimos alguns exemplos de vetores com mesmo
comprimento e dire¢des diferentes, e vetores com mesma dire¢éo e sentido, e
comprimentos diferentes:



FORMA POLAR DE UM VETOR NO PLANO CARTESIANO

Considerando que a notagéo que usamos deve ser, sempre que possivel,
de facil memorizacdo, a seguir, mudamos a notacdo de d para r, apenas
porque o comprimento do vetor determina o raio de um circulo com centro na
origem do plano. Assim, o conjunto de vetores de mesmo comprimento d = r
forma um circulo de centro em O.

Considere 6 o angulo formado entre o eixo positivo de x, OX, e o vetor no
sentido anti-horario. Ou seja, o0 dngulo 6 comega a ser medido na parte positiva
do eixo das abscissas e termina no vetor percorrendo esse caminho de forma
anti-horaria e varia entre 0 e 21r.
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Observando a figura 4 e aplicando as definicbes de seno e cosseno, obtemos:

sin8 =X<:>y=rsin9
r

X
cosf =—< x =rcosf
r

Observemos que r:= xz + y. é satisfeita pelas descri¢cdes acima:
X2+ y2=(r cos B)2+ (r sen 8)2=rz2[(cos 6)2+ (sen 8)2] =2, ja que (cos B)2+ (sen B)2= 1.

Esta relagdo permite a construgcdo da forma polar. Ela é a base de tudo. Sendo, assim, vamos
seguir em frente.

Os exercicios utilizados em sala de aula séo extraidos do livro texto da turma em que estou
trabalhando. Livro: Dante ensino médio.

Também oriento meus alunos a assistirem video aulas do youtube como por exemplo:

Disponibilizo um video para que os alunos revisem 0 assunto em casa.
http://www.pensevestibular.com.br/vestibular/aula-sobre-numeros-complexos-forma-algebrica

Avaliacdo em grupo de quatro alunos apés a apresentacao e execucdo dos exercicios.
Duracao das aulas: trés semanas.

Bibliografia: Roteiros de acéo, textos base .


http://www.pensevestibular.com.br/vestibular/aula-sobre-numeros-complexos-forma-algebrica

