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Avaliacdo da Execucdo do Plano de Trabalho 1

NUMEROS COMPLEXOS

Pontos positivos

Com o plano foi possivel prever barreiras e ja trazer alternativas para
ultrapassa-las. As charges utilizadas foram um atrativo inclusive para iniciar o
conteldo através da histéria da matematica, ao passo que o uso do Geogebra
aproximou os alunos de conceitos abstratos, dificeis de serem “imaginados” e
mais esclarecidos quando visiveis. A utilizacdo do papel quadriculado para a
construcdo dos gréaficos permitiu uma melhor organizacao e avanco em relacéo a
ordem numérica, j& que muitos alunos (ainda) tinham ddvidas em relacdo a
posicdo dos numeros nos eixos. Interessante também que alguns alunos

conseguiram associar com os vetores estudados em Fisica.

Pontos negativos

Na maioria das aulas houve a participacdo ativa dos alunos, porém, como
se trata do ensino noturno, ha muitos alunos faltosos e estes quando aparecem,
normalmente ficam “perdidos” na aula, fazendo o possivel para atrapalhar. Outro
ponto negativo foi o fato de néo ter planejado uma aula prévia para tratar de
equacles do 2° grau. A maioria ndo lembrava que graficamente teriamos uma
parabola, ou que os valores de x sdo as raizes da equacao e que, quando o
discriminante € maior que zero, sdo nestes pontos que a parabola intercepta o
eixo dos x. Tive que acelerar em outros momentos, pois foi preciso abrir um
paréntese para abordar todos estes topicos. Outro grande problema foram os
calculos algébricos: muitas duvidas com sinais (para todo e qualquer céalculo a
turma utilizava a frase “menos com menos € mais”, e isso claro, nao se aplica a
adicdo e subtracdo), e muitas dificuldades com produtos notaveis ou até mesmo a
propriedade distributiva (a maioria comeca multiplicando e termina somando). Isso
demandou um tempo maior com conteudos anteriores e fez com que o contetdo

atual fosse abordado num tempo menor.



Alteracdes

Como de forma geral havia duvidas em relagdo a conteudos anteriores, a
alteracdo seria na adequacdo do tempo, reservando um momento previamente
especificado para estes contetdos. Para isto, apresentaria apenas um grafico
relativo a equacdo do 2° grau com duas raizes reais e um grafico com raizes
complexas; e, sO para efeito de curiosidade, um gréfico de uma equacédo do 3°
grau. Assim, sobraria mais tempo para uma aula inicial em forma de resumo de
conceitos anteriores como produtos notaveis, raizes de uma equacgao do 2° grau e

sua relagdo com o grafico, bem como calculos com ndameros irracionais.

Impressdes dos alunos

Inicialmente foi uma barreira e tanto, pois a turma de 32 série na qual
trabalho € muito variada em relagdo a seus objetivos. Apenas 5% da turma pensa
em prosseguir com alguma forma de estudo, a maioria esta focada em arrumar
um emprego. Conceitos que eles conseguem perceber sua presenca no cotidiano
até é interessante, mas fora isso... No entanto, ao organiz-los em duplas e trazer
a tona os aspectos histoéricos do contetudo, ficou mais intensa a participacédo. Eles

sentiram muitas dificuldades porque, embora quase todos lembrassem como

~ . —b++/b?-4ac :
resolver uma equacéao do 2° grau (a féormula x = 5 era conhecida por
a

todos), apenas 2 alunos lembravam das relacdes como soma e produto de raizes,
ponto de interseccdo no eixo das abscissas como raizes da equacao e também

produtos notaveis (quando estava abordando a divisdo de nimeros complexos).

De acordo com a autoavaliacdo (realizada no ultimo encontro relativo a
esta aula), mais de 65% dos alunos responderam “sim” a questdo 10 (10. Vocé
esta satisfeito com a aprendizagem decorrente da disciplina). Por outro lado, mais
de 50% responderam “ndo” a questdo 15 (15. Aplica seus proprios métodos e
processos de trabalho visando uma melhor execugéo das tarefas propostas).
Percebe-se assim, que a maioria ainda ndo desenvolve sua autonomia na
resolucdo de questdes, repetindo mecanicamente o que é apresentado pelo
professor. Pouquissimos foram os alunos que perceberam, por exemplo, que o

produto de i2 por qualquer niumero é igual ao seu oposto.



Plano de Trabalho 1

NUMEROS COMPLEXOS

Introducéo

O presente plano de trabalho tem por objetivo principal proporcionar uma
melhor compreensdo acerca da solucdo de equacdes polinomiais que néao
possuem raizes reais e, discutir assim a formulacdo de um significado para essas
“novas” raizes por meio da construgdo de um novo conjunto numeérico: o conjunto
dos numeros complexos. Normalmente, até a 32 série do Ensino Médio os alunos
percebem que determinadas equacdes ndo possuem solucdo. No entanto, ao
analisar o grafico relativo a essas funcdes, vem a tona a seguinte questdo: como
algo que algebricamente é “impossivel” de se resolver tem uma representagao

geométrica?

O assunto serd apresentando aos alunos focando principalmente a
interacdo e o espirito investigativo. Por meio de aulas projetadas com o uso de
datashow, além de um pouco de histéria da matematica e exemplos de aplicacdes
deste assunto no campo da Engenharia, Aerodinamica e outros, o tema sera
abordado com o objetivo de se atingir um nimero maximo de alunos. Antes de
introduzir o conceito de numero complexo, sera realizada em conjunto com a
turma uma lista de atividades relacionadas aos pré-requisitos mencionados no

desenvolvimento deste plano.

A apresentacao do assunto, sua aplicabilidade, a resolucéo de atividades
referentes ao tema e as avaliagOes serdo realizadas em 15 tempos de cinquenta

minutos cada um.

Desenvolvimento

Atividade 1 — Nameros Complexos — Um papo inicial

Duracao: 150 minutos (3 aulas)



Objetivos: Ampliar a visdo em relagdo aos conjuntos numericos e compreender a
construcdo deste conjunto do ponto de vista historico.

Habilidades e Descritores relacionados:

H57: Resolver problemas envolvendo funcao do 2° grau.

C3: Resolver problemas que recaiam na resolu¢cdo de uma equacéao do 2° grau da
forma ax2 +c =0, coma # 0.

Pré-requisitos: Resolucao de equacdes do 1° e 2° graus.
Organizacéo da turma: Em duplas

Recursos: Computador com Geogebra instalado, Datashow, folhas de atividades,
livro didatico e charge impressa em folha A4.

Metodologia:

Apresentar a charge abaixo e um pequeno texto sobre a histéria do
surgimento dos numeros complexos, levantando questdes como a disputa pela
descoberta, os aspectos humanisticos envolvidos e, principalmente, toda
indagacao ao redor das férmulas utilizadas por nés até hoje.

A partir de entdo, apresentar a fungéo polinomial do tipo f(x) = ax3 + bx + c,
especificamente a funcéo f(x) = x3 - 15x — 4, citando x = 4 como uma de suas

raizes reais e levantando a questdo: como encontrar as outras raizes?




Projetar entdo os graficos a seguir com o Datashow identificando que se
trata de uma funcao do tipo f(x) = x2 + a,
ou seja, o coeficiente de x € nulo e
quando a < 0, esta possui duas raizes

reais e distintas.

Em seguida, alterar o parametroa < 7
para um valor positivo e assim, trazer a

tona a observacdo sobre a forma do

grafico e a interseccado com o eixo das abscissas.
Apresentar entdo, a questdo 1 da

lista de exercicios que ja foi previamente

distribuida. Mostrar a relacdo entre o

valor do discriminante e as raizes de a3

uma equacao, bem como a relagéao entre

o valor do coeficiente de x2 e a

concavidade da parabola.

Neste momento langa-se a fungéao .3

e
do 3° grau f(x) = x3 - 3x — 2 para mostrar — .5 .
como fica o gréfico e citar, com base 1

neste grafico, a parte  historica w3
envolvendo os estudos de Cardano e

Tartaglia, no século XVI, que gerou a

seguinte formula para resolver equacdes

do tipo x® =px + Q:

I
P | o5

| a 2 = o P
Fign - P q cg = N
+1G) @)+ |5 |G +6)
\

Com a formula apresentada, pedir aos alunos que encontrem uma raiz da
funcéo f(x) = x® - 3x — 2. Em seguida, e langando mé&o da mesma formula, pedir

que encontrem uma raiz da funcéo f(x) = x® - 15x — 4. Quando os alunos se

depararem com a expressado X = %/2+\/—121+3§/2—\/—121é 0 momento para
mostrar que a presenca da raiz negativa foi o pontapé para a constru¢cdo do novo

conjunto numérico.



A partir de entdo, apresentar a unidade imaginéria i como (‘V_l) e mostrar

que € possivel substituir v-121 pela expressao vi21 J-1 ¢ gue resulta em 11.i.
Finalizar com um exemplo de raiz de um nimero negativo sugerido por um

aluno escolhido aleatoriamente, além de distribuir a tirinha abaixo.

CLARO, ONDE ELE ESTAZ
POR QUE NINGLEM
ESTA BEM AGUY MAIS CONSEGLE TE VER?Z

e B ]

Para fixar-...

Exercicios: Livro didatico e folha de atividades — Resolucdo de equacdes
do tipo x2 + a = 0, quando a > 0.

Curiosidade...
Lancar para os alunos o seguinte nome para ser pesquisado na Internet:
Raj Mohan Nair.

Atividade 2 — Numeros Complexos

Duracao: 150 minutos (3 aulas)

Objetivos: Operar algebricamente com numeros complexos.
Habilidades e Descritores relacionados:

H36: Efetuar calculo envolvendo operagdes com numeros complexos na forma
algébrica.
H57: Resolver problemas envolvendo funcao do 2° grau.

Pré-requisitos: Construgdo de graficos e adicdo e subtracdo de termos
algébricos.

Organizacao da turma: Em duplas

Recursos: Folhas de atividades, livro didatico e charge impressa em folha A4.



Metodologia:

ApoOs fazer referéncia ao “Electro-Man” e sua relagdo com conceitos da
Fisica e do Conjunto C, chega-se o0 momento de apresentar a forma algébrica dos
nameros complexos, tendo identificadas sua parte real e sua parte imaginaria. Os
alunos serao levados a relembrar sobre os eixos das abscissas e das ordenadas,
bem como a relagdo destes com a Fisica, quando vetores sdo representados no
plano cartesiano. Cabe relembrar a representacéao da velocidade instantanea, por
exemplo, no plano de Argand-Gauss.

E o momento também de comecar a apresentar as definicbes de modo
mais formalizado.

Definigdo: Chamaremos de conjunto dos nimeros complexos, o conjunto definido por:
C={a+bi/a, b;i2=-1}, onde i é chamado de unidade imaginéria.

Folhas de papel quadriculado seréo distribuidas a cada aluno para que
representem os numeros complexos dados na lista de atividade. Apresentar a
ideia de que todo numero real € um nimero complexo, mas que nem todo numero
complexo € um namero real. Reconhecer que se a parte imaginaria for nula (igual
a 0) o numero € real; e se a parte real for nula, o numero é chamado de

imaginario puro.
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Serdo tratados assuntos como igualdade entre numeros complexos,

conjugado de um complexo, bem como a operacionalizagdo dos mesmos.

A partir de entdo, serdo realizadas as operacfes de adicdo e subtracao
entre numeros complexos. Vale realcar a importancia de se operar considerando
a parte imaginaria como uma incognita e a parte real, outra. Adicionando parte

real com parte real e parte imaginaria com imaginaria.



Cada dupla recebera uma adicdo e uma subtracdo entre numeros
complexos para ser calculada. A partir de entdo, solicitar aos alunos que
representem estes resultados no plano de Argand-Gauss construido na folha de

papel quadriculado, e exp6-los no mural da sala.

Recursos: Livro didatico e listas de exercicios complementares com questdes de

concursos anteriores.

Para fixar...

Exercicios: Livro didatico e folha de atividades — Adicdo e subtracdo de
nameros complexos e construcao gréfica.

Curiosidade...
Pegar o e-mail dos alunos e enviar o video Dimensions disponivel em
http://www.dimensions-math.org/Dim PT.htm.

Atividade 3 — Operac6es com Numeros Complexos
Duracao: 150 minutos (3 aulas)

Objetivos: Operar algebricamente com nimeros complexos.

Habilidades e Descritores relacionados:

H36: Efetuar calculo envolvendo operacdes com numeros complexos na forma
algébrica.

Pré-requisitos: Potenciacdo, construgdo de graficos e multiplicacdo de termos
algébricos, produtos notaveis.

Organizacao da turma: Em duplas

Metodologia:

Distribuir uma lista de atividades em forma de “resumé&o” contendo: calculo
de poténcias de base literal e expoente inteiro, propriedades das poténcias como
multiplicacdo e divisdo de poténcias de mesma base, produto da soma pela

diferenca de dois termos.


http://www.dimensions-math.org/Dim_PT.htm

1
EXERCICIOS SOBRE PROPRIEDADES DE POTENCIAS
QUESTAO 01 — Determine o valor da QUESTAO 04 - Utilizando as
expressao 2%.22.2% .2 utilizando  as propriedades de poténcia. ximpliﬁque a
propriedades de poténcia: expressio 8°-87.8° +8+87
a) 8%
a) 2!() b) 827
b) 2{1 c) 8%
e) 2% d) ‘8%
d) 27
QUESTAO 05 - Simplifique a
QUESTAO 02 — Dada a expressio expressio {[(37 -3+3%.3 -3+3"”}
5 +5%+5% +5" =5, determine a sua
forma simplificada utilizando as a4 3160
propriedades de poténcia: b 3330
c) 343{)
a) 537 o 356
B 5%
<) 53601)
d) 5-]7
QUESTAO 03 — Valendo-se de seus
conhecimentos sobre as propriedades de
poténcia, qual a forma  mais
simplificada de escrever a expressio
3
el

Produtos notaveis

PRODUTO DA SOMA PELA DIFERENCA DE DOIS TERMOS

Boy) . gey) o # - Y
Boma dos m Crameynao w
Inrnos Bow tnmos do 1 wmo 4o 2* e

O produto da soma pela diferenca de dols termos & igual so quadrado do
primeiro lermo menos o quadrado do segundo termo.

(Ax +7)(4x = 7) = (4x)2 — (7)? = 16x2 - 49 (11x2-5x)(11x2+5x)=(11x2)2—(5x)? =121x*— 25x2
(12x + 8)(12x — 8) = (12x)? — (8)2 = 144x2 - 64 (20b — 30)(20b + 30)=(20b)>—(30)? = 400b2-900

EXERCICIOS

1) Calcule 0 produto da soma pela diferenca de dois termos:

a) (
b)(y-7).(y+7)=(R:y?-49)
c) ( ). (x-3)=(R:x2-9)

d) 2x+5).(2x - 5) = (R: 4x2 - 25)
€)(3x-2).(3x+2)=(R:9x2-4)
f) 5x +4) . (5x - 4) = (R: 25x2% - 16)

g) Bx+y) (Bx-y)=(R:9x%-y?)

X+y).(x-y)=(R:x2-y?)
X+ 3




De forma analoga, mostrar as poténcias de i, bem como a multiplicacéo de
um complexo por outro diferente dele — mostrar a importancia da propriedade
distributiva e dos produtos notaveis. Associar a unidade i como uma incégnita (um
X, por exemplo) e mostrar que o produto de qualquer niumero por 2 € igual ao
oposto deste numero.

Enfatizar, por exemplo, que ao aparecer no denominador 4 — 2i?, isso pode

ser encarado como 4+2.

Recursos: Papel quadriculado, livro didatico e lista de atividades.

Para fixar...

Exercicios: Livro didatico e folha de atividades — Calculo das poténcias de i,
multiplicacéo e divisdo de nimeros complexos e construcdo grafica.

Curiosidade...
Pedir aos alunos que tragam imagens de fractais encontradas na Internet

e enviem para meu e-mail dizendo o que descobriram sobre a relacdo destes com

ndmeros complexos.

Atividade 4 — Operac6es com Numeros Complexos
Duracao: 150 minutos (3 aulas)

Objetivos: Operar algebricamente com nimeros complexos.
Habilidades e Descritores relacionados:

H36: Efetuar calculo envolvendo operagdes com numeros complexos na forma
algébrica.

Pré-requisitos: Divisdo por nimeros irracionais, produtos notaveis.
Organizacao da turma: Em duplas

Recursos: Computador, Datashow, lista de atividades, livro didatico e papel
quadriculado.



Metodologia:

Relembrar o conjugado de um numero complexo e mostrar a sua
importancia no momento da divisdo. Associar isso com a divisdo por nameros
irracionais e assim, efetuar a divisdo com numeros complexos. Realizar a lista de
atividades envolvendo poténcias, multiplicacédo e divisdo de nimeros complexos,
representando os resultados no plano de Argand-Gauss.

Apresentar 0 passo a passo da divisdo com projecdes do Datashow, como
a seguir:

Ao dividirmos dois nimeros complexos devemos escrevé-los em forma de fracéo e
multiplicarmos o numerador e o denominador pelo conjugado do denominador, veja
como:

Dados dois nimeros complexos z; e z,, para efetuarmos a divisao dos dois devemos
seguir a seguinte regra:

Z, a+bi _(a+bi)(c—di) ac—adi+bci—bdiz (ac+bd)+(bc—ad)i
7z, c+di (c+di)c—di) c2—d2i2 - c2+d?2

Atividade proposta: Observar a questdo a seguir e resolver as letras a e b.

xdl
Lt

FUVEST 2008 - 2°%fase - Matemdtica - Questdo 9

i - 14 i\“s
A figura na pagina de respostas representa o nimero @ = - 5 no plano
complexo, sendo i =+ -1 a unidade imagindria. A
Nessas condigdes, ‘,
a) determine as partes real e imagindriade (1/») e &° "/)/ T
b) Represente (1/®) e & na figura ao lado. // \ N\
c) determine as raizes complexas da equagdo z’ -1 = 0. \

Solugdo

, N
at.o 2 (2B _-2-2/V3 -1-/73 S |
® -1+/33 \(-1-/3 1+3 2 ‘
Sanbi=-2-27 ba=cZib=222
2 2 2
P j"{fy?)‘[ i!:fj,'z??]’: C2473) @-2/V3-3) 2-2/V3+2/3 -2/7J5"
2 2 2 4 2.4
24+2-3

A 4R A3 QR S REER A dE

-1 Mas o® = a'+b'7r =1 +Or.

s = o = e s

Recursos: Papel quadriculado, livro didatico e lista de atividades.
Para fixar...

Exercicios: Livro didatico e folha de atividades — Divisdo de numeros
complexos.



Avaliacao

Duracgao: 150 minutos (3 aulas)

Os alunos seréo avaliados continuamente por meio de listas de atividades,
discussbes com o0 grupo acerca dos assuntos apresentados, um simulado de
exercicios, além de uma autoavaliacdo realizada na ultima aula. As avaliacdes
sinalizardo dificuldades e obstaculos a serem eliminados para que os alunos

cheguem ao final das aulas capazes de:

Cl - Efetuar a adicdo de dois ou mais | C3 - Efetuar a multiplicagdo de dois ou mais

ndmeros complexos na forma algébrica; nameros complexos na forma algébrica

C2 - Efetuar a subtracdo de dois ou mais | C4 - Efetuar a divisdo de dois ou mais nimeros

nameros complexos na forma algébrica complexos na forma algébrica.

Em anexo, o questionario para a autoavaliacdo dos alunos.
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Anexo — Questionério para autoavaliagcao

Para cada pergunta foram apresentadas cinco alternativas, exceto em algumas,
com duas alternativas (“sim” e “ndo”), as quais estdo identificadas nas questoes. As
alternativas séo:

Sempre

— Quase sempre
—  Asvezes

— Nunca

— Na&o se aplica

. As aulas corresponderam as suas expectativas:

. O professor domina o conteudo e esta atualizado.

. O professor tem bom relacionamento com os alunos e é aberto ao dialogo.
. Os recursos didaticos utilizados na disciplina sdo de boa qualidade.

. Vocé conseguiu acompanhar os contetdos apresentados.

. A sequéncia e organizacao dos conteudos da disciplina sdo adequadas.

. Existe um bom relacionamento entre os alunos.

. Aturma é assidua as aulas, comprometida e responsavel.

© 00 N O 0o M W N P

. Ha interesse e envolvimento da turma com a aprendizagem na disciplina.

10. Vocé esta satisfeito com a aprendizagem decorrente da disciplina.

11. Vocé esteve atento e concentrado durante as apresentacdes dos conteddos
tematicos da disciplina e empenhado na execuc¢do das tarefas propostas.

12. Vocé mostra em preocupacado em ser autbnomo na realizacao das tarefas.

13. Desempenha papel social positivo no funcionamento da turma como um
grupo.

14. Voceé esclarece suas duvidas em devido tempo.

15. Aplica seus proprios métodos e processos de trabalho visando uma melhor

execucgao das tarefas propostas.



