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Avaliacao da Execucao do plano de Trabalho.

A remodelagem deste plano de trabalho tem com objetivo acrescentar e incluir
mais exercicios e figuras que possam de alguma forma apresentar as aplicacfes dos
numeros complexos no dia a dia de nossas vidas.

Avaliacao da implementacao do plano de trabalho.

Pontos positivos: a abordagem de aplicagdes dos numeros complexos, fez
com que os alunos percebessem que a matematica é importante nas avaliaces externas
e deram como exemplo o SAERJINHO. Os alunos participaram com muitos
questionamentos e como seria interessante utilizarmos de recursos tecnoldgicos para
facilitar o entendimento das aplicacfes. Percebi que muitos dos meus alunos ficaram
mais interessados pelas aulas.

Pontos Negativos: foram poucos, o que mais atrapalhou foi a falta de
alguns alunos, porque na aula seguinte quando chegava ndo conseguia acompanhar o
assunto tratado e falto de os alunos conheceram muita tecnologia, mas desconhecem a
verdadeira importancia dela, que usar para sua educagéo (dele).

Alteracoes: inclusdo de mais exercicios e figuras.

Impressoes dos alunos: foi melhor do que eu esperava, pois, os alunos
foram fundamentais no cumprimento da execucdo das aulas, ficaram muito interessados
com o uso do GEOGEBRA para a construcdo de graficos.

Introducao: o assunto, apresentei com um exemplo de aplicagdo real, que foi
o exemplo do paraquedista e em seguida um pouca da Historia dos niUmeros complexos
e como pre-requisito fiz uma revisao de resolucéo de equacdo do segundo grau.

Desenvolvimento: pela reacdo e a empolgacdo dos alunos fique
convencido que a clareza da aula atingiu o objetivo esperado. A metodologia foi
apresentada com uso de exemplos que tivessem aplicaces no dia a dia. Os recursos
foram apresentados e utilizados, inclusive os alunos na semana seguinte a nossa aula
utilizaram da tecnologia (computadores e o projetor de multimidia) para apresentar 0s
gréficos de informacdes geografica da regido Sudeste. (Projeto “O CEPA TEM A
CARA DO BRASIL”).

Avaliacao: quando apresentei meu critério de avaliagcdo, os alunos que
falaram, disseram que tinham entendido. Assim, executei as avaliacbes com apresentei.

Minha conclusdo foi de muita empolgacdo com o curso de formacéo
continuada.

Abaixo, segue o plano remodelado.
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INTRODUCAO

Este presente trabalho tem como objetivo fazer com que os alunos percebam que a
Matematica € uma ferramenta de inimeras aplicaces e compreendam como 0s nimeros
complexos tém muitas aplica¢fes na vida diaria deles, tentando apresentar o assunto de
maneira contextualizado sempre que poder. Dando como exemplos de aplicacBes: a
Engenharia Elétrica e os nimeros complexos e circuitos monofasicos.

Como sabemos que nossos alunos apresentam uma grande defasagem no dominio de
conhecimentos matematica, tanto no raciocino l6gico quanto na interpretacdo de texto
para equacionar solugbes - problemas. Por isso, é instigante mostrar as areas de
aplicacdo do contetdo estudado. Com isto, mostra que o estudo de matematica
transforma a vida nossa de cada dia.

Para garantir o bom desenvolvimento do contetido precisa de uma revisdo de: equacoes
do primeiro grau, marcar ponto no plano cartesiano, funcdo do primeiro grau, equacoes
e funcdo do segundo grau e a construcao de graficos. Esta revisao serd realizada durante
0 percurso e quando necessaria, podendo ser feita com a resolucéo de exercicios. Tempo
que preciso seis (6) tempos de cinquenta minutos para execu¢do do conteudo e
exercicios de fixacdo e complementares (incluindo dois tempos para aplicacdo de
avaliacdo escrita).

1- Desenvolvimento:

Atividade 1 — Uma aplicacéo da funcéo do segundo grau com raizes reais.

a) Habilidade relacionada(H46): reconhecer numeros reais em diferentes
contextos.




b) Pre-requisitos: revisdo das operagdes elementares com ndmeros reais;
identificacdo de raizes de uma funcéo a partir da sua representacdo grafica e
marcar ponto no plano cartesiano.

¢) Tempo de Duracdo: 100 minutos.

d) Recursos educacionais utilizados: folha de atividades, os computadores
(a Escola tem um laboratério) com Geogebra instalado e o Data show, livro
didatico, quadro branco, uma ficha resumo e canetas.

e) Organizacdo da classe: para apresentacdo do assunto individual e em grupo de
trés quando forem usar os computadores e resolver os exercicios.

f) Objetivos: Apresentar 0s niumeros complexos como mais uma ferramenta
matematica.

g) Metodologia adotada:

Comecar o assunto apresentando um exemplo que tenha uma relagdo com
aplicacdes reais:

Funcao quadratica

Paraquedista em queda livre.




A fungao quadratica.

E chamada queda livre 0 movimento na vertical que os corpos, soltos a partir do
repouso, sofrem pela acéo da gravidade, desprezando-se a resisténcia do ar.

Um paraquedista, conhecendo seu tempo de queda — isto é, do momento em que salta
da aeronave até 0 momento em que abre o paraquedas —, pode determinar a distancia
que percorreu por meio de uma funcéo. A distancia percorrida As ( em metros) pelo
paraquedista em queda livre, depois de um intervalo de tempo t ( medido em

segundo a partir do zero), pode ser modelada pela fungdo: As(t) = %gtz .a

constante g corresponde a aceleracdo da gravidade que, nas proximidades da
superficie da Terra, mede cerca de 9,8m/s?. Assim: As(t) = 4,9t2.
Asse sentenca € um exemplo de lei de formacdo de uma funcgdo quadratica.

Apresentado a situacdo do paraquedista acima. Fazer a definicdo de fungéo do segundo

grau:
Uma funcgdo f: R - R chama-se fung¢do quadratica ou fung¢do polinomial do 22 grau
quando existem nimeros reais a, b e ¢, com a # 0, tal que f(x) = ax? + bx + c, para todo
xeR.

Exemplos de fungbes do 2° grau:

fRoOR, f(x)=x>+5x+4,emquea=1 b=5ec=4
fiR->R, f(x) =2x*>,emquea=2 b=0ec=0
fiR->R, f(x) =—-3x*+12,emquea=-3, b=0e c =12

SITUACOES QUE RECAEM EM UMA FUNCAO QUADRATICA.

Como ja dissemos, ha varias situacfes para as quais é possivel criar modelo
matematico, muitas delas recaem em fun¢des quadraticas. Vamos analisar uma.

Uma situacao da Fisica

Considere a situacao do paraquedista.
A funcédo do paraquedista acima é definida por: As(t) = %gtz.
A distancia percorrida As (em metros) pelo paraquedista em queda livre. Et é o

intervalo de tempo (medido em segundo a partir do zero). A constante g corresponde a
aceleracéo da gravidade que, nas proximidades da superficie da Terra, mede 9, 8m/s?.

Assim, As(t) = 4,9t

a) Qual foi a distancia percorrida pelo paraquedista se o tempo livre foi 15s? E se
esse tempo fosse 20s, que distancia ele teria percorrido?
Resolucdo: considere a funcdo: As(t) = 4, 9t?
1) Parat = 15, temos As(15) = 4,9(15)? = 1.102,5. Apds 15s de queda livre,
0 paraquedista estava a 1.102,5m de onde fez o salto. (o aluno pode utilizar
a calculadora cientifica para fazer os célculos)



b)

1)

2)

3)

4)

2) Parat = 20, temos: As(20) = 4,9 (20)? = 1960. Entdo, se o0 tempo de
queda livre fosse 20s, o paraquedista estaria a 1.960m do ponto em que
saltou, ou seja, estaria mais proximo da superficie da Terra do com 15s de
que livre.

Observacdo: o t (tempo em segundos pode ser apresentado com eixo dos X:
horizontal) e 0 As (espago percorrido pode ser apresentado com dos y:
vertical)

Um paraquedista planeja cair 4.410 m antes de abrir seu paraquedas. Quanto
tempo ele ficara em queda livre?

Consideremos a lei, As(t) = 4.410 e calculamos o valor de t:
4,9t? = 4410 - t2 =22 52 =900 —t = —30 ou t = 30. Comot

representa o tempo de queda livre, consideramos apenas o valor positivo de t.
Assim, o tempo em que livre do paraquedista seré de 30 segundos.

Exercicios propostos em duplas.

As funcdes em R abaixo, sdo fungdes quadraditicas, escreva no seu caderno o
valordea,bec.
a) f(x)=x%—4x—3; Respostas esperadas:
b) f(x)=x?-09; a) a=1; b=—4c=-3
) f(x) = 6x? b) a=1, b=0; c=-9
d) f(x) =—3x*+2x. ) a=6 b=0; c=0
d a=-3; b=2; ¢c=0

Dada a fungdo f(x) = —x2 + 5x + 6, calcule os valores de:
a) f(=D Valores es :
perados:
b) f(V2) 2 0
4
o f(-3) b) 445V o

Observe a foto de uma gota em queda livre.
Nesta foto,
foi utilizado um metodo que permite visualizar
as posicoes de uma gota em queda livre de
acordo com a variagdo do tempo.
Esse tipo de fotografia € chamado de estroboscopica. A lei que relaciona a
posicdo (em metro) do objeto em funcdo do tempo (em segundo) é
s(t) = 4,9 x t%. Calcule aposicio sdagotaparat =1; t=2e t =3

Resposta: s(1) =4,9m; S(2) =19,6 me s(3) =44,1m

Em certa fase de um campeonato, 0s times jogam turno e returno, ou seja, cada
time jogou duas vezes com cada um dos outros times: uma partida no préprio
campo e outra no campo do adversario. Sabendo que nessa fase houve 56 jogos,
quantos eram os times?

Resposta:
Numero de
times x,

x(x —1) = 56.
X=8, 8times




Podemos perceber que os exercicios 3 e 4 sdo de muita importancia para serem feito e
discutido com a turma, pois tem aplicacGes pratica e cotidiana.

Atividade 2 - conjunto dos Numeros Complexos

a)

b)

c)
d)

Habilidade relacionada: Identificar e representar o unidade imaginaria,

identificar o conjunto dos nimeros complexos e representar um nimero
complexo na forma algébrica.

Pré-requisitos: revisdo de calculo de raizes de uma equacdo do segundo grau e

operacdes algebricas.
Tempo de duracéo : 240 minutos.

Recursos Educacionais Utilizados: livro didatico, computador (laboratério de

informética), calculadora cientifica e de celulares, batalha naval, quadro e
materiais que escola tem disponivel.
Organizacdo da turma: individual para a exposicdo de contetido, em duplas

para a realizacao de atividade e na hora de fazer os exercicios complementares.
Metodologia adotada. Apresentar um pouco da Historia dos niumeros

complexos e suas aplicacdes, logo em seguindo apresentar a unidade imaginaria
e como ela e necesséria para a resolucéo de equagdes que ndo tem raizes reais.

Numeros complexos

Geroénimo Cardano
1501-1576

|

Quebrando um solene juramento de siléncio feito a
Tartaglia, publicou a obra intitulada Ars Magna (Arte
maior), na qual apresenta a formula descoberta por
Tartaglia. A primeira dificuldade surgiu quando Cardona
aplicou essa formula na resolugdo da equagdo x3 —

15x = 4, chegando & solug&o:

X = i/z +V—-121 + i/z —+/—121. Nela, aparece a raiz
quadrada de um numero negativo, o que era considerado
inexistente na época. Parem Cardano ja sabia que x = 4
era uma solucdo da equacao x3 — 15x = 4,
pois: 43 — 15 x4 = 4 = 64 — 60 = 4. Isso fez com
que surgisse um impasse, pois Cardano ndo conseguiu
compreender como aplicar a férmula nesse caso.




Leonard Euler
(1707 - 1783)

!

Usou pela primeira
vez 0 simbolo i para

representar v—1.

Como vocé pode observa, na linha do tempo acima, o surgimento dos nimeros
complexos esta relacionado com as resoluc@es de equagdes de 3° grau, em que
apareceram raizes de numeros negativos. A existéncia de um “novo tipo de nimeros”
foi de dificil aceitacdo, mas, com tempo, diversos matematicos trabalharam com
esses numeros. Seu maior desenvolvimento somente se deu ap0s a descoberta de
aplicacdes em outras areas.

Hoje em dia, aplicacGes desses novos numeros adquiriram uma enorme importancia
no campo da Engenharia ( por exemplo, na modelagem de circuitos elétricos, no
movimento de liquidos e gases ao redor de obstaculos), na Aerodindmica ( no calculo
da forca de sustentagédo da asa de um avido), na Geometria fractal em sistemas
dinmicos ( por exemplo, no estudo da interferéncia em linhas de transmisséo de
energia e telefonia) e entre outras.




Apos esta breve apresentacdo Historica, comeca a parte de defini¢do da Unidade
imaginaria.

Exemplo: vamos resolver a equacéo do 2° grau x2 + 9 = 0.

Note que: x2 + 9 = 0 — x? = —9, no universo real, essa equacdo ndo tem solugao,
pois ndo existe numero real que levado ao quadrado resulte em —9. Mas, se
considerarmos que existe um ndmero i, ndo real, tal que i? = —1, temos:

x2=-9 - x2=(-1)9 - x?2=9i%? 5 x=4V9i2 > x=43i.

Exercicios propostos.

1) Resolva, no conjunto do s niUmeros complexos, as equacdes de 2° grau.

a) x2+4=0
b)) ﬁz —S5x4+6=0 Respostas esperadas: a) (—2i; 2i) b) (2;3)

Q) x2—6x+13=0 |9 B=2;3+2) d) (-2 -3V2)

d) x2+4V2x+6=0
2) Verifique se 0 nmero complexo z; = 1 — i é raiz da equagdo z2 — 2z + 2 =0

Resposta: é raiz

Os numeros complexos, na forma
algebrica.

Todo nimero complexo pode ser escrito na formaz = a+ bi,emquea,b e R,eié
unidade imaginario.

Essa é a chamada forma algébrica do nimero complexo z.
O coeficiente a é a parte real de z, representada por Re(z), e o coeficiente b € a parte
imaginaria de z, representada por Im(z).
Exemplos:
a) z=4—3i éum ndmero complexo com Re(z) = 4eIm(z) = -3
b) z =3 =3+ 0i é um nimero complexo com Re(z) = 3 e Im(z) = 0. Neste
caso, z € um namero real, pois a parte imaginaria de z € nula.
C) z =4i =0+ 4i é um numero complexo com Re(z) = 0 e Im(z) = 4. Neste
caso, z é chamado de imaginario puro, pois a parte real de z é nula, e a parte
imaginaria é ndo nula.

Igualdade de nimeros complexos

Dados dois numeros complexos z = a + biew = c + di,coma,b,ced € R,
definimos a igualdade z = w quando Re (z) = Re (w) e Im(z)=Im(w), ou seja:
z=w&ea+bi=c+di ©a=ceb=d



Exemplo.
Os nlimeros complexos z = 8 + bi e w = a — \/2i sd0 iguais se, e somente se:
Re (z)=Re W) =8 =a Im(z) = Im(w) = —V2

O conjunto dos numeros complexos

O surgimento dos numeros complexos levou a uma ampliacdo dos conjuntos numeéricos,
tendo sido criado, entdo, o conjunto dos nimeros complexos, representado por C, que
pode ser definido por:

C={z|lz=a+ bi,coma,b € Rei?=-1}

Sendo z = a + bi, podemos representar z como um par ordenado: z(a, b), que também
é chamado de afixo (ponto mével) de z. Veja na figura abaixo.

Destacando que z(2; 2) e w(—2;3) séo os afixos de z e w.



Operagdes com nlimeros complexos.

Adicéo e subtracdo de nimeros complexos.

Dados dois numeros complexos z = a + bi e w = ¢ + di, podemos definir as
operacdes de adicéo e subtracdo entre z e w da seguinte forma:
Adicdo:z+w=(a+bi)+ (c+di)=a+bi+c+di=(G@+c)+ (b+di

Subtragdo: z—w=(a+Dbi) —(c+di) =a+bi—c—di=(@—-c)+ (b—d)i
Exemplo: sejam os numeros complexos z = 1 + 3i e w = 4 — 5i. Calcular:

a) z+w=1+3i+4—-5i=5-1i

b) z—w=1+3i—(4—5i)=1+3i—4+5i=-3+8i.

Multiplicacao de numeros complexos.
Dados dois numeros complexos z = a + bi e w = ¢ + di, podemos efetuar a
multiplicacdo entre z e w aplicando a propriedade distributiva:
zw = (a + bi)(c + di) = ac + adi + bci + bdi?. Como i? = —1, temos:
zw = ac + adi + bci — bd = (ac — bd) + (ad + bc)i
Exemplo: seja os complexos z = 1+ iew = 4 — 2i, calcular:
Q) w=>0A4+D@—-2)=4—-2i+4i—2i2=4+4+2i—-2(-1) =6+ 2i.
b) z2=(1+)?=1+2i+i?=14+2i—1=2i
¢) 22w =2i(4—2i)=8i—4i2=8i—4(-1)=8i+4=4+8i

EXxercicios propostos.

1) Efetue em seu caderno: EN— ;
a 4+ )+ (3 + 3i0). esulta osespera Os: .
b)) ES—Z)i)—((2—6)i). a) 7+ 4i . d) —8 — 14i
Q) (7—20+ (5+3)—(B-10) f)) oL
d) (2-3i)(2— 4i).

2) Calcule os valores reais de x e y para que a igualdade se verifique:
(3x2 + 4xyi) — (x%yi) = 8+ 3i
Resposta: x =2 e yzg oux =—2ey = —%

3) Observando os afixos dos numeros complexos na figura abaixo. Escreve estes
no seu caderno.

Respostas
esperadas:
z=4+43i
Z3=2—1i
z, =5—2i
w=-2+3i
wy=—2-—1
wy, = =3 —2i




4) Um circuito RCL contém um resistor, um indutor e um capacitor. A medida de
resisténcia de um circuito RCL é chamada de impedancia (Z) e é expressa por
um numero complexo. Num circuito RCL de série, a impedancia equivalente

(Z.q) € dadapor:Z,, = Zg + Z, + Z.. Ache Z,, no circuito RCL, em série,
abaixo:

b R Zzo:

a—( ———

E (forga eletromotriz)

e L, e <
n Resistor
c
d =+ ]+ a
L " RCL — p
— : ] a
Z,=0,9i t Bateria Zc=-0,8i ¢
(o] i
t
0
r

Resolugdo do exercicio 4:

Temos: Zr = 0,1; Z; =0,9i e Z, = —8i
Calculando Z,; = Zg + Z | + Z, obtemos:
Zeqg=01+09i+(-8)=01+0,11

Avallaca(): E feita com as seguintes divisoes:

1) Observacdes da participacdo dos alunos se estdo fazendo os exercicios
propostos; ajudando os colegas que venham precisar de apoio e respeito com as
diferencas. (pontuacéo de zero a dois pontos)

2) Teste escrito: pontuacédo (de zero a trés pontos)

3) Prova escrita: pontuacdo (de zero a cinco pontos)

Fontes de Pesquisa:

1) ROTEIRA DE ACAO — Conjuntos dos niimeros complexos — Curso de
Aperfeicoamento oferecido pelo CECIERJ referente ao 3° ano do ensino
Médio — 3° bimestre.

2) Conex0Bes com a Matematica volume 1.

Organizadora: Editora Moderna
Obra coletiva concebida, desenvolvida e produzida pela Editora
Moderna.



3) Conexdes com a Matematica volume 3.

Organizadora: Editora Moderna.

Obra coletiva concebida, desenvolvida e produzida pela Editora
Moderna.

4)
5)

Pardmetros Curriculares Nacionais — Ensino Médio. (pag. 254 e pég. 259).
Sites pesquisados:

a)

b)

d)

http://www.google.com.br/search?hl=pt-

BR&cp=27&gs id=36&xhr=t&g=imagem+de+Nicolau+Tartaglia&bav=on.2,or.r

http://www.google.com.br/search?num=108&hl=pt-

BR&site=imghp&tbm=isch&source=hp&biw=1440&bih=775&g=imagem+de+ci

rcuito+eletrico&og=imagem+de+cir&gs I=img.1.5.0110.1722.11071.0.16095.1

5.12.1.2.2.0.350.2085.5j1j4i2.12.0...0.0...1ac.1.-d600oKzEqSY
http://www.google.com.br/search?hl=pt-
BR&g=imagem+de+dentro+de+um+aviao&bav=on.2,or.r gc.r pw.r gf.&biw=1
4408&bih=775&um=1&ie=UTF-
8&tbm=isch&source=0g&sa=N&tab=wi&ei=N_ZgUNTGH-OeywHv2IHwCw
http://www.google.com.br/search?num=10&hl=pt-
BR&site=imghp&tbm=isch&source=hp&biw=1440&bih=775&qg=imagem+de+li
nha+de+transmiss%C3%A3o0+de+energia&og=imagem+de+linha+de+transmiss
%C3%A30+de+energia&gs |=img.12...2415.33738.0.35432.49.10.4.35.39.0.29
3.946.7{0j3.10.0...0.0...1ac.1.gM6UFQ6Dvao
http://www.google.com.br/search?num=10&hl=pt-
BR&site=imghp&tbm=isch&source=hp&biw=1440&bih=775&g=imagem+de+li
nha+de+transmiss%C3%A3o0+de+energia&og=imagem+de+linha+de+transmiss
%C3%A30+de+energia&gs |=img.12...2415.33738.0.35432.49.10.4.35.39.0.29
3.946.7{0j3.10.0...0.0...1ac.1.eM6UFQ6Dvaotthl=pt-
BR&site=imghp&tbm=isch&sa=1&g=imagem+do+conjunto+dos+n%C3%BAmer
os+complexos+&oqg=imagem+do+conjunto+dos+n%C3%BAmeros+complexos+
&gs |=img.12...5545750.5565336.0.5566972.66.49.0.1.1.13.965.11343.0j28j13
j4i6-2.47.0...0.0...1c.1.Enwax-

sGxmI&pbx=1&bav=on.2,or.r gc.r pw.r qf.&fp=3b9c380bee511ff1&biw=1440
&bih=775
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