AVALIACAO DA IMPLEMENTACAO DO TP1
Pontos positivos:

— Houve colaboracgéo entre os participantes e muito entusiasmo nas atividades.
— Os alunos ja possuiam alguma habilidade com as ferramentas do programa Cabri
Geometric, assim desenvolveram com tranquilidade as atividades na sala de informatica.

— A turma é pequena, onze alunos, onde fica tranqilo todos se ajudam e isso reflete no
sucesso das atividades.

— Como o PT foi elaborado de acordo com a estrutura do colégio, ndo tive problemas em
executa-lo. Tendo sido muito prazeroso acompanhar as tarefas desenvolvidas pelos
alunos.

— Objetivos iniciais foram alcancados na realizacéo das atividades.
Pontos negativos:

— Estamos sem técnico na sala de informatica e isso prejudicou, pois alguns
computadores ndo estdo com o programa instalado, assim ficaram menos maquinas
preparadas para a atividade.

— A falta de uma boa interpretacdo de textos, por vezes, perguntavam sobre oS
guestionamentos feitos nos roteiros.

— Um dos meus alunos estad com problemas de salde e ndo esta freqlientando as aulas,
outro falta muito, é repetente, mas quando vem, participa das atividades. Por isso o
aproveitamento da turma néo é de 100%.

— Houve um feriado e uma atividade interdisciplinar nos meus dias de aula, com isso 0
roteiro ndo teve uma continuidade com seria esperado.

Impressdes dos alunos:

— Os alunos gostaram das atividades: na sala de informatica e do roteiro. Desenvolveram
as atividades de forma bem integrada. Alguns alunos com mais habilidades na sala de
informatica, se ofereceram para auxiliarem aos demais.

—Acharam muito interessante as conclusGes que chegaram. Isso demonstra um
aprendizado do contetido basico que é realizar as operacdes. O que facilita avancar para
as demais etapas.

— Os alunos se mostraram interessados em usar o programa Geogebra alegando ser um
software livre e que poderiam praticar em casa.

Melhoras a serem implementadas:

— Para atender ao pedido dos alunos, vou instalar o programa Geogebra na sala de
informatica do colégio. Acredito que seja uma ferramenta valiosa para o aprendizado de
futuros contetdos. Também ndo limita o aluno em praticar as atividades apenas no
colégio.

— Achei que o tempo de execucdo foi pouco, j& que um dos itens de avaliagdo € o
capricho com o trabalho e alguns grupos pediram para terminar em outra aula.
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1. Introducéo:

Tradicionalmente, no ensino da matematica, os numeros complexos Sao
abordados com a seguinte definicdo: “um numero complexo € um objeto da
forma a + bi, onde i2 = -1, a e b sdo reais, ficam mantidas as leis operatérias da
Algebra”, assim o iniciante pode multiplicar e dividir complexos sem dificuldade,
porém ao estudar os complexos como entes geométricos e utilizando um
programa com possibilidade de tais construcdes, percebemos que a sua ligacéo
a geometria nos da uma perspectiva mais rica dos métodos geomeétricos tipicos:
coordenadas, vetores e transformacdes geométricas. Temos descoberto que o
papel da tecnologia na exploracdo deste assunto ultrapassa muito a utilizacao
da calculadora.

Os numeros Complexos nasceram no século XVI, na resolucdo de equacdes de
3° e 4° graus, ndo na resolucdo de equagbes do 2° grau tal como por vezes
falaciosamente se considera. Um grande passo no estudo dos numeros
complexos foi a sua representacdo visual. O matematico Caspar Wessel, em
1797, foi o primeiro a representar geometricamente 0s ndameros complexos,
estabelecendo uma correspondéncia bijetiva entre nimeros complexos e pontos
do plano cartesiano. Este trabalho foi inicialmente fadado ao esquecimento, por
ter sido publicado em dinamarqués.

Em 1806 o matematico Jean Robert Argand criou a mesma representacao, e a
publicou em francés. Representacdo esta, que ficou ligada ao seu nome até os
dias de hoje.

Foi o matematico Karl Friedrich Gauss que divulgou e muito usou essa

representacdo e provou que O0S numeros complexos Sao necessarios e
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suficientes para a Algebra (Teorema Fundamental da Algebra). A expresséo

numero complexo foi introduzida por Gauss em 1832.

2. Estratégias adotadas no Plano de Trabalho:

A abordagem conceitual de Nameros Complexos sera feita inicialmente com o
video: Série - Jornal Numeral - A Matemética na Histéria Episddio 3 do Projeto
Condigital. Ainda com o auxilio da tecnologia vou mostrar com o laptop e um
projetor de multimidia uma projecdo de slides, sobre fractais na natureza e
usando recursos tecnolégicos, com observacao da Matematica envolvida.

O plano esta organizado em duas atividades:

A primeira atividade, ap6s uma aula relembrando algumas ferramentas do
programa Cabri-Geomeétric, pois ja conhecem o softerware de outras atividades.
Mostrarei como 0s numeros complexos se comportam geometricamente e
algumas de suas operagbes. Em seguida proponho um problema
contextualizado para que resolvam com o auxilio do programa.

A Segunda atividade seréo exercicios que terdo a finalidade de criar habilidades
nos alunos, ndo apenas de calculos, mas também de interpretacdo para
resolucao de questdes, de acordo a realidade no nosso aluno. Para isso, segui
em parte 0 ROTEIRO DE ACAO 3 deste curso.

Os roteiros foram elaborados de forma a incentivar os alunos a estudar o
contetudo de forma tradicional e virtual. O uso do programa Cabri-Geometric,
permite construir e explorar de forma interativa os objetos da geometria e fazer

uma ponte com o tradicional universo do lapis e papel.

» Habilidade relacionada:

- Identificar e conceituar a unidade imaginaria.

- Identificar o conjunto dos numeros complexos e representar um ndamero
complexo na forma algébrica.

- Calcular expressbes envolvendo as operacbes com numeros complexos na
forma algébrica.

- Calcular poténcias de expoente inteiro da unidade imaginaria.



» Pré-requisitos:

— Alguma habilidade com as ferramentas do programa Cabri.
— ldentificar um ponto no plano através das suas coordenadas.

— Conhecimento das leis operatorias da Algebra.

Tempo de Duragéo:
— Duracéao prevista para 200 minutos.

Recursos Educacionais Utilizados:

Projetor, para apresentacdo de video, slides e demonstracdo do uso das

ferramentas que podem ser usadas com o programa Cabri.

- Folha de atividade, computador com software Cabri-Geometric instalado e

datashow.

= Organizacao da turma:
- A classe disposta em grupos de trés a quatro alunos, propiciando trabalho
organizado e colaborativo. Porém cada aluno deverd fazer o seu proprio

trabalho.

= Objetivos:

- Diminuir a resisténcia que os alunos tém em relacdo a geometria com
atividades variadas, utilizando varios recursos para melhor fixacdo do conceito.

- Compreender e efetuar operagfes com numeros complexos em sua forma
algébrica.

- Encontrar as poténcias da unidade imaginaria, sem efetuar grandes calculos,

apenas por observacao de recorréncias.

= Metodologia adotada:

- Comecar a aula com uma apresentacdo de slides mostrando formas
geomeétricas encontradas no cotidiano e um breve comentario sobre fractais na
natureza, no desenho geométrico e com o uso da tecnologia. O procedimento
adotado para o desenho de fractais, desperta a curiosidade do processo iterativo

gue as formas sao submetidas, requerendo logica e raciocinio geométrico.



- Entregar para os alunos os roteiros com procedimentos da atividade,
orientando para que siga 0s passos abaixo, para posteriormente responder a

avaliagéo.

Atividade 1: Na sala de informatica, farei uma aula com o auxilio do programa
Cabri-Geometric sobre Nameros Complexos.

1. Complexos como par ordenado (a;b): Geometricamente, um complexo
pode ser visto, como um ponto ou como um vetor no plano cartesiano.
Vamos representar este ponto atraves do par ordenado (a;b).

1.1. Com a ferramenta edicdo numérica, arbitramos um valor para a e para b,
transferindo as medidas para os eixos. O complexo z sera a intersecdo das

perpendiculares aos eixos que passam por a e b.

Edigio numérica = 2.42
Edigio numérica =-3.13

z=(2.42, -3.13)

Para modificar a posi¢cdo do ponto ja construido, devemos alterar os valores da
edicdo numérica. O mesmo serd determinado de acordo com suas novas
coordenadas. Caso queira mais que um ponto num mesmo grafico, devem-se

abrir outras edi¢cdes numéricas repetindo o procedimento anterior.

2.Modulo, ou valor absoluto, de um complexo: Modulo € a distancia do

complexo & origem, ou seja: se z=(X; y), entdo |z|= /x* +y?
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2.1. Para obtermos |z|= /x> +Yy® geometricamente, pedimos as coordenadas

de z e com a ferramenta calculadora do proprio programa obtemos |z|, que é a

distancia entre a origem e z.

3. Adicdo de complexos:

A adicdo de complexos é a adicdo usual de vetores no plano, ou seja: por
definicdo, (a;b)+(c;d)=(a+c;b+d).

Soma utilizando translagio de vetores.

T N z+w=[a+b,b+d]
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De acordo com esta interpretacdo, o0 complexo
z+w=(a+c;b+d) pode ser obtido transladando o ponto z=(a;b) pelo vetor w=(z,d),
obtendo entéo o conhecido paralelogramo.



3.1. Podemos observar que o paralelogramo se reduz a um segmento de

reta, quando os pontos séo colineares com a origem. Verificaremos com a soma

dos complexos z=(1;2), e w=(2;4), utilizamos a macro Adicdo de complexos

para tal

construcao.

2l M 2] a2

Objetos Iniciais

Objetos Finais

Definir Macro

Ponto no plano

Adigio de Complexos

Soma de complexos colineares com a origem

z+w=(3.00, 6.00)

w=[2.00, 4.00)

2=(1.00, 2.00)

3.2. Também podemos encontrar z+w com a ferramenta soma de vetores, para

isto basta indicar os vetores que desejamos somatr.

3.3. Cada complexo w=(a;b) tem um simétrico que é —w=(- a; -b). Podemos fazer

0 simétrico de um ponto ou de um vetor em relacdo a origem utilizando a

ferramenta “simetria central’, repare que as coordenadas tém seus sinais

trocados.

ST ] A1

Simetria axial |

Simetria central

Translagio

Rotacio

Homotetia

Inwversao |

*2=[3.21, 0.54)

-w=[2.00, 0.84)

=(-2.00, -0.84)

*-z=[3.21, -0.54)



3.4. Podemos representar geometricamente a diferenca z - w entre complexos

como z+ (-w), podendo visualizar que |z — w| corresponde a distancia entre w e

Z.

mIEENE
Objetos Iniciais

Objetos Finais Diferenga entre Complexos

Definir Macro w

ICA0 de COmplexos
| Adicio d pl

4. Conjugado:
Sendo z=(a;b), o conjugado de z é (a;-b), utilizamos a simetria axial do

complexo em relacéo ao eixo das abscissas.

o 15 R 0 2 B
Simetria axial
Simetria central
Translagho.
Rotagio
Inversio
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Agora, apresentarei de um problema contextualizado para que o aluno possa
com o auxilio do programa de geometria dinamica, visualizar o numero
complexo com um par ordenado no plano, reconhecer o seu simétrico e
conjugado pois serao de grande valia para opera¢gdes como subtracéo e diviséo.
Um engenheiro localizou onde deveria perfurar o solo para realizagao

de sondagens em um terreno. Formou um quadrado cujo um dos
vértices é dado pelas imagens geomeétricas do nimero complexo

z=v3 + V3i, e seus outros vértices sdo Z, —z e =Z.
Construindo este quadrado no plano, podemos afirmar que:

a) z=—/3—3i

b) —z =3 —V3i
c) =z = —V3 +/3i
d z==z
e)z=-z

Solugao:

1. Construir um plano com o eixo dos reais e eixo dos imaginarios.

2. Localizar o nimero complexo z=v3 + v/3i.
3. Localizar Z, sendo z = (a;b), o conjugado de z é (a;-b), utilizamos a simetria
axial do complexo em relacdo ao eixo das abscissas. A resposta correta

deveria ser: 7 = /3 — V/3i
4. Localizar — z, cada complexo z = (a;b) tem um simétrico que & —z = (- a; -b).

Podemos fazer o simétrico de um ponto ou de um vetor em relagéo a

origem, repare que as coordenadas tém seus sinais trocados. Onde o
resultado correto seria: - z = —V/3 —/3i

5. Localizar =z, que é o conjugado do simétrico. Basta para isso fazer a
simetria axial de — z em relagcédo ao eixo das abscissas. Assim teremos:
=z = —/3 + V/3i conforme a letra ¢ da questso.

6. Assim teremos no plano:



im@z)]
conj(-z) -
Re(z)}
z ?:onj(z)

Obs: considere V3 = /3, pois o programa nao oferece o radical.

Atividade 2) J& que o procedimento da soma de dois niumeros complexos
se assemelha ao de soma de expressdes algébricas da forma ax + b.

Sob esta otica, temos, por exemplo:

z=2+3i;w=5+2i

Z+w=2+3i+5+2i=(2+5)+((83+2)i=7+5i

1) Agora efetue as somas z + w abaixo:

a. z=3;,w=5

b. z=2i;w=4i

c. z=5w=3i

d z=2+3i;w=3

e. z=3+5;w=3+2i

Para o caso da subtracdo de numeros complexos, mantendo a relacdo citada

acima, basta a troca de sinal da parte real e da parte imaginaria, seguindo com o

agrupamento e soma dos termos semelhantes como anteriormente.
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Por exemplo:
z=5+2iw=2+i
z-w=(5b+2)-2+)=5+2-2-i=56-2)+(2-1)i=3+i

2. Agora, efetue z — w nos casos abaixo:

a. z=6+3iiw=2-4i

b. z=-2+4i;w=3-5ij

C. z=3-5iiw=-2+4j

3. Tente agora efetuar as seguintes operagoes:
a. z=15+5,4i;w=-3,1-1,2i. Sendo assim, determine z + w.

b. z=-m+5,17i; w = 8,9 + 3,6i. Sendo assim, determine w - z.
Dica: Tente fazer usando 1 = 3,14. Depois, calcule usando a representacao T,

sem aproximagoes.

c. z=443-18i;w=4,2+2,7i;v=-i. Sendo assim, determine z - w + v.

Pronto! Agora vocé ja é capaz de realizar somas e subtracdes entre niumeros

complexos quaisquer!

Multiplicagéo e Divisao

Assim como fizemos na soma/subtracédo, podemos considerar a multiplicacéo e
a divisdo como

uma operacdo envolvendo a forma algébrica, da mesma forma que fazemos

com as expressoes algébricas.
E mais: vocé lembra da “racionalizagdo do denominador de uma fragao”™? Esse

€ um procedimento bastante efetuado no estudo de fracdes envolvendo

expressodes algébricas e numeros irracionais. Sera utilizado aqui também!
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1. Inicialmente, tentem efetuar a operacédo z *w, comz =3 + 2ie w = 4.

2. Agora vamos complicar um pouco. Efetue a operacdo z *w, comz =2 +

4i e w = 3i. Nao se esqueca que, como i = J-1, podemos considerar que i2 = -1.

3. Efetuez*w,comz=2-3iew=5-1.
A partir deste ponto, vocé ja deve estar em condi¢des de efetuar o produto entre

dois comple-xos na forma algébrica. Mas, e a divisao?

4. Bom tente efetuar a seguinte divisdo: z:w,comz =6 —-4iew = 2.
Na divisdo onde o divisor € um numero real puro, basta dividir cada termo do
dividendo pelo divisor. Agora efetue:

5. z:w,comz=-9iew=3i.

6. z:w,comz=6-4iew=2i.

Para efetuar uma divisdo onde o divisor possui parte imaginaria, faremos uso de
um artificio que vocé conheceu durante o estudo de numeros irracionais: a
racionalizacdo do denominador.

A divisdo de numeros complexos na forma a + bi pode ser vista do mesmo modo
gue uma divisdo de numeros irracionais na forma de radicais. Neste caso, quem
executa a tarefa de eliminar a parte imaginaria € o conjugado do numero
complexo.

Procure efetuar a seguinte divisdo, utilizando esta idéia:

5. z:w,comz=4-3iew=2+i

Com isto vocé ja tem condi¢Bes de trabalhar com as 4 operacdes basicas dentro
do conjunto dos nimeros complexos.

Uma nota final ainda cabe. Quando vocé aprendeu sobre a potenciacao,
provavelmente ouviu falar nela como “multiplicar repetidas vezes”. Mas antes,
vocé deve saber como trabalhar com as poténcias da unidade imaginaria.
Responda a sequiéncia abaixo:

8. Qual o valor de i2?

9. Vocé pode, a partir do valor de i2, obter o valor de i¥? Como?
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10. Agora que vocé tem o valor de i3, é capaz de calcular i*? Como?

11. O que aconteceu no momento em que calculou o valor de i*? Vocé
consegue explicar o motivo?

6 ;7 8

12. Obtenha os valores de i°, i®,i’e i®.

Notou algo “estranho”? Acontece que as poténcias de i formam uma sequéncia
gue percorre um ciclo de valores: i, -1, -i, 1. Com isto, para saber o valor de
gualquer poténcia de i, basta verificar em que ponto da sequéncia a poténcia
desejada se encontra.

Vamos verificar?

13. Calcule i®.

Vocé javiuque i°=1, i'=i, i°=-1, i*=-, i*i= 1, i°=1i, etc. Se continuarmos com
a sequéncia, logo notamos que ideve ser igual a -1. Mas e se quiséssemos 0

valor de i ? E necessario encontrar um modo de ndo precisar escrever a
sequéncia completa todas as vezes... E h4 um modo!!
Verificando os resultados das poténcias de i, podemos notar uma relacao entre

0s expoentes e os valores dos resultados.
14. Vocé consegue visualizar qual € esta relacdo? Explique a seguir.
Uma dica: esta relacdo refere-se ao “tempo” que leva até que um valor seja

repetido.

15. Encontre o valor das seguintes poténcias de i:

a) i21
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d) i1024

Agora vocé ja pode calcular poténcias de nimeros complexos em geral.

16. Efetue (2 + 3i)?

No caso do item 16, vocé pode ter optado por utilizar o produto notavel
‘quadrado da soma”.

17. Agora que vocé ja sabe como efetuar multiplicacbes, divisbes e
potenciacdes, efetue as operacdes solicitadas:
a)z*w,sendoquez=-1+i,w=3+5i

b)z:w,sendoque z=5+4i;w=-i

C)w:z,sendoquez=2-2i;w=5+2i

d)z*w,sendoquez=2+2i;w=2-2i

e)w:z,sendoquez=4;,w=4+3i

g) z2, sendo que z = 4 + 2i

18. Faca um breve comentario da opinido do grupo sobre as atividades feita.
Aspectos positivos e negativos.

3. Avaliacéo:

Os critérios de avaliacdo adotados serdo através de:

- Observacao da participacdo em grupo e atitude diante das dificuldades (20%).
- Organizacao e capricho na apresentacgao dos trabalhos (10%).

- Respostas de questionarios com coeréncia (30%).

- Resolucéao correta das questdes (40%).
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