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AVALIACAO DA IMPLEMENTACAO DO PLANO DE TRABALHO 1

NUMEROS COMPLEXOS

PONTOS POSITIVOS

Ao elaborar o plano de trabalho sobre nimeros complexos pude ampliar as
metodologias para apresentacdo do tema aos alunos. Optei por introduzir o conceito dos
nameros complexos fazendo uma abordagem historica, desta forma os alunos puderam
ampliar a viséo sobre o tema e sua importancia.

O uso de algumas atividades dos roteiros de acdo elaborado pelo curso de
aperfeicoamento e as pesquisas que realizei permitiram uma abordagem diferenciada
dos numeros complexos em sala de aula. Através desse plano de trabalho consegui
motivar os alunos a participarem das aulas, tornando-as mais dindmicas, o0 que

proporcionou o desenvolvimento dos contetdos de forma mais significativa.

PONTOS NEGATIVOS

Um imprevisto atrapalhou a aplicacdo da Atividade 2 do plano de trabalho, o laboratorio
de informatica entrou em obras e 0 datashow nédo estava funcionando. Além disso, na
aplicacdo da Atividade 3 alguns alunos tiveram dificuldade em resolver algumas
questdes por ndo terem conhecimento de matérias anteriores, como multiplicagdo de

polindbmios, produtos notaveis, regra de sinais, calculo de raiz. Por isso, precisei



empregar algumas aulas com o objetivo de esclarecer duvidas e/ou ensinar contetdos do

Ensino Fundamental.

IMPRESSOES DOS ALUNOS

Posso afirmar que tive uma boa aceitacdo por parte dos alunos. Os alunos através do
relatério que fizeram em sala de aula puderam expressar suas opinides a respeito das
atividades realizadas e das dificuldades encontradas, e muitos relataram que nunca
haviam realizado um trabalho nesse estilo. Outros, que a aula estava mais interessante e

atrativa.

ALTERACOES - MELHORAS A SEREM IMPLEMENTADAS

Pelo que percebi na reagdo dos alunos e habilidades adquiridas, ndo faria mudancas no
Plano de Trabalho 1 — Numeros Complexos. Apenas gostaria muito de ter tempo para
antes da aplicacdo do Plano de Trabalho revisar conteidos anteriores,o que facilitaria a
aplicacdo das atividades. Desta forma, acredito que ndo seja necessario fazer nenhuma

alteracéo.
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1- INTRODUCAO

Atualmente, o ensino dos nimeros complexos no Ensino Médio baseia-se numa
abordagem tradicional, onde o aluno memoriza formulas, regras e procedimentos

algébricos. Isso pode levar a varias consequéncia, tais como:

v O aluno permanece com uma visdo formal e algebrizaste, onde estdo ausentes o

significado e as aplicacGes destes nimeros;

v" Dificilmente o aluno conseguira aplicar os nimeros complexos a problemas de

Geometria.

Neste sentido, 0 nosso plano de trabalho tem por objetivo propor uma abordagem

alternativa ao estudo dos Numeros Complexos.

A abordagem escolhida para introduzir os nimeros complexos € a sua historia —
Atividade 1, onde o aluno passa a compreender um pouco mais sobre esses nimeros

desconhecidos e a sua importancia na matematica e areas afins.

A partir dai, iremos demonstrar a representacdo geométrica dos nimeros complexos
através de construcdes no computador com o auxilio do software GeoGebra. Para isso,

nosso plano de trabalho abordara ambas as interpretac6es: algébrica e geométrica.

Na Atividade 2 apresentaremos o plano de Argan-Gauss e a representacdo
geométrica dos numeros complexos. Em contrapartida na Atividade 3 iremos abordar a
parte algébrica, onde o aluno ird efetuar opera¢fes com os nimeros complexos em sua

forma algébrica.



2- DESENVOLVIMENTO

Atividade 1: Um pouco da Histéria dos Numeros Complexos

Pré-requisito: ---
Tempo de Duracdo: 30 minutos

Recursos Educacionais Utilizados: Ficha 01 — Um pouco de historia, texto
retirado do livro adotado pela escola: Matematica — Ensino Médio: volume 3
das autoras Katia Stocco Smole e Maria Ignez Diniz, ed. Saraiva..

Organizacdo da Turma: Individual.

Objetivos: Introduzir o tema mostrando aos alunos os aspectos histéricos dos
NUmeros Complexos e o seu papel fundamental no desenvolvimento da
algebra.

Metodologia adotada: Quando comecamos a iniciar o estudo dos numeros
complexos os alunos logo perguntam para que aprender isso? Apresentando
um pouco da histéria dos numeros complexos veremos que esse conhecimento
nasce na Matematica para a resolucdo de equacdes e que sua aceitacao,
compreensdo, e utilizacdo ocorreram de maneira lenta e gradual. Podemos
também mostrar algumas profissfes que fazem uso deste conhecimento.




FICHAO01: UM POUCO DA HISTORIA DOS NUMEROS COMPLEXOS
@ Um pouco de histdaria

Por volta da primeira metade do século XVI, alguns mateméticos italianos (Tartaglia
e Cardano) descobriram um modo para resolver equagdes do tipo x* + ax + b = 0.

Em sua obra Ars magna, Jerbnimo Cardano (1501-1576) apresentou pela primeira vez
a férmula:

| b, 2.2 ../ b [Bf . a
X =3—— | = _ I

eNT T e ety
como solugdo de uma equacdo do tipo x* 42- ax +3b =0,ondea=>=0eb >0,

Essa férmula sé se aplicava quanda -%- 4+ %— = 0, pois na época ndo se extralam
raizes quadradas de nimeros negativos.

Na mesma época, outro matemaético, de nome Bombelli, resolvendo a equacdo
x>=15x = 4, chegou a um impasse.

Por calculo direto, ele verificou que 4 era uma raiz do polindmio, pois 4°~15-4 = 4, e
tentou verificar se encontrava a raiz 4 aplicando a férmula de Cardano. No entanto, para
aequagdo x* =15x + 4, tem-se a =-15<0e b = -4 < 0, 0 que resultou em:

x=Y+2 + V=121 +{+2-v21
Por causa desse resultado, Bombelli acreditava que a equagdo n3o devia ter solucdo,
pois V=121 n3o é um namero real. No entanto, ele sabia que x = 4 era uma das raizes
da equacgao.
Para superar esse problema, Bombelli tentou encontrar regras para trabalhar com
raizes quadradas de nimeros negativos.

Resolveu considerar V=1 como um ndmero qualquer e, usando as mesmas regras
da Algebra elementar, conseguiu mostrar que 32 « o137 + 12-v-121 era a raiz da
€quacao gue ele estava tentando resolver.

Bombelli passou a desenvolver regras para operar com esses novos “némeros"
chamando-os de nimeros “ficticios”, “impossiveis", “misticos” ou “imagindrios”,

A partir dal, os mateméticos passaram a estudar e a trabalhar com raizes quadradas
de ndmeros negativos de forma cada vez mais sistematizada. Nesse trabalho, sempre
que possivel, usavam as mesmas propriedades dos nimeros reais em relacdo a adicao,
a subtracdo, a multiplicacdo...

» 1629 - Albert Girard (1590-1633) escreve as raizes quadradas de ndmeros negativos

na forma a + by-1; assim, 2 + V=16 = 2 + 477,

» 1637 - dada a notagdo a + b V-1, René Descartes (1596-1650) chama a de “parte
real” e b de “parte imaginaria”.

» 1748 - Leonhard Euler (1707-1783) usa a letra i para representar v-1. Assim, uma
expressdo do tipo 4 + 31 passou a ser escrita como 4 + 3i.

Mas foi no final do século XVIIl e infcio do século XIX, especialmente a partir dos
trabalhos do matemético Karl Friedrich Gauss (17771855), que se passou a chamar os
nimeros da forma a + bi de complexos e que esses numeros ganharam o status de
tampo numeérico, merecendo todo um estudo organizado em torno-de suas aplicagtes
dentro e fora do interesse da ciéncia Matemadtica.

Mas, afinal, o0 que sdo nimeros complexos?




Atividade 2: Representacdo Geométrica dos Numeros Complexos

a)
b)

c)

Pré-requisito: Esta atividade pedagdgica destina-se a turmas da 32 série do
ensino médio. Sua aplicacdo pré-supde que os alunos tenham o conhecimento
prévio de Nimeros Complexos e suas operagoes.

Tempo de Duragdo: 100 minutos

Recursos Educacionais Utilizados: Ficha 02- Representacdo Geométrica dos
Numeros Complexos , Software GeoGebra, Notebook e Datashow.

Organizacdo da Turma: Das atividades aqui propostas estdo previstas para
serem desenvolvidas em um laboratorio de informatica ou em sala de aula com
0 uso do noteboook e do datashow.

Obijetivos: A ideia central do trabalho é demonstrar a representacdo geométrica
do conjunto dos Numeros Complexos para que os alunos, com o auxilio do
Software GeoGebra.

Metodologia adotada: Estas atividades foram elaboradas com base no Registro
das praticas pedagdgicas bem  sucedidas retirado do  site:
http://pt.scribd.com/doc/85278656/Representacao-Geometrica-dos-Numeros-
Complexos-3%C2%BA-ano-Registro-Pratica-Pedagogica. As atividades devem
ser desenvolvidas em duplas de alunos, pois o debate entre eles é uma das
estratégias pedagdgicas aqui utilizadas. As atividades sdo, de forma geral,
estruturadas da seguinte maneira:

representar no Plano de Gauss dos nimeros complexos;

compreender as opera¢des com nimeros complexos em sua forma algébrica
tirada de conclusdes pelos alunos, com a orientacdo do professor.



http://pt.scribd.com/doc/85278656/Representacao-Geometrica-dos-Numeros-Complexos-3%C2%BA-ano-Registro-Pratica-Pedagogica
http://pt.scribd.com/doc/85278656/Representacao-Geometrica-dos-Numeros-Complexos-3%C2%BA-ano-Registro-Pratica-Pedagogica

FICHA02: REPRESENTACAO GEOMETRICA DOS NUMEROS COMPLEXOS

Nome: ne: Turma:

Iniciando: Abra o programa GeoGebra.

Atividade 1:

a) Digite na “entrada” um nimero complexo z qualquer clique “enter”. Observe o
que acontece e descreva no quadro abaixo o nimero complexo que vocé digitou

e a relacdo que héa entre este numero e as coordenadas.

b) Crie no plano de Gauss 0s numeros complexos abaixo:

o Z1=3+2i
o 72=-2+i
e Z3=1-3i
o 7Z4=4
e Z5=05i

c) Cole sua construgdo no GeoGebra abaixo:

Obs.: Faca print screen da tela do GeoGebra e cole no Word, depois faca o

recorte da imagem usando recursos disponiveis no programa .

Atividade 2:
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a) Abra um novo arquivo ¢ digite na “entrada” o niimero complexo [Z1=1+3i| e

clique “enter”. Selecione a ferramenta “Segmento definido por dois pontos” E

e clique sobre a origem e 0 ponto Z1. Faca 0 mesmo procedimento para o

nGmero complexo :

b) Na entrada digite: [Z3=Z1+Z2 e enter. Com a ferramenta “Segmento definido por

dois pontos” E faca um segmento de reta ligandos Z1 a Z3 e Z2 a Z3. Escreva
abaixo o0 que vocé observou sobre a adicdo de numeros complexos

geometricamente.

c) Crie outros numeros complexos e faca subtracfes. Escreva abaixo o que vocé

observou sobre a subtracao.

Atividade 3:

a) Abra um novo arquivo e digite na “entrada” o nimero complexo [Z1=2+3i|e
clique “enter” e o numero complexo [Z2=1+i|e clique “enter”.

10
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b) Na entrada digite: [Z3=Z1*Z2 ¢ “enter”. Observe as coordenadas do
resultado. Escreva abaixo os numeros que vocé escolheu e o resultado da

multiplicacao:

c) Calcule no quadro abaixo esta multiplicacdo através da propriedade
distributiva e compare com o resultado do computador.




Atividade 3: Operacfes com nimeros complexos

Pré-requisito: Conhecimento prévio de Numeros Complexos e suas operagoes.
Tempo de Duragdo: 100 minutos

Recursos Educacionais Utilizados: Ficha 03- Operagdes com NUmeros
Complexos, Notebook e Datashow .

Organizacdo da Turma: Pequenos grupos de dois ou trés alunos cada.

Obijetivos: Efetuar calculo envolvendo opera¢Ges com nimeros complexos na
forma algébrica.

Metodologia adotada: Estas atividades foram elaboradas com base no Roteiro
de Acdo 3. As atividades devem ser desenvolvidas de forma que os alunos
tenham total compreensao das operacfes basicas com nimeros complexos. Para
isto, uma estratégias pedagogicas que podera ser utilizada é a interacdo das
atividades propostas com as telas desenvolvidas no software GeoGebra.

12




FICHA03: OPERACOES COM NUMEROS COMPLEXOS

Nome: ne: Turma:

Atividade 01

> Soma e Subtracdo de Numeros Complexos

Nesta atividade, vocé terd contato com as operacbes de soma e subtracdo
envolvendo nameros complexos. Na verdade, vocé descobrird que elas muito se

assemelham a outros conceitos ja estudados anteriormente. Preparado?
Por exemplo, como fariamos a soma dos nimeros complexosz =2 e w = 4?

Uma vez que todo numero real € um numero complexo, tanto faz somarmos

complexos que possuam apenas a parte real, apenas a parte imaginaria, ou ambas.

Um cuidado deve ser tomado: a unidade imaginéria i distingue a parte real da parte
imaginéria e, sendo cada parte de natureza distinta, ndo podemos simplesmente uni-las.
Assim, o procedimento de soma de dois nimeros complexos se assemelha ao de soma

de expressdes algébricas da forma ax + b.

Sob esta Otica, temos, por exemplo:

z=2+3i;w=5+2i

Z+W=2+3i+5+2i=(2+5)+ (3+2)i=7+5i
1. Agora efetue as somas z + w abaixo:

a z=3;w=5

b. z=2i; w=4i

c. z=5;w=3ij

13



d z=2+3i;w=3

e. z=3+5i;w=3+2i

Como vocé pode perceber, somar nimeros complexos pode ser tratado de modo
semelhante a soma de expressdes algébricas. Na verdade, descobriremos mais a frente

que a relacdo entre estes dois assuntos é ainda mais estreita.

Para o caso da subtracdo de numeros complexos, mantendo a relacdo citada acima,
basta a troca de sinal da parte real e da parte imaginaria, seguindo com o agrupamento e

soma dos termos semelhantes como anteriormente.
Por exemplo:
Z=5+2iiw=2+i

Z-W=(5+2i)-(2+i)=5+2i-2-i=(5-2)+(2-1)i=3+i

2. Agora, efetue z — w nos casos abaixo:

a.z=6+3i;w=2-4j

b.z=-2+4i;w=3-5i

C. z=3-5i; w=-2+4j

Como vimos, o procedimento para soma e subtracdo de numeros complexos pode
ser resumido a operar com a parte real e com a parte imaginaria separadamente e, em

seguida, juntar as partes para formar um novo namero complexo.

14



As atividades que vocé acabou de realizar levaram em conta apenas valores
inteiros para as partes real e imaginaria dos nimeros complexos. Mas 0s numeros

complexos s&o muito mais que isso!

Na realidade, os valores podem ser quaisquer nameros reais e, para realizar a
soma/subtracdo em cada caso, basta seguir 0 mesmo procedimento que vocé realizou

anteriormente, s6 que agora com quaisquer complexos.

3. Tente agora efetuar as seguintes operacoes:

a. z=15+5,4i; w=-3,1-1,2i. Sendo assim, determine z + w.

b. z=-n+5,17i; w= 8,9 + 3,6i. Sendo assim, determine w - z.

Dica: Tente fazer usando m = 3,14. Depois, calcule usando a

representacio 7, sem aproximacoes.

c. z=443-18i; w=4,2+27i;Vv=-i. Sendo assim, determine z - w + v.

Pronto! Agora vocé ja é capaz de realizar somas e subtracfes entre nimeros

complexos quaisquer!

Vamos adiante?
Atividade 02

> Multiplicacdo e Divisao

Assim como fizemos na soma/subtracdo, podemos considerar a multiplicagéo e a
divisdo como uma operagdo envolvendo a forma algébrica, da mesma forma que

fazemos com as expressdes algébricas.

E mais: vocé lembra da “racionalizacdo do denominador de uma fragdo”? Esse é
um procedimento bastante efetuado no estudo de fragdes envolvendo expressoes

algébricas e numeros irracionais. Serd utilizado aqui também!
15



1. Inicialmente, tente efetuar a operagéo z * w,comz =3+ 2iew =4,

2. Agora vamos complicar um pouco. Efetue a operacédo z * w, com z = 2 + 4i

e w = 3i. No se esqueca que, como i = V-1, podemos considerar que i* = -1.

3. Efetuez*w,comz=2-3iew=5-1.

A partir deste ponto, vocé ja deve estar em condicdes de efetuar o produto entre

dois complexos na forma algébrica. Mas, e a divisao?

4. Bom tente efetuar a seguinte divisdo: z: w,comz=6-4iew =2,

Na divisdo onde o divisor € um numero real puro, basta dividir cada termo do

dividendo pelo divisor. Agora efetue:

5.z:w,comz=-9iew=3i.

6.z:w,comz=6-4iew=2i.

16



Para efetuar uma divisdo onde o divisor possui parte imaginaria, faremos uso de
um artificio que vocé conheceu durante o estudo de numeros irracionais: a

racionalizacdo do denominador.

A divisdo de numeros complexos na forma a + bi pode ser vista do mesmo modo
que uma divisdo de nameros irracionais na forma de radicais. Neste caso, quem executa

a tarefa de eliminar a parte imaginaria € o conjugado do nimero complexo.
Procure efetuar a seguinte divisao, utilizando esta idéia:

7.z:w,comz=4-3iew=2+i

Com isto vocé ja tem condicGes de trabalhar com as 4 operacgdes bésicas dentro do

conjunto dos nimeros complexos.

Uma nota final ainda cabe. Quando vocé aprendeu sobre a potenciacéo,
provavelmente ouviu falar nela como “multiplicar repetidas vezes”. Na verdade, vocé
pode notar que elevar um numero complexo qualquer a uma dada poténcia pode ser

entendido como resolver um caso de Bindbmio de Newton.

Mas antes, vocé deve saber como trabalhar com as poténcias da unidade
imaginaria.

Responda a sequéncia abaixo:

8. Qual o valor de i2?

9. Vocé pode, a partir do valor de i%, obter o valor de i*? Como?

10. Agora que vocé tem o valor de i®, é capaz de calcular i*? Como?

17



11. O que aconteceu no momento em que calculou o valor de i*? Vocé

consegue explicar o motivo?

12. Obtenha os valores de i°, i%, i’ e i®.

Notou algo “estranho”? Acontece que as poténcias de i formam uma sequéncia
que percorre um ciclo de valores: i, -1, -i, 1. Com isto, para saber o valor de qualquer

poténcia de i, basta verificar em que ponto da sequéncia a poténcia desejada se encontra.

Vamos verificar?

13. Calcule i*°.

Vocé javiuquei®=1,i*=i,i*=-1,i*=-i,i* = 1, i® = i, etc. Se continuarmos com

a sequéncia, logo notamos que i10 deve ser igual a -1. Mas e se quiséssemos o valor de
i**%? E necessario encontrar um modo de ndo precisar escrever a sequéncia completa
todas as vezes... E ha um modo!!

Verificando os resultados das poténcias de i, podemos notar uma relacdo entre 0s

expoentes e os valores dos resultados.
14. Vocé consegue visualizar qual é esta relacdo? Explique a seguir.

Uma dica: esta relagdo refere-se ao “tempo” que leva até que um valor seja
repetido.

15. Encontre o valor das seguintes poténcias de i:

18
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b) i87

C) i221

d) i1024

Agora vocé ja pode calcular poténcias de nimeros complexos em geral.

16. Efetue (2 + 3i)?

No caso do item 16, vocé pode ter optado por utilizar o produto notavel “quadrado
da soma”.

17. Efetue:

a. (2 +3i)°

b. (1-i)®

Em a), perceba que basta multiplicar o resultado do item 16 por (2 + 3i) para obter
0 cubo. J4 em b) vocé comeca a ter um pouco mais de trabalho.

18. Agora, efetue (2 — 3i)*.

19
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Bem mais complicado, certo? Para este caso, vocé pode:
..multiplicar (2 — 3i) quatro vezes;
..fazer (2 — 31)2 e depois multiplicar por ele mesmo;

..resolver direto (2 — 3i)4, via expansdo do Bindbmio de Newton.

19. Agora que vocé ja sabe como efetuar multiplicacGes,

potenciacdes, efetue as operagdes solicitadas:

a)z*w,sendoquez=-1+i;w=3+5i

divisbes e

b)z:w,sendoquez=5+4i;w=-i

c)w:z,sendoquez=2-2i;w=5+2i

d)z*w,sendoquez=2+2i;w=2-2i



21

e)w:z,sendoquez=4;w=4+3i

f) 23, sendoquez =3 — i

g) z%, sendo que z = 4 + 2i




3- AVALIACAO

» Serdo avaliadas as participacfes dos alunos nas aulas durante o desenvolvimento
das atividades propostas. Neste momento usarei um relatério feito pelo grupo
comentando a participacdo e o empenho de cada integrante do grupo para o
desenvolvimento da tarefa e suas anotacbes e inferéncias para o

desenvolvimento do conteudo proposto (4,0 pontos)

» Farei uma prova com consulta a anotac6es do proprio aluno feitas anterior a data

da prova. (4,0 pontos)

» Teremos também a prova do SAERJINHO aplicada pela SEE. (2,0 pontos)

OBSERVACOES IMPORTANTES SOBRE ESTE PLANO DE
TRABALHO

Este plano de trabalho foi elaborado levando em consideracédo o tempo disponivel de
aulas para as turmas 3004, 3005 e 3006 do I.E. Carmela Dutra no ano letivo em curso

(2012) e o grau de conhecimento dos alunos.

Caso o0 tempo permita, iremos acrescer outras atividades visando uma

aprendizagem prazerosa e significativa do aluno.
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