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INTRODUCAO

Este plano de trabalho tem por objetivo permitir que os alunos percebam a
aplicabilidade do contelddo denominado “Matriz e Determinante” nas varias areas
da vida préatica.

De acordo com minha pratica docente e a ansiedade de meus alunos, percebi a
necessidade de modificar a maneira como vinha trabalhando Matriz e
Determinante em sala de aula. Geralmente os alunos querem saber a utilizacao
dos assuntos na vida pratica e com isso faz-se necessario a apresentagao dessa
utilizacdo, seja no campo da informdtica ou na utilizacdo de mensagens
criptografadas.

Geralmente os alunos apresentam dificuldades concernentes a

interpretacao de enunciados e utilizacao de raciocinio légico, além da falta

de interesse. Por isso, e extremamente importante utilizar assuntos

atraentes.

Como o assunto exige que o aluno saiba localizar os elementos da matriz, faz-se
necessario reforcar a localizagdao desses elementos na linha e coluna de uma
matriz. Para isso, farei da sala de aula uma grande matriz onde eles possam se
acostumar e fixar bem a localizacao e para que eles ndao confundam linha com
coluna.

Para a totalizacao do plano, serao necessarios doze tempos de cinquenta minutos
para desenvolvimento dos conteudos mais seis tempos para avaliacdo da
aprendizagem.



DESENVOLVIMENTO

Matrizes

Introducao

Muitas vezes, para designar com clareza certas situacoes, é necesséario formar um
grupo ordenado de nimeros que se apresentam dispostas em linhas e colunas numa
tabela. Essas tabelas sdo chamadas em Matemética de Matrizes. Com o advento da
computacdo e a crescente necessidade de se guardar muita informacéo, as matrizes
adquiriram uma grande importancia. Para termos uma ideia dessa importancia, basta
saber o que vemos na tela de um computador € uma enorme matriz, e que cada valor
guardado nas linhas e colunas da matriz representa um ponto colorido mostrado na tela
(pixel).
O crescente uso dos computadores tem feito com que a teoria das matrizes seja cada
vez mais aplicada em areas como Economia, Engenharia, Matematica, Fisica, dentre
outras. Vejamos um exemplo.

A tabela a seguir representa as notas de trés alunos em uma etapa:

L+ L8 I s L 0

1 || Quimica || Inglés || Literatura || Espanhol
| A 8 JL 7 I 9 | s

| 8 | e [ s& | 7 | 6

| ©

Se quisermos saber a nota do aluno B em Literatura, basta procurar o namero que fica
na segunda linha e na terceira coluna da tabela.

Vamos agora considerar uma tabela de numeros dispostos em linhas e colunas,
como no exemplo acima, mas colocados entre parénteses ou colchetes:

inha  —* ([8 7 & 8] 27 |9 B
b A 7 Blou |B|A|T A
4 3 5 9 41 8|5 9

T

coluna

Em tabelas assim dispostas, os nimeros sao os elementos. As linhas séo
enumeradas de cima para baixo e as colunas, da esquerda para direita:

hnka — |1 4 7
Plnha 7| £ 3 -3

Finha >0 0 3

L 37 coluns
27 coluna

17 coluna




Tabelas com m linhas e n colunas ( m e n nimeros naturais diferentes de 0) sdo
denominadas matrizes m x n. Na tabela anterior temos, portanto, uma matriz 3 x 3.
Veja mais alguns exemplos:

2 3 -1
e L 0-3 1 ¢ uma matriz do tipo 2 x 3
(2 -5
1 1
. L2 3 € uma matriz do tipo 2 x 2

Notacao geral

Costuma-se representar as matrizes por letras maiusculas e seus elementos
por letras minasculas, acompanhadas por dois indices que indicam, respectivamente, a
linha e a coluna que o elemento ocupa.

Assim, uma matriz A do tipo m x n é representada por:

dgp Ay Az . Ay

B3 Az Az . . i,
=

8pq 8y Apz. . . Agy

ou, abreviadamente, A = [aj]mxn, €M que | e j representam, respectivamente, a linha e
a coluna que o elemento ocupa. Por exemplo, na matriz anterior, a,3 € o elemento da 22
linha e da 32 coluna.

2 -1 5
a=la 1 J2
Na matriz 012 . temos:

fy = Ay =§ '35123=‘~-'E

a5 = Ua,; =lea,; =-2

OunamatrizB=[-1025],temos: a;1=-1,a:1,=0,a;3=2e a4 =5.



Exercicio Pratico

Faremos da turma pequenas matrizes. Matriz A, matriz B e assim por diante,
e cada aluna sera um elemento dessas matrizes.

Pedirei que os alunos nomeiem esses alunos utilizando a notagdo de matriz
até que eles possam fixar e nao facam confusdo entre linhas e colunas. E um
exercicio de facil execucdo e que tem um otimo resultado.

ApOs esse momento poderemos trocar mensagens entre os elementos das
matrizes. Um elemento da matriz A manda uma mensagem para o elemento
da matriz B, por exemplo para o elemento bys.

Com esse exercicio espero fazer com que a notacdo de matriz seja bem fixada pelos
alunos.

Denominacgfes especiais
Algumas matrizes, por suas caracteristicas, recebem denominacdes especiais.
e Matriz linha: matriz do tipo 1 x n, ou seja, com uma unica linha. Por exemplo, a
matriz A =[4 7 -3 1], do tipo 1 x 4.

e Matriz coluna: matriz do tipo m x 1, ou seja, com uma Unica coluna. Por

1
E=]2
exemplo, 1 ,dotipo3x1

e Matriz quadrada: matriz do tipo n x n, ou seja, com o mesmo numero de linhas
e colunas; dizemos que a matriz € de ordem n. Por exemplo, a

oo [ 2 ?]
matriz 4 1] edo tipo 2 x 2, isto é, quadrada de ordem 2.

Numa matriz quadrada definimos a diagonal principal e a diagonal secundaria. A
principal é formada pelos elementos a;j tais que i = j. Na secundaria, temosi+j=n+ 1.
Veja:

T f_ diagonal principal =

cisgonsl Secundaria i+j=n+1



Observe a matriz a seguir:

A, =
ordetn da —T
matriz
X T—c:iiagu:unal principal
diagonal secundaria
a1 = -1 é elemento da diagonal principal, pisi=j=1

as;= 5 é elemento da diagonal secundaria, poisi+j=n+1(3 +1=3+1)
e Matriz nula: matriz em que todos os elementos sao nulos; é representada por

Oan.
0ooan
Dﬂx3=[|:| 0 D]

Por exemplo,

e Matriz diagonal: matriz quadrada em que todos os elementos que nao estdo na
diagonal principal séo nulos. Por exemplo:

4.0 0

20 AN

a) A o, = 0\1 B By.=|0 3\70
0 0

e Matriz identidade: matriz quadrada em que todos os elementos da diagonal
principal sdo iguais a 1 e os demais sao nulos; é representada por I,,, sendo n a
ordem da matriz. Por exemplo:

i 3 L0 0
a)l, =[0\1] B =|0 1\0
00 1

Assim, para uma matriz identidade



« Matriz transposta: matriz A' obtida a partir da matriz A trocando-se
ordenadamente as linhas por colunas ou as colunas por linhas. Por exemplo:

|

1
2 3 or— .
Jentdo A =

2
1
Desse modo, se a matriz A é do tipo m x n, A' é do tipo n x m.

Note que a 12 linha de A corresponde & 12 coluna de A' e a 22 linha de A corresponde
a 22 coluna de A",

e b= _
-1 -2 01

= W N2

« Matriz simétrica: matriz quadrada de ordem n tal que A = A' . Por exemplo,
3.5 8
a=15"20 4
6" 4
€ simétrica, pois a;» = a»; =5, a1z = as1 = 6, ax3 = as, = 4, OU seja,
temos sempre aj=ai
e Matriz oposta: matriz -A obtida a partir de A trocando-se o sinal de todos os

-300
-4 1
Igualdade de matrizes
Duas matrizes, A e B, do mesmo tipo m x n, sdo iguais se, e somente se, todos 0s
elementos que ocupam a mesma posi¢ao séo iguais:
A=8<ay=bepara todoliiimetodolijin

e b=
elementos de A. Por exemplo,

0
],Em&b A=

e b=

2 0 .B= 2 ¢ ed =B entioc=0eb=>3
-1 b 103

Operacodes envolvendo matrizes H - 33

Adicao
Dadas as matrizes A= [a"i"lm ¢ B- [bijJM, chamamos de soma dessas matrizes a
matriz © - [CF'JM“, tal que C; = a; + bj, para todo 1Sismetodoly<n,
| A+B=C

Exemplos:



[1 4 +'2-1= 1+2 4+(-n]_[3 3
N 0z 0+0 7+2 0 9
3 U'+ 31 1) [2+3 3+1 0+1 5 4 1
1 -1 1-1 2] |o+1 1+@u-1+2

Observacgao: A + B existe se, e somente se, A e B forem do mesmo tipo.

1
-2

r
=

Propriedades

Sendo A, B e C matrizes do mesmo tipo ( m X n), temos as seguintes propriedades
para a adigao:
a) comutativa: A+ B=B +A
b) associativa: (A+B)+C=A+ (B +C)
c) elemento neutro: A+ 0=0+ A=A, sendo 0 a matriz nulam x n
d) elemento oposto: A+ (-A)=(-A)+A=0
Subtracéao

. A=y E=|b, .
Dadas as matrizes lﬂ“JMn i [ Y Jm , chamamos de diferenca entre essas
matrizes a soma de A com a matriz oposta de B:

A-B=A+(-B) |

Observe:
[3 U]_[l 2]=[3 0]+-4 -2]=[3+(4) 0+(-a]=[2 -2]
4 7 o -2 |4 -7 !D 2 4 +0  -T+2 4 -5
E
Multiplicacdo de um numero real por uma matriz
Dados um nimero real x e uma matriz A do tipo m x n, o produto de x por A é uma

matriz B do tipo m x n obtida pela multiplicacdo de cada elemento de A por X, ou seja,
bij = Xajj:

| B=xA

Observe o seguinte exemplo:

L Ry

Propriedades

Sendo A e B matrizes do mesmo tipo ( m x n) e X e y nUmeros reais quaisquer, valem
as seguintes propriedades:
a) associativa: x . (YA) = (xy) . A
b) distributiva de um nimero real em relacdo a adi¢cdo de matrizes: x . (A + B) = XA +
xB
c) distributiva de uma matriz em relacéo a adicdo de dois niumeros reais: (x +y) . A =
XA + yA
d) elemento neutro : XA = A, para x=1, ou seja, A=A



Multiplicacdo de matrizes

O produto de uma matriz por outra ndo é determinado por meio do produto dos sus
respectivos elementos.

Assim, o produto das matrizes A = (&) mxp € B = (bjj) pxn € @ matriz C = (Cjj) mxn €M
que cada elemento c;; € obtido por meio da soma dos produtos dos elementos
correspondentes da i-ésima linha de A pelos elementos da j-ésima coluna B.

1 2 1 3
Vamos multiplicar a matriz 34 4 2 para entender como se obtém

cada Cj;:
. 1a linha e 12 coluna

S [ E

e 12linha e 22 coluna

AL [ )

e 22linha e 12 coluna
(-Iy+2.4 1.3+2.2

[ s

e 22%linha e 22 coluna

(-1 +2.4 1.3+2.2

3.(-7+4.4 [3.3+4.2

B

77
ﬂ_B=[ ]
Assim, 13 17 )

Observe gue:



=3

it

a]=r 0.1+33 (-1 2+341=[810]
B1+2.3 4 2+2 4 10 16
__J

|—|
’_E|'_l
S N (NN ]

Portanto, 45 =5 A, ou seja, para a multiplicacdo de matrizes néo vale a propriedade
comutativa.

2

3
a=lo 1]em=|' ?°
20 4
: . 14
Vejamos outro exemplo com as matrizes

2 3 Lo 3 21+3(-2)  2.2+3.0  2.3+3.4 -4 4
=lo 1] =lo1+1¢-2y  0.2+1.0  0.3+14 -2 0 4
U

S11+4(-2) -1.2+4.0 0 -1.3+4.4 -2 13

2 3
+ + 3(- + +
B 4= 1 2 3 1o |- 1.2+2.0+3(-1) 1.3+2.1+3.4 -1 17
-2 0 4 { 4 -2.2+0.0+40-1)  -23+0.1+4.4
Da definicdo, temos que a matriz produto A . B s6 existe se o0 nimero de colunas
de A for igual ao numero de linhas de B:

Aps B =(AB) 1o
o

A matriz produto tera o numero de linhas de A (m) e o nimero de colunas de B(n):
e SeAsx2eBoxs,entdo (A.B)3xs

e Se A ,x1€ B ,x3, entdo ndo existe o produto

e SeAsx2eBoxi,entdo (A.B)axs

Propriedades

Verificadas as condi¢cfes de existéncia para a multiplicacdo de matrizes, valem as
seguintes propriedades:
a) associativa: (A.B).C=A.(B.C)
b) distributiva em relacéo a adicdo: A. (B+C)=A.B+A.Cou(A+B).C=A.C+
B.C
c) elemento neutro: A . I,=1,. A=A, sendo I, a matriz identidade de ordem n

Vimos que a propriedade comutativa, geralmente, ndo vale para a multiplicagéo de
matrizes. Nao vale também o anulamento do produto, ou seja: sendo 0 , xn Uma matriz
nula, A .B =0 xn N&0o implica, necessariamente, que A=0 mxn OUB =0 mxn.

Matriz inversa

Dada uma matriz A, quadrada, de ordem n, se existir uma matriz A', de mesma
ordem, talque A.A'=A'". A=1,, entdo A' € matriz inversa de A . representamos a
matriz inversa por A™



Determinantes

Antes de iniciar o assunto, se faz necessario uma rapida revisdo de equacao
do 19 grau, bem como resolucao de sistemas de equacgdOes do 1° grau,
assuntos que sao pré requisitos para aprendizagem de determinante.

Regra de Sarrus H - 32
O célculo do determinante de 32 ordem pode ser feito por meio de um dispositivo
pratico, denominadoregra de Sarrus.
g1 A1 Az
D=lay ay ag

. =1 =1 =1
Acompanhe como aplicamos essa regra para Ts Tl

1° passo: Repetimos as duas primeiras colunas ao lado da terceira:

1 1
dpp #13 A3 :311 Bzl
By Bz Ay :321 &l

|
B3 B3y Hsz|, Azp Asg

2° passo: Encontramos a soma do produto dos elementos da diagonal principal com os
dois produtos obtidos pela multiplicacdo dos elementos das paralelas a essa diagonal
(a soma deve ser precedida do sinal positivo):

@K {E\'\ )]
EY | E‘1:4\f‘1 iall RN

By Bgy My gy Agg )T (A Ay Ay T @3@aady T Ay day)
|
B3y Bzp Bz A day

paralelas

diagonal principal
3° passo: Encontramos a soma do produto dos elementos da diagonal secundaria com

os dois produtos obtidos pela multiplicacdo dos elementos das paralelas a essa
diagonal ( a soma deve ser precedida do sinal negativo):

/@ /E)
gy #p A3 L'( 11, 212!
ay ag af I CETRET SN Bl (- N0 T S 7 BV O, SN X TU0- D ey
B3f Az 33|, &3 Bz

paralelas

diagonal secundaria



Assim:

(@300 Y@@ day T @0 333 ) T (@) B0 @ T @@y T35 )

Observacgao: Se desenvolvermos esse determinante de 32 ordem aplicando o Teorema
de Laplace, encontraremos 0 mesmo numero real.

Determinante de ordem n >3

Vimos que a regra de Sarrus € valida para o célculo do determinante de uma matriz
de ordem 3. Quando a matriz € de ordem superior a 3, devemos empregar o Teorema
de Laplace para chegar a determinantes de ordem 3 e depois aplicar a regra de Sarrus.

Propriedades dos determinantes

Os demais associados a matrizes quadradas de ordem n apresentam as seguintes
propriedades:

P1) Quando todos os elementos de uma fila ( linha ou coluna) séo nulos, o
determinante dessa matriz € nulo.

Exemplo:
4 9 -8 7 RIS
B 0] -0
@) =0
32 -1 3 -1L0) 7
18 12 9 3

P,) Se duas filas de uma matriz sdo iguais, entdo seu determinante é nulo.
Exemplo:

Ly |2 13 3]
’_b 4298
|_3213§
97 43




P3) Se duas filas paralelas de uma matriz sdo proporcionais, entdo seu determinante é
nulo.
Exempilo:

T4 2
211 |4||=0
3216
C, = 20,

P.) Se os elementos de uma fila de uma matriz s&o combinagdes lineares dos
elementos correspondentes de filas paralelas, entdo seu determinante € nulo.
Exemplos:

- mE 3 4 1
4 _ B2 3f=0
a2 14 g =0 —
3012 |5

o+ 0, =0, 2L +Ly =1L,

Ps) Teorema de Jacobi: o determinante de uma matriz ndo se altera quando
somamos aos elementos de uma fila uma combinacéao linear dos elementos
correspondentes de filas paralelas.

Exemplo:

1 2 3
2 1 2[=9
2 4 3

Substituindo a 12 coluna pela soma dessa mesma coluna com o dobro da 22, temos:
1+2.2 2 3 52 =

2+1.2 1 2|=[41 2|=%
2+4.2 4 3 104 3

Pe) O determinante de uma matriz e o de sua transposta sao iguais.
Exemplo:

12 3 1 2 2
deth=2 1 2(=9 det A ={2 1 4|=9
2 4 3 302 3



P-) Multiplicando por um namero real todos os elementos de uma fila em uma matriz, o
determinante dessa matriz fica multiplicado por esse numero.

Exemplos:

2, —\1

1 2 = 20 2 3

a)|2 1 -1|=-4 muttighcando ) por 2: 4] 1 -1j=2(-4) =-3

221 6 2 1
I, —
5 1

5 -100 1 -2 0

1 1
Bi[3 7 4|=-145  mutipicando Llporg: 3 7 4 =§(—145)=—29
2 0 -1 2 0-1

Pg) Quando trocamos as posi¢cdes de duas filas paralelas, o determinante de uma
matriz muda de sinal.

Exemplo:
1 2 3 2 1 -1
2 1 -1|=—4 Trocande asposigdes del el == +4|
221 321

Pg) Quando, em uma matriz, os elementos acima ou abaixo da diagonal principal sdo

todos nulos, o determinante € igual ao produto dos elementos dessa diagonal.
Exemplos:

0 0 b
e 0l=abe gy 0 =Xy
. f 00

P10) Quando, em uma matriz, os elementos acima ou abaixo da diagonal secundaria

sao todos nulos, o determinante € igual ao produto dos elementos dessa diagonal
nin-1)

multiplicado por - ?




Exemplos:

P11) Para A e B matrizes quadradas de mesma ordem n,

00

0 a%
=_ﬂ-’5 &0 x|=—abc

det (AB) =det A . det B

1
det A

A AT=7ldetal=

Como:
ExempIO'

e b=

4 2 5
LeRidn:
118

det{AB} det A detB

| S —
10

P12)

= T3
Sz K =R entdo det (K. AY=K" det 4.

Exemplo:

21
mendo =3 A=
4 5

& =
e K. A= Lfemog:
1215

det(K ) = ¥, det &

il 3 6

Exercicio pratico:
Decodificacao de mensagem.

AA?

Depois que aplicamos o roteiro que constroi o conceito de determinante de
uma matriz, vocé pode retornar a este e estimular o aluno a analisar varias
matrizes néo invertiveis e, consequentemente, leva-lo a concluir que as
matrizes nao invertiveis sdo exatamente aquelas que possuem determinante
zero. Ou seja, concluir que:

Dada uma matriz quadrada A (com determinante ndo nulo) existe uma
Unica matriz A™ tal que:

=ALA=In

7

Outra atividade interessante que poderemos construir € ampliar o
conceito de matrizes inversas para o uso com matrizes 3x3.

Por fim, propomos uma atividade de decodificagdo que serd uma
ferramenta importante tanto para habilidade de operacdes com matrizes
guanto para o trabalho, em um ambiente contextualizado.



Para nossa incursao nas mensagens criptografadas usando matrizes, precisamos

inicialmente fazer uma associacdo entre niameros e as letras do alfabeto da seguinte
forma:

-ABCDEFGHI J KL MNOWPQQRSTUVWXY  Z

01234567891 111 1 1 111 2 2 2 2 2 2 2

O 1 2 3 45 6 7 8 9 0 1
Quadro do valor numérico de cada letra

Os espacos entre as palavras serao representados por um traco e para esse
simbolo serd atribuido o numero zero.

Dois amigos, Carlos e Jodo, combinaram de enviar mensagens codificadas entre

R 1
si, utilizando a matriz [n 3] como chave.

a) Carlos quer enviar a mensagem “ESTUDAR LIBERTA” para Joéao.

Preencha a tabela abaixo com 0s nimeros que estdo associados a
cada uma das letras.

E S T U D A R L
5 4

=
=
(e}
=
N
©

b) Organize esses dados em uma matriz Myx7, da seguinte forma:

M:(S 1‘3‘2'1}214118)
129 2 5 18 201

c) Encontre a matriz A inversa de A.

AA, = (ﬂi 23)(;1 E:i) = ([]1 []1) encontraremos, Al= (; -

01 | L3 | B3

d) Obtenha a matriz codificada que Carlos devera enviar para Jodo, ou seja,
obtenha a matriz C=A.M



29 37 24 31 40 41 EG}

Chegaremos a Matriz C=(35 27 6 15 54 60 3

Faca como Jo3o e finalmente decodifique a mensagem, fazendo A™.C

1~_f5 19 20 21 4 1 18
Fazendo A .C-( )

12 9 2 5 18 20 1

“ESTUDAR LIBERTA”



AVALIACAO

A avaliagdo se fard ao longo do bimestre fazendo com que a aprendizagem ocorra e que
para que se possa corrigir eventuais erros dessa aprendizagem. A avaliagdao envolve aluno e
professor e deve ser realizada de maneira que ambos possam avaliar o quanto se desenvolveu
cada uma das competéncias relacionadas aos temas estudados.
Ao longo do bimestre faremos exercicios praticos de localizagdo de elementos de uma matriz,
de mensagens criptografadas, resolucdo de exercicios, bem como a avaliacdo escrita
propriamente dita.

As avaliacGes escritas poderao ser feitas em dois momentos durante o curso da matéria.
ApOds a primeira avaliagdo teremos uma resposta se houve ou ndo conhecimento e poderemos
assim corrigir possiveis falhas no processo de aprendizagem.

No decorrer do assunto estaremos atentos e elaborando exercicios praticos que
poderdo servir de avaliacdo da aprendizagem e serdo pontuados.
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