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INTRODUCAO

Este plano de trabalho tem por objetivo permitir que os
alunos pudessem compreender que em nosso cotidiano
existe uma série de fenOmenos que se repetem em um
determinado periodo e que é possivel utilizar os conceitos
da trigonometria para analisa-los e compreendé-los. Foi
elaborado visando a transmissdo do conhecimento atraves
da construcao feita pelos alunos com resolucbes de
situacoes problema e generalizacoes.

Normalmente o0s alunos apresentam grandes
dificuldades quanto a interpretacdo de enunciados e
conceitos da trigonometria devido a dificuldade de uma
compreensdo sem uma parte visual e dinamica para
auxiliar nas demonstracbes. Por isso, &€ extremamente
importante a utilizacao de um software, como por exemplo,
o Geogebra.

Como o assunto aborda o radiano como unidade de
medida de arcos e angulos, faz-se necessario fazer uma
revisdo sobre o grau como uma unidade que ja foi
estudada anteriormente. Para a totalizacao do plano, serao
necessarios seis tempos de cinguenta minutos para
desenvolvimento dos conteddos mais quatro tempos para
avaliacao da aprendizagem.



DESENVOLVIMENTO

Ativi

dade 1

e HABILIDADE RELACIONADA: Reconhecer e identificar os 4 quadrantes

no ciclo trigopnométrico

e PRE-REQUISITOS: Radiano como unidade de medida de arcos e .

e _TEMPO DE DURACAOQ: 100 minutos

e ORGANIZACAO DA TURMA: Turma disposta em pequenos grupos (2

ou 3 alunos)

e OBJETIVOS: Apresentar ao aluno o ciclo trigonométrico e as vantagens
de usar o radiano como unidade de medida de angulos.

e M

ETODOLOGIA ADOTADA:

Construcéao do ciclo trigopnométrico com o Geogebra,

Circunferéncia Trigonométrica
E uma circunferéncia de raio unitario orientada de tal forma que o sentido

positivo

€ o0 sentido anti-horario. Associamos a circunferéncia (ou ciclo)

trigopnométrico um sistema de coordenadas cartesiana, fixando o ponto A de
coordenadas (0,1) como origem dos arcos.
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Os eixo x e y dividem a circunferéncia em quatro partes congruentes chamadas
guadrantes, numeradas de 1 a 4 conforme figura abaixo:



Construir no Geogebra o ciclo trigonométrico:

Ponto O(0,0)

Circulo dados centro e raio (Circulo ¢ com centro em O e raio=1)
Ponto A (1,0)

Ponto B(Ponto sobre a circunferéncia)

Arco d (arco AOB)

Angulo a(angulo AOB) Configurar unidade para radiano
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Movimentar o ponto B e observar as variacoes do comprimento do arco d e as
variacoes do angulo a.
Perceber as vantagens de usar a unidade de medida de angulos em radiano .




Conhecer os 4 quadrantes do ciclo trigonométrico.

Atividade 2

e HABILIDADE RELACIONADA: Representar o seno, o co-seno e a de um
arco qualquer no ciclo trigopnométrico.

e PRE-REQUISITOS: Arcos e angulos na Circunferéncia

e TEMPO DE DURACAOQ: 100 minutos

e RECURSOS EDUCACIONAIS UTILIZADOS: Software GeoGebra; Folha
de atividades; Laboratoério de Informatica / Projetor Multimidia e
Notebook do Professor .

® ORGANIZACAO DA TURMA: Turma disposta em pequenos grupos (2
ou 3 alunos), propiciando trabalho organizado e colaborativo.

e OBJETIVOS: Representar o seno, 0 co-seno e a tangente de um arco
qualquer no ciclo trigpnométrico.

e METODOLOGIA ADOTADA: Construcédo no Geogebra

Abrir o arquivo construido no Geogebra na aula anterior.
Incluir os seguintes elementos:

Ponto C(cds(d),0)

Segmento BC (renomear como seno)

Segmento OC(renomear como cosseno)

Digitar no campo de entrada seno = sin ()

Digitar no campo de entrada cosseno = cos ()

Inserir o texto seno=seno
Inserir o texto cosseno=cosseno

No sistema de coordenadas cuja origem é o centro de (ciclo
trigonomeétrico), e sendo A = (1,0), definimos

cos X = abscissa de B

sen x = ordenada de B
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Mover o ponto B e observar as variagGes do seno e do cosseno.

Ha varias coisas interessantes aqui que merecem destaque.

..No 12 quadrante, o seno varia de forma crescente, assumindo valores
entre 0 e 1, sendo portanto positivo. Ja o0 cosseno varia de forma
decrescente, com valores que variam também de 0 a 1, sendo também

positivo.

..No 2° quadrante, o seno varia de forma decrescente, mantendo a
mesma variacado do 1° quadrante (sendo portanto ainda positivo). Por
sua vez, o cosseno continua decrescendo, variando de -1 a O,
assumindo valores negativos.

..No 3° quadrante, a variacdo do seno continua decrescente, com valores
gue variam de -1 a 0 (negativos). Agora 0 cosseno cresce, tendo seus
valores variando no intervalo de -1 a 0, mas ainda negativos.

..No 4° quadrante, seno e cosseno apresentam-se crescentes, sendo o
seno com variacdo de -1 a 0 (negativo) e o cosseno, de 0 a 1 (positivo).

Organizando isto em uma tabela, podemos escrever:

Tabela: variagédo de sinal, crescimento e valores do seno e do cosseno pelos

quadrantes.
1° quadrante 2° quadrante 3° quadrante 4° quadrante
seno positivo positivo negativo negativo
crescente decrescente decrescente crescente
]Ovl[ ]Orl[ ]-110[ ]_110[
c0osseno positivo negativo negativo positivo
decrescente decrescente crescente crescente
]011[ ]'110[ ]'110[ ]011[

Inclua os seguintes elementos:

Ponto D(d, cos(d))
Ponto E(d, sin(d))




Habilite o rastro dos pontos D e E
Mova o ponto B e observe os rastros formados das fungdes seno e cosseno de o a 2@
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Salve o arquivo como ciclo trigonométrico e feche-o
Abra um novo arquivo co os seguintes elementos:
Controle deslizante a (de o a 20)

Digite no campo de entrada:

Fungdo [<sin(x)>,<0>,<a>]

Fungdo [<cos(x)>,<0>,<a>]
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Atividade 3

e HABILIDADE RELACIONADA: Representar a tangente de um arco
qualquer no ciclo trigopnométrico.

e PRE-REQUISITOS: Arcos e angulos na Circunferéncia; unidades de
medida de arcos e angulos (graus e radianos) funcdo seno e fungéo
cosseno.

e _TEMPO DE DURACAOQ: 100 minutos

¢ RECURSOS EDUCACIONAIS UTILIZADOS: Software GeoGebra; Folha
de atividades; Laboratorio de Informatica / Projetor Multimidia e
Notebook do Professor.

e ORGANIZACAO DA TURMA: Grupos de 2 alunos.

e OBJETIVOS: : Representar a tangente de um arco qualquer no ciclo
trigonomeétrico.

e METODOLOGIA ADOTADA: Construcédo no Geogebra.

A tangente e a secante

senolx)

A tangente ser definida como a razao desde que se tenha

cossenolx)’
cosseno x # 0 (pois caso contrario, a tangente néo existiria!). Podemos
analisar algumas coisas a partir desta definicdo. Primeiro, para que
valores de x a tangente ndo existe? Responder a esta pergunta equivale
a pensar em para que valores de x o cosseno vale 0. Quando nos
lembramos que o cosseno de x & o valor da abscissa do ponto B, torna-
se mais simples responder a esta questdo. Basta pensarmos para que
valores de x temos abscissa 0 para B. Isso acontece nos pontos (0,1) e

(0-1), que indicam os arcos de 90° ou 2mrade 270° ou Zrad,

respectivamente, quando consideramos apenas a menor determinagéo
positiva. Para estes arcos (e para todos os arcos congruos a eles) a
tangente ndo esta definida. Para os demais, ela serd o resultado do

quociente entre o seno e 0 cosseno do arco considerado. Por exemplo,

a tangente de 1 serg =22 _ 98 ~ 4 o g

coszenc (1) - 054



Representagio geométrica da razdo ~—=net)

cossenolx)

Retornar ao ciclo trigpnométrico:

@------

Destacando do ciclo o triangulo OBD abaixo, retangulo em D, temos:

B

sen X

90

Ccos X

senoix)

Vamos agora tentar construir a relacao a partir deste triangulo.

cosseno(x)
Uma boa estratégia é usar triangulos semelhantes, que nos permitirdo obter
esta razdo. Os triangulos abaixo mostram uma boa possibilidade.



90
© O

cos X D A

Na figura, construimos o triangulo OTA, retangulo em A, de maneira que
OA = OB = 1. Esses triangulos sao semelhantes pois compartilham

A . oD EBD .
angulos (caso AA). Isso nos permite escrever que —=_, OU seja,
COf X FEn X

usando TA =t, temos - =

H FER X . e
, OU seja, t = —. Isso significa que

t Ccos X

tomando, no ciclo trigopnométrico, por A uma reta perpendicular p a OA e
considerando T como o ponto de interseccao entre a reta suporte s de
OB e p, obteremos no ciclo trigonométrico estrutura semelhante a esta,
onde poderemos identificar a tangente do arco x. A figura abaixo mostra
iSso0.

‘._.____-...._

A tangente no ciclo trigonomeétrico.
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Funcdo tangente com auxilio do GeoGebra.

1. Abra uma tela nova no GeoGebra e marque os pontos O=(0,0), A=(1,0),
B=(-1,0), C=(0,1) e D=(0,-1). Trace também uma circunferéncia de
centro O e raio. Este € o ciclo trigonométrico.

2. Tome um ponto E qualquer no ciclo trigonométrico e marque o arco
AOE. Vocé vera na janela da algebra surgir a indicagao “d=...”, que
representa o comprimento do arco AOE. Digite ainda, no campo
Entrada, as equagdes x=0 e y=0, para marcar os eixos coordenados.

3. Trace por A uma reta perpendicular ao eixo x (esta é a reta e, também
conhecida como eixo das tangentes). Agora, faca uma reta passando
pelos pontos O e E (esta é a reta f). Marque o ponto de interseccdo
entre as retas e e f, que o0 GeoGebra chamara de F. O comprimento do
segmento AF é a tangente do arco AOE.

Movimente E no ciclo e veja como varia F! Note que, quanto mais préximo
de C o ponto E esta, maior € o comprimento do segmento AF e que quando E e
C coincidem, o ponto F desaparece! Por que isso acontece?

Retomando a definicido de tangente como a razdo ==

, sabemos que
Coz X

essa razao so existe quando cos x # 0. Mas o cosseno vale 0 justamente nos

pontos C(0,1) e D(0,-1), por essa razdo, quando E e C ou E e D coincidem, o

ponto F deixa de existir, pois a razdo que o define fica indefinida dentro dos

reais. Uma outra ideia que converge com essa € a de que quando E e C

coincidem (ou E e D), a reta f e 0 eixo y ficam paralelos. Como o ponto F é a

intersecgao entre essas duas retas, ele deixa de existir... Interessante, ndo?
Agora observe na sua construcéo o triangulo OAF, retangulo em A, que
destacamos abaixo. Nele, temos que AF = tg(x), onde x € a medida do
arco AOE, e que OA = 1(raio do ciclo trigopnométrico). Da semelhanca
gue vimos acima, podemos escrever:

1

oD OF COSX 1 1

04 oT 1 5 COSX

11



N ~ 1 .
Arazdo s = p— damos o nome de secante. A secante se relaciona com

a tangente segundo uma relacéo de Pitagoras, conforme podemos observar
pelo triangulo OAT da figura acima, retangulo em A:

Tg*(x) + 1% = sec®(x) = Tg*(x) + 1 = sec?®(x)

Vamos construir os graficos dessas duas fungbes? A primeira observagéo
que temos a fazer sobre elas é sobre os seus dominios. Essas fun¢des séo

definidas de R — {(2K+ 1).5 K€ E} em R porque precisamos excluir de seus
dominios os casos em gue 0 cosseno se anula (0 que acontece em todos o0s

3w

arcos cuja extremidade coincida com = ou =—. Quando construimos esse

grafico com auxilio do GeoGebra, isso aparece claramente. Vamos ver?
Retome a Ultima tela de trabalho do GeoGebra que usamos para ver a
tangente e prossiga com a construcdo conforme indicamos a seguir.

4. Digite no campo Entrada T=(d,tan(d)), habilite o rastro de T e mova E no
ciclo trigonométrico, observando o caminho descrito por T.
5. Digite no campo Entrada a funcdo t(x)=tan(x), movimente E no ciclo
trigonomeétrico e observe o seu grafico.
Seu grafico deve ficar assim:

77 Iniciae

Cada um dos pontos desse grafico tem como abscissa 0 comprimento do
arco AOE e como ordenada o comprimento do segmentoAF. Note que
conforme E, no 1° quadrante, se aproxima de C, a fungao tende a +«, porque o
comprimento do segmento AF vai ficando cada vez maior (0 ponto de
interseccdo F tende a subir cada vez mais — comportamento crescente). Por
outro lado, quando E chega ao 2° quadrante, ultrapassando C mas ainda muito
préximo dele, o ponto de intersecgdo aparece muito negativo, e vem “subindo”

12



conforme E se afasta de C em direcdo a B (comportamento crescente).
Quando E e B coincidem, o ponto F coincide com o ponto A, situacdo em que o
segmento AF tem seu comprimento zerado.

Movimentando o ponto E no 3° quadrante, no sentido de B para D,
obtemos segmentos AF partindo de valores muito proximos de zero, mas
positivos, e tornando-se cada vez maiores, quanto mais proximo de D o ponto
E estd (comportamento ainda crescente). E, finalmente, quando E passa ao 4°
guadrante, temos a mesma situacdo que observamos no 2° quadrante, ainda
com comportamento crescente.

Em sintese: a funcéo tangente é crescente em todos os valores de seu
dominio e apresenta raizes sempre que seu dominio € um arco com
extremidade 0 ou 1 (e seus céngruos). Essa fungéo € positiva quando o
arco tem extremidade no 1° ou no 3° quadrantes, pois o ponto F
encontra-se acima do eixo x; por outro lado, no 2° e 4° quadrantes, a
tangente é negativa pois F localiza-se abaixo do eixo x. A tabela abaixo
resume isso (e hovamente, ndo deve ser dada mas sim construida junto
com os alunos).

1° quadrante

2° quadrante

3° quadrante

4° quadrante

tangente positiva negativa positiva negativa
crescente crescente crescente crescente
10,+[ ]-.0[ 10,+[ ]-=.0[

Gréfico da funcéo secante
Prossiga na construgdo que
sequéncia:
6. Esconda os objetos funcdo t e ponto T.
7. Digite no campo entrada S=(d,(1/cos(d))), habilite o rastro e movimente
E no ciclo trigonométrico, observando o caminho descrito por S.
8. Digite no campo entrada a funcdo s(x)=1/(cos(x)), movimente E e

acabamos de fazer, usando a seguinte
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Ha alguns fatos interessantes no grafico da fungdo secante que
merecem destaque. Primeiro, vamos analisar o crescimento dessa fun-

~ 1 .
cao. Note que secx =—, logo, como cos x varia entre -1 e 1, a secante

sera um numero que resultara da divisédo de 1 por 1, de 1 por -1 ou de 1
por um numero entre -1 e 1, ou seja, numeros cujo valor absoluto esta
entre 0 e 1. Quando dividimos 1 por um numero positivo menor do que
1, obtemos um resultado positivo maior do que 1 e quanto mais proximo
de zero for o divisor, maior sera o quociente. Por outro lado, quando
dividimos 1 por um numero entre -1 e 0, o resultado sera negativo e
menor que -1 (em moédulo, maior que 1). Jamais conseguiremos
resultados para este quociente que estejam entre -1 e 1. Por essa razao,
a regiao do plano xy compreendida estritamente entre as retas y=-1 e
y=1 é vazia e o grafico tende a mais infinito ou a menos infinito conforme

. ™ 3T A . z
X aproxima-se de —ou— ou de seus codngruos. Dai também podemos
perceber que a funcdo secante tem o mesmo dominio da funcédo
tangente.

Assim, o quadro que resume o0 comportamento da funcdo secante
encontra-se abaixo.

1° quadrante

2° quadrante

3° quadrante

4° quadrante

Secante positiva negativa negativa positiva
crescente crescente decrescente decrescente
]1;+°°[ ]-oo,_l[ ]_oo,_l[ ]11+°°[

A cotangente e a cossecante

Da mesma maneira que vimos para a tangente e a secante, a cotangente
e a cossecante também estdo intimamente relacionadas. Vamos, nesta sec¢dao,
estudar melhor essas duas fungcfes, comecando pela funcéo cotangente.

7z

, . 1
A cotangente € a reciproca da tangente, ou seja, cotx =—. Como

g x’
ST

Tg x =——, podemos definir a cotangente como Cotx =—— A

coEXx S8 X

visualizacdo da cotangente no ciclo trigonométrico € feita de maneira
similar a das tangentes. Vamos buscar, em triangulos semelhantes ao
triangulo fundamental de catetos seno e cosseno e hipotenusa 1, um
segmento que expresse a relacdo que define a cotangente.

14



sen X /

/ /

o /

A figura acima mostra uma construgdo possivel. O triangulo FOE,
retangulo em F, € o triangulo tipico do ciclo trigonométrico, onde O € a
origem do sistema de eixos cartesianos, E é extremidade do arcoe F é o
ponto que delimita o seno. O segmento FE é congruente ao cosseno do
arco de comprimento x. Os dois triangulos sédo semelhantes (caso AA).

OF _ EF 51 X COEX COEX

Isso leva a ——= - . — . - Manipulando, obtemos r =

BT X

S8R X

1 .
, podemos perceber que cotg x = pyt Assim sendo, 0

Ccomo tg x =2

CoOEX

segmento PR indica a cotangente do arco de medida x com origem no 0
do ciclo trigopnométrico e extremidade E. Vamos fazer essa construcdo
com o GeoGebra para que possamos visualizar esta relacdo? Os
passos a serem seguidos estao a seguir!

. Abra uma tela nova no GeoGebra e marque os pontos 0=(0,0), A=(1,0),

B=(-1,0), C=(0,1) e D=(0,-1). Trace também uma circunferéncia de

centro O e raio 1 (conforme fizemos nas paginas anteriores). Este € o

ciclo trigonomeétrico.

. Tome um ponto E qualquer no ciclo trigopnométrico e marque 0 arco
AOE. Vocé vera na janela da algebra surgir a indicacdo “d=...”, que
representa o comprimento do arco AOE. Digite ainda, no campo
Entrada, as equagdes x=0 e y=0, para marcar os eixos coordenados.

3. Digite, no campo Entrada, x=0 e y=0. Desta maneira, marcaremos as

retas que representam 0s eixos x e y. Trace por C uma reta paralela ao

eixo x. Para isso, cligue no botdo &, disponivel no 4° menu de botdes,
e sequencialmente no ponto C e no eixo Xx. O GeoGebra nomeara esta

Reta Definicda por Dois Pontos

reta como a. Trace agora a reta b, clicando no botédo ~ ! e
nos pontos O e E. Esta reta encontra a reta a em um ponto. Marque este

. ~ . ~ ntersecio ce Dois Otaetos
ponto de interseccdo, clicando no botdo ~% “FEEEE o 1o local da
interseccdo (ou nas retas a e b). O GeoGebra nomeara este ponto como
F. O segmento CF representa o valor da cotangente do arco AOE.

A essa altura, a sua tela do GeoGebra deve apresentar-se assim:

15
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Observe que, da mesma forma que o0 eixo das tangentes apresenta
tangentes positivas quando localizado acima do eixo x e negativas,
quando localizado abaixo dele, o eixo das cotangentes (a reta a)
apresenta cotangentes positivas a direita do eixo y e negativas a es-

guerda. Movimente o ponto E pelo ciclo e observe as posi¢des do ponto
F.

Gréfico da funcao cotangente.

Digite no campo Entrada G=(d,(cos(d)/sin(d))).Vocé vera na tela o ponto
G. Movimente o ponto E sobre o ciclo, organizadamente, passando por
todos os quadrantes no sentido crescente dos arcos a partir da origem.
Agora, habilite o rastro do ponto G e volte a executar o mesmo
movimento com o ponto E no ciclo. Para visualizar o grafico da funcéo

cotangente por completo, digite no campo Entrada a funcéo
f(x)=(cos(x)/sin(x)).
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Cossecante.

sen x /

Nestes triangulos, podemos escrever, pela semelhanca, que as razdes
OF para OR e OE para OP sdo equivalentes. Isso acarreta em

== ?3::*- p=——, que define a cossecante do arco AOE de medida x. O
valor da cossecante tera o valor absoluto do comprimento do segmento OP e o
mesmo sinal do seno no quadrante em que se encontra a extremidade do
arco considerado. Sim, isso mesmo, o0 mesmo sinal do seno, porque a
cossecante € o inverso do seno e inversdes ndo alteram sinais.

Retome a sua ultima tela do GeoGebra, esconda os objetos funcgéo f e
ponto G. Movimente o ponto E em torno do ciclo trigpnométrico, percorrendo
sistematicamente cada um dos quadrantes no sentido crescente do ciclo, e
observando o que acontece com o comprimento do segmento OF associado a
informacdo de em que quadrante encontra-se o ponto E (lembre-se, a
cossecante tem a mesma variacao de sinal do seno).

Gréfico dafuncao cossecante.

Digite na caixa Entrada o ponto H=(d,(1/(sin(d))); movimente o ponto E
sistematicamente no ciclo trigonométrico e verifique o posicionamento de H
conforme E roda no sentido crescente do ciclo. Habilite o rastro de H, mova
novamente o ponto E no ciclo e observe o caminho descrito por ele. Digite no
campo Entrada a fungéo h(x)=1/(sin(x))

a

Atividades
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1) Qual o dominio da fung&o cotangente? Por qué?

2) Por que a cotangente tende a +~ quando o arco tem comprimento
proximo de kit pela direita, com k € [0?

3) Em que vizinhanga ela tende a —~? Por qué?

4) De que maneira podemos relacionar a variacdo do sinal da funcéo
cotangente com a variacao do sinal das funcdes seno e cosseno?

5) De que maneira podemos relacionar a variacéo do sinal da funcgéo
cotangente com a da funcgéo tangente?
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AVALIACAO

A avaliacdo deve ser realizada de maneira que se possa
avaliar o quanto se desenvolveu cada uma das competéncias
relacionadas aos temas estudados.

Aplicar teste individual evolvendo construcdo e andlise de
ciclo trigonométrico (com consulta — 50 minutos).

Avaliar a reflexdo e o argumento critico usado pelos alunos,
em momento oportuno (50 minutos).

Verificar os acertos dos alunos nas questdes relacionadas
com o tema que constardo no SAERJINHO. Este sera outro método
de avaliacdo. Porem, nele o professor podera verificar a
aprendizagem n&o apenas no assunto que norteou este plano de
trabalho, mas também em conteddos estudados no bimestre
anterior.

Aplicacdo de avaliacdo escrita individual (100 minutos) para

investigacdo da capacidade de utilizacdo de conhecimentos
adquiridos sobre trigonometria na circunferéncia.
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