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INTRODUCAO

Com esse plano de aula sobre Sistemas Lineares, devemos
compreender o conceito e suas aplicabilidades, favorecendo assim um melhor
processo de ensino aprendizado, ndo deixando de repassar para o0 aluno o
fator historico, sua aplicabilidade e videos para complementar a aprendizagem

dos alunos.

Definiremos sistemas lineares e mostraremos resolu¢des de Equacbes
Lineares, resolucdo de Sistemas Lineares 2x2 pelo Método da Substituicdo e
Adicdo, Sistemas Equivalentes, Regra de Crame, o Método de Escalonamento,
Interpretacdes Geométricas e Classificacdo de Sistemas 2x2. Devemos deixar
bem claro que exercicios repetitivos e poucas aulas contextualizadas nao

atendem mais 0s nossos alunos.

Para um bom desenvolvimento da matéria, o aluno devera dominar
alguns conceitos basicos como soma e subtracdo dos numeros reais e

resolucao de determinantes.




DESENVOLVIMENTO

ATIVIDADE 01

HABILIDADE: Saber definir e classificar os diversos tipos de
sistemas lineares.

PRE-REQUISITOS: Realizar opera¢cbes com matrizes e
determinantes.

TEMPO DE DURACAO: 320 minutos (8 tempos de aula).

Terca 2 tempos de 40minutos;( 80 min.)

Quinta 2 tempos de 40 minutos;( 80 min.)

Terca 2 tempos de 40 minutos; ( 80 min.)

Quinta 2 tempos de 40 minutos;( 80 min.)

RECURSOS EDUCACIONAIS UTILIZADOS: Leitura de um texto
histérico sobre sistemas lineares, lista de exercicios, explicacdo e
demonstracdes no quadro branco, apresentacdo de videos com

auxilio do notebook e data-show.

ORGANIZACAO DA TURMA: Individual.

OBJETIVOS: Conceituar equacéo linear, procurar solu¢cdes de uma
equacao linear, resolver sistemas lineares, associar uma matriz
completa ou incompleta, classificar um sistema linear como possivel
e determinado e indeterminado ou impossivel e utilizar a Regra de
Cramer na solucdo de um sistema linear e contextualizar todo

conteudo.

METODOLOGIA ADOTADA:

1. Leitura prévia da matéria no livro didatico pelo aluno e realizacéo

de um fichamento;




2. O aluno ir4 resolver os exercicios propostos pelo livro didatico
adotado no ano regente;

3. Aplicacao de lista de exercicios de fixacdo e complementares;

4. Texto histérico seguido de um video para melhor compreensao do

conteudo.
ATIVIDADE 01 EM PRATICA

LEITURA DE UM TEXTO HISTORICO SOBRE SISTEMAS LINERAES

Na matematica ocidental antiga sdo poucas as aparicbes de sistemas de
equacles lineares. No Oriente, contudo, 0 assunto mereceu atencdo bem
maior. Com seu gosto especial por diagramas, 0s chineses representavam o0s
sistemas lineares por meio de seus coeficientes escritos com barras de bambu
sobre os quadrados de um tabuleiro. Assim acabaram descobrindo o método
de resolugéo por eliminacdo — que consiste em anular coeficientes por meio
de operacdes elementares. Exemplos desse procedimento encontram-se nos
Nove capitulos sobre a arte da matemética, um texto que data provavelmente
do século 111 a.C.

Mas foi s6 em 1683, num trabalho do japonés Seki Kowa, que a idéia de
determinante (como polindmio que se associa a um quadrado de nimeros) veio
a luz. Kowa, considerado o maior matematico japonés do século XVII, chegou a
essa nocao através do estudo de sistemas lineares, sistematizando o velho
procedimento chinés (para o caso de duas equacgdes apenas).

O uso de determinantes no Ocidente comegou dez anos depois num trabalho
de Leibniz, ligado também a sistemas lineares. Em resumo, Leibniz
estabeleceu a condicdo de compatibilidade de um sistema de trés equacgdes a
duas incognitas em termos do determinante de ordem 3 formado pelos
coeficientes e pelos termos independentes (este determinante deve ser nulo).
Para tanto criou até uma notagcdo com indices para os coeficientes: o que hoje,
por exemplo, escreveriamos como ai», Leibniz indicava por 1,.

A conhecida regra de Cramer para resolver sistemas de n equacfes a n
incégnitas, por meio de determinantes, € na verdade uma descoberta do
escocés Colin Maclaurin (1698-1746), datando provavelmente de 1729, embora
s6 publicada postumamente em 1748 no seu Treatise of algebra. Mas o nome
do suico Gabriel Cramer (1704-1752) ndo aparece nesse episédio de maneira
totalmente gratuita. Cramer também chegou a regra (independentemente), mas
depois, na sua Introducdo a analise das curvas planas (1750), em conexao
com o problema de determinar os coeficientes da conica geral A + By + Cx +
Dy? + Exy + x> = 0.

O francés Etienne Bézout (1730-1783), autor de textos matematicos de
sucesso em seu tempo, sistematizou em 1764 o processo de estabelecimento
dos sinais dos termos de um determinante. E coube a outro francés, Alexandre
Vandermonde (1735-1796), em 1771, empreender a primeira abordagem da
teoria dos determinantes independente do estudo dos sistemas lineares —
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embora também o0s usasse na resolucdo destes sistemas. O importante
teorema de Laplace, que permite a expansao de um determinante através dos
menores de r filas escolhidas e seus respectivos complementos algébricos, foi
demonstrado no ano seguinte pelo préprio Laplace num artigo que, a julgar
pelo titulo, nada tinha a ver com o assunto: "Pesquisas sobre o calculo integral
e o sistema do mundo”.

O termo determinante, com o sentido atual, surgiu em 1812 num trabalho de
Cauchy sobre o assunto. Neste artigo, apresentado a Academia de Ciéncias,
Cauchy sumariou e simplificou o que era conhecido até entdo sobre
determinantes, melhorou a notacdo (mas a atual com duas barras verticais
ladeando o quadrado de numeros s6 surgiria em 1841 com Arthur Cayley) e
deu uma demonstracdo do teorema da multiplicacdo de determinantes —
meses antes J. F. M. Binet (1786-1856) dera a primeira demonstracado deste
teorema, mas a de Cauchy era superior.

Além de Cauehy, quem mais contribuiu para consolidar a teoria dos
determinantes foi o alemédo Carl G. J. Jacobi (1804-1851), cognominado as
vezes "o grande algorista". Deve-se a ele a forma simples como essa teoria se
apresenta hoje elementarmente. Como algorista, Jacobi era um entusiasta da
notacdo de determinante, com suas potencialidades. Assim, o importante
conceito de jacobiano de uma funcdo, salientando um dos pontos mais
caracteristicos de sua obra, € uma homenagem das mais justas.

HYGINO H. DOMINGUES
fonte: http://www.somatematica.com.br/historia/sistemas.php

e Leitura das paginas do livro / (15 minutos);
e Fichamento apresentado pelos aluno e inicio da aula sobre

sistemas lineares;

VIDEO SOBRE SISTEMAS LINEARES
e http://www.youtube.com/watch?v=TE32uyEKAZc
DEFINICAO DE SISTEMAS LINEARES

De modo geral, denomina-se equacao linear toda equacao que pode ser escrita
na forma:

alxl + a2x2 + a3x3 + ... + anxn = b na qual :

x1,X2,X3,...,Xn sao incognitas;

al,a2,a3,...,na sdo numeros reais chamados coeficientes das incognitas;
b é o termo independente.



http://www.somatematica.com.br/historia/sistemas.php
http://www.youtube.com/watch?v=TE32uyEkAZc

EXERCICIOS DE FIXACAO

1- Verifique se o par ordenado:

a) (6,2 ) é uma solucdo da equacao linear 4x -3y = 18

b) ( 3,-5) é uma solugdo da equacdo linear 2x + 3y = 21

2- Verifique se o termo ordenado:

a) (1,3,2) é uma solucdo da equacdao linear 2x +y + 5z = 15

b) (0,0,0) € uma solucéo da equacdo da equacéo linear 2x + 7y — 3z =0

METODO DA SUBSTITUICAO

O método da substituicdo consiste em isolar uma incognita em qualquer
uma das equagbes, obtendo igualdade com um polinbmio. Entdo deve-se
substituir essa mesma incognita em outra das equacdes pelo polinbmio ao qual
ela foi igualada.

SISTEMAS COM DUAS EQUACOES

Um sistema com duas equac0es lineares se apresenta por:

y=ar+b
y=dr+c

Onde e Ysdo as incognitas.

Para soluciona-lo por substituicdo, substituem-se as variaveis em suas
equacdes por seus polindmios correspondentes:

EXEMPLO:

2x—-y=9
X+y=12
X=12-y / logo
2(12-y)-y=9
24-2y -y =9
24-3y =9
-3y=9-24




Y =-15/-3/x=5

E

2x-y =9

2(5) -y =9

10-y=9

y=-1

Y=1 S=(5,1)

METODO DA SOMA

O método da soma é o mais direto para se resolverem os sistemas, pois
€ uma forma simplificada de usar o método da substituicdo. S6 € possivel
quando as equacdes séo dispostas de forma que, ao subtrair ou somar 0s
polindmios das equacdes, todas as incognitas, exceto uma, se anulam. E mais
simples e direto que o outro método

EXEMPLO
20 —y=29
r+y=12

3X=21/X=7

Y=12-7

Y=5 E 2X-5=9/ 2X=9+5 [/ 2X=14 | X=7
S=(75)

LISTA DE EXERCICIO PARA FIXACAO
1- Resolva os sistemas lineares pelo método de substituicdo ou adicao:

A)  2X+3Y=13
3X-5Y =10

B) 2X-5Y=11
3X +6Y =3




C)

x4y = 3000

=y + 400.
Perceba que este caso, apesar de ter as duas incognitas nas duas equacgdes,
pode ser resolvido essencialmente da mesma forma que acima... E como se
conhecessemos o valor de x (na segunda equacao), a diferenca é que este

valor esta dependendo de y, mas isso ndo impede que facamos 0 mesmo que
antes: substituir este valor na outra equacao.

vy =3000 = (y+400)+y=23000 = y=1300.

Conhecendo o valor de y, basta usar qualquer equacédo para encontrar 0 X...
Vamos usar a segunda:

r=y+400 = x=1300+400 = == 1700.

Solugdo: x =1700 e y = 1300

INTERPRETACAO GEOMETRICA DOS SISTEMAS LINEARES 2X2

Os pares ordenados de numeros reais que sdo solu¢cdes de uma equacdo
linear com duas incégnitas determinam, no grafico, uma reta. A interseccao
das duas retas das equacdes do sistema determina sua solucao, se existir.

Utilizacdo do geogebra para demonstracdo da construcéo do grafico.
(uso do notebook em sala de aula)
Ex.:

Por exemplo, se digitar “f:2x+y=1", na tela aparecera o grafico correspondente
a equacao digitada (uma reta).
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EXERCICIOS COMPLEMENTARES

Lista de exercicios( 10 exercicios — fazer em casa ) de construgdes de graficos dos sistemas
lineares 2x2

REGRA DE CRAMER

A Regra de Cramer € um método resolver sistemas lineares utilizando
determinantes.

Considere o sistema:

{ ax+by=e
cx+dy=f

Pela regra de Cramer:
Dx

Em que Dx é o determinante da matriz dos termos do sistema excluindo
a linha dos coeficientes de x. Os coeficientes "e" e "f' devem ficar a esquerda

hY

da matriz, e os coeficientes "b" e "d" a direita. D é o determinante da matriz dos
coeficientes das incognitas.

eb ab

Dx = D=

fd cd

Para calcular o y basta trocar o Dx pelo Dy, que deve ser calculado da
mesma forma, calculando o determinante da matriz dos termos do sistema
excluindo a coluna dos coeficientes de y. No caso de Dy, no entanto, a coluna
contendo as constantes "a" e "c" fica a esquerda, enquanto a coluna com "e" e
"f* fica a direita.

ae

cf
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http://pt.wikipedia.org/wiki/Regra_de_Cramer
http://pt.wikipedia.org/wiki/Determinante
http://pt.wikipedia.org/wiki/Determinante
http://pt.wikipedia.org/wiki/Matriz_(matem%C3%A1tica)
http://pt.wikipedia.org/wiki/Determinante
http://pt.wikipedia.org/wiki/Matriz_(matem%C3%A1tica)
http://pt.wikipedia.org/wiki/Inc%C3%B3gnita

EXERCICIO DE FIXACAO

1- Utilizando a Regra de Cramer, determine o valor da incégnita y no

seguinte sistema de equacdes lineares:

2x+3vr+3z=14
x4+ 2y+0z=23
Sx+dy+2z=27

RESPOSTA:
2 3 3

D= =u+75+536-30-15-40=731

32 5

5 4 2
2 13 3

Iy =3 23 5 |=92+450+245-5345-108- 270 =62

5 27 2

Y=DY/D
Y=62/31
Y=2

O valor da incégnitay no sistema de equacdes € 2.

2-Um clube promoveu um show de musica popular brasileira ao qual
compareceram 200 pessoas, entre sécios e nao sécios. No total, o valor
arrecadado foi de R$ 1 400,00 e todas as pessoas pagaram ingresso.
Sabendo que o preco do ingresso foi R$ 10,00 e que cada socio pagou
metade desse valor, determine o numero de socios e ndo socios que

compareceram ao show.
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RESPOSTA POR CRAMER :

1 1
D= =10-5=5
5 10

200 1
Dx = = 2000 — 1400 = 600
1400 10 ‘

1 200
= =1400- 1000 = 400
= s 1400‘

X=DX/D
X=600/5
X=120

E
Y=DY/D
Y=400/5
Y=80

3-Carlos e sua irma Andreia foram com seu cachorro Bidu a farmacia de
seu avO. L4 encontraram uma velha balanca com defeito, que so6
indicava corretamente pesos superiores a 60 kg. Assim, eles se
pesaram dois a dois e obtiveram as seguintes marcas:

Carlos e o cdo pesam juntos 87 kg;
Carlos e Andreia pesam 123 kg;
Andreia e Bidu pesam 66 kg.

Determine o peso de cada uma deles:
ANDREIA: a
BIDU: b

CARLOS: c

12




b+e=87
a+e=123
a+h =566

0
D=1
1

—

1
1|=0+14+1-0-0-0=2
0

0 87 1

Dbh=|1 123 1|=0+487+66-123-0-0=30
1 &6 0

b=Db/D

b =30/2

b =15

b+c=87

15+c =87

C=87-15

C=72

a+b=066

a+66-15

a=>51

Andreia pesa 51 kg, Bidu 15 kg e Carlos 72 kg
e Listade exercicios para fazer em casa,

VIDEO PARA REVISAO DA REGRA DE CRAMER

e http://www.youtube.com/watch?v=1hC-hAwhg-w.

CLASSIFICACAO DE UM SISTEMA LINEAR 2X2

SISTEMA 1. POSSIVEL( TEM SOLUCAO) .......... DETERMINADO( A
SOLUCAO E UNICA) - (SPD);
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2. POSSIVEL( TEM SOLUCAO) .......... INDETERMINADO 9 TEM
INFINITAS SOLUCOES)- (SPI);

SISTEMA IMPOSSIVEL ( NAO TEM SOLUCAO) - (S.1).

ESCALONAMENTO

Karl Friedrich Gauss - astrbnomo, matematico e fisico aleméao - 1777/1855.

O método de eliminacdo de Gauss para solucdo de sistemas de equacdes

lineares, também conhecido como escalonamento, baseia-se em trés

transformacdes elementares, a saber:

Exemplo: os sistemas de equacoes lineares

2x+ 3y =10

5x-2y=6

5x -2y =6

2x+ 3y =10

sao obviamente equivalentes, ou seja, possuem 0 mesmo conjunto solugéo.
Observe que apenas mudamos a ordem de apresentacéo das equacoes.

T2 - um sistema de equacfes ndo se altera, quando multiplicamos ambos os
membros de qualquer uma das equacdes do sistema, por um namero real nao
nulo.

Exemplo: os sistemas de equacdes lineares

3X+2y-z=5
2x+y+z=7
X-2y+3z=1
3Xx+2y-z=5
2x+y+z=7
3x-6y+9z=3

sao obviamente equivalentes, pois a terceira equacao foi multiplicada membro
a membro por 3.

T3: um sistema de equacdes lineares néo se altera, quando substituimos uma
equacao qualquer por outra obtida a partir da adicdo membro a membro desta
equacgao, com outra na qual foi aplicada a transformacao T2.

Exemplo: os sistemas
15x - 3y =22
5x + 2y =32

14




15x - 3y =22

sao obviamente equivalentes (ou seja, possuem 0 mesmo conjunto

solucdo), pois a segunda equacao foi substituida pela adi¢cdo da primeira
equacgao, com a segunda multiplicada por ( -3).

Vamos resolver, a titulo de exemplo, um sistema de equacdes lineares, pelo
método de Gauss ou escalonamento.

Seja o sistema de equac®es lineares:

.X+3y-2z=3 .Equagéo 1
2x .-.y+z=12 Equacéo 2
4x + 3y - 5z = 6 .Equacédo 3

SOLUCAO:
1 - Aplicando a transformacédo T1, permutando as posicdes das equacbes 1 e
2, vem:

2X .-.y+z=12
X.+3y-2z2=3
4x +3y-52=6

2 - Multiplicando ambos os membros da equacdo 2, por (- 2) - uso da
transformacdo T2 - somando o resultado obtido com a equacdo 1 e

substituindo a equacdo 2 pelo resultado obtido - uso da transformacéo T3 -

vem:
2x-.y+z=12
..... -7y+5z2=6
4x+ 3y -52=6

3 - Multiplicando ambos os membros da equacao 1 por (-2), somando o
resultado obtido com a equacao 3 e substituindo a equacéo 3 pela nova
equacao obtida, vem:
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2x-.y+.z=..12
..... -7y+52=..6

5 - Somando a segunda equacao acima com a terceira, e substituindo a
terceira pelo resultado obtido, vem:
2X- ...y +...z2=.12

6 - Do sistema acima, tiramos imediatamente que: z = (-96) / (-24) = 4, ou seja,
z=4.

Como conhecemos agora o valor de z, fica facil achar os valores das outras
incégnitas:

Teremos: - 35y + 25(4) =30 \y = 2.

Por analogia, substituindo os valores conhecidos de y e z na primeira equagao
acima, fica:

2X-2+4=12\x=5,

Portanto, x =5,y = 2 e z = 4, constitui a solugédo do sistema dado. Podemos
entdo escrever que o conjunto solucdo S do sistema dado, é o conjunto unitario
formado por um terno ordenado (5,2,4) :

S={(5,24)}

16




Verificaco:

Substituindo os valores de X, y e z no sistema original, teremos:
5+3(2)-24)=3

25)-(2)+(4) =12

4(5) + 3(2) - 5(4) = 6

0 que comprova que o terno ordenado (5,4,3) € solucéo do sistema dado.

LISTA DE EXERCICIOS PARA CASA, COM CORRECAO NO DECORRER DO

4° BIMESTRE.
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AVALIACAO

O aluno devera reconhecer problemas que envolva conceitos de
sistemas lineares;

Mostrar que os alunos sao capazes de verbalizar e definir os conceitos
atraveés das interpretacdes geomeétricas;

Identificar e produzir exemplos;

Avaliar a capacidade do aluno em usar as informacfes e se conseguem
aplica-las em situacdes que requeiram raciocinio;

A avaliacdo deve analisar a predisposicdo dos alunos em face desse

contetldo matematico e o modo como a valorizam.
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