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INTRODUCAO

Este plano de trabalho tem por finalidade trabalhar com o aluno sistemas
lineares, permitindo ao mesmo visualizar a resolugao destes sistemas lineares

em situagdes do cotidiano.

Este plano de trabalho sera iniciado com uma revisdo de resolucdo de
sistemas de duas incognitas trabalhando o método da substituicdo e o método
da adicdo. Dessa forma o aluno podera verificar qual o método adequado para
resolucdo de cada sistema, e com isso escolher o que for mais conveniente
para resolvé-lo. Neste plano também serdo abordados dois métodos para a
resolucdo de sistemas lineares, a regra de Cramer e o0 método do
Escalonamento, para que o aluno também tenha a possibilidade de, quando
precisar resolver algum sistema linear, possa optar pelo método que achar

mais conveniente a ele.

E importante estimular o aluno a realmente compreender o que esta
sendo abordado, pois muitas vezes o aluno ndo vé a aplicabilidade de
determinado conteldo escolar na sua realidade, e com isso o aprendizado
deixa de ser atrativo para ele. Portanto, é importante a utilizacdo de questdes

contextualizadas que possa ter relacdo com o cotidiano do aluno.

Para trabalhar esse conteddo serdo necessarios 11 tempos de 50
minutos para o desenvolvimento dos contetdos e mais 2 tempos de 50 minutos
para a atividade de avaliagdo da aprendizagem, o teste individual (além da
avaliacdo que serd feita no momento da aula, durante a realizacdo das

atividades).



DESENVOLVIMENTO

ATIVIDADE 1

HABILIDADE RELACIONADA: Identificar os sistemas lineares como modelos
matematicos que traduzem situacfes-problemas para a linguagem matematica;
resolver problemas utilizando sistemas lineares.
PRE-REQUISITOS: Equagdes do 1° grau; sistemas de equacées do 1° grau.
TEMPO DE DURACAO: 100 minutos
RECURSOS EDUCACIONAIS UTILIZADOS: Folhas xerocadas, quadro.
ORGANIZACAO DA TURMA: Duplas
OBJETIVOS: Revisar resolucéo de sistemas de equa¢cdes com duas incégnitas
(método da substituicdo e método da adi¢cao).
METODOLOGIA ADOTADA:

Revisar o tema apresentando ao aluno alguns exemplos de questbes

para se trabalhar sistemas de equacdes. Trabalhar alguns exercicios para

revisar e fixar o conteudo. Veja abaixo.

Vamos recordar dois métodos de resolucdo de um sistema de duas

equacoes.



Método da substituicdo

A resolucao por este método consiste em:

— isolar, no 1° membro de uma das equagdes, uma das incégnitas;

— substituir, na outra equagéo, a incognita isolada, obtendo uma terceira

equacao;

— resolver a terceira equacgao, e substituir o valor obtido para a sua incégnita,

em uma das equacdes do sistema, para obter o valor da outra incognita.

Veja os exemplos abaixo.

1) Luis pagou uma divida de R$ 89,00 com notas de R$ 5,00 e de R$ 2,00. Ao

todo, Luis usou 22 notas. Quantas foram as notas de R$ 5,00 e de R$ 2,007

Resolvendo:

X+y=22

5x + 2y =89
19) X+y=22 29 5.(22-y)+2y=89

X=22-y 110-5y + 2y =89

-3y=-21
y=7

39 x=22-7

x=15 Logo, foram 15 notas de R$ 5,00 e 7 notas de R$ 2,00.



2) Em um estacionamento, ha 14 veiculos, entre carros e motos. Sabe-se que
0 numero total de rodas é 48. Quantos carros e quantas motos ha nesse

estacionamento?

Resolvendo:
Xx+y=14
4x + 2y =48
19) x+y=14 29 4.(14-y)+2y=48
XxX=14 -y 56 —4y + 2y =48
-2y=-8
y=4
3% x=14-4
x=10 Logo, ha nesse estacionamento 10 carros e 4 motos.

Método da Adicao

A resolucao de um sistema por este método consiste em:

— multiplicar todos os termos de cada uma das equagdes por um numero
conveniente (quando necessario), de modo que 0s novos coeficientes de uma

das incognitas sejam nameros opostos;

— adicionar os primeiros membros e os segundos membros das novas

equacdes, obtendo uma terceira equagdo com uma so incognita;

— resolver a terceira equagao e substituir o valor obtido para a sua incégnita,

em uma das equacdes do sistema, para obter o valor da outra incégnita.



Veja os exemplos.

1) A soma das idades de dois irm&o é 29 anos e a diferenca entre elas é 5

anos. Indique a idade de cada um deles.

Resolvendo:

X+y=29 — X+y=29

X—y=5 X—-Yy=5
19 x+y=29 2°) x+y=29
+
XxX-y=5 y=12
2x =34
x =17 As idades deles sdo 17 anos e 12 anos.

2) Resolva os seguintes sistemas:

a) 8x —2y =65
3x—-2y=15 x (-1)

Resolvendo:
19) 8x —2y =65 2°) 3x—2y =15
+
-3x + 2y = -15 3.10-2y=15
5x =50 -2y =-15
x=10 y=75 S ={(10; 7,5)}



b) Idx+y=7
2x—-5y=9 x (-2)

Resolvendo:
19 4x+y=7 2°)  Ax+y=7
+
-4x + 10y = -18 4+ (-1) =7
1ly=-11 4x =8
y=-1 X =2 S ={(2 -1)}

— Modelos de questbes para serem trabalhadas.

Observe as questdes abaixo e tente resolvé-las.

1. Qual o valor do triangulo, do circulo e do quadrado?




2. Quanto vale o guarda-chuva e a bola?

@

$35

S
S

$25

— Resolva usando o método que achar mais conveniente:

» 1) Pedrinho comprou duas coxinhas e um refrigerante pelos quais pagou
R$ 7,00. Seu irmdo Jodozinho comprou uma coxinha e um refrigerante a mais,

pagando R$ 11,50. Qual é o preco do refrigerante e o da coxinha?

» 2) A soma de dois numeros é 530 e a diferenca entre eles é 178. Quais sdo

estes nUmeros?

¥ 3) Um certo jogo possui fichas com duas ou quatro figuras cada uma. Certo

jogador possui 8 fichas com um total de 22 figuras. Quantas fichas de cada tipo

possui este jogador?

» 4) Tenho R$ 2.300,00 em notas de R$ 50,00 e R$ 100,00, totalizando 30

notas. Quantas notas tenho de cada valor?
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ATIVIDADE 2

HABILIDADE RELACIONADA: Identificar os sistemas lineares como modelos
matematicos que traduzem situagdes-problemas para a linguagem matematica;
resolver problemas utilizando sistemas lineares.

PRE-REQUISITOS: Equacdes do 1° grau; sistemas de equacées do 1° grau.

TEMPO DE DURACAO: 100 minutos

RECURSOS EDUCACIONAIS UTILIZADOS: Livro didatico, folhas xerocadas,

quadro.

ORGANIZACAO DA TURMA: Individual

OBJETIVOS: Trabalhar sistemas lineares; sistemas lineares equivalentes e

sistemas lineares homogéneos; classificacdo de sistemas lineares.

METODOLOGIA ADOTADA:

Veja abaixo.

Equacédo Linear

Equacao linear € uma equacao da forma:

aig X1 +apXg+apXs+...+amXn=b

onde
10



= X, X2, ..., Xn SA0 as incognitas;
* Qi A2, ...,&1n SA0 0S coeficientes;

= b; € o termo independente.

Exemplos de equacdes lineares:

4x+3y-22=0

2x-3y+0z-w=-3

Sistemas lineares

Numa lanchonete os pastéis tém prec¢o unico e os refrigerantes também.
Nesse lugar, paguei R$ 11,60 por 5 pastéis e 3 copos de refrigerante e meu
amigo pagou R$ 7,20 por 3 pastéis e copos de refrigerante. Qual o preco do

pastel e do refrigerante?
Para equacionar essa equagao, vamos chamar de:

— X 0 prec¢o do pastel

— y 0 preco do refrigerante
Entao,
5x+ 3y =11,60
3x+2y=7,20

Temos, assim, um sistema de duas equacglOes lineares com duas

incégnitas.

Para achar a solucdo desse sistema, podemos utilizar o método da
adicao (que revisamos anteriormente).
11



{5x +3y = 11,60 X (3) — 15x + 9y = 34,80

3x+2y=7,20 X (-5) — -15x — 10y = -36,00
-y =-1,20
y=1,20

Dai, temos:

5x+3.1,20=11,60
5x + 3,60 = 11,60
x=1,60

Logo, o pastel custa R$ 1,60 e o refrigerante custa R$ 1,20.

O par ordenado (1,60 ; 1,20) € a solucao do sistema.

O conjunto de todas as solu¢cfes de um sistema € chamado de conjunto

solucéo (S) ou conjunto verdade (V).

De uma maneira geral, podemos dizer que denomina-se sistema linear

um conjunto de m equacoes lineares de n incégnitas (X1, X2, X3, ... , Xn) do tipo:

a1X1 + a12Xo + 13Xz + ... + @1nXn = b1
Ap1X1 + AxoXo + A23X3z *+ ... + AznXn = b2

az1X1 + AgaXo + AzzXz + ... + AznXn = b3

am1X1 + @maX2 + 8maXz + ... + &mnXn = by

Exemplo:

3x+2y-5z2=-8
4x -3y + 22 =4
IX+2y-32=2

12
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Temos acima um sistema de 3 equacgfes e 3 incognitas (ou variaveis).

Os termos a1, aio, ... , &in, --- , 8mi, @mz, ..., amn S&0 denominados coeficientes e
b1 by, ..., b, sdo os termos independentes. Os termos Xi, Xz, ..., X, SA0 as
incégnitas.

Exemplo: O terno ordenado (2, 3, 1) € solucéo do sistema:

[ x+ y+2z=7
xX+2y-z=11
X+2z=4
| 3X-y-z=2 pois todas as equacdes sao satisfeitas para x=2, y=3 e z=1.

Sistemas lineares equivalentes

Dois sistemas lineares que admitem o0 mesmo conjunto solucdo sao

ditos equivalentes. Por exemplo, os sistemas:

XxX—-2y=-3 e 3x—-4y=-5
2x+y=4 X+2y=5

séo equivalentes, pois ambos tém como conjunto solugéo S = {(1, 2)}.

Observe que estes sistemas sao equivalentes, embora as equacdes que

os formam n&o o sejam.

Classificacdo de um sistema linear

Sistema Possivel e Determinado (SPD): ao ser resolvido

7

encontraremos uma Unica solucdo, isto é, apenas um unico valor para as

13



incognitas. O sistema a seguir € considerado um sistema possivel e

determinado, pois a Unica solugéo existente para ele é o par ordenado (4,1).

Sistema Possivel e Indeterminado (SPI): esse tipo de sistema possui
infinitas solucdes, os valores de x e y assumem inumeros valores. Observe o
sistema a seguir, x e y podem assumir mais de um valor, (0,4), (1,3), (2,2), (3,1)

e etc.

Sistema Impossivel (Sl): ao ser resolvido, ndo encontraremos solucées
possiveis para as incognitas, por isso esse tipo de sistema € classificado como

impossivel. O sistema a seguir é impossivel.

Possivel )
Indeter min ado

Im possivel

14



Sistemas lineares homogéneos

Um sistema linear € homogéneo quando os termos independentes de
todas as equacgOes sdo nulos. Todo sistema linear homogéneo admite pelo
menos a solucado trivial, que é a solucdo identicamente nula. Assim, todo
sistema linear homogéneo € possivel. Este tipo de sistema podera ser
determinado se admitir somente a solucéo trivial ou indeterminado se admitir
outras solucdes além da trivial.

Exemplo: O sistema

2x-y+3z=0
4x+2y-z2=0
X-y+2z=0

é determinado, pois possui a solucdox =0,y=0e z =0.

—Utilizar exercicios e situacdes-problema existentes no livro didatico.

ATIVIDADE 3

HABILIDADE RELACIONADA: Identificar os sistemas lineares como modelos
matematicos que traduzem situagdes-problemas para a linguagem matemaética;
resolver problemas utilizando sistemas lineares.

PRE-REQUISITOS: Determinantes.

TEMPO DE DURACAO: 150 minutos

15




RECURSOS EDUCACIONAIS UTILIZADOS: Livro didatico; folhas xerocadas,

quadro.

ORGANIZACAO DA TURMA: Individual

OBJETIVOS: Resolver sistemas lineares utilizando a Regra de Cramer.

METODOLOGIA ADOTADA:

Veja abaixo.

Reqgra de Cramer

A regra de Cramer € uma das maneiras de resolver um sistema linear,
mas s6 podera ser utilizada na resolucdo de sistemas que o numero de
equacdes e o0 numero de incognitas forem iguais.

Portanto, ao resolvermos um sistema linear de n equagbes e n
incégnitas para a sua resolucdo devemos calcular o determinante (D) da
equacdo incompleta do sistema e depois substituirmos os termos
independentes em cada coluna e calcular os seus respectivos determinantes e
assim aplicar a regra de Cramer que diz:

Os valores das incognitas sédo calculados da seguinte forma:

X1 =D1
D

X2 =D2
D

x3=D3 ... Xxp=Dn
D D

16



Veja no exemplo abaixo como aplicar a regra de Cramer:

x+2y+z=28
2x-y+z=3
) ) 3x+y-z=2 . .
Dado o sistema linear , para resolvé-lo podemos utilizar
da regra de Cramer, pois ele possui 3 equacdes e 3 incognitas, ou seja, 0

namero de incégnitas € igual ao numero de equacodes.

Devemos encontrar a matriz incompleta desse sistema linear que sera
chamada de A.

D=1+6+2+3-1+4
D =15.

Agora devemos substituir os temos independentes na primeira coluna da

matriz A, formando assim uma segunda matriz que sera representada por Ax.

Agora calcularmos o seu determinante representado por Dx.

17



Dx=8+4+3+2-8+6
Dx =15

Substituimos os termos independentes na segunda coluna da matriz

incompleta formando a matriz Ay.

Dy=-3+24+4-9-2+16
Dy = 30

Substituindo os termos independentes do sistema na terceira coluna da

matriz incompleta formaremos a matriz Az.

1 g
Az =|2 1 3
3 1 2

Agora calculamos o seu determinante representado por Dz.

18



b ‘2\‘8‘\'
Dz= |2 \1\\?

Depois de ter substituido todas as colunas da matriz incompleta pelos

termos independentes, iremos colocar em pratica a regra de Cramer.

Aincognitax=Dx=15=1

D

15

Aincognitay=Dy=30=2

D

15

Aincognitaz=Dz=45=3

D

Portanto, o conjunto verdade desse sistema sera V = {(1,2,3)}.

15

Veja outros exemplos:

01. Resolva pela regra de CRAMER:

X+y=3

2x+y=4

D=r W—Lz—-1
2 1

Dx—’3 1i=3-111=—1
4 1

Dy=’1 3':4-6:-2
2 4

s={(1;2)}

Dx _-1_
D -1
—P—y-=:-2—:
D -1

19



02. Resolva pela regra de CRAMER:
X-y+z=3
2X+y-z=0
3X-y+22=6

1 1 1
D=[2 1 -1=2+3-2-3-1+44=3

3 4 2
3 1 1
Dx=|0 1 -1=6+6-6-3=3 e D
6 -1 2 R &
13 1
Dy=2 0 -1=-9+12+6-12=-3 y=%=§=-1
36 2
14 3
Dz=2 1 0/=6-6-9+12=3 z=z=§=1
3 1 6 D =

S={(1;-1; 1)}

—Utilizar exercicios e situacdes-problema existentes no livro didatico

para fixar o contetido.

20



ATIVIDADE 4

HABILIDADE RELACIONADA: Identificar os sistemas lineares como modelos
matematicos que traduzem situacdes-problemas para a linguagem matematica,

resolver problemas utilizando sistemas lineares.

PRE-REQUISITOS: Operaces matematicas (adi¢cdo, subtracdo, multiplicacio
e divisao).

TEMPO DE DURACAO: 200 minutos

RECURSOS EDUCACIONAIS UTILIZADOS: Livro didético, folhas xerocadas,
quadro, exemplos para apresentar em slides.

ORGANIZACAO DA TURMA: Individual

OBJETIVOS: Resolver sistemas lineares utilizando o Método do

Escalonamento.

METODOLOGIA ADOTADA:

Veja abaixo.

Método de eliminacdo de Gauss ou método do escalonamento

O método de eliminacdo de Gauss para solucdo de sistemas de
equacdes lineares, também conhecido como escalonamento, baseia-se em trés

transformacdes elementares, a saber:

21



T1 - um sistema de equacdes ndo se altera, quando permutamos as

posicoes de duas equacdes quaisquer do sistema.

Exemplo: os sistemas de equacdes lineares
2x+ 3y =10

5x -2y =06

5x-2y=6

2x+3y =10

sdo obviamente equivalentes, ou seja, possuem 0 mesmo conjunto solucéo.

Observe que apenas mudamos a ordem de apresentacdo das equacoes.

T2 - um sistema de equacdes nao se altera, quando multiplicamos
ambos os membros de qualquer uma das equacbes do sistema, por um

namero real ndo nulo.

Exemplo: os sistemas de equacgdes lineares
—

3X+2y-z=5
< 2X+y+z=7

\x-2y+3221

—
3X+2y-z=5
< 2X+y+z=7

\3x-6y+9223

sdo obviamente equivalentes, pois a terceira equacao foi multiplicada membro

a membro por 3.

22



T3 - um sistema de equacdes lineares ndo se altera, quando
substituimos uma equacéo qualquer por outra obtida a partir da adicdo membro
a membro desta equagéo, com outra na qual foi aplicada a transformacao T2.

Exemplo: os sistemas

15x - 3y = 22
S5x + 2y =32
15x - 3y =22
...... -9y =-74

sdo obviamente equivalentes (ou seja, possuem 0 mesmo conjunto solucao),

pois a segunda equacéo foi substituida pela adicdo da primeira equacédo, com a

segunda multiplicada por ( -3).

Vamos resolver, a titulo de exemplo, um sistema de equacdes lineares,

pelo método de Gauss ou escalonamento.
Seja o sistema de equac0es lineares:
X+ 3y-2z=3.Equacéo 1
2X . -.y +z =12 Equagao 2
4x + 3y - 5z = 6 .Equacéo 3

SOLUCAO:

1 - Aplicando a transformacdo T1, permutando as posicbes das

equacbes 1 e 2, vem:

2X .-y+z=12
X+3y-2z2=3
4x+3y-52=6

23



2 - Multiplicando ambos os membros da equacéo 2, por (- 2) - uso da
transformacdo T2 - somando o resultado obtido com a equacdo 1 e
substituindo a equacdo 2 pelo resultado obtido - uso da transformacéo T3 -

vem:
2x-y+z=12
-7y+52=6
4x+ 3y -52=6

3 - Multiplicando ambos os membros da equacao 1 por (-2), somando o
resultado obtido com a equacéo 3 e substituindo a equacdo 3 pela nova

equacao obtida, vem:

2x-y+z=12
-7y+52=6
Sy-7z=-18

4 - Multiplicando a segunda equacéo acima por 5 e a terceira por 7, vem:

2xX -y +z =12
- 35y +252 = 30
35y - 49z = -126

5 - Somando a segunda equagao acima com a terceira, e substituindo a

terceira pelo resultado obtido, vem:

2X-y+z=12
- 35y + 25z = 30
-24z2 =-96

6 - Do sistema acima, tiramos imediatamente que: z = (-96) / (-24) = 4,

ou seja, z = 4.

24



Como conhecemos agora o valor de z, fica facil achar os valores das

outras incégnitas:

Teremos: - 35y + 25(4) =30 -y = 2.

Analogamente, substituindo os valores conhecidos de y e z na primeira

equacgao acima, fica:

2X-2+4=12 > x=5.

Portanto, x = 5, y = 2 e z = 4, constitui a solu¢cdo do sistema dado.
Podemos entdo escrever que o conjunto solucdo S do sistema dado, € o

conjunto unitario formado por um terno ordenado (5, 2, 4):

S={(5,2,4)}

Verificacao:

Substituindo os valores de x, y e z no sistema original, teremos:
5+3(2)-2(4)=3
2(5)-(2)+(4) =12

45) +3(2) - 5(4) = 6

0 que comprova que o terno ordenado (5, 2, 4) € solucdo do sistema dado.

Veja outro exemplo:

25



2x+y+z=8
x+y+4z=15

3y+2z=9

Dado o sistema de equacbes , vamos escrevé-lo na

forma de uma matriz completa dos coeficientes.

2 11 8|
1 1 4 15|,
0 32 9|z

Vamos subtrair os elementos da linha 2(L2) pela metade dos elementos
da linha 1(L1).
L2-L1x1/2

2 1 1 8|
0 12 742 11[L,
0 3 2 9|

Vamos subtrair os elementos da linha 3(L3) pelo séxtuplo dos elementos
da linha 2(L2).
L3-6xL2

2 1 1 8 |
0 W2 72 11 |L
0 0 -19 -57|L

Observe que ao realizarmos as operagbes demonstradas, conseguimos
zerar alguns elementos da matriz e, respectivamente, coeficientes do sistema
de equacdes. Veja o sistema simplificado que obtemos com o escalonamento

da matriz completa dos coeficientes numéricos:

26
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2x+y+z=28

WoplZqq
2 2
—19z=-57%
-19z = -57
19z =57
z=3
Y 1z _ 1
2 2

*¥
P
2 2
Y 2l 1
2: 2
y+21=22
y=22-21
y:
2x+y+z=8
2x+1+3=8
2x=8-4
2x=4
X=2

O conjunto solucéo do sistema proposto é: x=2,y=1e z=3.

O sistema de escalonamento de matrizes completas dos coeficientes
numéricos de um sistema de equacles lineares possui a finalidade de
simplificar o sistema através de operacdes entre 0s elementos pertencentes as

linhas da matriz.

—Utilizar exercicios e situacdes-problema existentes no livro didatico

para fixar o contetido.
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AVALIACAO

A avaliacdo dos alunos ocorrerd durante todas as atividades (1, 2, 3 e 4).
Os alunos serdo avaliados no momento da realizagdo dos exercicios, bem
como o envolvimento deles nas atividades. Serdo observadas as dificuldades
apresentadas e através dessa observacao serdo dadas explicacdes extras que
possam auxilia-los. Os alunos poderdo trocar ideias entre si, um ajudando o
outro.

A avaliacdo também serd feita por meio de vistos nos cadernos
referentes aos exercicios deixados para serem feitos em casa e também do
teste individual que sera aplicado envolvendo as atividades 3 e 4 trabalhadas.
Para a realizacé@o do teste sera reservada duas aulas de 50 minutos.

Através dessas avaliacbes, pode-se observar como foram
desenvolvidas as competéncias trabalhadas e a compreensdao dos alunos

acerca dos contelidos abordados.
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