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INTRODUCAO

O Presente Plano de Trabalho visa destacar o campo de conhecimento que serve
de base para nossa vida escolar. Temos como principal foco o Ensino Médio que, por
sua vez, vem sofrendo modifica¢des quanto ao modo de ensinar Matematica.

O estudo de sistemas lineares estd sempre presente nos programas de
Matematica do ensino médio. Mostrar como a interpretacdo geométrica pode contribuir
para uma melhor compreensdo do estudo dos sistemas lineares, € um dos focos deste
trabalho.

Estudar um contetdo matemético como sistemas lineares pode proporcionar uma
série de perguntas das quais podemos citar algumas: ‘Para qué serve?’ ou ainda ‘Onde
eu vou usar?’ ou seja, os alunos querem uma explicacao ldgica para comecar o estudo.
N&o é para menos que surjam perguntas como estas, pois contextualizar um conteddo
matematico com o cotidiano sempre foi um desafio para o professor. Por isso, a
pesquisa proposta neste trabalho tem o objetivo de mostrar como mais tarde ela vai
utilizar, mesmo que a principio, ele ndo entenda como nem o porqué de estar estudando
um pouco de nutricdo. Por isso, para conhecer um contelddo novo como sistemas
lineares, € preciso saber ao menos onde vai utiliza-lo.

Qual sera o grande problema em se trabalhar sistemas Lineares no Ensino
Médio? Sera que os professores conseguem ensinar de modo satisfatorio segundo as
Leis de Diretrizes e Bases (LDB) pré-estabelecidas no Ensino Médio?

As leis vieram melhorar nossa vida escolar, principalmente do aluno, temos de
estar ciente delas e de como desenvolvé-las, dedicando ao aluno uma aula
contextualizada, interdisciplinar e, de competéncias e habilidades. Entretanto, para que
isto aconteca € necessaria a participacdo do professor como orientador/mediador, e
também, a participacdo dos alunos como construidores do préprio saber.

Assim, como indicam as orientagdes curriculares do Ensino Médio (BRASIL,
2006, p. 70), é importante o inicio do trabalho estar baseado na retomada de alguns
conceitos e procedimentos:

“Algumas vezes, de forma intencional, sdo
retomados assuntos ja tratados no ensino
fundamental — € o momento de consolidar certos
conceitos e ideias da matematica escolar que
dependem de explicagOes cuja compreensédo exige
uma maior maturidade. Sugestfes quanto a forma
de trabalhar o0s conteddos acompanham o
detalhamento sempre que possivel, destacando-se o
valor formativo agregado e descartando-se as
exigéncias de memorizacdo, as apresentacdes de



“regras” desprovidas de explicacdes, a resolugdo
de exercicios repetitivos de “fixacdo” ou a
aplicacdo direta de formulas.”

O documento PCN+ para o Ensino Médio (BRASIL, 2002, p. 113), destaca para
a éarea de Ciéncias da Natureza, Matemdtica e suas Tecnologias trés grandes
competéncias como metas para essa etapa da escolaridade:

“s Representacdo e comunicacao, que envolvem a
leitura, a interpretacdo e a producdo de textos nas
diversas  linguagens e  formas  textuais
caracteristicas dessa area do conhecimento;

« Investigacdo e compreensdo, competéncia
marcada pela capacidade de enfrentamento e
resolucdo de situacdes-problema, utilizacdo dos
conceitos e procedimentos peculiares do fazer e
pensar das ciéncias;

» Contextualizagdo das ciéncias no ambito
sociocultural, na forma de anélise critica das ideias
e dos recursos da area e das questdes do mundo
que podem ser respondidas ou transformadas por
meio do pensar e do conhecimento cientifico.”

Para o Plano de Trabalho com os sistemas lineares tivemos como preocupacao
trabalhar com o foco nas trés metas descritas anteriormente destacando: a resolucéo de
problemas como meio para discutir e aprender mais sobre os Sistemas Lineares; 0 uso
da interdisciplinaridade e da contextualizacdo, para mostrar ao aluno as diversas
aplicacdes do tema no cotidiano e em outras areas do conhecimento, e também o uso da
tecnologia, que apoia as atividades de exploracédo grafica do assunto.

OBJETIVOS

Geral: Utilizar metodologias simples, mas diferenciadas que possibilitem despertar no
aluno o senso investigativo, proporcionando prazer com o aprendizado.

Especificos:

Desenvolver o senso de investigacao do aluno;

Proporcionar cooperacao para realizagéo da atividade;
Relacionar questdes do dia-a-dia com Sistemas Lineares;
Aproximar outras areas do conhecimento da Matematica;
Enfatizar a importancia da Matematica para a formac&o do aluno;
Despertar o interesse pela Matematica ante a sua aplicabilidade;
Melhorar a apreensdo dos conceitos matematicos;

Desenvolver a habilidade para resolver problemas.



Do ponto de vista do Ensino Médio Publico, precisa-se, ao menos, dar um
motivo concreto para os alunos se desenvolverem, visto que, segundo Martins (2012),
“(...) é necessario que os alunos descubram os seus proprios caminhos. Quanto mais
‘pronto’ ¢ o conhecimento que lhes chega, menos estardo desenvolvendo a propria
capacidade de buscar esses conhecimentos, de ‘aprender a aprender’ (...)”. Mesmo
existindo turmas que o aluno ja chega na escola dizendo que ndo gosta de Matematica...
e se tranca. Entretanto, segundo Martins (2012), “Temos que evitar cair no polo oposto:
que as aulas acontecam sem um objetivo concreto, como um barco que ficasse ao sabor
do vento que soprar mais forte, sem um porto de destino”.

DESENVOLVIMENTO

1. Foram elaboradas, neste plano, atividades com metodologias diferenciadas no intuito
de estimular a participacdo do aluno na construcdo do seu saber. A pesquisa na internet
proporcionou a coleta de dados com mais facilidade para o aluno, visto que a escola ndo
possui este suporte técnico. Promover a interdisciplinaridade com as ciéncias
bioldgicas, fez com que os alunos tivessem uma visdo ampla da aplicabilidade da
matematica no cotidiano de quem se preocupa com a saude e o bem estar.

A interpretacdo geométrica de um sistema linear reproduz o entendimento do
posicionamento das retas no plano, seja ele reproduzido com recursos tecnoldgicos
através de softwares matematicos, ou até mesmo com papel quadriculado.

2. Os recursos foram os seguintes: Quadro, giz, apagador, papel quadriculado,
retroprojetor, livro didatico, projetor multimidia, internet mével (modem).

3. Os planos de aula estdo anexados no apéndice e cada aula tem duracdo méaxima de 2
horas.

AVALIACAO DO PLANO DE TRABALHO

Esperamos que nossos alunos consigam identificar Sistemas de Equagdes com
duas ou mais variaveis em situagcdes-problemas do cotidiano, e saibam como resolvé-la
aplicando a Regra de Cramer e o escalonamento, além de utilizar outros contetdos para
um mesmo objetivo definido; desapegar-se parcialmente das provas tedricas, porque a
esséncia desta avaliacdo estd na participacdo e interesse do aluno pelo contetdo. Ao
final desse plano, os alunos terdo mais oportunidades de participem diretamente das
aulas. . Finalizando, temos as Referéncias bibliograficas e os Apéndices contendo o
plano de aula.

Entdo a problematica estd em criar um ambiente agradavel onde os proprios
alunos, com o auxilio do professor, consigam identificar e utilizar sistemas lineares na
resolucéo de problemas do cotidiano. Aprendendo com a experiéncia dos professores e
com sua propria experiéncia, ou seja, segundo Norocato e Paiva (2008) “Constatamos,
mais uma vez, que esta pratica, além do crescimento pessoal e profissional, é fortemente
favorecida pela construcdo de saberes provenientes da troca de ideias”.



Parece-nos natural, também, a realizacdo por parte dos alunos de uma
autoavaliacdo da aprendizagem adquirida, do envolvimento e da integracdo do grupo.
Alguns instrumentos de avaliagdo podem ser enumerados, tais como a socializagdo dos
resultados e geracao de um dossié do plano de aula.
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1. O Projeto de MM “Nutricao Balanceada: Alimentacao diaria equilibrada”

O grupo realizou pesquisas na internet, em livros de nutricdo e participou de
uma palestra com uma nutricionista. Ao longo da pesquisa, 0 grupo identificou em um
programa de alimenta¢do, “o café da manhad” como a principal refeicdo do dia,
conforme uma pesquisa feita na Universidade de Minnesota — USA, concluindo que
aqueles que consumiam o café da manhd costumavam manter uma dieta saudavel ao
longo do dia e eram mais ativos fisicamente em relacdo aos que “pulavam” essa
refeicdo. Nessa pesquisa, 5 (cinco) anos apods o inicio do estudo, os que tomavam café
da manha diariamente ganharam menos peso e tinham o IMC (indice de Massa
Corpérea) menor do que os que ndo tomavam. Assim, deve ser dada uma atencao
especial ao café da manhd, pois uma boa refeicdo matinal pode garantir a energia
necessaria para todo o dia de trabalho. A partir dessas informac6es, o grupo decidiu
realizar uma simplificagdo da pesquisa, tendo como foco “o café¢ da manhd”,
relacionando varios cardapios nos quais a quantidade de calorias adquiridas estd em
torno de 200 kcal (kilocalorias).

1.1. O que comer no café da manha?

Seguem algumas combinagdes para um café da manhd equilibrado. A
combinacéo ideal é sempre carboidrato, proteina e fruta. Eis algumas opcdes:

Cardéapio 1) 204 Kcal
- 2 fatias de pdo de forma light; - 1 colher de sopa de queijo cottage; - 1 xicara de cha de
camomila ou café com adocante; - 2 fatias de abacaxi; - 1 copo de iogurte light.

Cardépio 2) 200 Kcal
- 1 fatia de queijo minas frescal; - 1 xicara de cha ou café com adocante; - 1 pao francés
sem miolo; - 1 fatia de mamao.

Cardapio 3) 205 Kcal

- Vitamina: 1 colher de sopa de mistura de aveia e linhaca; - 1 copo de leite desnatado; -
1 banana picada; - 1 fatia de queijo minas frescal; - 1 xicara de cha ou café com
adocante.

Cardéapio 4) 179 Kcal
- 1 ovo mexido; - 1 fatia de péo light torrado; - 2 fatias de mussarela light; - 1 xicara de
ché ou café com adocante; - 1 copo de agua de coco.

Cardépio 5) 202 Kcal

- 2 fatias de péo integral light; - 2 fatias de mussarela light; - 1 colher de sopa de geleia
diet; - 1 xicara de cha ou café com adocgante; - 1 fatia de mamao; - 1 copo de suco de
soja light.



O grupo apresentou, ainda, um cardapio especial ao qual remeteu o sugestivo
titulo de “Aprimorando o tradicional café da manha”:

Cardépio Especial) 240 Kcal

- Y péo francés integral sem miolo; - 2 pontas de faca de manteiga ou margarina light
(observando o colesterol); - 1 xicara de café com adocante; - 1 xicara de leite desnatado;
- Y2 maméo papaia.

Para o desenvolvimento do modelo matematico, o grupo escolheu alguns
nutrientes necessarios para uma boa alimentacéo que sdo os carboidratos, as proteinas e
os lipidios, encontrados em alguns alimentos que compdem o cardapio do café da
manha proposto por eles. Esses nutrientes, de acordo com a pesquisa realizada, sao
responsaveis pelo fornecimento de calorias. Foi feito um levantamento de dados e, a
seguir, foi formulada a seguinte problematizacéo:

Para uma pessoa pesando 50 kg e que necessita de 2410 kcal por dia, as
quantidades necessérias de carboidratos, proteinas e lipidios4 séo:

Carboidratos: 57% de 2410 = 1374 kcal — + 4 kcal por grama (1374 + 4) = 343 gramas
Lipidios: 30% de 2410 = 723 kcal — + 9 kcal por grama (723 + 9) = 80 gramas
Proteinas: 13% de 2410 = 313 kcal — + 4 kcal por grama (313 + 4) = 78 gramas

1.2. Elaborando uma questéo de investigagao

Para o trabalho com a modelagem dos dados, o grupo problematizou o tema, a
fim de nortear o desenvolvimento e a elabora¢do do modelo matematico, com a seguinte
questdo de investigagao:

Qual ¢é a quantidade de carboidratos, lipidios e proteinas que uma pessoa
sedentdaria necessita, no café da manha, considerando que ela se alimentara de café
com leite, pdo com manteiga e mamao papaia?

1.3. Modelando os dados

Considerando os dados apresentados e levando-se em consideracdo que o ideal é
que se faca 6 (seis) refeicbes por dia, foi realizada uma divisdo por 6 (seis) da
quantidade diaria, em gramas, de carboidratos, lipidios e proteinas. Isso foi necessario
porque o grupo delimitou a pesquisa apenas ao “café da manha”, encontrando
aproximadamente 58 g de carboidratos, 14 g de lipidios e 12 g de proteinas.

Cardapio Tradicional para o cafée da manha:

O grupo decidiu fazer um “recorte” em todas as possibilidades de alimentos para
compor um cardapio tradicional composto por mamao papaia, pdo com manteiga e leite
com café.

Foi elaborada uma tabela com as quantidades, em gramas, de nutrientes
presentes em uma por¢do de maméo papaia (porgéo de 100 g), de pdo com manteiga
(porcéo de 50 g) e de café com leite (porcéo de 200 ml):



Tabela 1: Nutrientes (g) x Alimentos (por¢ao)

Nutrientes Mamado papaia | Pdo com manteiga Leite com café
Carboidrato (g) 6 32 4
Lipidio (g) 0 6 4
Proteina (Q) 0 0 6
Fonte: OMS - Organizacao Mundial de Salde em

<http://www.fazfacil.com.br/saude/calorias.html>. Acesso em 20/10/2010.
Concluséo:

No caso de Ester, por exemplo, cujo programa de treinamento previa uma perda
de 3953,50 calorias, o que corresponde a 0,52 kg de gorduras a cada ciclo semanal
(composto por 3 dias de academia), caso se queira aumentar essa perda, obviamente ela
necessitara aumentar o tempo de treinamento, ou entdo, fazer um programa para toda a
semana.

Provavelmente, a “exigéncia” desses numeros justifica o fato de que todo
programa de emagrecimento, em geral, é composto por uma sequéncia de
condicionamento fisico associada a uma dieta alimentar.
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(1) Interpretacd@o geométrica dos sistemas lineares 3 X 3:

Segundo os professores, ndo € de fato usual interpretar geometricamente 0s
sistemas lineares 3 x 3, embora essa interpretacdo seja, em geral, realizada para sistemas
lineares de duas equacgdes e duas incdgnitas, quando se faz seu estudo na 7a série do
ensino fundamental.

aix +biy=c¢;

{ arX + bzy =C

No caso acima cada equacdo do sistema representa uma reta, e as posigdes
relativas de duas retas no plano sao:

(a) retas concorrentes;
(b) retas paralelas;
(c) retas coincidentes.

aiX + by +ciz=dp (1)
X + by +cz=d,(2)
azX+ bay + c3z = ds (3)

Nos casos (a), (b) e (c), o sistema possui solucdo Unica, ndo possui solucdo ou
possui infinitas solucdes, respectivamente. J& para sistemas lineares 3 x 3 da forma as
equacOes (1), (2), (3) representam planos m;, m e m3 no espaco tridimensional.

9



Entretanto, as possibilidades para as posi¢Oes dos trés planos sdo oito. Quatro delas
correspondem a sistemas impossiveis (nenhuma solucdo), trés, a sistemas
indeterminados (*) (infinitas solugdes), e uma, a sistemas que tém uma Unica solucéo.
Os depoimentos abaixo mostram que essa abordagem geométrica torna o assunto mais
interessante e d4 maior seguranca para quem o ensina.

(*) Nota
Embora esse seja 0 nome usual, na verdade o conjunto-solucdo desses sistemas
estd completamente determinado, apesar de ter infinitos elementos.

Os comentérios feitos podem ser sistematizados assim: ao associar um plano a
cada equacdo do sistema linear 3 x 3, a abordagem geomeétrica permite distinguir tipos
diferentes de sistemas indeterminados e impossiveis. Analisando as possibilidades para
as posicdes relativas de trés planos no espaco, podemos perceber que:

1. No caso dos sistemas indeterminados, as infinitas solu¢des podem ser 0s pontos de
um plano ou de uma reta.

2. No caso dos sistemas impossiveis, a inexisténcia de solugdes pode ocorrer de
maneiras distintas: dois ou trés planos podem ser paralelos entre si ou 0s trés planos
podem se interceptar dois a dois, segundo retas paralelas. llustremos essas situagdes
com alguns exemplos.

Exemplo 1

X—-y+z=1 Q)
2Xx-2y+2z2=2 (2
3x-3y+3z=3 (3)

O sistema acima possui infinitas solugdes, pois todos os ternos ordenados de
nameros reais da forma (a, b, 1 — a + b) satisfazem as suas trés equacgdes. Vemos
imediatamente que cada equacdo pode ser obtida a partir de qualquer outra, por meio da
multiplicacdo por uma constante. Portanto, geometricamente, (1), (2) e (3) representam
0 mesmo plano =, e as infinitas solugdes nesse caso sdo 0s pontos de 7.
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Exemplo 2

X+ty+z=1 @
2Xx+2y+22=2 (2)
z=0 (3)

O sistema acima também possui infinitas solugdes, ja que os ternos ordenados do
tipo (a, 1 — a, 0), em que a ¢é real, satisfazem as trés equacdes. Contudo, a interpretacao
geométrica é diferente da do exemplo 1. De fato, (1) e (2) representam 0 mesmo plano =
anterior, mas (3) representa um outro plano, nz que intersecta = segundo a reta r. (No
espaco, dois planos ndo coincidentes e ndo paralelos ttm como intersecdo uma reta.) Ao
fazer a variar no conjunto dos numeros reais, obtemos todos 0s pontos dessa reta.

.=, —N AT, =T

Os exemplos acima mostram duas possibilidades de “indeterminacgdo”. Vejamos
agora dois exemplos distintos de sistemas impossiveis.

Exemplo 3

x+y+z=0 (1)
X+y+z=1 (2)
XxX+ty+z=2 (3)

O sistema acima claramente ndo possui solucdo. A situacdo geométrica
corresponde ao caso em que o0s trés planos m;, m, e mz sdo paralelos, ja que nédo existe
um terno ordenado real (X, y, z) que satisfaca simultaneamente quaisquer duas dessas
equacoes.

11
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Exemplo 4

2x—-3y+22=2 (1)
X-2y+4z=2 (2)
4x-y+6z=3 (3)

O sistema acima também ndo possui solu¢cdo. Uma maneira simples de
verificarmos esse fato é, por exemplo, somar as equacgdes (1) e (3) e comparar 0
resultado com a equacéo (2). Considerando agora os sistemas formados por (1) e (2), (1)
e (3) e por (2) e (3), podemos concluir que my N, é umaretar, t, Nz é umaretase

o M 73 € uma reta t.

Verifiguemos que r, s e t sdo paralelas.

Os pontos de r satisfazem (1) e (2), logo ndo satisfazem (3), pois o sistema é
impossivel. Portanto, temos r paralela a 3. Como s esta contida em 73, temos que r e s
ndo se cortam; logo sdo paralelas, ja que ambas estdo contidas em m;. De modo anélogo,
vemos que s é paralela a t. Portanto, a interpretacdo geométrica do sistema é que 0s
planos representados por suas equagdes se intersectam dois a dois segundo trés retas

paralelas.

12



Figura 4
2) Regra de Cramer — escalonamento

Os professores também demonstraram interesse na questdo da opc¢do pelo
método de resolucdo de sistemas lineares 3 x 3. A regra de Cramer (Gabriel Cramer,
1704-1752) para resolver sistemas lineares s6 pode ser aplicada no caso em que o
determinante da matriz dos coeficientes das incdgnitas do sistema é ndo nulo. Essa
situacdo corresponde ao caso em que 0s trés planos se intersectam num ponto e 0
sistema tem solucdo Unica. Entretanto varios livros afirmam, erroneamente, que um
sistema que possui nulos todos os determinantes da regra de Cramer é indeterminado.
Com relacgdo a discussdo sobre a utilizacdo incorreta da regra de Cramer, os professores
também se manifestaram. Varios deles citaram livros em que aparece a afirmativa acima
e admitiram que ja haviam cometido tal erro ao ensinar. A interpretacdo geométrica dos
sistemas lineares possibilitou-lhes perceber claramente a falsidade dessa afirmativa por
meio de exemplos que eles mesmos souberam construir. Vejamos um desses exemplos.

Exemplo 5
x+y+z=0 (1)
Xx+y+z=1 (2)
Xx+y+z=2 (3)
O sistema acima, considerado no exemplo 3, claramente ndo possui solugédo (os

trés planos sdo paralelos). Entretanto, os determinantes utilizados na regra de Cramer
sdo todos nulos, pois as matrizes possuem pelo menos duas colunas iguais.

13



ANEXOS

Seguem abaixo, links para videos do “YouTube’ para elucidar alguns pontos sobre
escalonamento e site para a construcdo de graficos, que por ventura ndo estejam claros
nos exemplos supracitados.

o <http://www.youtube.com/watch?v=9du7d8Opcmg> “escalonamento”

e <http://www.fichariodematematica.com/2011/03/0-geogebra-3d-versao-beta-
50_8004.html> “geogebra”

e <http://www.youtube.com/watch?v=nTv3N_wsc_g> “geogebra”

Concluséao

Os sistemas lineares 3 x 3 estdo ligados & Geometria Espacial. O plano em 3
dimens@es proporciona ao aluno uma visdo ampla das diversas retas que passam pelo
plano. E importante a analogia com o estudo de sistemas lineares 2 x 2, que é feito no
ensino fundamental. Esse exemplo é uma boa ilustracdo de como se pode enriquecer o
trabalho com a Matematica, evitando-se uma visdo compartimentada.

Sabemos que o0 uso de software para a construcdo de gréficos torna a aula muito
mais interessante, porém a escola com a qual coloquei este plano em préatica ndo tem
internet funcionando. Ha um Datashow onde pude expor minhas ideias e provar 0s
questionamentos feitos pelos alunos. Contudo, deixei propostas de trabalho para realizar
em suas residéncias para “amarrar” melhor os conceitos aqui aprendidos.
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