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INTRODUCAO

As matrizes surgiram com a escola inglesa Trinity College, em um artigo do
matematico Arthur Cayley (1821-1895), datado de 1858. Vale lembrar, no entanto, que
bem antes, no século 11l a.C., os chineses ja desenvolviam um processo de resolucéo de
sistemas lineares em que aparecia implicita a idéia das matrizes.

O crescente uso dos computadores tem feito com que a teoria das matrizes seja cada vez
mais aplicada em areas como Economia, Engenharia, Informatica, Matematica, Fisica,
dentre outras.

Uma matriz € um conjunto ordenado de elementos dispostos em linhas e colunas
representadas respectivamente por m e n, onde n > 1 e m > 1.
Para representar essas linhas e colunas devemos obedecer as regras, dependendo do
numero de linhas e colunas a matriz recebe um nome e podemos também aplicar a elas
as quatro operacoes.
O estudo dos sistemas lineares levou alguns matematicos do século XVII a
desenvolverem a teoria dos determinantes.

Determinante é um tipo de matriz, mas essa devera ter o mesmo nimero de linhas e o
mesmo numero de colunas, que é chamada de matriz quadrada. O determinante é
um namero obtido, (também chamado de valor numérico de um determinante) por meio
de multiplicages e adi¢bes dos coeficientes de um sistema linear. Nele aplicamos suas
propriedades, como achar o valor numérico de um determinante.

Certamente o0 ramo mais prodigioso do campo das Matrizes € o computacional em que o
uso de vetores e operacBes matriciais € indispensavel, seja na elaboracdo e
desenvolvimento de softwares as imagens geradas de filmes e fotos. Cada filme ou foto
carrega uma quantidade incrivel de pixels, que sdo calculadas por matrizes e que, por
sua vez, sdo mais bem transportadas por matrizes linhas ou colunas (vetores). N&o
obstante elas também tém aplicabilidade na vida pratica, ndo sendo necessariamente
apenas nas ciéncias aplicadas. A computacdo grafica é baseada em multiplicacdo de
matrizes. Outra facil aplicabilidade das Matrizes consiste no estudo das Equacdes
Lineares.

Existe uma relacdo muito importante entre os pixels e as matrizes, exemplos:

1°) Uma tela de computador com 640 x 480 pixels. Esses nimeros indicam que a tela é
formada por uma tabela com 307.200 pontos, ou pixels. Essa tabela tem 480 pontos de
altura e 640 pontos de largura. Para localizar um ponto nessa tabela, vocé pode
simplesmente dar como endereco um par (a,b), onde A seria a linha e B a coluna.
Pois € assim que funcionam as matrizes. Elas organizam nameros em forma de tabela, e
permitem localizar um ndmero por meio de um par (ab), tal como na tela do
computador. E 0 que essa matriz de pixels guarda em cada posicdo? A resposta é
simples: sua cor. Numa tela com 256 cores, cada pixel guarda um ndmero entre zero e
255. 1sso da 256 possibilidades - ou 2 elevado a 8.



2°) A pequena imagem do Gato Félix @ pode ser representada por uma matriz 35 x
35 cujos elementos sdo os numeros 0 e 1, que especificam a cor do pixel. O nimero 0
indica a cor preta e 0 nUmero 1, indica a cor branca. Imagens digitais que usam apenas
duas cores (em geral, preta e branca) sdo denominadas imagens binarias (ou imagens
booleanas). A figura (estatica) abaixo apresenta uma versdo ampliada da imagem do
Gato Félix, onde cada quadrado representa um pixel. A matriz correspondente é
apresentada ao lado.
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Os sistemas lineares sdo formados por um conjunto de equagOes lineares de m
incégnitas. Todos 0s sistemas possuem uma representacdo matricial, isto €, constituem
matrizes envolvendo os coeficientes numéricos e a parte literal. Observe o sistema:
{2x+9y=—20

Ix=5y=6
2 9
T =5

X

Y

*

_‘—20’

Representacdo Matricial deste sistema: ‘ 6

A resolucéo de determinantes ( D ) de ordem 2 ¢ igual a diferenca entre o produto
dos elementos da diagonal principal e o produto dos elementos da diagonal
secundaria, nessa ordem, da matriz dos coeficientes do sistema.
Quanto a resolucdo de determinantes ( D ) de ordem 3, utilizamos a regra de
Sarrus, criada pelo matematico francés Pierre Frederic Sarrus. Em ambos
determinantes, se D # 0, concluimos que o sistema € possivel e determinado, mas se
D = 0, ficamos entre duas alternativas: SPI (sistema possivel e indeterminado) ou
SI (sistema Indeterminado). Nesse caso, 0 escalonamento nos auxilia a identificar a
classificacao correta.

ATENCAO: N3o devemos esquecer que matriz e determinantes séo entes distintos:
matriz é uma tabela e determinante é um ntimero.



DESENVOLVIMENTO

A cada unidade aplicada em sala de aula, nos deparamos com novas deficiéncias de
nossos alunos e, com um cronograma impossivel de ser cumprido. E bom lembrar que,
embora o “NEJA” seja uma politica educacional com livros didaticos proprios
(materiais do aluno e do professor), cabe a nés, professores, fazermos as adaptacdes
necessarias para adequar nossas aulas ndo so a realidade de cada turma, mas também
adequarmos duas unidades em um Unico Plano de Acdo. Assim, este Plano terd inicio
com o estudo de matrizes e determinantes, finalizando com Sistemas Lineares.
Iniciarei a aula falando um pouco sobre matrizes.

Consideremos agora, uma tabela de nimeros dispostos em linhas e colunas, como no exemplo
acima, mas colocados entre parénteses ou colchetes:

& 6 76 667 6
4 8 5 9 4/ 8|5 9

coluna

Em tabelas assim dispostas, 0s numeros sdo o0s elementos. As linhas sdo enumeradas de cima para
baixo e as colunas, da esquerda para direita:

linha M] [8?98]

15k —* |1 4 7
ke | £ 3 -3
Finha  —*|0 O 3

T— 3 coluna

27 coluna

17 coluna

Tabelas com m linhas e n colunas ( m e n nimeros naturais diferentes de 0) sdo denominadas
matrizes m x n. Na tabela anterior temos, portanto, uma matriz 3 x 3.
Veja mais alguns exemplos:

(2 3 -1

. .30'3 17 é uma matriz do tipo 2 x 3
[2 -5
1 1

« L2 216umamatriz dotipo2x 2



Notacéao geral

Costuma-se representar as matrizes por letras maiusculas e seus elementos por letras minudsculas,
acompanhadas por dois indices que indicam, respectivamente, a linha e a coluna que o elemento
ocupa.

Assim, uma matriz A do tipo m x n é representada por:

dip #po A Ay

81  Hap Az Ao

dzp Az Az CE™
A=

8.1 Apy Az . . . Ag,

ou, abreviadamente, A = [aij]m xn, €M que i e j representam, respectivamente, a linha e a coluna que o
elemento ocupa. Por exemplo, na matriz anterior, a,3 é o elemento da 22 linha e da 3? coluna.

2 -1 45
A= 4 % 2
Na matriz 01 -2 , temos:

a5, = 2,8y, =-lea; =
ay =4 ag =§ By =‘~E

@y = Dy =lea,; =-2

OunamatrizB=[-1025],temos: a;1=-1,a;,=0,a13=2e a4 =5.

Denominagdes especiais
Algumas matrizes, por suas caracteristicas, recebem denominagdes especiais.

Matriz linha: matriz do tipo 1 x n, ou seja, com uma Unica linha. Por exemplo, a
matriz A =[4 7 -3 1], do tipo 1 x 4.



Matriz coluna: matriz do tipo m x 1, ou seja, com uma Unica coluna. Por exemplo,

1
E=]|2
1 ,dotipo3x1

Matriz quadrada: matriz do tipo n x n, ou seja, com 0 mesmo namero de linhas e

2 7
colunas; dizemos que a matriz é de ordem n. Por exemplo, a matriz e
do tipo 2 x 2, isto €, quadrada de ordem 2.

Numa matriz quadrada definimos a diagonal principal e a diagonal secundaria. A
principal é formada pelos elementos a;; tais que i = j. Na secundaria, temosi+j=n+ 1.
Veja:

T diagonal principal j=j

disgonal secundéria i+j=n+1

ordem da
matriz

X T—diag-:uruaal principal

diagonal secundaria

a1 = -1 é elemento da diagonal principal, poisi=j=1
as;= 5 € elemento da diagonal secundéria, poisi+j=n+1(3 +1=3+1)

Matriz nula: matriz em que todos os elementos sao nulos; é representada por Omy n.

oo o
§] =
253 [U 0 D]



Matriz diagonal: matriz quadrada em que todos os elementos que néo estdo na
diagonal principal s&o nulos. Por exemplo:

4.0 0
20 P
a) A =] O B B,.=|0 3 0
0

1 N

Matriz identidade: matriz quadrada em que todos os elementos da diagonal

principal sdo iguais a 1 e 0os demais sao nulos; é representada por I, sendo n a
ordem da matriz. Por exemplo:

i i L0 0
a)l, =[U\1] HL=|0 L0
001

Matriz transposta: matriz A" obtida a partir da matriz A trocando-se
ordenadamente as linhas por colunas ou as colunas por linhas. Por exemplo:

Assim, para uma matriz identidade

2 -1

2 3 01— .
o b= Jentdo b =3 -2
-1 -2 1| 0 1

!

Desse modo, se a matriz A é do tipo m x n, A é do tipo n x m.

Note que a 12 linha de A corresponde & 12 coluna de A' e a 22 linha de A corresponde &
22 coluna de A'.

Matriz simétrica: matriz quadrada de ordem n tal que A = A", Por exemplo,
3.5 6
A=|52 4
7 2
6" 478
€ simétrica, pois ajp =ax; = 5,a13=as1 =6, a3 =agp =4,0u
seja, temos sempre  ajj=aij.

Matriz oposta: matriz -A obtida a partir de A trocando-se o sinal de todos 0s

30 -3 00
Seﬁ=[4 1],enzﬁa—ﬁ=[ 4 1]
elementos de A. Por exemplo, ) ) :

6



Igualdade de matrizes

Duas matrizes, A e B, do mesmo tipo m X n, s@o iguais se, € somente se, todos 0s
elementos que ocupam a mesma posi¢ao sdo iguais:
A=8Say=b.para todoliiimetodolsjin

wa-? Yl r=|? “lea-p entioc-0sb=3
1 b 13

Operacoes envolvendo matrizes
Adicao
Dadas as matrizes Jm - 11 wm  chamamos de soma dessas matrizes a

matriz ¢ lci?'JM“, tal que Cjj = ajj + by,
. A+B=C

Exemplos:
(1 4] [2 1]_[1+2 4+(D]_[3 3
0 7] |0 2] |o+0 F+2 0 9

[ 2 30' 321 1 2+3 3+1 0+1 5 4 1
01 -1 11 2| |o+1 1+(u1+2

Observa(;ao A + B existe se, e somente se, A e B forem do mesmo tlpo

Propriedades

Sendo A, B e C matrizes do mesmo tipo ( m x n), temos as seguintes propriedades para
a adicao:

a) comutativa: A+B=B+A

b) associativa: (A+B)+C=A+(B+C)

c) elemento neutro: A+0=0+ A=A, sendo 0 a matriznulamxn

d) elemento oposto: A+ (-A)=(-A)+A=0

Subtracéo

o A=|a, E=|b. )
Dadas as matrizes lﬂ" Jmm © l e Lm , chamamos de diferenga entre essas
matrizes a soma de A com a matriz oposta de B:

[A-B=A+(-B) |

Observe:

3 0] [t 2] [ 0], ]t -2]_[3+¢-0 o+(-2]_[2 -2
4 71 1o 2| |42 o 2 440 -7+2 4 -5
E



Multiplicacdo de um nimero real por uma matriz

Dados um numero real X e uma matriz A do tipo m x n, o produto de x por A é uma
matriz B do tipo m x n obtida pela multiplicagdo de cada elemento de A por X, ou seja,
bij = Xajj

| B=xA

Observe o seguinte exemplo:
3 2 _ 32 37 _ & 21
1-1 0 3(-1) 30 -30

Propriedades

Sendo A e B matrizes do mesmo tipo ( m x n) e X e y nUmeros reais quaisquer, valem as
seguintes propriedades:

a) associativa: X . (YA) = (xy) . A

b) distributiva de um nimero real em relacdo a adicdo de matrizes: X . (A + B) = XA +
xB

c) distributiva de uma matriz em relacdo a adicao de dois nimeros reais: (X +y) . A=
XA +yA

d) elemento neutro : XA = A, para X=1, ou seja, A=A

Neste instante, farei no quadro, alguns exercicios junto com tuema, para uma melhor
compreensdo do contetdo aplicado.
Exercicio 1

Os elementos de uma matriz M quadrada de ordem 3 x 3 sdo dados por ajj,
onde: i+j,sei#j

0,sei=|j, Determine M + M.
4 3 93 0 3
M=|a, ay ayp |=M=|3 0
@5 Gip Ay 4 5
0 3 4 0 3 4 04+0 343 4+4
M+M=(3 0 5|+|3 0 5|=|3+3 0+0 5+5
4 50 4 50 4+4 5+5 0+0
0 6 8
M+M=|6 0 10
g 10 0




Exercicio 2

(PUC-SP—Adaptada) Sao dadas as matrizes A = (aij) e B = (bij), quadradas de
ordem 2, com aij = 3i + 4j e bij = — 4i — 3j. Considerando C = A + B, calcule a
matriz C.

P | BE144% 342 'z B
Ty ay T 3%2+4%1 3*24+4%2 |10 14
—4*]-3%] —4%1-3%2 -7 -10
| & =>3=‘ =‘ l
by by, —4%2-3%] —4*2-3% -11 -14
C=A+58
= — - +._
| 11H 7 10’:0:‘ T+ED 11+(-10)
10 14| [-11 -14 104(=11) 14+(-14)
s | 77 11-10’:> =|o 1‘
10-11 14-14 -1 0
Exercicio 3

(PUCC-SP—-Adaptada) Seja a matriz A= (ajj) 2x2, emquea;=i+j,sei=jel
—j, sei#]j. Determine a matriz respeitando essas condicdes e calcule A + A +

A= a;j; ajp —A=|1+1 1I-2 —A4 =2 =1
as; ax 2 A 1 4

A+A+4=|2 -1+ 2 -1|+|2 -1

1 4 1 4 1 4
Avd+d= 24242 T+ ED

1L+ 1 4+4+4
A+4+4=|6 -3

3 12




Exercicio 4

Determine a matriz C, resultado da soma das matrizes A e B.

-3 5 2
A=
& 4 8 |
% =9 1
B =
45 6 -3
Resposta:
=3 5 2| |-8 -9 12| |=34(8) 5+(9 2+12 |
6 4 8| |45 6 -3| | 6+45 446 8+(-3
-1 -4 4
15 1B 3

-11 -4 14
C=
51 10 5
Exercicio 6
Adicione as matrizes e determine os valores das incdgnitas.

x+x=10 y+3=-1
34+t=4 2z+z=18

x 3

i z

xy+
3 2z

|10 -1
14 18

Resposta: x+x=10
2x =10
X=5

2z+z=18
3z=18
z=18/3
z=6

10



Multiplicacéo de matrizes

O produto de uma matriz por outra ndo é determinado por meio do produto dos sus
respectivos elementos.

Assim, o produto das matrizes A = (ai;) mxp € B = (bjj) pxn é @ matriz C = (Cij) mxn €M
que cada elemento c;j € obtido por meio da soma dos produtos dos elementos
correspondentes da i-ésima linha de A pelos elementos da j-ésima coluna B.

H=[1 2] EB:[ 1 3]
Vamos multiplicar a matriz 34 42 para entender como se obtém
cada Cj;:

e 1%linhae 12 coluna

.a=[ §]=[|1-(—1)+2.4|]

e 12linha e 22 coluna

I:12
P [E] [-1 ] [1.(-1)+2.4 13 + 22 ]
s o4l 4 2]

e 22linha e 12 coluna
1.(-1)+2.4 13+2.2

1 2 1 3
ﬂ=[ E][
C21

e 22linha e 22 coluna

1. (-1)+2.4 1.3+2.2

1 2 -1 13
Hlfnd [ 3(-D+4.4

c
22

7 7
‘q'B=[13 1?]
Assim, .

Observe que:

L]

-2

1 |
Sl

Ll Bl ] o

11



Portanto, 45 =5 A, ou seja, para a multiplicacio de matrizes ndo vale a propriedade

comutativa.
2 3
A=10 1]leB=
2 0 4
: . -1 4
Vejamos outro exemplo com as matrizes

2 21+3(-2)  2.2+3.0 2.3+3.4 -4 4
AB=|0 0.1+1¢-2)  0.2+1.0 0.3+1.4 -2 04
1 20 4

S11+40-2y -1.2+4.0 0 -1.3+4.4 -2 13

2 3
5 4 0 1 L2+2.0+3(-1) 1L.3+2.1+3.4 ) -1 17
' 2 0 1 4 2.2+0.0+4(-1) -23+0.1+4.4 -5 10

Da definicdo, temos que a matriz produto A . B sO existe se 0 numero de colunas
de A for igual ao nimero de linhas de B:

Aps B =(AB) 100
BT

A matriz produto terd o nimero de linhas de A (m) e o nimero de colunas de B(n):
° SeAgxzeng5,entéo(A.B)3X5
e SeAxi1e B g3, entdo ndo existe o produto
° SeA4xzengl,entéo(A.B)4X1

Propriedades

Verificadas as condicdes de existéncia para a multiplicacdo de matrizes, valem as
seguintes propriedades:

a) associativa: (A.B).C=A.(B.C)

b) distributiva em relacdo a adicdo: A. (B+C)=A.B+A.Cou(A+B).C=A.

Vimos que a propriedade comutativa, geralmente, ndo vale para a multiplicagédo de
matrizes. Nao vale também o anulamento do produto, ou seja: sendo 0 m, x n Uma matriz
nula, A .B =0 , xn N@0 implica, necessariamente, que A =0 yxn 0U B =0 .

Neste momento, farei juntamente com a turma, alguns exercicios de multiplicacdo de
matrizes para melhor fixagédo desta operacéo.

12



Exercicios Resolvidos:

2 3

01. Sendo A= 4 e B= ,calcular :
0 &1 2

W NN =
o A~ =

3x2
a) A.B

[1.1+2.2+3.3 1.1+2.4+3.0 ]_[1+4+9 1+8+0]_[14 9]
2x2

0.1+(-1).2+2.3 0.1+(-1).4+20| |0-2+6 0-4+0 4 -4
b) B.A
11 1.141.0 1.2+1.(-1) 1.3+12] [1 1 5

123
24 .(0 ; ): 21440 22+4.(-1) 23+42|=(2 0 14
30 ’ 3.140.0 3.2+0.(-1) 3.3+02| |3 6 9

02. Dadas as matrizes A = 1= e B= Q8 ,calcular :
3 2 1 4

a) A.B

(e g4y

b) B.A

HRIOSEH

c) A=A A

(s 2)s 2)[s o)

d) B°=B.8B
(‘o 3)[0 3)_(3 12)
1 411 4) |4 19

13



1
04. Dadas as matrizes A=[1 7 0] e B=|-2|, calcule:
5

a) A.B

1
(7 02| =[]

1x1

5 3x1
b) B.A
1 1 7 0
2| [t 7 0],,=|2 -14 0
5 3x1 5 35 o:lxa

05. Obter a matriz inversa da matriz A = [141 ;)

] e e

{-123-30=-3 {-12b-d=0

11a+3c=0 11b+3d=1
-a=-3 b=1
11.3+3c=0 4.(-1)+d=0

a3
111 4

14



2 1 3 1
06. Verifique se a matriz A = (5 3) é inversa da matriz B = ( i & J

2 1\(3 -1 10
A.B= : = A éinversade B, poisA.B = |
5 3){-5 2 o 1

07. Seja A = (aj)2c2 cOM a; = 2j - i°. Determinar a matriz inversa da matriz A.

S

b+3d=0 -—+3d=0

A Y

Wl
|- ~|'_.

Vamos falar um pouquinho (pois, o tempo é curtissimo!), dos Determinantes.

Como ja vimos, matriz quadrada é a que tem 0 mesmo namero de linhas e de colunas
(ou seja, € do tipo n x n).

A toda matriz quadrada esta associado um nimero ao qual damos o nome

de determinante.

Dentre as vérias aplicagdes dos determinantes na Matematica, temos:
« resolucdo de alguns tipos de sistemas de equacdes lineares;
e célculo da area de um triangulo situado no plano cartesiano, quando séo
conhecidas as coordenadas dos seus Vértices;

15



Determinante de 12 ordem

Dada uma matriz quadrada de 1% ordem M=[a;1], 0 seu determinante é o nimero real
dil:
det M =lapl =an;
Observacdo: Representamos o determinante de uma matriz entre duas barras verticais,
que ndo tém o significado de modulo.
Por exemplo:

e M=[5] =detM=50ul51=5 e M=[-3] detM=-30ul-31=-3

Determinante de 22 ordem
A3

Dada a matriz 421 222 ] de ordem 2, por definicéo o determinante associado a M,
determinante de 22 ordem, é dado por:

det M= o2 | = -
E iy Tdhadag
flal TEag

Portanto, o determinante de uma matriz de ordem 2 é dado pela diferenca entre o
produto dos elementos da diagonal principal e o produto dos elementos da diagonal
secundaria. Veja o exemplo a seguir.

Sendo b = 23
4 5

Wb loton

‘=&;-ﬂ=lﬂ-12:‘> deth =-2

Podemos dizer que determinante de uma matriz quadrada é o seu valor numérico.

Os elementos de uma matriz podem ser colocados entre parénteses, colchetes ou entre
duas barras duplas; e os elementos dos determinantes sdo colocados entre duas barras.

Matriz de ordem 1

Quando uma matriz possui apenas um elemento ou possui apenas uma linha e uma
coluna, dizemos que essa matriz é de ordem 1. Veja alguns exemplos:

Se A =[10], entdo o seu determinante sera representado assim: det A =]10| = 10

16



Se B = (-25), entdo o seu determinante seré representado assim: det B = |-25| = -25
Assim, podemos concluir que o determinante de ordem 1 tera o seu valor numérico
sempre igual ao seu elemento..

Matriz de ordem 2
1 2

Dada a matriz A de ordem dois A = <'5 '3> , 0 seu determinante sera calculado da
seguinte forma:

O determinante de ordem dois possui uma diagonal principal e uma diagonal
secundaria.

\_5_1_‘-\-

3

~d
DIAGONAL DIAGONAL
SECUNDARIA PRINCIPAL

O célculo do seu valor numérico € feito pela diferenca do produto da diagonal principal
com o produto da diagonal secundaria.

3=-3-(-10)=-3+10=7

Matriz de ordem 3

5 0 1
-2 3
0 2 .Y

Dada a matriz de ordem 3, B = o valor numérico do seu determinante é
calculado da seguinte forma:
Primeiro representamos essa matriz em forma de determinante e repetimos as duas

primeiras colunas.

5 0 1] 5 0
-2 3 4] -2 3
detB=l 0 2 -1 0 2

Depois calculamos os produtos das diagonais principais e 0s produtos das diagonais
secundarias.

Deve-se pegar 0 oposto dos produtos das diagonais secundarias e somar com 0s
produtos das diagonais principais.
DetB=0-40+0-15+0-4=-59

17



Essa regra utilizada no célculo do determinante de matriz de ordem 3 é chamada
de Regra de Sarrus.

Agora, faremos exercicios para calculo de determinantes:

-1 -1 )
01 — Calcule o determinante da matriz A = ( 1/2 1
Resposta: Como é de 22 ordem,detA=-1.1-(-1).(1/2) =

detA=-1+1/2=-1/2.

02 — Obtenha 0 menor complementar do elemento a,3 da matriz A =
—1 1 3
4 0 -8
—1 1 -1
1

1
Resposta: |v|23:|—1 —1|:1.(—1)—1.(—1):—1+1:0.

03 — Encontre o valor de "x" para que o determinante da matriz abaixo seja 5.

5 %)
M= \2 X
Resposta: det M =x.x—2.2=x*—4. Como se deseja o que determinante

seja 5, tem-se: x°—4=5 ou xX*-4-5=0 ou x*-9=0
Logo, se x=-3 ou Xx=3, odeterminante de M sera 5.

=
04 — Resolvaaequacio | x2  1l=0.

Resposta; X.1-x*.4=0

X —4x2=0
X.(1-4x)=0

x=0 ou 1-4x=0
1=4x

x=1/4

Logo: S:{XER;XZO ou x=1/4}%
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X
1 -2 «x
05— Resolvaaequagio | 2 —1 x1=8.
3 2 x 3 2
1 -2 x 1 -2
Utilizando aregra de Sarrustem-se: 2 —1 x 2 —1
Resolugdo: = —6X +4X—X—(—4X—-3X+2X) =—6X +4X —X +4X + 3x — 2X =

AX +4X + 33X —B6X — X — 2X = 11X — 9x = 2X.
2x =8, edai,x=4. Logo: S={4}.

06 — Determine o valor de "X" para que exista a inversa da matriz A dada abaixo:
3 -3 2 3 -3

3 -3 2
( x -1 O)
—2 1 X
x —1 0 X —1

Resposta: Utilizando a regra de Sarrus tem-se: —2 1 X —2 1

= 3X-0+2X—-4-0+3x°=3x>-x—4

Para existir a inversa o determinante tem que ser diferente de zero, logo:
X -x—-4%0

Encontrando as raizes tem-se: 3x>—x—-4=0
AoC1yp-4.3. (a=1+48=49

Logo, asraizessdo: x'=(1+7)/6=8/6=4/3 e x"=(1-7)/6=-6/6=-1.
s={xER.xxa3 e x=-1}

07 — Calcule o determinante utilizando o teorema de Laplace:

2 1 -2
0 1 1
0 0 -1
Resposta: Escolhendo a 12 coluna, pois ndo precisa fazer as que tem zero, fica
apenas:

o il
2.10 —1l=2.1.(-1D-0.1)=2.(-1)=-2.
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Cabe ressaltar que os contetdos das unidades 29 e 30 sdo extensos, e ndo é nada
didatico, fazermos um anico Plano de Acéo.

Resumirei para a turma o conteudo da unidade 30 (Sistemas Lineares), a
seguir, faremos alguns exercicios para facilitar o aprendizado.

Sistemas Lineares
Definicao

E todo sistema que pode ser definido em que se tém “m” equacdes a “n” incognitas do
tipo a sequir:

s Oee 4 Bl o, + Airiin = b1
Bk + BEs . + A:nkn = b2
Bk + B o, + A:nkn = b3
Ao + B + Amnxn = bm

Exemplos de fixacéo de defini¢ao

1) O sistema S1, informado abaixo, € um sistema linear com 3 equacdes e 3 variaveis de
primeiro grau.

Sl= 2X+4y-z=4
-2X+3y+4z=7
X+y+5z2=9

2) O sistema S2, informado abaixo, € considerado um sistema linear com 04 equagdes e
3 variaveis.

S2= oX+4y+z=5
-3x+7y+3y=6
X+y+4z=38

4x +2y -5z =15
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3) O sistema S3, informado abaixo, € considerado um sistema linear homogéneo com 3
equacOes e variaveis.

S3= 2X+5y—-z2=0
-3X+2y+22=0
X+y+52=0

Este sistema € considerado homogéneo porque todos os termos do sistema sao nulos ou
igual 0.

Soluc¢des de um Sistema Linear

€ .9

Podemos dizer que um sistema de equacdes lineares com “n” incognitas, que podem ser
colocadas como X1, X2, X3, X4...., admite como sua solugdo uma seqiiéncia em ordem
definida como r1, r2, r3, r4, se e somente nesta condicao, substituindo X1 =rl, X2 =r2,
X3 =13, X4, r4, Xn = rn, e em todas as equacgdes do sistema informado, elas se
tornarem todas verdadeiras.

Exemplos de fixacéo de defini¢ao

Observe o sistema:

X+y=12

X-y=4

Temos aqui uma solucéo igual a (8, 4), pois se substituindo x =8 e y =4 em cada
equacdo dada do sistema temos o calculo:

(8)+(4)=12 (afirmacdo verdadeira)
(8)-(4)=4 (afirmacdo verdadeira)
Observe o sistema abaixo:

X+y=16

X—y=2

Temos aqui uma solucéo igual a (7, 9), pois se substituindo x =9 ey =9 em cada
equacdo dada do sistema temos o calculo:

(7)+(9)=16 (afirmacdo verdadeira)

(7)-(9)=2  (afirmacéo verdadeira)
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Um outro exemplo de solugéo:
X+y=42
X-y=8

Temos aqui uma solucéo igual a (25, 17), pois se substituindo x =25 ey =17 em cada
equacdo dada do sistema temos o calculo:

(25)+ (17) =42 (afirmacéo verdadeira)
(25)-(17)=8 (afirmacéo verdadeira)

Um sistema linear pode ter mais de uma solu¢do ou mesmo pode ndo possuir nenhuma
solucéo.

Tipos de sistema linear

Conforme as solucGes os sistemas lineares podem ser definidos como:

- Uma Unica solugédo: Pode ser chamado de sistema linear determinado.

- Vérias solugdes: Pode ser chamado de sistema linear indeterminado.

Obs. Se ao buscar o valor de uma das variaveis, chegarmos a uma expressao do tipo:
3=30u0=0

Ou qualquer outra expressao que tenha uma sentenca que seja sempre verdadeira, 0
sistema terd infinitas solucdes e poderemos chama-lo de possivel, mas indeterminado.

- Né&o tem solucdo: Pode ser chamado de sistema linear impossivel
Obs. Se ao buscar o valor de uma das variaveis, chegarmos a uma expresséo do tipo:
0=30u2=5

Ou qualquer outra expressao que tenha uma sentenca que seja sempre falsa, o sistema
néo tera qualquer solucéo e poderemos chama-lo de impossivel.

O conjunto solucdo de um sistema chamado de impossivel € vazio.
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Sistema possivel e determinado (SPD) é todo sistema linear que admite uma Unica
solucdo. Exemplo: x +y =5

y =2

Esse sistema linear admite uma Unica solugdo, que é o par ordenado (3,2). Por isso, €
classificado como SPD.

Sistema possivel e indeterminado (SPI) é todo sistema linear que admite mais de uma
solugdo. Exemplo: 2x +y =5

4x + 2y =10

Esse sistema linear admite mais de uma solucéo: (2,1), (4,-3), (0,5) etc. Por isso , é
classificado como SPI.

Sistema impossivel (SI) é todo sistema linear que ndo admite solugdo alguma.
Exemplo: x +y =5

X+y=28

Esse sistema € impossivel (SI), pois ndo existem dois nlmeros X e y cuja soma seja
igual a 8 e também igual a 5.

Propriedades de um Sistema Linear

1) Um sistema linear chamado de homogéneo tem sempre pelo menos uma solucao,
pois :

X1=0
X2=0
X3=0,Xn=0

Sempre tera todas as sentencas do sistema verdadeiras.

A solucdo (0,0,0,0....) é chamada de solucao trivial.
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2) Um sistema com n equac0es e n variaveis tera uma solucéo Unica (chamado de

sistema determinado) se, e somente na condicdo de, que o determinante formado pelos

coeficientes do sistema for diferente de zero (#0).

Operac0es elementares com sistema linear

Existem 03 tipos de operacdes que podemos chamar de “elementares” ¢ que podem ser

feitas no célculo de um sistema linear de equacdes, de forma que transforme este
sistema em outro equivalente, porém mais simples.

Observe abaixo um exemplo de como trabalhar com estas operacdes elementares sobre

linhas. O sistema que esta a direta na tabela ja € o resultado da acao de calculo da
operacdo elementar.

1. Troca de posicao de duas equacdes do sistema

Trocaalinha1 com a Linha 3

M+ y-Z2=8 du+y-52=7
2wy + 2725 2w -3y + 22=5
du+y-0z=7 K+ 2y-Z2=8

2. Multiplicacdo de uma equacgao por um nimero nao nulo

Multiplica a Linha 1 pelo numero 3

X+ 2y-Z=8 2+ By -3z = 24
2o 3y + 27=5 - Ay + 2E=50
dw +y - Hz=T dw +y - H7=7

A equagdo resultante fica nalinha 1
3. Adicao de duas equacdes do sistema

Adicdo da Linha 2 com a Linha 3

W+ 2y - 728 Jx+ By - 37=24
- +22=5 -3y + 27=5
du+y-2z7=7 By-2y-32=12

A equagao resultante ficanalinha 3

A seqguir, faremos algumas resolucoes de sistemas lineares por
escalonamento do 1° tipo:
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01. Resolva 0s sistemas escalonados abaixo:

a)

b)

2x+y-2=7
y+2z=3
5z2=10

Sz=10

z=2]

y+2z=3
y+22=3

y=-

2xX+y-2=7
2x+(-1)-2=7
2x=T7+3
2x=10

[x=5]
S ={(5:-1.2)}

X-y+2z-w=1
yszewn=4
22-w=0
w=4

w4

22-w=0
22-(4)=0
22+4=0

y+zZ+w=4
y+(-2)+(4)=4
y=10

X-y+2z-w=1
x-10-4+4 1
x=1410

=11

e Jtevery > a\)
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2x+2y-22=6 +(-2)
03. O valor de x no sistema {x-y+3z=3 é: J
Y+z=2

a) 4
b) 8
c) -1

@ e

-X-y+2=-3

X-y+32=3
Xx+4-6=3
x-2=3
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Existem apenas dois tipos de sistema linear escalonado:

. 1°tipo: com o numero de equages igual ao numero de incognitas;

. 2°tipo: com o nimero de equag¢bes menor que 0 himero de incognitas;

Achei conveniente, ndo aplicar nenhum exercicio de sistema linear escalonado do 2°

tipo, por apresentar maior grau de dificuldade, o que poderia dificultar ainda mais o
andamento da matéria.

Resolucdo de Sistema Linear por Determinantes

Sendo D o determinante da matriz dos coeficientes de um sistema linear com
namero de equacdes igual ao nimero de incognitas, temos:

D #0 < SPD

D =0 < SPI ou SI

A regra de Cramer € uma das maneiras de resolver um sistema linear, mas s6 podera ser
utilizada na resolucéo de sistemas que 0 numero de equacdes e 0 nimero de incognitas
forem iguais.

Portanto, ao resolvermos um sistema linear de n equaces e n incdgnitas para a sua
resolucdo devemos calcular o determinante (D) da equacgé@o incompleta do sistema e
depois substituirmos os termos independentes em cada coluna e calcular os seus
respectivos determinantes e assim aplicar a regra de Cramer que diz:

Os valores das incognitas sdo calculados da seguinte forma:

X3=D3 ... Xp=

©8
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Veja no exemplo abaixo de como aplicar essa regra de Cramer:

x+2y+z=28
2x-y+z=3

_ . 3xt+y-z=2 R -
Dado o sistema linear , para resolvé-lo podemos utilizar da regra de

Cramer, pois ele possui 3 equacgdes e 3 incognitas, ou seja, 0 nimero de incognitas é igual
ao numero de equacoes.

Devemos encontrar a matriz incompleta desse sistema linear que sera chamada de A.

1 2 1
A= |20 & o1
2 |

Agora calculamos o seu determinante que sera representado por D.

G

i

D=1+6+2+3-1+4
D =15.

—

Agora devemos substituir os temos independentes na primeira coluna da matriz A,
formando assim uma segunda matriz que sera representada por Ax.

g 1
Ax=| 3 1 |
2 =1

Dx=8+4+3+2-8+6
Dx =15

Substituimos os termos independentes na segunda coluna da matriz incompleta
formando a matriz Ay.

1 8 1
Ay=|o 3 1
3 g o]
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Agora calcularmos o seu determinante Dy.

Dy=-3+24+4-9-2+16
Dy =30

Substituindo os termos independentes do sistema na terceira coluna da matriz
incompleta formaremos a matriz Az.

1 2 8
Az =12 1 3
301 9

Agora calculamos o seu determinante representado por Dz.

Depois de ter substituido todas as colunas da matriz incompleta pelos termos
independentes, iremos colocar em pratica a regra de Cramer.

Aincognitax=Dx=15=1
D 15

Aincognitay =Dy =30=2
D 15

Aincognitaz=Dz=45=3
D 15

Portanto, o conjunto verdade desse sistema sera Vv = {(1,2,3)}.
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Neste momento faremos mais exercicios:
01. Resolver o sistema abaixo pela Regra de Cramer.

Zxty=9
du 43y =13

Resposta: (2,3)
02. Resolver o sistema abaixo pela Regra de Cramer.

i+dy—z=2
2x—yw+z=3
T+y+z==6

Resposta: (1,2,3)
03. O sistema abaixo:

T+dy—z=2
dr—Sy+oz=11
-0y +6z=9

a) é impossivel;

b) é possivel e determinado;

c) é possivel e indeterminado;

d) admite apenas a solucao (1; 2; 3);
e) admite a solucéo (2; 0; 0)

Resposta: letra c

04. (UEL) O sistema abaixo, de incdgnitas X e y, é:

bz +ly=29
dz—TTy=1

a) impossivel, para todo k real diferente de -21;

b) possivel e indeterminado, para todo k real diferente de -63;

c) possivel e determinado, para todo k real diferente de -21;

d) possivel e indeterminado, para todo k real diferente de -3;

e) possivel e determinado, para todo k real diferente de -1 e -63.

Resposta: letra c
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CONCLUSAO

Até o presente momento, minha conclusdo permanece inalterada: ndo teremos
tempo suficiente para aplicacdo das dez wunidades em apenas um semestre,
situacdo agravada, principalmente, por conta da programacdo da Copa do
Mundo, que alterou todo calendario escolar. E notério que o Mddulo 3, com
excecao das unidades 22 a 25, apresenta contetdos prioritarios, que de maneira
algum poderiam ser aplicados em apenas 2 Planos de Acdo, onde o primeiro
abrangeria as unidades 26, 27 e 28 e 0 segundo, as unidades 29 e 30. Esta triste
situacdo, é a realidade que nossos alunos do NEJA, enfrentardo neste bimestre.
Serda que o Governo sabe o que é Educacio, parece que sé sabem “o que é
enrolagcdo!”. Em tantos anos de magistério, nunca pensei enfrentar tanto descaso
e desrespeito.

Espero que os alunos consigam realizar, por ordem de aplicacdo, as atividades
contidas neste Plano e do meu livro Didatico, pois ndo utilizarei nenhum exercicio
do material NEJA neste bimestre. Estas atividades serdo ministradas de forma
tradicional e resumida, individualmente ou em grupos de até 4 alunos, pois o
trabalho em conjunto proporciona aos alunos:

v"ouvir, discutir e refletir sobre a opinido dos colegas;

v’ respeitar as diferencas individuais quanto ao tempo de compreensdo e
assimilacdo dos contetdos;

v’ socializar diferentes pontos de vista e resolucBes diversas para um mesmo

problema;

promover situacdes de ajuda e de ensino-aprendizagem entre os colegas;

dividir tarefas e responsabilidades;

maior integragéo social.

AN

Mais uma vez, ndo serdo utilizados laboratérios de informatica, filmes, Datashow pois,
é muito dificil a utilizacdo destas técnicas numa escola compartilhada com uma do
Municipio e com um cronograma surreal que dificulta a aplicacdo de atividades extras
(Manual do Professor).

Novamente afirmo que: o contetdo € muito extenso, os alunos s&o muito fracos e
0 tempo é muito curto, nem magica fard com que consigamos cumprir o
cronograma. N&o estou preocupada em cumprir o cronograma, meu objetivo é
fazer com que os alunos consigam construir algum conhecimento, estimulados por
condicbes exteriores criadas por mim, pois ndo tem sentido jogarmos todo o
conteudo de cada unidade em cima dos alunos, se eles ndo terdo condicdo de
construir nenhum conhecimento.
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Relacédo por ordem de aplicagéo, das atividades deste Plano de A¢do que serdo
ministradas em sala de aula:

-1 01 2 -1
01. (UNIFORM) Sejam as matrizes 4 = 0 30 e B=|1 2| O deterrmnante da matnz & B &
- 0 1

a) 64 b) 8 c)0 d)4 e) -64

1+4a -1

02. Para que o determinante da matriz [ .
—a

:|seja mulo, o valor de a deve ser:

a)2ou-2 b)lou3d ¢)-3ou5 d)-50u3 e)4ou-4

1
03. O produto M . I na matriz M =|1| pela matnz M =(111):
1

a) nao se define;

b) é uma matriz de determinante nulo;

c) é a matriz identidade de ordem 3;

d) é uma matriz de uma linha e uma coluna;
€) ndo é matriz quadrada.

1 -11 6
04. Sabendo-se que o determinante associado Amatriz | -2 4 —3 & nulo, concluimos que essa matriz tetn:
-3 -7 2

a) duas linhas proporcionais;

b) duas colunas proporcionais;

c) elementos negativos;

d) uma fila combinacéo linear das outras duas filas paralelas;
e) duas filas paralelas iguais.

p 2 2 p-12
05. (UESP) Se o determminante da matriz| P 4 4 | éigual a - 18, entdo o determinante da matriz | p -2 4 [ igual &
p o4 1 p-2 1

a) -9 b) -6 c)3 d)6 e)9

210 2 1 0
06.(UESF) Se o determinante damatriz |k k k| éigual a 10, entfio o determinante da matriz | k+4 k+3 k-1
1 2 -2 1 2 -2

éigual a:
a)7 b) 8 c)9 d10 e11

33



1T 3 1
detA=14 5 2
85 2 3
07) Calcule o valor do , utilizando a regra de Sarrus.

5 -1 -2 0 1T 2
A=l0D 4 3| B=|-3 -1 4
_ 1T 8 3 2 -2 05

08) Dadas as matrizes e

Calcule o determinante, usando a Regra de Sarrus, de cada uma das matrizes a seguir:
a)A b) B c)A+B d) AB

5 -1 -2 0 1 2
A=0 4 3| B=|-3 -1 4
_ 1 8 3 2o-2 5
09) Dadas as matrizes e
Calcule o determinante, usando a Regra de Sarrus:
a) A' b) B c) (A - B)'
2 ox-2
1 x+3 4|=56
2 x+1 5

10) Resolva a equacao

Relacdo por ordem de aplicacdo, das atividades do livro Didatico descrito na
bibliografia:

I.  Exercicios de Matrizes: R1, R2, R3 — pag. 118
Il.  Exercicios de Matrizes: 12 e 13 — pag. 119
I1l.  Exercicios de Determinantes e Sistemas Lineares: R1, 1 e 4 - pag. 144
IV.  Exercicios de Determinantes e Sistemas Lineares: R1, R2, R3 e R5 — pag. 146
V.  Exercicios de Sistemas Lineares: 9 - pag. 136
VI.  Exercicios de Sistemas Lineares: 2 (letrasae b) e 6 —pag. 137
VII.  Exercicios de Sistemas Lineares: R1, 1, 2, e 4 — pag. 144
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Ao término destas unidades, os alunos deverao:

= Compreender e usar a linguagem matricial;

= Reconhecer matrizes especiais, como a matriz nula, as matrizes quadradas, etc;

= QOperar com matrizes a adi¢do, subtracdo e multiplicacéo;

= |dentificar equacdes lineares, bem como, suas solucdes;

» Reconhecer a regra pratica para calculo do determinantes de uma matriz
quadrada de ordem 2 no contexto da discussdo de um sistema linear 2 x 2, por
meio de seus coeficientes;

= Calcular determinantes de matrizes quadradas de ordem 2 e de ordem 3;

= Discutir um sistema linear (quadrado) de até trés equaces e trés incognitas;

MATERIAL DE APOIO

Utilizarei apenas o Material de Apoio Livro Didatico descrito na bibliografia. Nao
serdo utilizadas nenhuma atividade dos materiais do NEJA, para a aplicacdo das
unidades 29 e 30, ndo so6 pelo cronograma apertado, mas também pela mé qualidade dos
conteddos destas unidades.

VERIFICACAO DO APRENDIZADO

A verificacdo da aprendizagem significativa e bimestral de contetdos relevantes, sera
feita em trés etapas: A 12 etapa englobara o somatdrio de todas as atividades realizadas
em sala de aula, a 2% ser& a participacdo no Saerjinho (se houver para 0 Médulo 3) e a
terceira etapa serd uma prova objetiva e individual a ser aplicada ao final do bimestre. A
média do bimestre sera o somatério de todos os pontos adquiridos nos trabalhos +
participacdo no Saerjinho + nota da prova objetiva.

BIBLIOGRAFIA UTILIZADA

Matematica Paiva — volume 2 - 12 Edicdo

Autores: Gelson lezzi/Osvaldo Dolce/David Degenszajn/Roberto Périgo/
Nilze de Almeida

Editora Moderna - Sao Paulo /2009

35



