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PREFACIO

Os dois principais desafios da atualidade na &area
educacional do Pais sao a qualificacao dos professores que atuam
nas escolas de educacao basica e a qualificacdo do quadro
funcional atuante na gestao do Estado Brasileiro, nas varias
instancias administrativas. O Ministério da Educacgao esta
enfrentando o primeiro desafio através do Plano Nacional de
Formacao de Professores, que tem como objetivo qualificar mais
de 300.000 professores em exercicio nas escolas de ensino
fundamental e médio, sendo metade desse esforgo realizado pelo
Sistema Universidade Aberta do Brasil (UAB). Em relacao ao
segundo desafio, o MEC, por meio da UAB/CAPES, lanca o
Programa Nacional de Formacdo em Administracao Publica
(PNAP). Esse Programa engloba um curso de bacharelado e trés
especializagbes (Gestao Publica, Gestao Publica Municipal e
Gestao em Saude) e visa colaborar com o esfor¢o de qualificacao
dos gestores publicos brasileiros, com especial atencao no
atendimento ao interior do Pais, através dos Polos da UAB.

O PNAP é um Programa com caracteristicas especiais. Em
primeiro lugar, tal Programa surgiu do esfor¢o e da reflexao de uma
rede composta pela Escola Nacional de Administracao Publica
(ENAP), do Ministério do Planejamento, pelo Ministério da Saude,
pelo Conselho Federal de Administracao, pela Secretaria de
Educacéo a Distancia (SEED) e por mais de 20 institui¢coes publicas
de ensino superior, vinculadas a UAB, que colaboraram na
elaboracao do Projeto Politico Pedagégico dos cursos. Em segundo
lugar, esse Projeto sera aplicado por todas as instituigoes e pretende
manter um padrao de qualidade em todo o Pais, mas abrindo



margem para que cada Instituicdo, que ofertard os cursos, possa
incluir assuntos em atendimento as diversidades econdomicas e
culturais de sua regiao.

Outro elemento importante é a construgao coletiva do
material didatico. A UAB colocara a disposicao das instituicbes
um material didatico minimo de referéncia para todas as disciplinas
obrigatérias e para algumas optativas. Esse material estd sendo
elaborado por profissionais experientes da area da Administracao
Publica de mais de 30 diferentes instituicées, com apoio de equipe
multidisciplinar. Por ultimo, a produgéao coletiva antecipada dos
materiais didaticos libera o corpo docente das instituicbes para uma
dedicacao maior ao processo de gestdao académica dos cursos;
uniformiza um elevado patamar de qualidade para o material
didatico e garante o desenvolvimento ininterrupto dos cursos, sem
paralisagoes que sempre comprometem o entusiasmo dos alunos.

Por tudo isso, estamos seguros de que mais um importante
passo em direcao a democratizacao do ensino superior publico e
de qualidade esta sendo dado, desta vez contribuindo também para
a melhoria da gestao publica brasileira, compromisso deste governo.

Celso José da Costa

Diretor de Educacao a Distancia
Coordenador Nacional da UAB
CAPES-MEC
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APRESENTACAO

Prezado futuro administrador publico, saudacoes!

Com imensa satisfacdo o convidamos a participar de uma
aventura muito interessante. Trata-se de uma viagem formativa em
que, juntos, desbravaremos os conhecimentos matematicos
imprescindiveis para o administrador. Para tanto, contamos com
seu envolvimento para desfrutarmos de todos os momentos desta
jornada com prazer, divertimento e curiosidade.

Veja que essa viagem que estamos prestes a iniciar tem um
diferencial, pois nosso curso serd desenvolvido na modalidade a
distancia. Trata-se de uma aventura, pois estaremos em uma
constante busca de caminhos que nos levem a ficar bem préximos.
Assim, nas paginas seguintes procuraremos utilizar uma linguagem
adequada que nos aproxime e que busque estabelecer um didlogo
constante para garantirmos a interacdo, de fato, que tanto
almejamos.

Entusiasme-se e sinta-se predisposto para compreender ideias
e conceitos que, muitas vezes, julgava ser de dificil compreensao.
Nossa intencao aqui é tornar accessivel a nocao de conceitos
matematicos para melhor lidarmos com os desafios da profissao
de Administrador.

Durante nossa viagem, faremos algumas paradas para
apreciarmos diferentes paisagens e observarmos detalhes de
conceitos matematicos que desvelardao caminhos para o melhor
desempenho na administracao publica. Em um primeiro momento,
recuperaremos conceitos da Teoria dos Conjuntos e, em seguida,
conheceremos as Matrizes e os Sistemas Lineares. Nossa préxima
parada nos oferecerd as fungbes como paisagem de fundo. Em

Médulo 2
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sequéncia, conheceremos os Limites e os detalhes de Funcbes
Continuas. Por Gltimo, nossos caminhos nos levarao a compreensao
do conceito de Derivada de funcoes e sua aplicabilidade na
administracao.

Sempre que necessario, revisaremos contetdos
anteriormente estudados, e, aos poucos e sem mesmo perceber,
estaremos compreendendo alguns conceitos de Célculo Diferencial
essenciais para resolver problemas administrativos.

Temos certeza que vocé ja estd animado e quase preparando
a maquina fotografica e arrumando as malas para iniciar nossa
viagem. Vale lembrar o quao importante serd estar com caderno,
lapis e caneta a mao para anotar, registrar e resolver os problemas
que aparecerao pelo nosso caminho. O computador também sera
de grande valia nessa empreitada.

Contamos com vocé. Sucesso a todos!

Professora Maria Teresa

Bacharelado em Administragdo Publica
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Unidade 1 — Recuperando conceitos

TeoRrIA DOS CONJUNTOS

Caro estudante,
Nesta Unidade iremos relembrar a Teoria dos Conjuntos.
Como ja vimos algumas noc¢bes na disciplina Matemdtica
Bdsica, agora vamos verificar como aplica-la no contexto
administrativo.

Pronto para comegar?

Inicialmente iremos abordar e/ou rever um conceito de
Matemaética importante para o desenvolvimento de quase todo o
contelido que se seguira. Trata-se da ideia de conjunto e suas
respectivas simbologia e notacoes associadas. Essas formas e
simbolos especiais que utilizamos para denominar, indicar ou
nomear entes matematicos sdo necessarios para que todos nds
possamos nos comunicar bem e com a mesma linguagem.

Conjunto é considerado um conceito primitivo e, assim,
para compreendermos esse conceito, nao
necessitamos de uma definicdo a partir de outros
conceitos matematicos.

Para compreendermos o que é conjunto, basta nos
remetermos aquela ideia que a linguagem usual nos leva, ou seja,
uma colecao, ou um agrupamento, de quaisquer elementos. Assim,
um conjunto poderé ter em sua formacao pessoas, objetos, numerais
ou qualquer outro elemento ou ideia possivel de agrupamento.

15
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curso apenas_dos
conjuntos bem

definidos.

Dizemos que um conjunto esta bem definido quando
podemos estabelecer com certeza se um elemento pertence ou nao
pertence a ele. Assim, o conjunto dos setores da prefeitura da
cidade X com melhor propaganda ou com mais de duas funcionarias
bonitas nao caracteriza um conjunto bem definido, pois melhor
propaganda e funcionéria bonita tratam de compreensdes que
envolvem a subjetividade.

Ao utilizarmos a linguagem de conjuntos e seus elementos,
surge a chamada relacao de pertinéncia, ou seja, uma vez
determinado um conjunto, este normalmente é designado por uma
letra latina maidscula (A; B; C...), um elemento pode ou néo
pertencer ao conjunto.

Assim, se A é o conjunto dos funcionéarios do Hospital
Municipal da Cidade Tirolex e Fernando é um funcionéario deste
6rgao publico, entao dizemos que Fernando pertence ao conjunto
A e indicamos:

Fernando € A (Lé-se: Fernando pertence ao conjunto A.)

Para o caso de Mauro, que nao é um funcionario do Hospital
citado, dizemos que Mauro nao pertence ao conjunto A e
indicamos:

Mauro ¢ A (Lé-se: Mauro nao pertence ao conjunto A.)

Podemos representar um conjunto explicitando seus
elementos entre chaves e cada um entre virgulas. Assim, se o
conjunto B é formado pelos niimeros naturais impares menores que
10, indicamos:

B=1{1,3,5,7,9}

Utilizando a intuicdo podemos adotar as reticéncias como
simbolo para indicar um conjunto com um nimero muito grande
de elementos ou que tenha uma quantidade sem fim de elementos.
Por exemplo, imagine um dado conjunto C formado pelos nimeros
impares naturais menores que 100. Podemos entao representar o
conjunto C como:

Bacharelado em Administragdo Publica
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C=1{1,3,5,7,09 11,..., 99}

Assim, as reticéncias indicam os elementos nao citados entre
chaves e, vale lembrar, ao explicitarmos o numeral 99 como ultimo
elemento, significa que o conjunto tem um nimero determinado de
elementos.

As reticéncias sao também utilizadas para indicar elementos
nao explicitados no conjunto. Alertamos que, para um conjunto
com uma quantidade sem fim de elementos, a notacao utilizada se
mantém, porém nao se indica um ultimo elemento apds as
reticéncias. Como exemplo para esta situacdo, tome um conjunto
D formado pelos nimeros naturais impares.

D=1{1,3,5, 7,9, 11, 13,...} (Note: as reticéncias indicam
que os elementos continuam infinitamente.)

Poderiamos, entdo, pensar na seguinte relagdo entre
elemento e conjunto: 1€ De2¢ D

Uma maneira simples de

representar um conjunto pode ser obtida Saiba mais Diagrama de Venn
por meio de uma curva fechada simples O Diagrama de Venn foi criado em 1881 pelo filé-
(néo entrelagada) conhecida como sofo inglés John Venn. A maioria das pessoas pode
Diagrama de Venn. Observe como seria facilmente reconhecer um Diagrama de Venn mes-
a representacao do conjunto das vogais: mo sem ter conhecimento de seu nome. Os dia-
gramas se tornaram bem aceitos e conhecidos ten-

> Representagao por listagem do se mostrado muito Gteis por oferecerem uma

dos elementos. representagdo visual nas situagbes em que exis-

M — {a’ e, i, o, U.} tem relagoes entre varios grupos ou coisas. Fonte:

<http://tinyurl.com/lgp650>. Acesso em: 5 nov. 2009.

17
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P Representacao por Diagrama.

M

Podemos também representar um conjunto explicitando a
propriedade de seus elementos. Assim, no conjunto M representado
anteriormente, a caracteristica de seus elementos é ser vogal e, logo,

poderiamos representa-lo com a seguinte notacao:

M = {x/x é uma vogal} (Lé-se: x tal que x é uma vogal.)

CONJUNTOS ESPECIAIS

Embora a palavra “conjunto” nos leve a pensar em uma
colecao de coisas ou objetos, eventualmente a quantidade de
elementos pertencentes ao conjunto pode ser apenas um ou, por
vezes, o conjunto pode nem ter elemento.

Conjunto com apenas um elemento é denominado
Conjunto Unitario e, para o caso de o conjunto ndo
possuir elementos, temos o Conjunto Vazio.

Pensemos na situagdo em que precisemos registrar em cada
semana o conjunto P, cujos elementos sao os colaboradores que
compodem a equipe de trabalhadores da Escola Publica X afastados
por licenca médica.

Bacharelado em Administragdo Publica



Unidade 1 — Recuperando conceitos

Note que almejamos que este conjunto nao possua elemento
na maioria das semanas registradas, mas eventualmente este
conjunto podera ter apenas um elemento ou até mais elementos.

Para entender melhor, imagine que na primeira semana o
funcionario Vagner tenha faltado por motivo de satde, logo:
P, = {Vagner}.

Ja na segunda semana, suponha que nao houve falta de
funcionarios por motivo de satde e, assim, o registro ficaria P, = { }
ou, ainda, podemos representar como P, = &.

SUBCONJUNTOS — RELACAO DE INCLUSAO

Acreditamos que nesta altura da nossa conversa jd estejamos
familiarizados com a relagdo de pertinéncia, isto é, a relacao
entre elemento e conjunto. Vamos agora relacionar

conjunto com outro conjunto?

Considere o conjunto S formado pelas vogais da palavra
“janeiro” e o conjunto K formado pelas vogais do alfabeto. Teremos:

S=1{a, eio}
K={a, ei o u}

Veja que todo elemento de S é também elemento de K, ou
seja, todo elemento de S pertence também ao conjunto K. Quando
esta particularidade ocorre, dizemos que S é um subconjunto de
K, ou que S é parte de K, e indicamos:

S c K (Lé-se: S esta contido em K.) ou K 5 S (Lé-se: K contém S.)

Se introduzissemos nessa histéria o conjunto H, composto
pelas letras da palavra “firma”, teriamos:

H={f i,r, m, a}

19
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Note que existem elementos do conjunto S que nao pertencem
ao conjunto H e, assim, S nao esta contido em H e indicamos:

S ¢ H (Lé-se: S nao esta contido em H.)

Poderiamos também pensar que o conjunto H nao contém
o conjunto S e, neste caso, indicariamos H $S.

Um conjunto ndo estd contido em outro se existe pelo
menos um elemento do primeiro que nao seja
elemento do segundo.

Geralmente, para o caso em que a inclusao entre dois
conjuntos nao existe, utilizamos o simbolo @& (nao estd contido).
Porém, a légica nos leva a pensar, de um lado, que um conjunto
com menor nimero de elementos esta contido ou nao esta
contido em outro conjunto com maior nimero de elementos. Por
outro lado, um conjunto com maior nimero de elementos contém
ou nao contém outro conjunto com menor quantidade de
elementos.

Assim, basta ficarmos atentos aos conjuntos que estamos
relacionando.

ConJunTos lguAls

Vocé ja ouviu falar em Conjuntos Iguais? O que vocé entende

por este termo?

Simples, os Conjuntos Iguais fazem referéncia a dois
conjuntos quaisquer A e B que séo iguais quando tém exatamente

Bacharelado em Administragdo Publica



Unidade 1 — Recuperando conceitos

0s mesmos elementos, ou seja, quando todo elemento de A também
pertence a B e todo elemento de B também pertence ao conjunto A.

O simbolo utilizado para indicar a igualdade entre dois
conjuntos é aquele que ja estamos acostumados e, assim, indicamos
a igualdade entre os conjuntos por A = B.

Para o caso em que algum elemento de um deles néo for
elemento do outro, dizemos que A é diferente de B e indicamos A # B.

Note que se dois conjuntos M e N s&o iguais, isto é, M = N,
teremos que M c N e N c M. De outra maneira, poderemos dizer
que se dois conjuntos M e N sao iguais, entdo M é subconjunto de
N e, ao mesmo tempo, vale dizer que N é subconjunto de M.

OBSERVACOES IMPORTANTES

O conjunto vazio & é considerado como um subconjunto de qualquer conjunto.

Todo conjunto é subconjunto dele mesmo.

Um conjunto formado por todos os subconjuntos de um dado conjunto A é
denominado Conjunto das Partes de A e indicamos por P (A).

ConNJuNTO UNIVERSO

E importante estudarmos a procedéncia dos conjuntos que
estamos trabalhando, ou seja, é fundamental conhecermos o
conjunto do qual podemos formar véarios subconjuntos em estudo.

Este conjunto em que todos os outros sao subconjuntos dele
em um determinado estudo é denominado Conjunto Universo.

Podemos considerar, por exemplo, como Conjunto Universo
de um determinado estudo o conjunto formado pelos colaboradores
das prefeituras de todas as cidades do Brasil.

Associados a este conjunto podemos determinar vdrios outros

conjuntos. Vocé consegue identificd-los?

21
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Simples, pense no conjunto dos funcionarios das prefeituras
das cidades do Estado de Minas Gerais ou, ainda, no conjunto dos
funcionérios das prefeituras das cidades do Estado de Sao Paulo.

Agora, imagine, por exemplo, que nosso universo seja o
conjunto de colaboradores da prefeitura da Cidade X e que facamos
parte da equipe da administracao. Em nosso banco de dados,
podemos listar enderegos de colaboradores com diferentes
caracteristicas: menos de 40 anos, sexo feminino, sexo masculino,
moradores do mesmo bairro da sede da prefeitura, moradores do
bairro vizinho etc.

Nos préoximos pardgrafos, iremos esclarecer a importancia da
relacdo l6gica que utiliza as palavrinhas “e” e “ou” associadas
ao Diagrama de Venn. Esteja atento, pois serd de grande
importdncia essa compreensdo para vdrios assuntos que

teremos de abordar. Vamos continuar?

Note que alguns dos subconjuntos citados podem se sobrepor
ao outro quando utilizamos a representacao por diagramas. Para
entender melhor, imagine que o conjunto A tenha como elementos
os funcionarios com menos de 40 anos e o conjunto B tenha como
elementos os colaboradores do sexo feminino. Ambos podem ter
elementos comuns e, desta forma, os diagramas terdao uma parte
sobreposta. A parte sobreposta é denominada de intersecao dos
conjuntos.
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Assim, a intersecao dos conjuntos A e B é formada por
aqueles elementos que pertencem ao conjunto A “e” ao conjunto B
simultaneamente. Portanto, o conjunto intersecao tem como
elementos da interseccao colaboradores do sexo feminino com
menos de 40 anos, ou seja, cada elemento do conjunto intersecao
tem as duas caracteristicas ao mesmo tempo: tem menos de 40
anos “e” sao do sexo feminino.

Aintersecdo entre dois conjuntos é representada com
o simbolo M. Desta forma, a intersecdao entre os
conjuntos A e B é indicada por A N B.

Retomando novamente o banco de dados da prefeitura da
cidade X, poderiamos querer listar os funcionarios que tém idade
menor que 40 anos “ou” que sejam do sexo feminino. Esta relagao
légica expressa com a palavra “ou” representa a uniao entre dois
conjuntos e consiste de todos os elementos dos dois conjuntos.

No Diagrama de Venn, a unido entre os conjuntos A e B é
indicada por A U B. Representamos a unido de dois conjuntos
sombreando os dois conjuntos. O simbolo U representa uniao.

Muitas vezes nos referimos a Uniao e Intersecao como
operacgdes entre conjuntos, mas, atencao: nao somamos ou
subtraimos conjuntos como somamos e subtraimos os nimeros.
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O que podemos fazer é somarmos ou subtrairmos a quantidade de
elementos dos conjuntos envolvidos quando necessario.

Diante do exposto, podemos notar a importancia de
compreendermos bem os conceitos relacionados a Teoria dos
Conjuntos, em especial a representacao com o Diagrama de Venn,

O Diagrama de“Venn

ajuda a thothard para ilustrarmos os conceitos de Uniao, Intersecao e outros.

esclarecer \algumas
definigbes e\leis de
probabilidade quand6 o

estudo for a Estatistica.

OuTrAs RELAGOES ENTRE CONJUNTOS:
DIFERENCA E COMPLEMENTAR

Denominamos diferenca entre os conjuntos A e B, indicada
por A — B, o conjunto formado pelos elementos que pertencem ao
conjunto A e nao pertencem ao conjunto B.

Podemos, em simbolos, indicar: A-B = {x/x € Aex ¢ B}.

Observe a representacao a seguir, em que A = {0, 1, 3, 4, 5}
eB=1{1,3,6,8,9}:

Para o caso em que B é um subconjunto de A, ou seja, B
esta contido em A (B c A), a diferenca é chamada de complementar
de B em relacao a A e pode ser indicada por: C,P.

Desta forma, C,° = A — B (sendo B C A).

24
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Atividades de aprendizagem

Para verificarmos seu entendimento, faca as atividades a
seguir. Esta também é uma maneira de vocé se autoavaliar.
Vamos 13?

1. Em uma pesquisa em um setor da secretaria municipal, verificou-
se que 15 pessoas utilizavam os produtos A ou B, sendo que algu-
mas delas utilizavam A e B, ou seja, ambos. Sabendo que o produ-
to A era utilizado por 12 dessas pessoas e o produto B, por 10
delas, encontre o nimero de pessoas que utilizavam ambos os

produtos.

2. Em um semindrio de administradores publicos de certa cidade,
foram servidos, entre diversos salgados, enroladinho de queijo e
coxinha de frango com queijo. Sabe-se que, das 100 pessoas pre-
sentes, 44 comeram coxinha de frango com queijo e 27 comeram
enroladinho de queijo. Também se tem a informagao de que 20
pessoas comeram dos dois — enroladinho de queijo e coxinha de
frango com queijo. Ao final do evento, verificou-se que o queijo
utilizado no enroladinho e na coxinha estava com uma bactéria
que provocava desconforto estomacal. Encontre para o
organizador do evento a quantidade de pessoas que ndo comeu

nem coxinha de frango nem enroladinho de queijo.

3. Imagine que na cantina da escola que vocé administra trabalham
os seguintes funcionarios: Maria, Carlos, Clara e Beatriz. Por curi-
osidade o diretor lhe solicita que encontre todas as possibilida-

des de pedidos de licenca de saude para certo dia de trabalho
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destes funciondrios. E, lembre-se: o conjunto vazio é subconjunto

de qualquer conjunto e todo conjunto é subconjunto dele mesmo.

a) Nomeie o conjunto de funcionarios da cantina de G e

indique o conjunto G listando todos os seus elementos.

b) Como se denomina o conjunto formado por todos os

subconjuntos de G?

c) Indique e encontre o conjunto das partes de G listando

todos os seus elementos.

4., Considere o diagrama a seguir, no qual: A, B e C sdo trés conjuntos
ndo vazios. Marque V para a(s) afirmativa(s) verdadeira(s) e F para
a(s) afirmativa(s) falsa(s).

a)( J)AcCB
b)()CcB
c)()BCA
d()AccC
e)()BzZA C
fi)()AzC
g)()BDA
h)()AzB

Agora, antes de seguirmos para um novo assunto, vamos juntos

resolver o préximo exercicio.

Exemplo 1

Em uma selecao de pessoal para uma nova vaga de um setor
publico, a equipe responséavel recebeu curriculos de 60 candidatos.
Os trés quesitos principais que seriam analisados sdo as principais
habilidades de um gestor. Quais sejam: habilidades conceituais;
habilidades humanas; e habilidades técnicas. Do total, 15 deles
tinham habilidades conceituais; 18 tinham habilidades humanas;
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25 possuiam habilidades técnicas; 6 candidatos tinham tanto
habilidades humanas, quanto conceituais; 08 possuiam tanto
habilidades humanas, quanto técnicas; 2 candidatos possuiam as
trés; e 18 nao tinham nenhuma das trés habilidades. Com base
nessas informacobes, responda:

a) Quantos candidatos possuiam s6 habilidades conceituais?
b) Quantos candidatos possuiam sé habilidades humanas?

¢) Quantos candidatos possuiam sé habilidades técnicas?

Resolucao

Primeiramente vamos separar os dados do problema.

Com habilidades conceituais (HC) = 15

Com habilidades humanas (HH) = 18

Com habilidades técnicas (HT) = 25

Total de 60 candidatos | Sem nenhuma das trés habilidades = 18

Com habilidades humanas e conceituais (HH M HC) = 6

Com habilidades humanas e técnicas (HH M HT) = 8

Com as trés habilidades (HH M HT M HC) = 2

Agora, vamos elaborar o Diagrama de Venn com os dados e
compreender o que representa cada parte.
60 candidatos

f )

HC
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P cinza claro + branco + hachurado + azul claro = 15
= candidatos com HC

P Azul escuro + branco + cinza escuro + hachurado =
25 = candidatos com HT

P Azul claro + preto + hachurado + cinza escuro = 18
= candidatos com HH

P Azul claro + hachurado = candidatos com HC e HH
P Branco + hachurado = candidatos com HC e HT

P Branco + cinza escuro = candidatos com HH e HT

Olhando para o Diagrama de Venn, podemos descobrir a
quantidade de elementos que figuram em cada uma das partes
preenchidas pelas cores: azul claro, hachurado e cinza escuro.
Vejamos com mais detalhes:

O numero de candidatos que possuem HH ¢ igual a 18. Para
encontrarmos o nimero de candidatos que possuem somente a HH,
basta fazermos o seguinte: subtraimos de 18 a quantidade que
corresponde a quantidade de elementos dos conjuntos que
correspondem as partes em — azul claro — cinza escuro — hachurado.

Sabemos que hachurado + azul claro tem 6 elementos (dado
fornecido no enunciado do problema) e que cinza escuro +
hachurado tem 8 elementos (dado fornecido no enunciado do
problema) e que hachurado tem 2 elementos (dado fornecido no
enunciado do problema).

Assim, efetuando os célculos com os dados que possuimos,
descobrimos que a parte em azul claro tem 4 elementos e que a
parte cinza escuro tem 6 elementos. A ilustracao do diagrama podera
clarear essas ideias.

Para descobrir quantos candidatos possuem apenas a
habilidade humana (regido preto), basta retirarmos a quantidade
de elementos correspondentes a parte sombreada com as cores azul,
hachurado e cinza escuro.

Assim: 18 - (4 + 2 + 6) = 18 - 12 = 6, ou seja, 6 candidatos
possuem somente HH.
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Para descobrirmos quantos candidatos possuem somente
habilidade conceitual e quantos possuem somente habilidade
técnica, vamos chamar a regido cinza — que é uma parte de HC —
de vy, a regiao azul escuro — que é uma parte de HT - serad
denominada por z e a regiao branca — que é uma parte da intersegéao
de HC e HT - sera denominada por x.

Veja a representacao no diagrama a seguir:

60 candidatos
4 3

HC HH

18
\. J

Vamos poder registrar o seguinte sistema de equacgbes com
os dados que possuimos:

x+ty+4+2=15
x+z+6+2=25
x+ty+4+2+6+6+z+18=60

Podemos reescrever o sistema da seguinte maneira:

x+ty+6=15
x+z+8=25
x+y+z+36=60

Ainda podemos reescrever o sistema da seguinte maneira:
x+y =9 (equagdo 1)
x +z =17 (equacgao 2)
X +y + z =24 (equagio 3)
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Utilizando a informacdo da equacao 1 (x + v = 9) na
equacao 3 obtemos:

9 + z = 24 e, assim, obtemos que z = 15.

Sabendo o valor de z, poderemos substitui-lo na equagao 2
e, assim, encontramos o valor de x. Substituindo o valor de x na
equacao 1, obtemos o valor de y.

Assim teremos:

x=2ey=7

Encontramos, assim, que 15 candidatos possuem somente
habilidade técnica e 7 possuem apenas habilidade conceitual.
Portanto, a resposta de cada item solicitado na questao é:
a) 7 possuem apenas habilidades conceituais.

b) 6 possuem apenas habilidades humanas.

¢) 15 possuem apenas habilidades técnicas.
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ConNJunTos NUMERICOS

No nosso dia a dia os conjuntos numéricos assumem um
lugar de destaque. Estamos constantemente lidando com
quantidades de pessoas, objetos, produtos, pregos, porcentagens,
lucros, temperatura etc. Enfim, podemos dizer que vivemos no
mundo dos nimeros.

Contudo, vale lembrarmos que, desde o reconhecimento da
necessidade dos nimeros, foram precisos séculos e séculos de
descobertas e aperfeicoamentos para chegarmos a atual forma de
escrita e representacao deles. A nomenclatura relacionada tem,
muitas vezes, sido confundida e usada indiscriminadamente, mas
parece ser importante alertarmos sobre o significado de alguns
conceitos.

Denominamos de niimero a ideia de quantidade que nos
vem a mente quando contamos, ordenamos e medimos. Assim,
estamos pensando em numeros quando contamos as portas de um
automovel, enumeramos a posicao de uma pessoa numa fila ou
medimos o peso de uma caixa.

A palavra “numeral” associamos toda representacéo de um
nimero, seja ela escrita, falada ou indigitada.

E a palavra “algarismo” se refere ao simbolo numérico que
usamos para formar os numerais escritos.

Os simbolos — 0123456 7 89 - ficaram conhecidos
como a notacao de al-Khowarizmi, de onde se originou o termo
latino algorismus. Dai o nome algarismo. Esses nimeros criados
pelos matematicos da India e divulgados para outros povos pelo
arabe al-Khowarizmi constituem o nosso sistema de numeracao
decimal, sendo conhecidos como algarismos indo-arabicos.
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Seria muito interessante
e curioso, porém, para o
Nnosso curso,
consideramos mais
conveniente reduzir os
caminhos para
conseguirmos chegar a
nossa meta, que é
aprender a lidar com a
Matematica essencial
para o Administrador

Publico.
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Para compreendermos todo o processo de desenvolvimento
dos sistemas de numeragao e os aspectos histéricos envolvidos,
precisariamos de um tempo disponivel para nos embrenharmos em
todas as histérias dos povos que fizeram parte deste processo.

Assim, vamos apenas dizer que com o tempo surgiram os
conjuntos numéricos para especialmente atender as necessidades
da Matematica. Os conjuntos numéricos receberam a seguinte
nomeacao:

P Conjunto dos Nimeros Naturais (N);
P Conjunto dos Niimeros Inteiros (Z);

P Conjunto dos Nimeros Racionais (Q);
P Conjunto dos Ntumeros Irracionais (I); e

P Conjunto dos Nimeros Reais (R).

Conjunto pos NUmeros Naturais (N)

Agora, vamos ver alguns detalhes de cada um dos conjuntos
referenciados anteriormente, o que certamente ndo serd muita

novidade para vocé.

Vamos comecar relembrando o Conjunto dos Numeros
Naturais N, que é infinito e contavel.

N=1{0,1,2,3,4,5, ..}

Uma notacao muito interessante que podemos utilizar é o
asterisco préximo de uma letra que designa um conjunto numérico.
Este simbolo indica que estamos excluindo o zero do conjunto em
questao. Portando, temos:

N*=1{1,23,4,5, ..}
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N* é chamado de conjunto dos niimeros naturais nao nulos
e a leitura é simples e 6bvia: 1é-se N asterisco.

Operagdoes com Numeros Naturais

P Adicao de Numeros Naturais: é o resultado a que
se chega ao realizarmos a operacao de adigao partindo
dos nimeros naturais a e b, chamados parcelas, ou
seja, é a soma de aeb (a + b). A soma de dois
nimeros naturais é sempre um nimero natural, isto €,
seae Nebe N, entdao (a + b) € N.

P Subtracdo de Numeros Naturais: no conjunto dos
naturais a subtracao sé é possivel quando o primeiro
nimero (minuendo) for maior ou igual ao segundo
numero (subtraendo). O fato de dois nimeros naturais
quaisquer nao poderem ser subtraidos de modo a se
obter como resultado outro nimero natural nos leva a
inferir ser esta uma das razbes que despertaram a
necessidade de ampliacao do conjunto.

» Multiplicacdo de Nameros Naturais: o produto
do niimero natural a pelo nimero natural b (“a - b” ou
“ax b”) é o resultado a que se chega ao realizarmos a
operacao de multiplicagao partindo dos nimeros
naturais a e b denominados fatores.

P Divisao dos Numeros Naturais: o quociente entre
dois nimeros naturais a e b é o resultado a que se
chega ao realizarmos a operagao de divisao partindo
do nimero natural a, chamado dividendo, e do nimero
natural b, chamado divisor. Nem sempre é possivel
encontrar como resultado da divisdao entre dois
ndmeros naturais outro nidmero também natural, e
também aqui percebemos a necessidade de ampliacao
do conjunto dos naturais.
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ConJunTo pos NUMEROs INTEIROS

O Conjunto dos Numeros Inteiros pode ser considerado
como uma ampliacdo do conjunto dos nimeros naturais.

O conjunto formado pelos inteiros positivos, pelos inteiros
negativos e pelo zero é chamado conjunto dos niimeros inteiros e é
representado pela letra Z.

Z={...,-5-4-3,-2,-1,0, +1, +2, +3, +4, +5, ...}

N3o é preciso sempre escrever o sinal + a frente dos
numeros positivos. Assim, 1 e +1 indicam o mesmo
numeral.

Podemos identificar alguns subconjuntos dos conjuntos dos
inteiros:

P Retirando do conjunto Z o numeral zero, temos o
conjunto:

Z¢x={...,-5-4,-3,-2,-1, +1, +2, +3, +4, +5, ...}

denominado de conjunto dos inteiros ndo nulos.
P Extraindo de Z os niimeros negativos, temos o conjunto:

Zz =10, +1, +2, +3, +4, +5, ...} que constitui o
conjunto dos inteiros nao negativos.

P Retirando de Z os niimeros positivos, temos o conjunto:

Z ={...,-5-4,-3,-2, -1, 0} denominado de conjunto
dos inteiros nao positivos.

» Extraindo de Z, e de Z o nimero zero, temos os

conjuntos:
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Z* =A{+1, +2, +3, +4, +5, ...} que constitui o
conjunto dos inteiros positivos; e

Z* ={... -5 4, -3, -2, -1} que forma o conjunto
dos inteiros negativos.

Logo,Z, =NeNcCcZ

Operagdoes com Numeros Inteiros

As operacbes anteriormente descritas para os conjuntos
naturais sdo também validas para os Nimeros Inteiros com a
vantagem de que quaisquer dois inteiros podem ser subtraidos
obtendo como resultado um nimero que também pertence ao
conjunto dos nimeros inteiros.

Contudo, em se tratando da operacéao de divisao, nao
podemos dizer o mesmo, pois nem sempre temos como resultado
de uma divisdo um nimero que também pertenca ao conjunto dos
numeros inteiros. Eis aqui mais uma razao para se justificar a
ampliacao, ou seja, a criacao de outros conjuntos numéricos, como
veremos a seguir.

ConJunto bos NUMEROS RACIONAIS

O conjunto constituido pelos nimeros inteiros e pelas fracoes
positivas e negativas é chamado conjunto dos nlimeros racionais,
e ¢ representado pela letra Q.

Q = {a/b: ae b em Z, b diferente de zero}, ou seja,
Q={..-2,..-53,..0, ..,2/3,..,+1 ...}

Dentro do conjunto dos racionais, podemos identificar alguns
subconjuntos. Entre estes:
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P Retirando do conjunto Q o zero, obteremos o conjunto:

Q* = Q - {0} denominado de conjunto dos racionais

nao nulos.

P Extraindo de Q os ntmeros racionais negativos,

obtemos:

Q, = conjunto dos niimeros racionais nao negativos.
P Retirando de Q os niimeros racionais positivos, temos:

Q = conjunto dos nimeros racionais nao positivos.
P Extraindo de Q . ede Q_o namero zero, obtemos:

Q . = conjunto dos numeros racionais positivos; e

Q" = conjunto dos nimeros racionais negativos.

ConJunto pos NUMEROS IRRACIONAIS

Existem alguns resultados numéricos que nao representam
um ndmero inteiro e também nao podem ser representados por uma
fracao. Estes sdao denominados de numeros irracionais, que tém
uma representacao decimal com infinitas casas decimais e nao
periédicas. Por exemplo: \2 = 1,414213562...e m = 3,14159... dentre
outras situacoes.

ConJunTto pos NUMEROS REAls

Denominamos de nimero real qualquer niimero racional ou
irracional. Podemos dizer, portanto, que nimero real é todo niimero

com representacao decimal finita ou infinita.
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A letra que designa o conjunto dos niimeros reais é R, e R*
indica o conjunto dos nimeros reais nao nulos, isto é:

R = {x | x é namero racional ou irracional}; e

R* = {x | x é nimero real diferente de zero}

Representac¢ao do Conjunto dos Numeros Reais — Eixo Real

Considerando uma reta r, observe que a cada ponto dessa
reta se associa um unico nimero real, e a cada nimero real podemos
associar um unico ponto dessa reta.

Para melhor compreender, observe os passos descritos a
seguir:

P associe o ntimero 0 (zero) a um ponto O qualquer da
reta r;

P a cada ponto A de uma das semirretas determinadas
por O em r, associe um nimero positivo x, que indica
a distancia de A até O, em uma certa unidade u; e

P a cada ponto A, simétrico de A em relacao a O, associe
o oposto de x.

Essa representacao recebe o nome de eixo real, cuja origem
é o ponto O e o sentido é o que concorda com o crescimento dos
valores numéricos.
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Subconjunto dos Niumeros Reais

Sejam a e b nlimeros reais tais que a < b. Podemos utilizar
uma representacao especifica para os subconjuntos dos nimeros
reais denominada por intervalos reais. Estes intervalos podem ser:

P Intervalo limitado fechado

{xe R|a<x<b} =[a, b]

Vocé se lembra como é realizada a leitura do intervalo, expresso
em forma simbdlica como apresentado acima? Vamos

relembrar juntos?

Os elementos do conjunto estao designados pela letra
X e, portanto, os simbolos nos dizem que os elementos,
ou seja, os elementos designados por x pertencem ao
conjunto dos reais, e cada elemento x é menor ou igual
ao nuimero b e maior ou igual ao nimero a.

P Intervalo limitado aberto
{xe R]a<x<b}=]ab[

P Intervalo limitado semiaberto

la,b]
{xe R|a<x <b} =[ab]

{xe R|a<x<b}

P Intervalo ilimitado
{xe R| x>a} = [a,+[
{xe R | x>a} =]a,+o[
{xe R | x<a} = ]-,4a]
{xe R| x <a} = ]2

R = Jooo, + oo
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SistTEmAS DE COORDENADAS

Para localizarmos precisamente um ponto qualquer de uma
figura plana, usamos como referéncia duas retas numéricas e, assim,
obtemos o que denominamos de coordenadas do ponto. Para isso,
desenhamos duas retas numeradas e perpendiculares entre si que
se cruzam no ponto zero de ambas.

As retas numeradas, ou eixos, como sao comumente
nomeadas, dividem o plano em quatro regiées denominadas
quadrantes. O conjunto formado pelas retas e pelos quadrantes
recebe a denominacao de sistema de coordenadas. Esta
representacao é muito util para a construcao de gréaficos conforme
veremos mais adiante no curso.
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A localizacao de cada ponto no plano tem como referéncia
um par ordenado de nliimeros reais em que o primeiro elemento se
relaciona ao eixo horizontal, denominado de abscissa, e 0 segundo
elemento se relaciona ao eixo vertical, denominado de ordenada
do ponto. O par ordenado se denomina coordenada do ponto.

Médulo 2

A repregentacdo na reta
numérica nos sera muito
util para nossos estudos
no curso de
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Muitas vezes iremos nos referir aos eixos que
compdem o sistema de coordenadas como: eixo das
abscissas e eixo das ordenadas.

O par (0, 0) é denominado origem e é uma importante
referéncia para o sistema de coordenadas.

Para ilustrar, citamos o ponto P (-4, 2). As coordenadas de
P sado -4 e 2. Assim, podemos localizar o ponto P tendo como
referéncia o sistema de eixos. P esté localizado a 4 unidades para a
esquerda do zero e 2 unidades para cima. Isto é, para atingirmos o
ponto P, deslocamos no sistema, a partir da origem, 4 unidades
para a esquerda e, em seguida, 2 unidades para cima.

y
r 9
4_—
3_—
. 24+
1__
——+— ———+—> x
4 3 2 10 1 2 3 4
AT
-2——
3+

Vale lembrar a importancia da ordem dos ntimeros, na qual
as coordenadas sao escritas. Por exemplo, o ponto de coordenadas
(2, 4) é diferente do ponto de coordenadas (4, 2).

Desta forma, a posicao de qualquer ponto do plano serd
determinada por um par de nimeros (X, y) os quais indicam as
distancias deste ponto as retas de referéncia (eixo das abscissas e
eixo das ordenadas). Estas distancias sdo medidas usando-se a
escala estabelecida a partir de retas paralelas as duas retas de
referéncia que determinam a malha coordenada.

Considerando apenas uma reta numérica (reta real), é facil
perceber que encontramos a distancia entre dois pontos x e y sobre
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uma reta por |x —y|. Perceba que utilizamos o médulo da diferenca

para garantir que o valor seja positivo, pois se trata de distancia

entre dois pontos. Por exemplo, considere os pontos A (x,, v,),

B (x,, vp) e C (x;, v,).

Winhesisinys § -

Perceba que os pontos A e B estdo sob um segmento paralelo

ao eixo das ordenadas. Assim, podemos considera-los sob um eixo

e, ao subtrairmos as ordenadas correspondentes, encontramos a

distancia entre eles: y, — y,.

Repare que, como foi tomado na subtracao o valor maior

menos 0 menor, garantimos o resultado positivo independentemente

de tomarmos o médulo.

Analogamente, para descobrirmos
a distancia de A até C, basta subtrairmos
suas abscissas e atentarmos para a
particularidade de que A a C estao sob
um segmento que é paralelo ao eixo das
abscissas: X, — X,.

Perceba que a figura nos
apresenta a forma de um triangulo
retangulo e, portanto, para descobrirmos
a distancia de B até C, basta utilizarmos
o Teorema de Pitagoras, que consiste em:

aZ = b2 + c2, em que o quadrado da
hipotenusa é igual a soma dos quadrados
dos catetos.

dpc= \/(xc = XA Pt (y—Ya

Médulo 2

Saiba mais Teorema de Pitagoras

Considerado uma das prin-
cipais descobertas da Ma-
c tematica, ele descreve uma
relagdo existente no trian-

0 gulo retangulo. O triangulo

retangulo é formado por
dois catetos e a hipotenusa, que constitui o mai-
or segmento do triangulo e é localizada oposta
ao angulo reto. Considerando catetos (a e b) e
hipotenusa (c) o teorema diz que a soma dos qua-
drados dos catetos é igual ao quadrado da
hipotenusa. Fonte: <http://www.brasilescola.com/
matematica/teorema-pitagoras.htm>. Acesso em:
9 nov. 2009.
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Atividades de aprendizagem

Conseguiu acompanhar o que foi exposto até aqui?
Verifique fazendo a atividade a seguir. Se aparecer alguma
duvida, ndo hesite em consultar o seu tutor.

5. Imagine que um helicéptero do servico de emergéncia do Hospi-

tal A esteja situado a 4 km a oeste e a 2 km ao norte de um aciden-

te do carro a servico da prefeitura em que vocé trabalha. Outro

helicoptero esta posicionado no Hospital B, que estd a 3 km a leste

e a 3 km ao norte do acidente. Qual helicdptero devera ser aciona-

do por estar mais préximo do acidente?

Saiba mais Laurence Bardin (1723-1790)

Embora o plano representado pelo sistema de
eixos seja denominado por muitos de Plano
Cartesiano em homenagem a Descartes, alguns
historiadores revelam que na mesma época de
Descartes, outro francés, Pierre Fermat (1601-1665),
também chegou aos mesmos principios, isolada-
mente. Assim, para sermos justos parece ser im-
portante lembrarmos que, na realidade, o estabe-
lecimento das bases da Geometria Analitica deve-
se a ambos — Descartes e Pierre Fermat. Se vocé
desejar conhecer mais sobre conjuntos e conjuntos
numéricos, reserve um tempo para passear no site
<http://br.geocities.com/paulomarques_math/
argll-1.htm> e aproveite para exercitar mais um

pouquinho.
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Antes de comecar a resolver, veja algu-

mas dicas que preparamos para Vocé:

Represente as localizacdes em um

plano cartesiano. Como as localiza-

cOes dos hospitais foram fornecidas
tendo como referéncia o acidente,
posicione o ponto que representa o
acidente na origem do sistema de ei-
X0s — o ponto O terd como coordena-
da (0,0).

Situe os pontos no plano que re-
presentam cada local em que se en-
contram os helicopteros - HA (-4,2) e
HB (3,3) e encontre as distdncias en-

tre os pontos OHA e OHB.
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Resumindo

Nesta primeira Unidade aprendemos e relembramos
a nomenclatura e a simbologia da teoria dos conjuntos nu-

méricos.

Evidenciamos a notacdo a fim de que os simbolos nao
se apresentem como empecilho para a sua aprendizagem

no contexto administrativo.

Vimos ainda problemas que envolvem conjuntos nu-

méricos e suas operacgdes.

Médulo 2

Unidade 1 — Recuperando conceitos

43



Matematica para Administradores

44

Respostas das
Atividades de aprendizagem

1. 7 pessoas utilizavam os dois produtos.

2. 49 pessoas ndo comeram salgados que continham queijo.
3.

a) G = {Maria, Carlos, Clara, Beatriz} = {Ma, Ca, Cl, Be}

b) Conjunto das partes de G;

c) P (G) = {@, {Ma}, {Ca}, {Cl}, {Be}, {Ma, Ca}, {Ma, Cl},
{Ma, Be}, {Ca, Cl}, {Ca, Be}, {Cl, Be}, {Ma, Ca, Cl}, {Ma,

Cl, Be}. {Ca, CI, Be}, {Ma, Ca, Be}, {Ma, Ca, Cl, Be}.
4.V-F-F-V-V-F-V-F

5.0H, = \18 km, ou seja, estd a 4,24 km; e

OH, estd a distancia de \20 km, ou seja, a 4,47 km. Logo,
o helicoptero que esta estacionado no Hospital B estd
mais perto do acidente.
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Unidade 2 — Matrizes e Sistemas de Equag8es Lineares

INTRODUCAO A MATRIZES

Caro aluno,

Agora vamos conhecer outras formas de se resolver
situacdes nas quais os dados ndo estdao arrumados. E, antes
de obtermos uma solucdo para o problema, precisamos
organizar esses dados. A utilizagdao de matrizes e sistemas
de equacdes lineares quando temos varias informacdes de
distintas areas abre muitas possibilidades em nosso dia a
dia organizacional.

Vamos ver como funcionam? Bons estudos!

Muitas vezes nos encontramos diante de uma situagdo em
que necessitamos organizar dados. Ou seja, temos muitas
informacdes que nos sdao apresentadas as quais merecem uma
organizacao. Por exemplo: as informagbes sobre o estoque de
remédios do Hospital Escola de uma universidade publica, sobre
os nutrientes de um produto de alimentagao das criancas da creche
da prefeitura, sobre os equipamentos fabricados, importados ou
exportados, adquiridos, vendidos, defeituosos, etc. Enfim, sdo véarias
as informacbes que temos de compreender e que demandam uma
organizacao.

Matriz é uma representacdo matematica util para
resolver problemas em diferentes areas e se apresenta
como uma tabela retangular de nimeros, parametros
ou varidveis organizados em uma ordem significativa.

47
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Assim, denominamos matriz um grupo ordenado de nimeros
que se apresentam dispostos em forma retangular em linhas e
colunas. Veja o exemplo:

50 65 122 50 65 122
22 32 85 |ou |22 32 85
& 12 15 & 12 15
4 8 7 4 8 7

Os componentes (parametros ou variaveis) sao denominados
elementos da matriz. Os elementos na fileira horizontal constituem
uma linha da matriz e os elementos na fileira vertical constituem
uma coluna da matriz. Como podemos observar, os componentes
de uma matriz se apresentam delimitados por duas linhas curvas
(parénteses ou colchetes).

Reconhecemos a dimensao ou ordem de uma matriz pela
quantidade de linhas e colunas. Assim, podemos dizer que de acordo
com o exemplo anterior a matriz é de ordem 4 x 3 (1é-se quatro por
trés), em que o nuimero 4 se relaciona ao nimero de linhas e o
numero 3 se relaciona ao nimero de colunas. Para vocé entender
melhor, observe o modelo representado a seguir que traz uma matriz
de 2 x 3 (duas linhas e trés colunas).

coluna

!

6 2 -1

linha —» -2 0 5

Note que podemos nos referir a um determinado elemento
da matriz fazendo uso dos indices i, j. O elemento da i-ésima linha
e j-ésima coluna seria indicado por a,.

Genericamente podemos dizer que matriz é uma tabela
retangular de nimeros organizados em m linhas e n colunas.
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Linha, B 7]
all a12 cee alj
i=1,..
J 4 , m a21 a22 a2J
| dip A a; _
Colunas,
i=1,..,n

Com base nos exemplos, podemos dizer que matriz é uma
forma de organizar informacées que nos serdo Uteis para

resolvermos problemas?

Exatamente. Podemos afirmar que a matriz relaciona os
dados ali organizados, ja que o nimero de linhas e colunas da matriz
nos informa o que denominamos de ordem da matriz.

Uma matriz pode ser indicada por A = [ai’j].

Observe que o elemento em destaque na matriz de ordem 3
por 2 (3x2) representada acima se situa na segunda linha e segunda

coluna e, portanto, indicamos este elemento por a,,, e que neste

2,27
caso ¢ igual a 2.
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MaATRIZES ESPECIAIS

As matrizes recebem uma denominacao especial dependendo
do numero de linhas ou colunas que possuem ou por alguma
especificidade de seus elementos.

Veja como a nomenclatura utilizada se apresenta coerente e
de facil compreensao:

P Matriz linha (ou vetor linha): é uma matriz com apenas
uma linha e pode ser representada genericamente por
F=(r, 1, 15 .. 1,). Um exemplo de matriz linha é

[9-570].

P Matriz coluna (ou vetor coluna): é uma matriz com
apenas uma coluna, como mostrado a seguir.

¢ -9
. C, 7
c= .

Cm

P Matriz nula: é uma matriz em que todos os seus

0 0
elementos sao iguais a zero. Por exemplo [ 0 0
0 0

P Matriz quadrada: é a matriz que possui 0 mesmo
numero de linhas e colunas. Este tipo de matriz
apresenta uma forma semelhante a figura geométrica
conhecida por quadrado. Um exemplo de uma matriz
quadrada seria uma de ordem 2x2. Podemos ainda
dizer que a matriz é quadrada de ordem 2.
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Em uma matriz quadrada de ordem qualquer n, os
elementos a ,, a,,, a,,..., a formam o que
denominamos de diagonal principal da matriz e
representam os elementos a, com i = j. A outra diagonal

¢é denominada de diagonal secundaria da matriz.

40 2.5

.72 3, 956 0
RS 6.5 5 7
Diagonal ’,»'8 0 1 -20
secundaria ) ¥
Diagonal
secundaria

P Matriz diagonal: é a matriz quadrada em que todos
os elementos que nao pertencem a diagonal principal
sao iguais a zero. Por exemplo:

1000
0000O0
0020
00035

P Matriz identidade I : é a matriz quadrada, de ordem
nxn, em que todos os elementos da diagonal principal
sao iguais a um, e todos os outros elementos sao iguais

a zero. Observe a seguir o exemplo de uma matriz
identidade de ordem 4x4.

1000

0100
1=

0010

0001

Vamos compreender melhor, com o exemplo a seguir, o que
vem a ser matriz e como esta forma de organizar os dados

pode nos ajudar?
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Supondo que vocé seja um auditor publico e deva proceder
a fiscalizacdo em uma empresa com filiais em véarios Estados.

Ao chegarem a uma das lojas, os colaboradores lhe
apresentam algumas tabelas e entre elas ha a Tabela 1, a seguir,
que exibe os dados de material para camping para um més (junho)
de dois produtos.

Tabela 1: Material para camping

Estoque ENTRADA DE PRODUTO
(12 pe JunHO)

VENDA (JUNHO)

Novo (JUNHO
PequeNo GRANDE ( )

Pequeno GRANDE PeQuENO GRANDE

Mesa de piquenique 8 10 7 9 15 20

Grelha de churrasco 15 12 15 12 18 24

Fonte: Elaborada pela autora

De acordo com a tabela, note que ha o estoque (em 1° de
junho), a venda (durante o més de junho) e os produtos adquiridos
(entregues no més de junho). Perceba que podemos representar esses
dados da tabela em diferentes matrizes, por exemplo:

M serd a Matriz que representa o estoque da firma em 1° de
junho:

8 10 | mesa
15 12 | grelha

pequena grande

Observe que as linhas nos informam o tipo de produto. Temos
na primeira linha as mesas e na segunda linha, as grelhas.

Ja as colunas nos informam o tamanho dos produtos. Na
primeira coluna temos os produtos pequenos e na segunda, 0s
produtos de tamanho grande.

Da mesma forma, poderiamos representar por uma matriz S
a venda do més de junho e por D os produtos adquiridos no més de
junho.
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Que tal comecarmos pensando genericamente na matriz S?
Que numero estaria na primeira linha e segunda coluna?

Ou seja, quem seria o elemento S,,?

Se vocé respondeu que seria o nimero 9, vocé esta correto.
O que significa que em junho foram vendidas 9 mesas de piquenique
de tamanho grande.

Agora é com vocé: continue e registre a matriz 8 e também a
matriz D. Em caso de duvida, consulte seu tutor. Ele, com
certeza, terd o maior prazer em lhe ajudar. Nao carregue duvidas
com vocé, pois contamos com o seu entendimento para
continuarmos nossa viagem por este conteudo. Vamos ld!
Anime-se!

53

Médulo 2



Matematica para Administradores

OPERACOES coM MATRIZES

Nesta secdo vamos iniciar uma conversa sobre a algebra
das matrizes e, por vezes, voltaremos ao nosso exemplo
(em que o auditor se encontrava em uma loja de material
de camping) para ilustrarmos nossos caminhos e buscarmos
uma compreensdo deste conteudo.

As matrizes nos oferecem uma maneira facil de combinarmos
informacoes de diferentes tabelas. Para tal, teremos de compreender
como funciona a aritmética das matrizes.

Comecemos compreendendo quando podemos considerar
que duas matrizes sao iguais.

IcuALDADE DE MATRIZES

Precisamos inicialmente entender o que significam
elementos correspondentes entre duas matrizes. Trata-se de
uma denominacao bem intuitiva. Veja a seguir.

Entre matrizes de mesma ordem, os elementos que ocupam
idéntica posicdo se denominam elementos correspondentes.

Para entender melhor, considere as matrizes A e B expressas

Atencdo, sO as de L . .
na forma generiCa a seguir:
mesma ordems

54
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ay; dy

[y
_

A= |ay ax

oe}
I
> > &
S
> > o
N

w
_-

a3 Az

Agora, vamos identificar os pares de elementos
correspondentes das matrizes A e B:

alle bll a12 e b12
a21 e b21 a22 e b22
a31 e b31 a32 e b32

Uma vez que ja compreendemos o significado da expresséao
elementos correspondentes de uma matriz, podemos
identificar quando duas matrizes sao iguais. Ou seja, duas ou mais
matrizes sao iguais se, e somente se, ttm a mesma ordem e possuem
seus elementos correspondentes iguais.

Exemplo 1

Verifique se as matrizes M e N a seguir sao iguais.

2 (12-3) 202) 8T
M=| 39 11 N=| 7 474
-309) 24
2 ~(30-3) 2
Resolucao:

Inicialmente vamos relembrar as caracteristicas que fazem
com que duas matrizes sejam iguais:

P As duas matrizes devem ser de mesma ordem. Temos
que tanto a matriz M como a matriz N possuem 3 linhas
e 2 colunas e, portanto, ambas sdo de ordem 3 por 2

(3x2).

P Se simplificarmos os elementos das matrizes M e N
chegaremos, em ambos os casos, como resultado, a
matriz:
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4 9
7 11
-27 85

Assim podemos concluir que os elementos correspondentes
das matrizes M e N sao iguais. Logo, as matrizes M e N sao iguais.

Exemplo 2

Encontre os valores de x e y para que as matrizes abaixo sejam
iguais.

2+4 05 1| |12 5 1
2 3y+5 -4 2 5y-3 -4
Resolucao:

Como a proposta solicita que as matrizes sejam iguais,
devemos observar se estas sdo de mesma ordem e, além disso,
avaliar as condigbes em que os elementos que ocupam idéntica
posicao sejam iguais. Assim devemos considerar 2x + 4 = 12 e
3y + 5 =5y - 3.

Resolvendo as duas equacodes, encontraremos x =4 ey = 1.

Tudo bem até aqui? Podemos dar continuidade a Aritmética
das Matrizes?

ApicAo E SUBTRACAO DE IMATRIZES

Uma matriz é uma representagao visualmente interessante e
Gtil para o armazenamento de dados. Entretanto, algumas vezes os
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dados apresentam mudangas e, assim, sentimos a necessidade de
somar e subtrair matrizes.

Para somar ou subtrair matrizes, estas devem ser de
mesma dimensao, ou seja, ambas devem ser de mesma
ordem, mesmo numero de linhas e mesmo numero de
colunas.

Para somar ou subtrair duas matrizes de mesma ordem, basta
efetuar a soma ou a subtragao dos elementos correspondentes. Veja
os exemplos:

P Soma das matrizes A e B:

123 213 336
A=1510 B=|130(C=4+B=|6 40
243 303 546

P Subtracido das matrizes M e N:
6 10 —4 2 -8 -1
M= 4 16 -12 N= 14 0 4
(6 10 —4) (2 -8 -1 6 10 —4 2 8 1
- = +
4 16 12| |14 0 4 4 16 12| |[-14 0 -4
\

(64(2) 10+@8) (4)+ |4 183
(4+C149) 1640 (12)+(4) (10 16 16

b 4 18 -3
ortanto M- N-= 10 16 -16
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Exemplo 3

Retorne ao exemplo em que figuramos, imaginariamente, como
auditor publico e retomemos a tabela sobre o estoque (em 1° de
junho), a venda (durante o més de junho) e os produtos adquiridos
(entregues no més de junho) da loja de material para camping.
A matriz M representou o estoque da firma em 1° de junho. A matriz
S representou a venda do més de junho, e a matriz D representou
os produtos adquiridos no més de junho.

Agora, encontre a matriz resultante da operacaio M - S + D e
interprete o significado da matriz encontrada.

Resolucao:

Note que podemos efetuar a adicao e subtragao de matrizes

em uma etapa.

MoS+D 8 10 7 9 N 15 20 8-7+15 10—-9+20
~S+D= - =
15 12 -15 12 18 24 15-15+18 12-12+24
16 21 mesa
18 24 grelha

Podemos interpretar o resultado da seguinte maneira:

No final de junho, a loja de materiais para camping tem 16
mesas de piquenique pequenas e 21 mesas grandes em estoque.
A loja também tem em estoque 18 grelhas de churrasco de tamanho
pequeno e 24 grelhas de tamanho grande.

Expor informacoes de tabelas em matrizes por vezes facilita
a visualizacao e operacao com os dados ali dispostos.
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MULTIPLICACAO DE UMA MATRIZ POR UM NUMERO REAL

Em algumas situacoes sera necessario multiplicar uma matriz
por um niimero real. Este procedimento é muito simples. Acompanhe
a explicacao a seguir:

Para multiplicar uma matriz A por um nimero real, k, basta
multiplicar todos os elementos da matriz A por k. Esta operagéo é
denominada de multiplicacao por um escalar. Na algebra das
matrizes um ndmero real é muitas vezes chamado de escalar.

Entendeu? Vamos compreender melhor?

Seja k um escalar (um nimero real diferente de zero) e
A= (a
matriz A como outra matriz C = k - A, em que C,= k- (aij) para todo

ij)mxn uma matriz. Definimos a multiplicacao do escalar k pela
i e todo j. Note que, embora tenhamos utilizado algumas letras e
simbolos, a informacdo é a mesma, ou seja, multiplicam-se todos
os elementos da matriz pelo nimero real para se chegar, entao, ao
resultado da operacao. Acompanhe o exemplo:

20| |42 40| [-8 0
Ha | law acn| |16 -4

No caso particular em que o numero real k seja igual
a-1,isto é, k=-1, o produto —1A = -A é denominado
matriz oposta de A.

Note que sendo A = (a a matriz (-A) = (a’ij)mxn é tal que

-
ij’mxn
A + (-A) = 0, em que 0 é a matriz nula do tipo m x n. Temos que
(a’ij) = (-aij). Em outras palavras, os elementos da matriz oposta

(-A) sao os opostos dos elementos da matriz A.
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MuttipLicacAo be MATRIZES

As operacoes com matrizes fazem uso dos conhecimentos
béasicos da aritmética e da algebra. A maioria delas, como as
operacbes adicao e subtracao, é realizada de uma maneira natural.
Outras operagoes, como a multiplicagao, tém uma légica que muitas
vezes nos parece um pouco estranha.

Antes de iniciarmos nossa conversa sobre multiplicacdo de
matrizes, gostariamos de alertar sobre um detalhe importante ao
qual devemos ficar sempre atentos.

Lembre-se: O produto de duas matrizes s6 sera
possivel se o niumero de colunas da primeira matriz
for o mesmo nimero de linhas da segunda matriz. Vale
também lembrar que o produto terd o mesmo numero
de linhas da primeira matriz e o mesmo nimero de
colunas da segunda matriz.

Para compreender a légica da multiplicacao de matrizes,
acompanhe a ilustracao a seguir considerando os detalhes que
devem ser observados ao multiplicar uma matriz M de ordem 3x2
(trés linhas e duas colunas) por uma matriz G de ordem 2x2 (duas
linhas e duas colunas).

MATRIZ M MATRIZ G
3x2 2x2

I T devem ser iguais T T

O resultado é do tipo 3x2

Agora imagine que uma prefeitura decida contratar
funcionarios para confeccionar brinquedos para sua creche.
A equipe produz 3 tipos de bichos de peltcia: urso, canguru e coelho.

60
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A producao de cada animal de peltcia exige o corte do material, a
costura do material e o arremate do produto.

Podemos representar em uma matriz a quantidade de horas
que cada tipo de trabalho requer para a confecgao de cada tipo de
brinquedo. Veja a seguir:

urso canguru coelho
Corte | 0,5 0,8 04
Costura | 0,8 1,0 0,5
Arremate | 0,6 0,4 0,5

Cada elemento da matriz tem um significado. Olhando nossa
matriz podemos encontrar quantas horas de corte sdo

necessdrias na confeccdo de um coelho de pelucia?

Exatamente, 0,4, ou 4 décimos de hora.

Ja para a costura de um urso de pellcia sdo necessarios 48
minutos de costura (48 = 0,8 x 60).

Continuemos testando nossa interpretacao sobre as
informacdes que a matriz nos oferece. Podemos encontrar o total
de horas de trabalho necesséarias para a producao de dois ursos,
que seria igual a 3,8, ou seja, duas vezes (0,5 + 0,8 + 0,6).

Agora imagine que a equipe contratada tenha recebido uma
solicitacdo para atender as prefeituras das cidades préximas para
o més de outubro e novembro. A matriz, a seguir, nos mostra a
quantidade de cada tipo de brinquedo que devera ser produzido
para atender ao pedido de cada més.

Outubro Novembro
Urso | 1.000 1.100
Canguru | 600 850
Coelho | 800 725
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Observe que essa matriz também nos traz muitas informagées.
Quantos cangurus devem ser produzidos em novembro?

Quantos bichos de peltcia devem ser produzidos em outubro?

Resolucao:

Isso mesmo, em novembro devem ser produzidos 850
cangurus.

Em outubro devem ser produzidos 2.400 bichos de peltcia
(1000 + 600 + 800 = 2.400).

urso canguru coelho Outubro  Novembro

Corte | 0,5 0,8 0,4 Urso [ 1.000 1.100
Costura | 0,8 1,0 0,5 Canguru | 600 850
Arremate | 0,6 0,4 0,5 Coelho | 800 725

Agora suponha que a secretaria de Recursos Humanos
solicite saber quantas horas de trabalho de corte dos bichos serdo
necessarias em outubro. Pense por etapas:

Resolucao:
P Quantas horas sdo necessérias para o corte dos ursos
em outubro?
500 (0,5 x 1.000 = 500)

P Quantas horas sdo necessarias para o corte dos
cangurus em outubro?

480 (0,8 x 600 = 480)

P Quantas horas sdo necessérias para o corte dos coelhos
em outubro?

320 (0,4 x 800 = 320)

P Qual o total de horas de corte de bichos necessarias
em outubro?

500+ 480 + 320 = 1.300
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Vencida esta etapa, vamos encontrar a quantidade de horas
necessarias para costura em novembro para cada tipo de bicho e,
depois, a quantidade total de horas necessérias para arremate no

Ndo hesite em consultar
mes de OUtUbro- seu tutor em caso de

davida.

P horas de costura para urso = 800 (0,8 x 1000)

P horas de costura para canguru = 600 (1,0 x 600)

P horas de costura para coelho = 400 (0,5 x 800)

P total de horas de costura = 1800 (800 + 600 + 400)

O processo utilizado para responder as questbes anteriores,
sobre corte e costura, pode ser interpretado como uma operacao com
matriz.

Para visualizarmos o nimero total de horas de arremate para
o més de outubro é mais facil, pois basta escrevermos a linha de
arremate da primeira matriz proxima da coluna do més de outubro

— conforme mostrado a seguir.

1.000
600
800

0,6 04 0.5)

Observe como é simples: multiplicamos o primeiro nimero
(elemento) da primeira matriz pelo primeiro nimero da segunda
matriz e, depois, multiplicamos o segundo nimero, o terceiro etc., e
finalmente adicionamos os produtos:

(0,6 x 1.000) + (0,4 x 600) + (0,5 x 800) = 1.240

Vamos neste ponto expressar em uma matriz o total de horas,
no més de outubro, necessarias para o corte, a costura e o arremate.
Como ja encontramos esses dados anteriormente, basta dispormos
em uma matriz.

Outubro

Corte | 1.300
Costura | 1.800
Arremate | 1.240
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Dando continuidade ao exemplo anterior, vamos supor que
o setor de financas da prefeitura precise calcular o total de horas
de trabalho necesséarias (em cada tipo de trabalho) para os dois
meses — outubro e novembro. Volte a olhar as matrizes que nos
informam o tipo de trabalho por tipo de bicho e o tipo de bicho
encomendado por més. L& temos ja o total de horas de trabalho
necessérias, em cada tipo de trabalho, para outubro.

1.300 ——
1.800 ——
1.240 ——

Mas, vocé pode estar se perguntando: como encontrar o total
de horas de trabalho - elementos da coluna do més de

novembro?

Exatamente, utilizando o mesmo procedimento anterior.

1.300 (0,5 x 1100 + 0,8 x 850 + 0,4 x 725)
1.800 (0,8 x 1100 + 1,0 x 850 + 0,5 x 725)
1.240 (0,6 x 1100 + 0,4 x 850 + 0,5 x 725)

O processo que fizemos é chamado de produto de
matrizes e, assim, encontramos as informacdes desejadas na
matriz produto, que nos mostra o total de horas de cada tipo de
trabalho por més.

Outubro Novembro

corte | 1.300 1.520
Costura | 1.800  2.092.5
Arremate 1.240 1362,5
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Veja a seguir uma ilustracdo (descontextualizada) de como
efetuar a multiplicagao de uma matriz de ordem 2x3 por outra de ordem
3x3. Note que obtemos como resultado uma matriz de ordem 2x3.

i 2 3 1 2 8 12 15
2 5 3 15 29 [27
<Xloxz [2= = 2], , 5
1 0
= 4393

Na multiplicacdo de matrizes, se uma matriz A tem
dimensdo mxn e uma matriz B tem dimensdo nxr, entao
o produto AB serd uma matriz de dimensao mxr.

Para encontrarmos o elemento da linha i e coluna j da matriz
produto AB, é necesséario encontrar a soma dos produtos dos
elementos que se correspondem na linha i da matriz A e da coluna
j da matriz B. Simbolicamente podemos representar por:

n

G :Zaik bkj

k=1

Embora esta notacao pareca confusa, ela é simples e bem
facil de ser compreendida. Pois, em se tratando de matrizes, quando
escrevemos uma letra — no caso a letra ¢ — e dois indices logo abaixo
— no caso i j —, estamos representando um elemento da matriz que
se situa na linha i e coluna j. Neste caso, entdo, cada elemento da
matriz produto é obtido, ou seja, é igual a somatéria — representado
pelo simbolo Y, — dos produtos dos elementos correspondentes das
duas outras matrizes que se situam na linha i coluna k da primeira
matriz com os elementos da linha k e coluna j da segunda.
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Assim, cada elemento da matriz produto é obtido desta soma
de produtos.

Ci,j = a“blj + ai,zbzlj + ...+ ai,kbk,j

Exemplo 4

Sejam as matrizes A e B. Calcule a matriz C formada pelo
produto da matriz A por B (AB).

104 14 4
2 4
A 21 B,,=111 AB=C 89
B30 3 271713
30
022 8 2
Resolucao:

Para entender melhor, veja os detalhes dos elementos da
matriz produto e que operacdes devem ser realizadas para encontrar
cada um destes:

» C,, - elemento da matriz produto localizado na
primeira linha e primeira coluna;

> C,, - elemento da matriz produto localizado na
primeira linha e segunda coluna;

> C,, — elemento da matriz produto localizado na segunda
linha e primeira coluna;

C,y=0,,b, +a,b, +a.b,=1-2+0-1+4.3=14

12721 1,3731
C,=ab,+a,b,+a;b,=1-4+0-1+4.0=4
C2,1 = az,lbl,l + az,zbz,l + az,sbs,l =2-2+1-1+1-3=8

E assim por diante...
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Exemplo 5

Agora vamos multiplicar as matrizes que seguem:

123 21
A= 21 4 B={12
1 43

Antes de iniciar os célculos, é importante lembrar de verificar se é
mesmo possivel multiplicar a matriz A pela matriz B. Como?
Verifique as dimensbes das duas matrizes.

C..=A,;B,,

Agora efetue o produto das duas matrizes em seu caderno de registro.
E, em seguida, confira seu resultado.

Resolucao
123 21 12+21+32 1.1+22+3.1 10 8
C=A.B=|21 4 1 2 |=(22+1.1+42 21+12+41| =13 8
143 21 1.2+41+32 1.1+42+3.1 12 12

O produto de duas matrizes nao é comutativo.
Em outras palavras, para duas matrizes A e B,
AB # BA na maioria das situacdes.

ConTINUANDO com MAIS ALGUMAS IMATRIZES EsPEciAls

P Matriz Transposta: quando permutamos as linhas e
colunas de uma matriz, obtemos uma nova matriz,
denominada matriz transposta. Veja o exemplo:
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1023 4 10 2]
A=102521 024
2445 0 |3x5 A'=12 5 4
325

410 |53

Logo, se A é uma matriz de ordem mxn, denomina-se
transposta de A a matriz de ordem nxm obtida
trocando-se ordenadamente as linhas pelas colunas.

P Matriz Inversa: seja uma matriz quadrada A que
possui n linhas e n colunas. Se existe uma matriz B
quadrada de mesma ordem (nxn) tal que A-B = B-A =1
(em que | ¢é a matriz identidade de ordem nxn), entao
A e B sdao denominadas matriz inversa uma da outra.
A inversa de uma matriz A é denotada por Al. (Note

que Al » i) .
A

Mas, atengdo: uma matriz A terd inversa se, e somente
se, o det (A) # 0.

A cada matriz quadrada podemos associar um namero real
denominado de determinante da matriz.

Vocé sabe o que é determinante de uma matriz?

Vamos ver juntos como se define o determinante de uma

a b
matriz de ordem 2x2, por exemplo. Seja A = . O determinante

c d

68

Bacharelado em Administragdo Publica



Unidade 2 — Matrizes e Sistemas de Equag8es Lineares

a b
de A, denotado por det (A) ou . d" ¢ definido por:
det (A) = | b‘ — ad - be.
c d
Exemplo 6
-5 -7
Agora vamos calcular o determinante de A = i osl

Resolucao:

det (A) = (-5)(8) - (-7)(11)
det (A) = -40 - (-77)
det (A) = -40 + 77

Assim, temos que det (A) = 37

Assim como as operacOes inversas sao Uteis para solucionar
equacgOes, a matriz inversa sera Gtil para solucionar alguns sistemas
lineares de equacbes quando expressos por uma multiplicacao de
matrizes.
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INTRODUCAO A SISTEMAS DE EQUACOES

Sistemas de Equacbes sao frequentemente utilizados para
modelar eventos que acontecem na vida diaria e podem ser
adequados para diferentes situacoes.

Sistema de equagdes é uma colecdo de equagdes com
as mesmas variaveis.

A solugao de um sistema de duas equagobes lineares em x e y
é todo par ordenado (X, y) que satisfaz ambas as equacoes. Veremos
mais adiante que (x, y) também representa o ponto de intersecao
das retas que representam cada equagao do sistema.

Uma equagao da forma a;x, + ax, + ... + ax =b é

denominada equacao linear.

P a, a, .. a sao os coeficientes;
1 2 ? “'n

P x,, X,, ..., X_sd0 as incdgnitas; e

P b é o termo independente.

Caso o termo independente b seja igual a zero, a equacgao
linear recebe a denominacao de equagao linear homogenea.

Um sistema linear de equacées pode ser expresso em
forma matricial como um produto de matrizes. Por exemplo:
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a“xl +a12x2 +-'-+a1,,xn :bl a’ll 3-12 cee aln Xl bl
Ay X, +Ayy Xy +++a, x, =b

2% FanXy ¥ 2080 =0, , a, - a, || |= b,
Ay X +an2x2 +“'+annxn :bn anl a32 anm Xn bn

Perceba que a multiplicacao das matrizes indicadas nos leva
a obter um sistema.

2x +5y-2z=0
Seja o sistema: < 8x—4y + 10z=-5
dx+y-12z=9

Ele pode ser representado por meio de matrizes, da seguinte

forma:
2 5 2 X 0
8 —4 10 Y|i=|-5
4 1 -12]|2 9
Exemplo 7

Suponha que, como gerente do departamento de financas de uma
autarquia, vocé pretende investir R$ 50.000,00 colocando algum
dinheiro em um investimento de baixo risco, com um pretenso ganho
de 5% ao ano. Também pretende aplicar alguma quantia do dinheiro
em um investimento de alto risco, com possibilidade de ganho de 14%
ao ano. Com essas informacodes, quanto deve ser investido em cada
tipo de aplicagao para que se possa ganhar R$ 5.000,00 por ano?

Resolucao:

Inicialmente, vamos “matematizar” as informacoes.
Denomine x e y as quantias desconhecidas a serem investidas,
assim:

P x a quantia a ser investida a 5%; e

P v a quantia a ser investida a 14%.
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Logo, podemos obter um sistema linear para representar a
situagao.

x +y=150.000
0,05x + 0,14y =5.000

Observe que este sistema pode ser representado por uma
equacgao com maitrizes.

AX =B A — matriz coeficiente
X — matriz varidvel

B — matriz constante

Representemos o sistema por uma multiplicacao de matrizes.

1 1 X 50.000

0,05 0,14 || » 5.000

Observe que resolver uma equagao matriz da forma AX = B
é muito semelhante a resolver uma equacao com nimeros reais
ax = b, coma = 0.

Numeros Reais Matrizes
ax=>b AX=B
—(ax)= % (b) ATAX)=ATB
&y x=2L (A'A). X=A"'B
a a
x=0b I.X=A"'B
a
X=A"B

Agora vamos encontrar a matriz inversa. Mas, primeiramente,
precisamos resolver a equagao.
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Resolucao:

x +y = 50.000
0,05x + 0,14y = 5.000

1 1 X 50.000

0,05 0,14 || » 5.000

Veja que precisaremos encontrar a matriz inversa de A, ou
seja, Al e, mais ainda, é importante lembrar que o produto de uma
matriz pela sua inversa resulta na matriz identidade, ou seja,
A-Al=1

Vamos entao encontrar a matriz inversa de A?

(11
ab (10
\0,05 0,14||c d 01
g
(a+c) (b+d) l1o0
(0,05a +0,14c 0,056+ 0,14d)| — | 0 1
Y

Igualando os elementos correspondentes, poderemos

encontrar os valores de a, b, ¢, d e, consequentemente, a matriz
inversa. E, efetuando os célculos, encontramos a matriz inversa de A.

14 100
Al = 9 9

-5 @

9 9

Ficaremos, entdo, com a seguinte equacao de matrizes:
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X=AlB
14 —100
_ T ? 50.000
y = 19115000
9 9
)

(.
8]

Efetuando o produto das matrizes, encontramos a matriz

resultante e, consequentemente, encontramos os valores x e y.

X 22.222,22
y | 27.777,78

Assim, podemos afirmar que o valor a ser investido é R$
22.222.22 a 5% e R$ 27.777,78 a 14% para que seja alcancada a
meta de ganho de R$ 5.000,00 ao ano.

Vocé pode estar se perguntando: para solucionar sistemas

lineares utilizamos sempre o mesmo método?

Nao. Existem diferentes métodos para solucionar sistemas
de equagoes lineares. Entre estes destacamos o método de
substituicao, que consiste em isolar uma varidvel de uma das
equacodes e, por substituicao, encontrar a solucao.

Outro método muito pratico é denominado de método de
escalonamento, que consiste em fazer alteracbes nas equacdes
do sistema de modo a obter um novo sistema equivalente ao
primeiro e que seja mais conveniente para encontrar a solucao.

Ainda podemos citar a resolucao grafica, que consiste
em encontrar o ponto comum das representacbes das respectivas
equacoes.
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Vamos ver, com um pouco mais de detalhes, a resolucdo de
um sistema pelo método de escalonamento. Preparado?

Podemos continuar?

Este processo de resolucdo envolve a eliminacao de
incognitas. Para escalonar um sistema, podemos usar os seguintes
artificios:

P trocar as posicoes de duas equacoes;
P mudar as incégnitas de posicoes;

P dividir uma das equacées por um ntimero real diferente
de zero; e

» multiplicar uma equacdo por um nimero real e
adicionar o resultado a outra equagao.

Agora, acompanhe o exemplo proposto, a seguir, para
verificar como tudo acontece.

Exemplo 8

2x-3y—z=4
Vamos resolver o seguinte sistema: < x +2y+z=3

3x—y—-2z=1
Resolucao:

Basta trocar de posicao a primeira equacao com a segunda
equagao, de modo que o primeiro coeficiente de x seja igual a 1,

x+2y+z=3
temos: { 2x -3y —z=4
Ix—-y—-2z=1
Para eliminarmos a incégnita x na segunda equacao,
precisamos multiplicar a primeira equacao por (-2) e somar com a

segunda equacao. Observe com atencao esse procedimento
conforme mostrado a seguir:
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x+2y+z=3(=2) x+2y+z=3
2x-3y—-z=4 =9 - Ty-3z=-2
3x—y—-2z=1 3x—y-2z=1

Para eliminar a incégnita x na terceira equacao, multiplica-
se a primeira equacao por (-3) e soma-se com a terceira equagao:

x+2y+z=3(3) x+2y+z=3
—Ty—-3z=-2 = —Ty—-3z=-2
3x—y—-2z=1 —T7y—5z=-8

Agora vamos eliminar a incégnita v na terceira equacao.
Para isso, basta multiplicar por (-1) a segunda equacao e somar
com a terceira equacao.

x+2y+z=3 x+2y+z=3
-Ty-3z=-2 (-1) = —-Ty—-3z==-2
—7y—5z=-8 —2z=-6

Entao na 3% equagao teremos -2z = -6, que, multiplicando
ambos os membros por (-1), resulta em 2z = 6. Simplificando, tem-

6
sez=—- - z=3.
Logo z = 3. E, substituindo o valor de z na segunda equacao,

— 7y — 3z = — 2 substitui a incégnita z pelo valor 3.
-7v-38)=-2=-7Ty-9=2=-Ty=-2+9=

S Ty=T=Ty=-Toy=—"oy=-1

Agora que temos valores de y e de z, podemos assim encontrar
o valor da lincégnita x. Basta substituirmos os valores de y e z na

primeira equacao:

Calulamos quely =le |y 4 9y 4 7 =3 =>x +2(-1) +3=3=>x-2+3=3>
¥ x4 1=383>x=3-1=x=2

Logo, o conjunto solucao do sistema serda S = {x, y, z} =

{2, -1, 3}.
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Atividades de aprendizagem

Certifique-se que vocé entendeu como calcular o
determinante fazendo a atividade proposta a seguir.

1. Seja A= ! . Calcule o determinante.

Dando continuidade aos nossos estudos, vamos ver como encon-
trar o determinante de uma matriz quadrada 3x3. Para tanto, con-

sidere a matriz genérica B de ordem 3 a seguir:

a;; A gz

B = a1 a»n ay

31 a3 az

O determinante é dado por:

a;; A A3
det B= | 8y ay ap

d3; A3y Az

= ay,.8y,.45; + A1y Qy3.85 — Q3.8y,.83, — A1) d33 — A5 8p3.85 — A43.8y,.8y,
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De uma maneira simples, o determinante de uma matriz de or-
dem 3 pode ser obtido pela regra denominada de regra de Sarrus,

qgue resulta no seguinte calculo:

dyy dyp ',a‘ié a11 a12
s 2127 a23 a21 Ay
A3 A5 A5 Ay Ay
1 3 r 3 r 3
© © ©
Para melhor compreendermos, suponha uma dada matriz
325
A=14 1 3
2 3 4
det(A)=3.1.4+2.3.2+45.4.3-2.4.4-2.4.4-3.3.3-5.1.2

det(A)=12+12+60-32-27-10
det (A) = 15

y Complementando....

ﬁ

Amplie seus conhecimentos buscando as leituras propostas a seguir:

% Matemdtica bésica para decisées administrativas — de Fernando Cesar
Marra e Silva e Mariangela Abrao. Sao Paulo: Editora Atlas, 2007.

L Sistemas lineares. Amplie seus conhecimentos navegando no site <http:/

/www.somatematica.com.br/emedio/sistemas/sistemas.php>. Acesso
em: 15 nov. 2009.

\: J
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Resumindo

Nesta Unidade vimos que as operagdes entre matri-
zes estiveram em evidéncia, assim como a compreensao

sobre sistemas de equacgdes lineares e sua aplicabilidade.

Diante do exposto, foi possivel ampliar o seu conheci-
mento sobre matrizes, além de discutir sua aplicagdo para

os administradores publicos.
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Resposta da
Atividade de aprendizagem

1.17
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ReLAcR0O — VARIACAO — CONSERVACAO

Caro estudante,

Unidade 3 — Fungdes

Estamos iniciando a Unidade 3 de nossos estudos, na qual
vamos conversar um pouquinho sobre a relacdo entre
elementos de dois conjuntos. Lembre-se que estamos aqui
para lhe auxiliar, por isso, em caso de duvida, ndo hesite

em conversar com o seu tutor.

Na Matematica, bem como em outras ciéncias, muitas vezes
estabelecemos relagbes entre conjuntos. Comumente estamos
estabelecendo relacoes entre grandezas variaveis. A variagédo é uma
importante ideia mateméatica que pode ser explorada usando as
ferramentas da algebra.

A relagao ocorre quando emparelhamos elementos entre dois
conjuntos. Por exemplo, poderiamos pensar na seguinte relacao:
conjunto de pessoas do setor publico o qual pertencemos e o
conjunto dos diferentes salarios do funcionério publico. Ou, ainda,
poderiamos estabelecer uma relacao entre os funcionéarios que
ocupam cargos de chefia da nossa instituicao e o nimero de reunioes
agendadas para um determinado més. Perceba que cada
funcionéario que ocupa cargo de chefia poderia ter participado em
mais de uma reuniao agendada para um determinado més, ou quem
sabe nao ter participado de reunido alguma. No outro exemplo
temos que, em geral, a cada funcionario publico, relacionamos um
Unico e determinado saléario.

No caso em que a relacao apresentar a especificidade de
que cada elemento do primeiro conjunto se relacionar a um tnico
elemento correspondente no segundo, a relacao serd denominada
de funcao.

Médulo 2

Podemos formar pares
ou epiparelhar
elementos para cada
situacdo. Entretanto, as
duas relagdes
exemplificadas se
diferenciam

substancialmente.
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Na maioria das vezes as funcées envolvem conjuntos
numéricos e alguma lei de formacao que as regem.

Observe no exemplo apresentado na Tabela 1 a seguir, que
relaciona o peso da correspondéncia com as tarifas praticadas pelo

correio brasileiro para o envio de carta comercial e cartao-postal.

Tabela 1: Carta nao comercial e cartao-postal — Nacional

Até 20 0,27

Mais de 20 até 50 0,45

Mais de 50 até 100 0,70

Mais de 100 até 250 1,00

Mais de 250 até 500 2,00

Acima de 500 gramas serdo aplicadas as mesmas condi¢des de valor e
prestacdo do Sedex.

Fonte: Adaptado do Site dos Correios, maio de 2000

Essa tabela nos permite encontrar respostas a varias
perguntas, tais como:

P Qual o valor a ser pago por uma carta que pesa 73 g?

P Qual o peso méximo de uma carta para que sua tarifa
nao ultrapasse R$ 1,00?

»E possivel que duas cartas com tarifas diferentes tenham
0 mesmo peso?

P E possivel que duas cartas com pesos diferentes tenham
a mesma tarifa?

Observe que, nesta relacao, o peso da carta é a variavel
independente, e a tarifa, a varidvel dependente. Podemos notar,
ainda, que a cada peso de carta a ser enviada corresponde uma
Unica tarifa. A tarifa depende do peso da carta.

Para facilitar a visualizacao e compreensao do
comportamento de um fenémeno em estudo, as relagdes ou fungoes
geralmente sdo expressas em tabelas ou gréaficos.
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A relacao que é denominada por funcgao, portanto, tem
algumas caracteristicas especiais:

P a todos os valores da varidvel independente estao
associados algum valor da variavel dependente; e

P para um dado valor da variavel independente esta
associado um tinico valor da varidvel dependente.

As relacoes que tém essas caracteristicas sao chamadas
funcoes. Assim, podemos dizer que a tarifa postal é dada em
funcao do peso da carta.

Em outras palavras, podemos dizer que uma funcao é uma
relacdo entre dois conjuntos de variaveis de tal modo que, a cada
valor do primeiro conjunto, associamos exatamente um valor do
segundo conjunto.

Logo, dados dois conjuntos A e B nao vazios e f uma relacéao
de A em B. A relacao f serd uma funcao de A em B quando a cada
elemento x do conjunto A esta associado um e apenas um elemento
vy do conjunto B.

Usualmente denominamos de x a variavel
independente, e y é a denominacgao utilizada para a
variavel dependente.

Nem toda relacao pode ser considerada uma funcao.
Acompanhe o exemplo: seja R o conjunto dos funcionéarios de um
6rgao publico que constam da lista telefénica da cidade M. Seja T
o conjunto de nimeros de telefone dos residentes na cidade M que
constam da lista telefonica.

Serd que a relacdo que associa os elementos de R ao

correspondente elemento em T é uma funcdo?
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Alguns funcionarios tém mais de um numero de telefone.
Assim, a relagdo nao é uma funcgao.

Observe que uma equacgao pode representar uma funcao.

Por exemplo, a equacao y= 2x + 5 representa uma fungao.
A notacdo mais utilizada para expressar uma funcao é f(x). Assim,
terfamos f(x) = 2x + 5.

Mas, como vimos anteriormente, uma tabela também pode
expressar uma relacao que é uma fungéo.

NoTtacio

Saiba mais Cupom Resposta Internacional Diante da correspondéncia entre os
) o valores de um conjunto (dominio) x e valores
O Cupom Resposta Internacional adquiri-

do no exterior, além de poder ser trocado de outro conjunto y, que € uma fungao,

por selos (no valor equivalente a um do- dizemos que y = f(x)’ € O par (X’ y) pode ser
cumento prioritdrio de 20g para o pais es- escrito como (x, f(x)).

colhido), também pode ser trocado por um A notacao f(x) é lida como “f de x”. O
aerograma internacional ou um envelope numero representado por f(x) é o valor da
pré-franqueado Carta Mundial 20g. Fonte: funcao f em x.

<http://www.correios.com.br/servicos/ Vamos compreender melhor as

recos_tarifas/internacionais . .
P - / / diferentes maneiras de expressar uma

tarifas_inter.cfm>. Acesso em: 12 nov. 2009. -
funcao.

Por uma tabela

AEROGRAMA INTERNACIONAL

ViGencia: 09/03/2007

Produtos Internacionais Precos em Reais

Aerograma Internacional RS 1,70
Envelope Pré-franqueado Carta Mundial 20g RS 2,00
Envelope Pré-franqueado Carta Mundial 50g RS 3,70
Envelope Pré-franqueado Carta Mundial 100g RS 6,70
Cupom Resposta Internacional RS 5,00
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A seguir, apresentamos outro exemplo de tabela que também
representa uma funcao:

X Y
(NUMERO DE ARTIGOS) (CusTo OperacioNAL DiARIO, EM RS)

0 500
1 700
2 900
3 1.100
4 1.300

Por uma lei que rege a relagao (por uma regra)

Para obter o custo operacional didrio no exemplo exposto
anteriormente na forma de tabela, para 0, 1, 2, 3 ou 4 unidades,
multiplique o nimero de itens por 200 e adicione 500 ao resultado.

Por uma equagao

Para obter o custo didrio no exemplo anterior, temos
y = 200x + 500, em que x é o numero de artigos e y é o custo
operacional diario.

Figue atento! Embora uma funcdo possa ser
representada por uma equagao, nem toda equagao
representa uma funcgao.

Médulo 2
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Por um grafico

¥ (R9)
®
(=
6 1300 ’
()
o 1100 ’
3
2 900 v
8 700 .
(2]
3 500

;llllllllll>x
01 2 3 4

numero de artigos

Observe que nem toda representacdo grafica
representa uma funcgao!

Para rapidamente identificarmos se um grafico é uma funcao,
basta imaginarmos retas verticais, paralelas ao eixo das ordenadas

“o"

y”, passando pelos elementos do dominio.

Se todas as retas que imaginarmos tocarem o grafico em
apenas um ponto, serd uma funcao. Isto porque com este recurso
identificamos que, para cada x (elemento do dominio), associa-se
apenas um y (imagem de x).

Bacharelado em Administragdo Publica



Unidade 3 — Fungdes

>

A seguir veremos alguns graficos para uma reflexao sobre o
conceito de funcao.

o
>

Observe, no grafico anterior, que a cada elemento x, existe
mais de um correspondente y. As retas imaginadas (pontilhadas)
tocam o grafico mais de uma vez.

Observe que o gréafico anterior representa uma funcao. E veja
que as retas imaginadas (pontilhadas) tocam o grafico uma tnica vez.
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Compreendeu o que vimos nesta secdo? Buscando lhe auxiliar,
preparamos uma breve sintese. Em caso de duvida, faca uma

releitura da secdo e converse com seu tutor.

Uma relacédo entre duas grandezas varidveis em que cada
valor da primeira varidvel se relaciona a exatamente um valor da
segunda é chamada de funcao.

Nomeamos de dominio da funcao o conjunto de todos os
possiveis valores da primeira varidvel (comporao o primeiro conjunto)
e nomeamos de imagem da funcao o conjunto dos valores do
segundo conjunto que corresponde a elementos do dominio.

Dominio da fungdo é o conjunto de todos os valores
que a variavel independente poderd assumir. Imagem
da funcdo é o conjunto de todos os valores
correspondentes da variavel dependente.

Assim, podemos afirmar que uma funcao f com dominio A e
imagens em B serd denotada por f: A — B (fungdo que associa a
valores do conjunto A valores do conjunto B). Logo, x - v =f (x), e
a cada elemento x de A, corresponde um unico y de B.

O conjunto A é denominado dominio da funcao, indicado
por D. O dominio da funcao, também denominado por campo de
definicdo, ou campo de existéncia da funcéao, identifica o conjunto
do contexto envolvido, isto é, os valores possiveis para a variavel x.

O conjunto B é denominado contradominio da funcao,
que pode ser indicado por CD. No contradominio, encontram-se os
elementos que podem ser os possiveis correspondentes dos elementos
do dominio.

Cada elemento x do dominio tem um correspondente y no
contradominio. A esse valor de y nomeamos de imagem de x pela
funcédo f. O conjunto de todos os valores de y que sdo imagens de
valores de x forma o conjunto imagem da funcao, que
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indicaremos por Im. Note que o conjunto imagem da funcao é um
subconjunto do contradominio desta.

Exemplo 1

Dados os conjuntos A = {-1,0,1,3} eB={-1,0,1,2, 3,4,5,6, 7},
qual o conjunto imagem da funcao f: A — B definida por:

flx) =2x + 1.

Resolucao

Vamos determinar o valor correspondente de cada elemento
do dominio (A):
f(1)=2(-1)+1=-1
fl0)=20+1=1
f1)=2(1) +1=3
f3)=23)+1=4

Agora, observe o diagrama a seguir:

B - ~
E // \ // \\
-1 '\.\ y > 8- ',\
/ \ o\
\ | A
:' ° - > o1 ’
|
i -ﬁ 2
\ 1 ] > *3
“I\' f‘l{{ \\'. s ,r'!
\\ 3 4 ’( 7 /‘{‘r
7 b
\\..I"-x\.__\_ o A B \-\.\ "
Im: {-1, 1, 3, 7}
fA>B

x—y=1(x)

D=ACD=B,Im={ye CD | yé o elemento
correspondente de algum valor de x}
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Exemplo 2

x+4
Seja a funcao dada por f(x)= s encontre seu dominio.
x

Resolucao

Devemos sempre estar atentos para elementos de x em que
possa existir dificuldade para encontrar a imagem y da funcao.

Com base na lei da fungao, teremos: f(5) = 5—+4 = l, o)

5-5 0

que nao é definido no conjunto dos nimeros reais.

Portanto, nunca podemos considerar x = 5 no dominio dessa
funcao.

Assim, D = {xe R | x #5} eCD =R.

Ou seja, qualquer nimero real faz parte do dominio, exceto o 5.
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Atividades de aprendizagem

Antes de prosseguirmos, vamos verificar se vocé entendeu
tudo até aqui! Para sabermos, procure, entdo, atender as
atividades a seguir.

1. Encontre o dominio das funcGes abaixo:

1
a T e—
)y -
b)y=4x-17
) y=x+9
dy=x>+99

De acordo com nosso estudo, podemos afirmar que em
muitas situagoes a funcao é apresentada pela sua lei de formacao.
Isto significa que nos é apresentada uma sentenca ou equagao que
nos da condigbes de encontrarmos a correspondéncia entre as
variaveis.

Neste caso, convenciona-se que o dominio é o maior
conjunto onde se pode definir a referida funcao.

Mas vocé sabe o que significa entdo encontrar o dominio de

uma funcdo quando se conhece a sua lei de formagao?

Significa que teremos de encontrar o maior conjunto, isto €,
o conjunto cujos elementos sao todos os possiveis valores x para os
quais existe um Unico y em correspondéncia.

Médulo 2
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E o que é necessdrio para esbocgar o grdfico de uma fungao?

Nem sempre temos a mao recursos como programas de
computadores e calculadoras cientificas para construcao de um
grafico; portanto, conhecermos alguns pontos especiais desta
representacao nos possibilita encontrarmos uma boa aproximagao
do gréfico da funcao.

E lembre-se: nesta representacao é importante identificarmos
os pontos em que o grafico intercepta os eixos. Sempre
considerando que:

P Os pontos sobre o eixo das abscissas sao do tipo (x,0),
istoé,y =0;e

P Os pontos sobre o eixo das ordenadas séo do tipo (0,y),
isto é, x = 0.

Vale lembrarmos, ainda, que os valores de x em que f(x) = 0
(ou seja, y = 0) sdo chamados de zeros, ou raizes da funcao.

Exemplo 3

Vamos representar graficamente a funcdo v = x + 2, ou
seja, f(x) = x +2.

P 1° passo: atribuindo valores a x (por exemplo: -3, -2,
-1, 0, 1, 2), encontraremos a respectiva imagem. Claro
que poderiamos atribuir a x alguns wvalores
fracionérios, mas para facilitar a construcao do gréfico
atribuimos valores mais convenientes, ou seja,
atribuiremos alguns valores inteiros. Assim, temos:

94
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Também podemos dispor a tabela na vertical:

-3 1
-2 0
1 1
0 2
1 3
2 4

Assim, temos os pares ordenados (-3, -1); (-2, 0); (-1, 1);
(0, 2); (1, 3); (2, 4).

P> 2° passo: agora vamos representar os pares ordenados,
encontrados na tabela anterior, por pontos no plano
cartesiano.

A(-3,-1); B(-2,0); C(-1,1); D (0, 2); E (1, 3); (2, 4).

e

Y
=
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P 3°passo: trace o esboco do gréfico ligando os pontos
encontrados e que satisfazem a lei y = x + 2. Perceba

Dependendo do tontexto que é uma reta:

que representa a
fungdo, os pontos ndo

poderdo ser ligados,

como veremos mais /
adiante. 3 1 o

\

: T T T T T T > X
4 3/2 - 12 3 4
/' |

e

3+

_4._

Diante do exposto podemos afirmar que existem varios
termos relacionados a funcao. Observe a Figura 1:

,J)7
entrada I_ '

saida

ix0 -x eixo -y

horizontal vertical
abscissa ordenada

variavel independente | varidvel dependente |

Figura 1: Termos relacionados a funcao
Fonte: Elaborado pela autora
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FUNCOES ESPECIAIS

Algumas funcbes recebem nomes especiais que variam de
acordo com seu comportamento.

P A funcéao definida por uma equacao da forma:

flx) =a,+ax+ax?+ax3+..+a_ x""+ax"é
chamada de funcao polinomial. A representacao
grafica da fungao polinomial de grau zero ou de grau

um é uma reta.

P A funcéo f(x) = ax + b (a # 0; b # 0) recebe 0 nome de
funcao afim. Tomando como exemplo a funcao
f(x) = 2x + 1, entdo a = 2 e b = 1. Veja a seguir a
representacao grafica.

2+ / y=22+l1
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P A funcao f(x) = ax é denominada funcao linear.
exemplo, f(x) = 2x (a=2).

e

21+

31+

Por

P A fungao f(x) = x é denominada funcao identidade.

A funcao identidade associa um valor do dominio x

com o mesmo valor na imagem.

¥

A

4 -

3 4

2 -
X =9

1
b ——
-4 -3 -2 -1 1 2 3 4

-1 1

-2 -

8
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P A funcao f(x) = k recebe 0 nome de funcao constante.
Por exemplo, f(x) = 2.

y
A
4 +
34
yi=2
1 -—
t t t t } } } + > X
-4 -3 2 -1 1 2 3 4
1+
2+
3+
4 +

Observe que a funcao constante associa a cada valor
X um mesmo valor na imagem, que neste exemplo é o 2.

P A funcao polinomial f(x) = ax2 + bx + ¢ com az0
recebe o nome de funcao quadratica, e sua
representagao grafica ¢ uma curva denominada parabola.
Veja abaixo a representacao grafica de f(x) = x2.
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E importante destacarmos ainda que:
P A representacao grafica das funcées polinomiais: afim,
linear, identidade e constante é uma reta.

P Podemos pensar que a fungao linear f(x) = ax e a funcao
identidade f(x) = x sdo casos particulares da funcao
afim f(x) = ax + b.

SIGNIFICADO DOS COEFICIENTES @ E b DA FUNCAO
f(x)=ax+b

A imagem do zero é b, isto é, o grafico contém o ponto (0,
b), que é o ponto em que a reta corta o eixo das ordenadas.

f(0) = a (0) + b, ouseja, f (0) =b

Logo, o coeficiente b é chamado coeficiente linear, e
representa a ordenada do ponto em que o gréafico intercepta o eixo
das ordenadas.

y y
A A

100
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Agora vamos compreender o significado do coeficiente a na
funcao y = ax + b. Para tanto, tomemos dois pontos A e B
pertencentes ao grafico da funcao, isto é, as coordenadas dos pontos
satisfazem a lei da funcao.

A (x,v,) e B (x,, v,)
y=ax, +bey,=ax,+b

Logo, y, = ax; + b(l) ey, = ax, + b(2). Para entender
melhor, observe atentamente a ilustracao gréafica a seguir:

A

v

x 3

Observe os pontos A (x,y,) e B (x,, y,) da ilustracao grafica
e perceba a formacao do tridangulo retangulo. Lembre-se que a
tangente do angulo é obtida pela razao entre os catetos.

tangente de um dngulo = cateto oposto ao angulo

cateto adjacente ao angulo

yz_Y1
X, =X

Assim, tgo = (também conhecido como quociente

da diferenca)
Subtraindo as equacoes (1) e (2),
y=ax;, +b (1)
y,=ax, +b (2)
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Vo=Vi=a, +p—-ax, -}

Y=y, mp n

V2-yi=aln-x) a= oo AB’

s .

Perceba que o coeficiente a é igual a tangente de o e,
portanto, sé depende do angulo o. Veja também que o é responsavel
pela inclinacao da reta em relacao ao eixo das abscissas (eixo x) e,
assim, a é denominado coeficiente angular.
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NOMENCLATURAS ESPECIAIS

Vamos dar continuidade aos nomes especiais de funcdes e
aos respectivos comportamentos quando ilustrados
graficamente. Respire fundo e se concentre para obter a
compreensdo que almejamos!

A fungéo que associa cada valor de x ao médulo de x, isto €,

f(x) = |x|, recebe o nome de funcao médulo, ou funcao valor
absoluto. Portanto, pela definicao de médulo teremos para todo x
real:
¢ x,sex20
(x) = —X, se x <0.
¥
A
3 L
2 =
I= 1+ y=x
+ } } } } —> x
3 2 -1 1 2 3
14+
Q2 4«
3T
Ainda sobre comportamentos de funcao, é importante
destacarmos que, muitas vezes, as funcdes assumem
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comportamentos diferentes em intervalos do dominio. Assim,
dependendo do comportamento em um intervalo do dominio I,
poderemos classificar a funcdo em crescente ou decrescente.

A funcao f é crescente em um intervalo I se, para quaisquer
que sejam x, e x, de I com x; < x,, obtiver em correspondéncia
f(x,) < f(x,). Logo, podemos dizer que a funcao é crescente em um
determinado intervalo do dominio quando, ao tomarmos valores
maiores de x, tivermos em correspondéncia valores maiores em v.

Por exemplo, suponha uma funcao vy = 2x — 4, ou seja,
f(x) = 2x - 4. Note que para x, = 1 temos f(x,) = -2; para x, =2
temos f(x,) = 0. Para entender melhor, observe a representacéao
grafica a seguir:

y
A
3 .
2 -+
1 + f(x)=0
t i t t # —>x
3 2 A1 xn="1 2 3
- A
foy=2 1
3 T
_4 o

Vejaque x,<x, e f(x)<f(x,)

A funcao f é decrescente em um intervalo I se, para
quaisquer que sejam x, e x, de [ com x, < x,, obtiver em
correspondéncia f(x;) > f(x,). Em outras palavras, dizemos que a
funcao é decrescente em um determinado intervalo do dominio
gquando, ao tomarmos valores maiores de x, tivermos em
correspondéncia valores menores em V.
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Entéo, suponha a fungao y = -2x — 4 , ou seja, f(x) = -2x — 4,

sendo que para x;, = -1, temos f(x,) = -2; para x, = -3, temos f(x,) = 2.
J!
A
+4
+ 3
B + 2 =/(x)
T 1
o —— >
4 3 2\ fex 1. 2 3 4
\ N
b2 = f(x)
t+-3
+ 4

Vejaque x,>x, e f(x,)>f(x,)

A esta altura da nossa conversa, comecamos a perceber que
as relacdes entre varidveis expressas, seja em tabelas, ilustragao
grafica ou mesmo por meio de uma equacao, podem caracterizar
uma funcao e nos revelam importantes informagoes.
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INTERPRETACAO GRAFICA

Nesta se¢do vamos conversar sobre o crescimento e
decrescimento de uma fun¢ao quadratica. Relaxe um pouco
para que possamos continuar.

Preparado?

O vértice da parabola que representa uma funcao quadréatica
evidencia também os intervalos nos quais a fungao é crescente e
nos quais ela é decrescente.

As coordenadas do vértice V(x,, v,) da parabola de equagao
y = ax? + bx + c sdo dadas por:

_ A
Xy = _b Yy T —
2a 4a

Para vocé compreender melhor, vamos observar o que ocorre,
por exemplo, com a funcao y = x% — 2x — 3.

a =1 > 0 — concavidade para cima
x2-2x-3=0

A = 16 > 0 — dois zeros reais distintos

-b/2a = 2/2 = 1 é o ponto de minimo

o
Il

—A/da = =16/ 4 = -4 é o valor de minimo v, =4

<
<
I
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Podemos representar graficamente por:

Vamos entenaer o comporiamento aas auas partes ao grdfico?

Para os valores reais de x menores que a abscissa
do vértice, ou seja, x <x, , teremos:

y
A

X <x, W y >y
L

Fungao Decrescente

107
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Para os valores reais de x tais que x > x,, vejamos o que

acontece ficando atentos ao grafico que representa estes
pontos da fungao:

PRI ™

xI <x2 3:":,"'-‘» }:I < }52
L |

Funcao Crescente

ik s s

dessnsnsansnans

Diante do exposto, podemos notar que o vértice determina a
mudanca de comportamento dessa funcao. Logo:

P f(x) é decrescente para {x € R | x < 1}.

P f(x) é crescente para {x € R | x > 1}.

Exemplo 4

Imagine que, no setor publico onde vocé trabalha, seu
coordenador queira oferecer celulares para toda a equipe. Para
tanto, ele pede para que vocé busque algumas companhias
telefénicas recém-ingressantes no mercado de telefonia e avalie qual
seria a melhor escolha. Imagine que as informacdes, a seguir, sejam
divulgadas na propaganda com o preco em moeda americana
(ddlar):

P Empresa Fique Ligado oferece servico de telefonia por
uma taxa mensal de $ 20,00 mais $ 0,10 por cada
minuto usado.
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P Empresa Bate-papo nao cobra taxa béasica mensal,
mas cobra $ 0,45 por minuto.

Foi informado, também, que ambas as companhias tém uma
tecnologia que permite cobrar pelo tempo exato utilizado.

Contudo, seu coordenador havia solicitado a outro
funcionario que comecasse a avaliar as possibilidades e, assim,
voceé recebe a tabela e os graficos apresentados a seguir.

y bate-papc
A
o .
a + 40+ fique ligado
- 30 4
+ 20*
- 10 -+
P S S ST S TR S S S W G B A I P
T | 10 20 30 40 50 60 70 80 90

e | 0 | o | 20 | o0 | w0 ] so | e0
Fique Ligado | $20,00 | $21,00 | $22,00| $23,00 | $24,00 | $2500]| $ 26,00
Bate-papo $0,00 | $450 | $9,00 | $13,50 | $18,00 | $22,50| $ 27,00

E entdo seu coordenador levanta véarios questionamentos
sobre a situagao:

a) Quanto cobraria cada companhia por 25 minutos?
E por 100 minutos?

b) Seria legitimo unirmos os pontos do gréfico?

c) Por que apenas uma das representacoes graficas inclui
a origem (0,0)?

d) Como encontrar o custo para qualquer quantidade de
minutos para cada companhia?
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Resolucao

Reflita e anote sua resposta antes de continuar. Teste vocé

mesmo! Depois confira.

a companhia Fique Ligado cobraria $ 22,50.

Por 25 minutos <
a companhia Bate-papo cobraria $ 11,25.

a companhia Fique Ligado cobraria $ 30,00.
Por 100 minutos

a companhia Bate-papo cobraria $ 45,00.

Supondo que a companhia calcule qualquer quantidade de
minutos fraciondrios para sua cobranca, seria legitimo unirmos
os pontos do grdfico considerando-se que cada custo da
ligacdo de uma companhia corresponde a uma unica

quantidade de minutos?

Um gréafico contém a origem (0,0) e outro nao, pois mesmo
que o cliente da companhia Fique Ligado nao utilize o servico de
ligacdo, pagard uma taxa basica mensal de $ 20,00. J4a na
companhia Bate-papo o cliente ndo paga uma taxa bésica mensal.

Encontramos o custo para qualquer quantidade de minutos
em cada companhia substituindo a quantidade desejada nas
seguintes equacoes:

» y = 20,00 + 0,10x (Fique Ligado)
» v = 0,45x (Bate-papo)

Fazendo v representar o custo em $ (délar) e x representar a
quantidade em minutos.
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A partir dessa situagao, podemos delimitar outras perguntas,
tais como:

e) Serd que podemos entao dizer que em qualquer
momento que se fale ao telefone por um minuto se paga

$ 0,10 a mais (ou $ 0,45 a mais)?
f) Qual companhia seria mais econ6mica se nao se

pretende demorar muito em cada ligacao?

g) Caso uma pessoa nao queira gastar mais de $ 50,00
por més, mas almeja falar o maximo possivel, qual

seria a melhor escolha?

Mais uma vez alertamos para que reflita e anote sua resposta

antes de continuar. Teste vocé mesmo!

Resolucao

e) Sim, podemos dizer que, em qualquer momento que se
fale ao telefone por um minuto, se paga $ 0,10 a mais

(ou $ 0,45).

f) Se n&o se pretende fazer uso do telefone com frequéncia,
a companhia Bate-papo é mais econdmica.

g) Caso uma pessoa nao queira gastar mais de $ 50,00

por més, a melhor escolha é a companhia Fique Ligado.

Podemos relacionar todas essas informacgoes de diferentes
maneiras. Como exemplo, a apresentacao a seguir da empresa Bate-

Papo:

Médulo 2
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$ 3.60 A
$3.15 1
$2.70 1
$2.25
$1.80
$1.35
$0.90
$0454 ¢ o o o & ¢ o e o e

custo por minuto

A

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

numero de minutos

$ 3.60 - o
$3.15 1 y
$2.70 4 ”

$2.25 4 ’

$ 1.80 1 o

$1.35 1 ’

$0.90 A1 ’

$0.45 4 o

custo por chamada

0 12 3 4 5 6 7 8

w

10

numero de minutos

Agora, imagine que vocé descubra outra companhia, Tempo
Répido - que faz propaganda para o uso mensal de telefone celular
por $ 0,50 o minuto para os primeiros 60 minutos e somente $ 0,10
o minuto por cada minuto depois de decorrido esse tempo —, e assim
também comece a avaliar sua proposta. Considere que a
propaganda informa que a Tempo Rapido também cobra pelo tempo
exato utilizado.

Vamos observar algumas maneiras de relacionar as
informacdes da companhia Tempo Répido por meio de gréficos.
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$ 0.50 I . * ° . - °
$0.40 A
$0.30 A

$0.20 4

custo por minuto

$0.10 A e e e e

»
T T T T T T T T T T >

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

numero de minutos

$0.40 A —"

$0.30 - 2

$0.20 A 4

custo total por chamada

$0.10 {4 .«

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

nimero de minutos

O salto se justifica porque, depois de 60 minutos de ligagao,
o custo da ligacao por minuto falado fica mais barato. Observe
algumas possiveis representacoes das relacdes entre as grandezas
contidas nas informacdoes da companhia Tempo Réapido e os
questionamentos que surgem.
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minutos, ocorre uma variacao de custo na quantidade de minutos
falados. Graficamente podemos visualizar que de 0 a 60 minutos a

telefénica depende do tempo de conversa ao telefone. Em outras
palavras, podemos dizer que o custo a pagar estd em funcao do

custo por minuto

$0.50 -t e o & & .

$0.40 -
$0.30

$0.20

$0.10 - o 3 . .

»
>

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

numero de minutos

Note que, para cada minuto falado, se associa um valor

a pagar. Como vocé explicaria esse salto na
representacao grafica?

0O salto se justifica porque, depois de 60 minutos de
ligagdo, o custo por minuto falado fica mais barato.

custo total por chamada

A
$ 0.40 A "

$0.30

$0.20 _ g

$010

T T T T T T T T T

-
>

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

numero de minutos

Note que, a medida que conversamos ao telefone, o preco a
pagar aumenta, mas o aumento varia... Como vocé percebe
isso observando o grafico? Em que parte a variagéo é maior?
Observando o grafico notamos que, a partir de 60 minutos
ocorre uma variagéo de custo na quantidade de minutos

a 60 minutos a variagéo é maior.

falados. Graficamente podemos visualizar que de 0

2

variagao é

maior. Perceba que o custo a pagar

tempo de conversa.
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DIFERENTES NOMENCLATURAS

Algumas funcbes recebem nomes especiais de acordo com
o contexto ao qual se relacionam.

3 Fungoes racionais

As funcgoes racionais sao expressas pela forma:

= S &) , em que f(x) e g(x) sdo funcdes polinomiais.
g (x)
Para entender melhor, vejamos a funcao racional expressa
1
por: y= E

Agora, observe, na demonstragédo a seguir, os valores que
f(x) assume ao variarmos o valor de x.

Note que x = 2
nao pertence ao
dominio da fungéo

/ y

% |2 =L2 10.0 (2.1, 10)
| -2 8.0
15| -2 6.0
1.7 -3.33 4.0 (2.3, 3.33)
19| -10 2.0 2.5, 2)
2.0 | Indefinido ' ! >0 i 7
2.0 (1:5.~2)
21| 10 46 (1.7.-3.33)
23| 3.33 6.0
28| 2 -8.0
-10.0 (1.9, -10)

Perceba que o grafico se torna cada vez mais préoximo da
reta que representa os pontos em que x = 2. Esta reta recebe a
denominacgéo de assintota vertical do grafico. Observe também que,
a medida que os valores de x se tornam muito grandes ou muito
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Mais adiante no livro,
conversaremos com mais
détalhes sobre grafico de
fupgBes.que possuem

assintotas.
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pequenos, os pontos graficos se aproximam da reta y = 0. A reta
y = 0 é denominada por assintota horizontal. Por fim, vemos que a
reta em que y = 0 coincide com o eixo das abscissas — eixo x.

y
y=1/(x-2) l__
Assintota Vertical

4.0+ emx=2

T
40 6.0 80

hin=N

Fungao composta ]

|
|
2.0

-6.0-L

Fung¢ao composta

Para identifica-la, suponha uma dada uma funcao f definida
de A em B e uma dada funcao g definida de B em C. Denominamos
entao a funcao composta de g com f a fungéao h, definida de A em
C, tal que h(x) = g(f(x)) para todo x pertencente a A.

Logo, a funcdo composta de g e f é indicada por gof (x)
(lé-se: g bola f), em que gof (x) = g(f(x)).

Exemplo 5
Dadas as fungdoes de dominio real f(x) = x2 - 5x + 6 e
ag(x) = x + 1, determine valores de x para que tenhamos f(g(x)) = 0.
Resolucao

g(x) = x + 1, temos que f(g(x)) = f(x + 1)
Logo, f(x + 1) = (x +1)2-5(x+ 1) + 6
X2 +2x+1-5x-5+6=x%x2-3x+2
Assim, f(g(x)) =x2-3x+2 =0
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A=(32-4-1-2=9-8=1

x'=1
3+1 <
X:
2
H_2

X' =

Por fim, temos x = 1 ou x = 2.

Exemplo 6

Sejam as fungbdes reais f e g definidas respectivamente por f (x) = x + 1
e g(x) = 2x% — 3. Determine:

a) f(g(x)) e g(f(x)); e
b) os valores de x para que se tenha f(g(x)) = g(f(x)).

Resolucao:
a) f(g(x)) = f(2x2-3) =2x2-3 + 1
f(g(x)) = 2x* - 2

gf(x)) =glx+1)=2(x+1)2-3=2(x2+2x+1)-3
g(f(x)) = 2x% + 4x -1

2x2 -2 =2x2 +4x -1
4 = 1=x =-1/4

Funcao Custo

Pense em x como a quantidade produzida de um produto.
Verificamos que em geral existem alguns custos que nao dependem
da quantidade produzida, por exemplo: aluguel, seguro etc.

Quando os custos ndo dependem da quantidade produzida,
costumam ser denominados de custo fixo (C,). A parcela do custo
que depende de x chamamos de custo variavel (C ).
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O Custo total (C,) pode ser expresso por:

C(x)=C,+C,

Exemplo 7

Suponhamos que o custo fixo de fabricacao de um produto seja de
500.000 u.m. (unidade monetéaria) e o custo variavel por unidade,

10.000 u.m.

Resolucao
C, (x) = 500.000 + 10.000x (funcao afim)

Graficamente podemos representar por:

500 000

Note que, para um produto indivisivel (radios, carros, etc.),
os valores de x poderiam ser: 0, 1, 2,... n. E, caso o produto fosse
divisivel (exemplo: toneladas de aco), os valores de x variariam nos
reais nao negativos.

As representagOes graficas, em ambas as situagOes, serao
pontos alinhados, porém, no caso de o produto ser indivisivel, nao
seria possivel unir os pontos obtendo linha continua.
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Em geral, quando nada é dito, admitimos o produto em
questao divisivel e o grafico, uma curva continua.

Funcao Receita

Supondo que x unidades do produto sejam vendidas.
A receita de vendas depende de x. A funcao que relaciona receita
com quantidade é nomeada funcao receita (R).

Logo, temos um produto vendido a 15.000 u.m. a unidade
(prego constante). A funcao receita serd dada por:

R(x) = 15.000x (funcao linear)

Funcgao Lucro

Chamamos funcao lucro (L) a diferenca entre a funcao
receita (R) e a funcédo custo total (Ct), isto é:

L(x) = R(x) - C (x)

t

Sendo que para:

R (x) > C(x), temos lucro positivo;
R (x) < C(x), obtemos lucro negativo (prejuizo); e

R (x) = C/(x), o lucro sera nulo.

Diante do exposto, podemos observar que, na fungao receita
R(x), admitimos o preco constante e trabalhamos com a funcao
receita de 1° grau. Vale lembrar que o preco pode sofrer variagoes
conforme a demanda e que o valor de x para o qual o lucro é nulo
é chamado ponto critico, ou ponto de nivelamento R(x) = C(x).

Margem de contribuicdo por unidade é dada pela
diferenga entre o preco de venda e o custo variavel
por unidade.

Médulo 2
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Exemplo 8

Dado que C(x) = 500.000 + 10.000x (custo total) e

R(x) = 15.000x (receita total), encontre o ponto critico.
Resolucao

O ponto critico sera o valor de x, tal que:

15.000x = 500.000 + 10.000x
x = 100

Logo, se x >100, havera lucro positivo e se x< 100, lucro
negativo.

Podemos encontrar, ainda, a margem de contribuicao por
unidade:

15.000 - 10.000 = 5.000

E importante destacarmos, também, o custo médio de
producao, ou custo unitéario (C_), que faz referéncia ao valor
obtido pelo custo total dividido pela quantidade. Verifique a
expressao matematica a seguir:

Funcao Demanda

Facilmente podemos perceber que a quantidade de um
produto com demanda no mercado é funcao de muitas variaveis,
como preco por unidade do produto, precos de bens substitutos,
renda do consumidor, preferéncias etc.

Para melhor compreender, considere p o preco por unidade
de certo bem oferecido a um mercado e x a quantidade desse bem
com demanda pelos consumidores. O que geralmente acontece é
que p depende de x, ou seja, temos uma funcao p = f(x). Essa
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funcao denominamos de fungdo demanda, e o seu gréfico recebe a
denominagao de curva de demanda.

Normalmente, quanto menor o preco, maior a quantidade
demandada - funcao decrescente.

Fungao Oferta

A quantidade x de um produto colocada no mercado por
produtores relaciona-se com o preco por unidade p desse produto.

Verificamos que, em geral, quanto maior o preco, maior a
quantidade do produto oferecida. Temos, entao, uma funcao
(crescente) g, p = g(x), a qual é denominada funcao de oferta.
O gréfico da funcao de oferta recebe a denominagao de curva de
oferta.

O ponto de interse¢do P_ dos graficos da fungdo
demanda e da funcdo oferta relacionados a um mesmo
produto é denominado ponto de equilibrio: P_(x_, y_).

Funcao Exponencial

A funcao que a cada x real associa a poténcia b*, sendo b
um numero real positivo e diferente de um (1), é denominada funcgéao
exponencial de base b, isto é: f(x) = b*, b >0eb 1.
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Graficamente

»
o

E importante observarmos que, em uma funcao exponencial
f(x) =b*,b>0eb#1, teremos:

P Para b > 1, a funcao representa um crescimento; e

P Para 0 < b < 1, a funcao representa um decrescimento.
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Exemplo 9

Imagine que a informatizacao de um setor da prefeitura com 128
servidores acarretou na diminuicdo no quadro de funcionéarios.
O programa de demissdes proposto era assustador e havia uma
previsao de demissoes anuais em um setor durante cinco anos.
Em cada ano, metade do quadro de funcionarios seria demitido.
Pergunta-se: seriam mesmo necessarios cinco anos dessa politica
de demissbes, uma vez que o setor necessitava de um minimo de
10 funcionérios para dar continuidade ao servico?

Resolucao

Numeros de trabalhadores 64 32 16 | 3 4
remanescentes

a = quantidade inicial antes das demissdes iniciarem;

y=a(l-ryx r = taxa de decrescimento; e

Tempo (anos).

=
1

y =128 (1 - 0,50)* | x varia de 1 a 5 para este problema.

y
1 Observe no grafico
o decrescimento.
64 Trom=
S E
O 5
TE :
nsol 32 proases Fim s
©3 ! :
o0 i .
ta "
IR
= [T VS S
A -
A S S
1 2 3 4 b
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Outra situacao a ser observada é que o crescimento de uma
aplicacao financeira a juros compostos é exponencial. Pois, ao
aplicar um capital inicial (principal), este pode aumentar, como
bem sabemos, de acordo com os juros e segundo duas modalidades:

P Juros simples: ao longo do tempo, somente o principal
rende juros.

P Juros compostos: ap6s cada periodo, os juros sao
incorporados ao principal e passam, por sua vez, a
render juros. Também conhecidos como juros sobre
juros.

Vamos entender a diferenca entre os crescimentos de um
capital através dos juros simples e juros compostos por meio

de um exemplo?

Para tanto, suponha que R$ 100,00 sdo empregados a uma
taxa de 10% a.a.

PrincipaL = 100 JUROS SIMPLES JuROS comPOSTOS

N2 de anos Montante simples Montante composto
1 100 + 0,1 (100) = 110 100 + 0,1 (100) = 110,00
2 110 + 0,1 (100) = 120 110 + 0,1 (110) = 121,00
3 120 + 0,1 (100) = 130 121+ 0,1 (121) = 133,10
4 130 + 0,1 (100) = 140 133,1+ 0,1 (133,1) = 146,41
5 140 + 0,1 (100) = 150 146,41 + 0,1 (146,41) = 161,05

Observe que o crescimento do principal segundo juros simples
¢é linear, enquanto o crescimento segundo juros compostos é
exponencial; portanto, tem um crescimento muito mais “rapido”.

Bacharelado em Administragdo Publica



juros
compostos

1O =

Jé no que diz respeito a juros compostos, considere o capital
inicial (principal P) $ 1.000,00 aplicado a uma taxa mensal de juros
compostos (i) de 10% (i = 10% a.m.). Vamos calcular os montantes
(principal + juros), més a més:

P Apés o 1° més, teremos:
M, =1.000x 1,1 = 1.100 = 1.000(1 + 0,1)

P Apds o 2° més, teremos:
M, =1.100x 1,1 = 1.210 = 1.000(1 + 0,1)2

P Apbs o 3° més, teremos:
M, =1210x1,1 =1.331 =1.000(1 + 0,1)®

Observagao de interesse

Observe as fungdes vy = x? e y = 2*. Nas duas expressoes
temos uma base e um expoente.

Entretanto, a fungao y = x? é denominada de funcao
quadratica, e y = 2* recebe a denominacao de fungao exponencial.
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Complementando....

Amplie seus conhecimentos fazendo as pesquisas propostas:

% Matemdtica bésica para decisées administrativas — de Fernando Cesar
Marra e Silva.

L Portal S6 Matematica: <http://www.somatematica.com.br/emedio/
funcaol/funcaol.php>. Acesso em: 15 nov. 2009.

)

>,
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Resumindo

Nesta Unidade vocé foi convidado a reconhecer e com-
preender fun¢cdes em suas diferentes caracteristicas e
especificidades. As diversas maneiras de representar uma
funcdo e suas respectivas interpretacdes estiveram em evi-
déncia como aliadas do processo de compreensdo da rela-

c¢do entre diferentes grandezas varidveis.
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Respostas das
Atividades de aprendizagem

1. a) {x:x#-5}
b) {x:x € R}
c) {x:x>-9}

d) {x:xe R}
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Unidade 4 — Limite e Continuidade

INTRODUCAO: COMPREENDENDO O
CONCEITO DE LimITE

Caro estudante!

O que vamos aprender nesta Unidade tem grande
importancia, ndo apenas em Matematica, como também em
sua vida profissional. Vamos dar uma aquecida na nossa
conversa com o exemplo ilustrativo sobre a nogdo de limite?

A nocao de limite é um dos conceitos mais basicos e
poderosos em toda a Matemaética. A Diferenciacao e Integracao,
que complementam o estudo de célculo, sdo conceitos relacionados
ao limite, o qual pode ser considerado como a pedra fundamental
do célculo e, como tal, se apresenta como a base de tudo o que se
seguird.

Antes de continuarmos nossa conversa, achamos
interessante dizer que a algebra trata de uma matematica “estatica”
e nao pode ser utilizada para analisar a dinAmica de um objeto em
movimento, por exemplo. A matematica do célculo, entretanto, tem
a capacidade de fazer tais anélises. O principal conceito que nos
permite fazer a transicao da algebra (estatica) para o célculo
(dindmico) é o de limite de uma funcao.

O célculo se torna necessario quando precisamos encontrar
a variacao matematica. E esse conceito é de vital importancia em
Fisica, em Administracdo, em Engenharia e em varias outras areas
de estudo.

Médulo 2

E muito/importante que
vocé_compreenda bem a
nogdo de limite de uma
fungdo para que
possamos caminhar
juntos pelos
conhecimentos

relacionados ao calculo.
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Amplie seus
conhecimentos através
do site <http://
www.somatematica.com.br/
superior/limites/

limites.php>.
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Exemplo 1

Imagine que exista uma fogueira com chamas ardentes. A medida
que vocé se aproxima do local onde estd a fogueira, a distancia x
entre vocé e o fogo diminui. A qualquer distancia, x, vocé sente o
calor na sua face. Deixemos que a temperatura da superficie de
sua pele facial seja denominada por f(x). Teremos entao:

P x — distancia até a fogueira; e

P f(x) — temperatura da superficie da sua face.

Percebe que, a medida que nos aproximamos da fogueira, a
sensacao de calor aumenta.

Logo, vocé realmente nao gostaria de ter o valor de x igual a 0
(x = 0), certo?

Mas, mesmo nao tendo x =0, podemos imaginar qual seria
a temperatura da superficie de sua pele se o fizesse.

Com este exemplo simples, gostariamos que vocé fizesse uma
analogia com a nocao de limite, que nao precisa assumir o valor de
X, mas é preciso conhecer o que acontece na vizinhanga de x.

De uma maneira bem simples, poderiamos dizer que a nogao
de limite se relaciona ao valor de y ou a altura (y) que a funcao tem
intencao de atingir.

Normalmente temos lidado com funcbes bem-comportadas
e, desta maneira, ndo nos parece ter sentido dizer a altura (y) que a
funcéo tenciona atingir.

Vamos observar uma funcado bem simples e conhecida,
f(x) = x2, cujo gréafico é uma parabola.
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Note que a funcao f(x) atinge certa altura (y) a medida que
variamos X por todo seu dominio. Assim, se tivermos x igual a 2, a
funcao atinge o valor 4 quando x assume o valor 2.

Vocé deve estar se perguntando: Mas como assim?

Entao, isso é muito simples, pois basta que substituamos o

lugar de x na funcao por 2. Ou seja: f(2) = (2)?, isto ¢, {(2) = 4.
lim £ (x) =4
x—2

Entao, apresentando nossa primeira afirmagao utilizando os
termos de limite, temos que: o limite da fungao f(x) quando x tende
a2 éigual a 4.

Isso significa dizer que, quando estamos chegando bem
proximos de 2, a funcéao esté se aproximando cada vez mais de 4.

Até aqui tudo estd muito simples e tranquilo na nossa
conversa, mas a situacdao pode mudar quando nossa funcao for
outra, nao tdo bem-comportada e que nao necessariamente atinja
a altura que parece pretender atingir.

16 — x?
4+x°

Vamos pensar na funcao f(x) =

133
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Facamos uma tabela para avaliar o comportamento da

) 16 —x* .
funcao f(x)= . e vizinhanca de - 4.
X
-4.1 8.1
-4.01 8.01
-4,001 8.001
D:{xe R, x#—4} -4 Indefinido
Note que, quandob x\se -3.999 7.999
aproxima de — 4,\a -3.99 7.99
fungdo f(x) se aproxima
-3. 7.9
de 8. 3.9
Atencgdo! Isto nos sera
atil para Agora, dé uma olhadinha no esboco do grafico da funcao a

compreendermos limite. .
segulr.

Observe que o grafico contém um buraco, pois a fungao nao
estd definida para o valor de x = - 4, ou seja, o valor - 4 nao faz

parte do dominio da funcao.
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Vocé percebe por que isso acontece? E o que acontece quando

substituimos x por (-4)?

16 — (~4y

Vejamos: f(x) = 15 (2

0
0

. 0o . - .
Sabemos que este quociente o nao é uma boa ideia, pois

quebra algumas normas da Matematica e trata-se de um valor
indefinido. Assim, ndo podemos encontrar o valor do limite ou o
valor que a funcao tem intencao de atingir quando o x se aproxima
de (-4) por substituicao simples, como haviamos feito anteriormente
para a fungdo quadratica.

Entretanto, percebemos pela tabela e pelo grafico que a funcao
parece ter a intencdo de atingir o valor 8 quando x se aproxima de (-
4), tanto pela direita, quanto pela esquerda. Observe o gréfico:

- B g 8 OO S . -

limite pela_/ limite pela

esquerda 7F —————__ direita
(x<c) | | (x>c)

Para encontrarmos o limite de uma funcao, nao nos interessa
o valor que ela assume no valor de x, mas sim o valor que a fungéao
tende a atingir.

Lembra que nao foi preciso atingir a fogueira?
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Assim, vamos procurar encontrar outra forma de escrever a
funcdo e que seja equivalente a primeira quando x # — 4. Para tal,
vamos nos lembrar do conceito de fatoragao.

16— 22 _ (4+7%)(4 —x) _4
4+x 4 +x

—X

S =

. L2
Lembra que queremos encontrar lim 16-x* _ ?
x—> -4 4 +Xx

Teremos, ap6s fatoracao e supondo que x nao assume o valor
4 lim 4-x) =7

x—>-4

A funcédo, quando expressa nesta nova forma, propicia
utilizarmos a substituicao para encontramos o limite, e, assim,
podemos obter como resultado o valor 8.

Fique atento, pois a alteracao realizada é apenas para o
célculo de limite. Para fazermos o esbogo do grafico da fungao,
devemos lembrar que nele continua existindo o buraco quando
temos x = — 4, pois esse valor nao faz parte do dominio da funcao.

y

N,
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Em célculo, nos interessa irmos além da funcao, por isso

focamos nos limites destas fungées. O limite envolve o estudo

/

0 que acontece com a funcdao quando nos aproximamos de um

o,
do comportamento (ou tendéncia) de uma funcao em \f

vizinhancas bem pequenas em volta de um determinado valor

X = a.

Mas, imagine passar o grafico de uma funcao por um
microscépio. Podemos dizer que isto é o que acontece quando
procuramos pelo limite de uma fungdo. Queremos encontrar

determinado valor de x.

Expressando simbolicamente, temos que:

o limite de uma fungdo lim f(x)

...descreve o comportamento da fungdo conforme a entrada... x

..aproxima.. —>

...de um valor particular c.

Portanto, o limite de uma funcao descreve o comportamento
da funcao quando a entrada aproxima de um valor particular. Veja
como simbolicamente expressamos o limite de uma funcao f(x)
quando X tende a c.

lim f(x)=L
X —>c
Diante do exposto, podemos dizer que o limite nos da uma
informacao pontual sobre a funcao. Ele indica para onde
tende a funcdo em um ponto no qual ela nao estéa definida, ou nos
fornece o valor da funcao em um ponto onde a fungao esta definida.

O limite de uma funcdo em um ponto se baseia no
comportamento local da fungdao na vizinhanga deste
ponto.
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Em outras palavras, o limite seria o valor que a funcao
assumiria se considerdssemos os valores da vizinhanca proxima
de x, mas nao no proéprio ponto.

Exemplo 2

. -2
Dada a fungao hmx—. Encontre o limite da funcao.
x4 X

Resolucao

Inicialmente pode néo parecer tdo simples quanto o exemplo
anterior. Mas, a substituicdo de 4 em x para avaliar a funcado nao
parece ser uma boa ideia, pois teremos zero (0) no denominador.

Também pensar em fatoracdo nao se apresenta como uma
boa opcao. Vamos entdo tentar a multiplicacdo pelo conjugado
da parte onde aparece o radical.

Vocé pode estar se perguntando: mas o que vem a ser

conjugado?

Conjugado é a mesma expressao, porém com a operagao

inversa. Assim, o conjugado de \x -2 seria Vx+2, Entao,
tentaremos multiplicar e dividir por este valor para nao alterarmos
a funcao. Estaremos multiplicando por 1, que néao altera, pois 1 é o
elemento neutro da multiplicacao. Observe a seguir:

O conjugado tem a mesma

/ expressio, mas operagio inversa.

-2 x+2
x—4 x+2

"/, = 1...entdo, colocar o conjugado
sobre si proprio € como multiplicar
por 1.
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Assim, multiplicando por 1, ndo alteramos o valor da fracao.
Veja como este artificio de multiplicar e dividir pelo
conjugado nos ajudaréa a encontrar o limite. Obteremos uma funcao
equivalente quando consideramos x diferente de 4. Vale lembrar
que em limite 0 que nos interessa é o que acontece na vizinhanca

do ponto, ou seja, na vizinhanca de 4.

-2 x+2  x—4
x—4 \x+2 (-4 (k+2)

Note que obtemos no numerador e no denominador a
expressao (x — 4). Ao considerarmos x diferente de 4, poderemos

simplificar, pois X4 g
e

Ficaremos, entao, com a seguinte funcao para calcular o
limite:

=2 +2 _ 1
x—4 x+2  (=h)(x+2) K+2

i 1
Iim——="
x—>4 \/;+2

Agora podemos, com a substituicao, avaliar a funcao, pois,
ao substituirmos x por 4, obteremos 1.
4

]
Logo. IM ——— =—
03 H4V_ +2 4

Neste ponto ja temos uma boa ideia do que vem a ser o
limite de uma funcao. Contudo, é importante lembrar que a funcéao
tera limite quando, fazendo x tender a um determinado ponto ¢ na
sua vizinhanga, a funcao tende para um mesmo valor L, ou seja, a
funcdo tende a assumir uma mesma altura (no gréfico).
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Mas sera que o limite sempre existe? Que condicées garantem

a existéncia do limite?

Acompanhe a histéria a seguir, que

tenta ilustrar esta ideia de existéncia do
limite:

Imagine que vocé e seu amigo, que

moram em cidades préximas, tenham

marcado um jantar em um restaurante que

fica entre as duas cidades. Vocé sai de carro de sua

casa e toma uma estrada rumo ao restaurante. Seu amigo faz o

mesmo: entra no carro e toma uma estrada para encontrar vocé no

restaurante combinado.

Pense agora que a estrada represente graficamente uma
funcdo. Se vocés de fato chegarem ao restaurante, quando vocé
tomou o caminho que aproxima pela direita e o seu amigo se
aproximou pelo da esquerda, também chegando ao local
combinado, teremos a ideia de existéncia do limite. Se um de vocés,
vindo de uma das direcoes (direita ou esquerda — leste/oeste), nao
chegar ao destino, o limite nao existe.

Observe que, na fungao representada no grafica a seguir, o
limite para x tendendo ao valor ¢ nao existe. Para melhor
compreender, imagine que a funcao represente, em cada parte, as
estradas que cada um tomou para chegar ao restaurante combinado,
que se localizava em (c, f(c)). Logo, neste caso vocé e seu amigo
nao se encontrariam.
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y A funcao
A = tem uma quebra
14 ] ESl I _‘( o |
<— j | | N
\ YL
. \A—m
1 _
. > X
(0]

Veja o gréfico da funcéao f(x). Ele nos mostra que o limite de
f(x) ndo existe para x tendendo ao valor c.

Podemos observar que, se caminhamos pela direita no
grafico, chegamos a uma altura R do gréfico, e, quando caminhamos
pela esquerda, chegamos a uma altura diferente, que denominamos
por L. Isso significa que o limite da funcdo em ¢ nao existe.

Chamamos a altura a que chegamos vindo pela direita de
limite da direita e indicamos com o simbolo +. Para a altura
que chegamos vindo da esquerda, denominamos limite a
esquerda e indicamos com o simbolo —. Para que o limite exista,
os limites a esquerda e a direita devem ser iguais, ou seja:

lim f(x) = lim £ (x)
x—>ct x—>c
E importante dizermos que, embora a funcao f(x)
representada, conforme demonstracdo, nao possua limite em x = c,
isto nado significa que a funcdo nao tenha limites para x tendendo a
outros valores. Veja que a fungdo tem uma quebra em x = c. Esta
quebra é que nos leva a nao existéncia do limite.
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ExisTENCIA DE LIMITE

O limite de f(x), quando x tende a c lim f(x) existe se, e

X —>c
somente se, ambos os limites laterais existem e sao iguais ao mesmo

numero L.

Voltando a histéria do restaurante no meio das duas cidades,
imagine que vocés se dirijam para o restaurante vindo de diferentes
direcOes (leste/oeste — esquerda/direita) e, ao chegarem ao local
combinado, o restaurante nao estivesse mais la (pegou fogo, por
exemplo).

Matematicamente o limite nesta situacdo existe, ainda que a
funcdo tenha um buraco. O que interessa no céalculo do limite nao é
se o ponto esta |4, mas interessa que cheguem ao mesmo local.

CAMINHOS PARA ENCONTRAR O LIMITE

Como vimos anteriormente, quando existe o limite, os caminhos
mais comuns para encontrarmos o limite de uma funcéo sao:

P Substituicao: quando é possivel avaliar a funcao
substituindo o valor de x.

P Fatoracao: quando nao é possivel avaliar a funcao
por substituicao, mas a expressao do numerador
possibilita a fatoracao.

P Multiplicacao pelo conjugado: indicado para
expressoes que contém radical.
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LIMITES NO INFINITO

Vamos nesta secdo conversar sobre o mistério e a relacdo que

existem entre limite e infinito.

Vamos avaliar algumas funcées em determinados valores de
x. Note que chegaremos a alguns resultados um tanto curiosos.

. . - 2
Examinemos juntos a funcao f(x) =—x3.
Y

Observe que, ao substituirmos x por 3, obteremos o valor %

. . . - 0
Vimos anteriormente a situacdo em que encontramos n e,

para driblarmos e encontrarmos o limite, recorremos a fatoragéao,
substituicao e multiplicacdo pelo conjugado.

z

A situagao que se apresenta neste momento é um tanto
23 6
diferente. Ob S =—=-
iferente serve 3.3 0
Quando obtemos um nimero diferente de zero divido por
zero, isto indica a presenca de uma assintota™ vertical. Vamos

acompanhar pelo grafico o que acontece com a fungao na
vizinhanca do valor x = 3.

Médulo 2

*Assintota — uma reta

imaginaria que se apro-
xima da curva, mas nun-
ca a toca. Fonte: Elabo-

rado pela autora.
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| Assintota Vertical

Podemos observar com facilidade que os limites da direita e
da esquerda, quando x se aproximam de 3, sao diferentes.

Note que na medida em que nos aproximamos de 3 pela
direita, a fungéo cresce infinitamente e poderiamos dizer que o limite
de f(x) pela direita é infinito (+ o).

Entretanto, a medida que nos aproximamos de 3 pela
esquerda, a fungao decresce negativamente infinitamente, e
poderiamos dizer que o limite de f(x) de x tendendo a 3 pela

esquerda é menos infinito (—e).

1i 2x _
xl—]irj'l*' x=3
3,3 22
3,2 32
3,1 62
3,05 122
3,01 602
3,0001 60002
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1i 2x

xl_rg_ x—3
2,7 -18
2,8 -28
2,9 -58
2,95 -118
2,98 -298
2,999 -5998

2,9999 -59998

Assim, podemos identificar que nao existe o limite da funcao
quando x tende a 3, pois os limites laterais sao diferentes.

1 2x
m 33

x—3

= ndo existe

As assintotas horizontais também se relacionam com o
infinito de uma maneira diferente. Vamos analisar a funcgao

4x
2x—

e seu gréfico:

f(x)=

2 e o e e g g
2.0 4.0 6.0 8.0 10.0
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| oo ~ .
Note que 5 nao pertence ao dominio da fungao e também

nao existe o limite da funcao quando x tende a % . Veja que temos

. . 1
uma assintota vertical em x = —.

2
Observemos, também, o que acontece quando x tende para
valores infinitamente grandes. Percebemos que a funcao tende a
assumir valores préximos a 2, isto é, a funcao se aproxima da altura
y =2
Matematicamente, isto significa que o limite da funcao
quando x tende a infinito é 2.

. 4
lim 5= =2

X —> o

10.000 2,0001
10.000.000 2,0000001
100.000.000 -
100.000.000.000 -
100.000.000.000.000 -

Também podemos identificar que, quando a funcao tende a
assumir valores negativos e infinitamente pequenos, a funcao
também se aproxima da altura 2.

. dx
lim 5, =7 =2

X —> -

Assim, podemos dizer que o limite existe e é igual a 2. Ou

. 4x
seja, l1m o1 2

X —> o

Agora que ja compreendemos como se comporta o limite no
infinito, vamos conhecer uma maneira prdtica de calcular o

limite no infinito. Preparado para continuar?
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Para calcularmos o limite no infinito, isto ¢, ]1M f(x), basta
X — oo

compararmos o grau — maior expoente — das expressoes do
numerador e denominador. Se o limite existe, a funcao terd uma
assintota horizontal no limite.

No caso em que o grau do numerador da fracao que expressa
a funcao que queremos calcular o limite for o mesmo, entdo o limite
serd o nimero resultante dos coeficientes destes termos. Retornando

. 4x
ao nosso exemplo [1m 5% — > hote que o grau da expressao do
X
numerador e denominador é 1 (lembre-se: quando nao esta expresso

. 4y
o0 expoente, subentende-se ser o expoente 1, ou seja, [Im =7 ).
yoe2x —1

Assim, temos como coeficientes — no numerador, 4 e no

4
denominador, 2. Desta forma, teremos o coeficiente Ex que ao ser

simplificado chega ao resultado 2. Veja que confere com o resultado
que pudemos observar no grafico exibido anteriormente.

E, se o numerador for maior que o grau do denominador,

teremos como resultado oo, ou seja, Iim f(x) = 0. Vale observar que,
X —> o0
quando dizemos que o limite é infinito, tecnicamente estamos dizendo

que o limite nao existe, pois o limite deve ser um ndmero real.

E mais correto dizer que o limite n3o existe, pois cresce
infinitamente, em vez de dizer que o limite é igual a
infinito).

Contudo, se o grau do denominador for maior que o grau do

numerador, teremos 11M f(x)=0. Retomando o que dissemos
x>

anteriormente:
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» Quando llmf(x) =00 ou —, a funcéo f terd uma

X —>C
assintota vertical em x = c.

» Quando lIM f(x)=dou lim f(x) = d existe, entao
x> x> -
f(x) tem uma assintota horizontal em y = d.

Agora, vamos refletir um pouquinho sobre a funcao

fl=25

x—4

Note que existe uma assintota vertical no x que anula o
denominador, portanto em x = 4. Note que x = 4 n&o pertence ao
dominio da fungdo e que também nao teremos o limite da funcgao
quando x tende a 4. Ja a assintota horizontal, teremos em y = 1.

Observe o esboco do grafico da funcao f(x)= % a
Y
seguir:

16
15
14
43

7 6 B 4 3 -2 1 2 3 4/5 6 7

- _ 1
Reserve um tempo para observar a funcao f(X) = . eseu

grafico esbocado a seguir:
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Entdo, qual seria o 11m f(x) =? E o lim f(x) = ? A fungédo

x—0 X —> o
apresenta assintotas? Vertical? Horizontal?
Temos certeza que vocé ndo teve nenhuma duvida para
responder as questées acima. Mas, se por acaso tiver alguma
dificuldade, faca uma releitura cuidadosa da Unidade e solicite

auxilio de seu tutor.

Exemplo 3

Suponha que um atacadista venda para a cantina da prefeitura um
produto por quilo (ou fracdo de quilo) e, se o pedido contemplar
menos do que 10 kg, o preco estipulado é R$ 1,00 por quilo. Contudo,
para estimular grandes pedidos, o atacadista cobrard somente
R$ 0,90 por quilo, se a solicitacdo for de mais do que 10 quilos.

Desta forma, se x quilos do produto forem comprados e C(x) for o
custo total da compra, teremos:

149

Médulo 2



Matematica para Administradores

150

c x se0<x<10
) = 09x se x>10

Qual o limite da funcao C(x) quando aproxima de 10? O limite
existe? Por qué?

Resolucao:

Mas antes de cair na tentacdo de olhar a resolucdo, tente

resolvé-lo. Combinado?

Vamos avaliar o limite da funcdo na vizinhanga de 10, isto
é, vamos encontrar os limites laterais — x tendendo a 10 pela
esquerda — x tendendo a 10 pela direita.

ImC(x) = lim x=10 e lmC(x) = lim0,9x=9
x— 10~ x— 10~ x—> 107" x—>107"
Calculando os limites, temos que o limite de C(x) pela
esquerda é 10 e o limite pela direita de C(x) é 9. Percebemos que os
limites laterais nao coincidem, portanto o limite nao existe. Observe
no grafico a seguir:

10—
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|NTRODUCAO AO CONCEITO DE
CONTINUIDADE

Uma vez compreendido o conceito de limite de uma funcao
na secao anterior, vamos conversar daqui em diante sobre o que
vem a ser funcao continua e, consequentemente, abordaremos
também a descontinuidade de uma funcao.

Importante ressaltar que o célculo estad fortemente apoiado
na existéncia do que denominamos por funcao continua. De fato,
muitos teoremas importantes no célculo incluem a exigéncia da
existéncia da funcao continua para que o teorema possa ser aplicado.
Como exemplo, podemos citar o Teorema do Valor Médio e, se
preciso for, voltaremos aos detalhes relacionados a ele.

Mas, afinal, o que faz com que uma funcdo possa ser

considerada uma funcdo continua?

De uma maneira bem simples, podemos dizer que uma

7

funcao continua é uma funcao previsivel e observamos que seu
grafico:

P nao apresenta pontos indefinidos;

P nao apresenta quebras/interrupcoes;

P nao apresenta buracos; e

P nao apresenta saltos.
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Vocé entendeu o que caracteriza uma funcgao continua? E uma

funcdo descontinua?

Para compreender melhor, observe as representagoes graficas
a seguir de uma dada funcao que representa uma estrada na qual
voceé esta dirigindo.

YESM)

,_
|
ps)

r‘
-
P

Y
=

Neste primeiro exemplo acima, note que a “estrada” é bem-
comportada e podemos passar pelos caminhos tranquilamente.
Logo, temos um gréafico que representa uma funcao continua.

Note que a “estrada” neste segundo grafico nao se apresenta
tao comportada. Temos um buraco e, assim, a funcao representa
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uma descontinuidade de ponto, também denominada
descontinuidade removivel.

7 6 -5 4 -3 -2 -1 2 4 5 6 7

Nesta terceira representacao grafica acima podemos
observar que a “estrada” imaginada por nds representa a funcao,
que neste caso também né&o é tao tranquila. Temos uma assintota
vertical e poderiamos ser jogados para fora da “estrada”. Este gréafico
ilustra uma descontinuidade denominada por descontinuidade
infinita.

ftd)

|

| )

| |

TN o

|

|

i
)

|
| | ¢ |

A\
=

J& neste quarto exemplo, a “estrada” que imaginamos
representar a funcao também nao parece ser tranquila. Percebemos
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que a funcao da um salto e poderiamos também ser jogados para
fora da estrada. Este grafico ilustra uma descontinuidade
denominada por descontinuidade de salto.

Assim, podemos concluir que uma funcéao continua é
essencialmente uma funcdo que nao contém buraco. Ou seja,
podemos tracar seu grafico sem levantar o lapis do papel, em um
tracado tUnico.

y
A

Mas atencao! Embora a fungéo
tenha um buraco em x =6, o
limite da fungdo quando x

We a 6 existe.

> X

funcado descontinua
emx=6

Para compreender melhor a observacao em destaque no
grafico acima, lembre-se da definicao de limite! Note que os dois
limites laterais, quando x se aproxima de 6 tendem a um mesmo
valor, ou seja, se aproximam de um mesmo valor.

Anteriormente, afirmamos que uma funcao continua é
previsivel, o que implica pelo menos duas coisas importantes
relacionadas ao gréafico que representa a funcao. Sao elas:

P nenhuma quebra no gréafico (O limite deve existir para
qualquer valor de x); e

P nenhum buraco no gréfico (O gréfico nao possui
assintota vertical).

Mas, como podemos dizer se isso acontece?

Na verdade, pode ser muito facil identificar. Geralmente, se
pudermos avaliar qualquer limite da funcao f(x) utilizando apenas
o método de substituicdo, teremos entdo uma funcao continua.
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FORMALIZANDO CONCEITOS: DEFINICAO
DE CONTINUIDADE DE FUNCAO

Uma fungao f é continua em um valor ¢ se e somente se:

P £ (c) é definida;
P ambos os limites laterais existem e s@o os mesmos; e

P o limite L da funcao, quando x tende a c, e a imagem
da fungéo em c coincidem.

Logo, se uma funcao f(x) é continua, para qualquer x = c da
funcao teremos:

lim f () =f(c)

X —>cC

Exemplo 5

Ao assumir o cargo como administrador de um setor publico,
veiculou-se uma informagao de que se houver entre 40 e 80 lugares
no café-restaurante geral, o lucro diario serda de R$8,00 por lugar.
Contudo, se a capacidade de assentos estiver acima de 80 lugares,
o lucro diario de cada lugar decrescerd em R$ 0,04, para cada
lugar ocupado acima de 80. Se x for o nimero de assentos
disponiveis, expresse o lucro diario como funcao de x. Verifique se
a funcao é continua em 80.

Resolucao:
Temos que x é o nimero de assentos e L(x), o lucro diario.
Deste modo, obtemos L(x) multiplicando x pelo lucro por lugar.
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Assim, quando 40 < x <80, R$ 8,00 é o lucro por lugar, logo
L(x) = 8x.
Contudo, quando x > 80, o lucro por lugar é x[8 — 0,04 (x — 80)].
Obtemos entao:
L(x) = x [8 - 0,04 (x — 80)]
L(x) =x [8 = 0,04x + 3,2]
L(x) =x[11,2 — 0,04x2]
L(x) =11,2x — 0,04x2
Feito isso, precisamos encontrar em qual ponto a funcao
L(x) = 11,2x — 0,04x2 ¢ igual a zero.
Logo, L(x) = 11,2x - 0,04x2 = 0 = x (11,2 - 0,04x) = 0.

Para resolver,\recorde Assim, X = 0, ou 11,2 — 0,04X =0=> -0,04X = -11,2 =
seus conhecimentos 112
sobre a fungéo 0,04x =112 = x= ~ = x = 280.
quadratica. 0’04

Observe que, para x > 280, a funcdo 11,2x — 0,04x? é
negativa e poderiamos desconsiderar. Portanto, pensemos no café-
restaurante, que trabalha com capacidade minima de 40 e méaxima
de 280 assentos ocupados.

8x se 40 <x <80
L(x) =
11,2x — 0,04x% se 80 <x <280

Mas, vocé pode estar se perguntando: como verificar se a

funcao é continua?

Para a funcdo ser continua, é preciso atender as condigoes
descritas a seguir:

P Ser definida em a, isto é, f(a) deve existir;

» 1im £ (x) deve existir; e

xX—>a
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p lim 7 () =1(a)

xX—>a

Diante destas condigoes, temos que L(80) = 8-80 = 640.

Logo, f(a) = L(80) existe.

Sendo assim, para verificar se o limite de x tendendo a 80
existe, basta analisar se os limites laterais sao iguais, ou seja;

IimL(x) = lim 8 =640 ¢ limL(x) = lim 11,20x — 0,04 x> =640

x— 80~ Xx— 80" x— 80" x— 80"

Temos entao:

lim L(x) = lim L(x) = 640

x— 80~ x—>80"

Portanto, o limite de x tendendo a 80 existe.
Temos que lim L(x)= 640 =L(80)

x — 80

De tal modo, podemos concluir que L(x) é continua em 80.

Observe a seguir o comportamento da funcdo quando
representada graficamente.

700 T
600 T
500 T
400 T
300 T
200 7T

100 T

100 200 300 400 500
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Complementando.....

Para aprofundar os conceitos estudados nesta Unidades, consulte:

% Matemdtica bdsica para decisées administrativas — de Fernando Cesar
Marra e Silva e Mariadngela Abrao.
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— /—\
/-\

tividades de aprendizagem

Agora é com vocé! verifique como foi seu entendimento

até aqui? Uma forma simples de verificar isso é vocé realizar
as atividades a seguir.

1. Analise com atengdo a fungdao apresentada graficamente abaixo e
encontre os limites solicitados quando existirem.

3

a) lim 7 (x) =

x—>2

b) lIm £ (x) =

x—2

Médulo 2
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o lim 7 (x) =

x—2

d) lim 7 (x) =

x—>4
e) lim £ (x) =
x—6
2. Encontre o limite das funcgdes:

a) hmxz;%

=5 24 x-30

b) lim Yx-3

x—9 x—-9

c) limx2—1

x—2 x_l

d) Im2-4x+9)

x—2

. 2
e) Ilm »~ —3x-4
x> -1 x+1

3. Verifique se as fungdes abaixo sdo continuas em x =c. Caso consi-

dere que alguma delas ndo seja continua, justifique.
2
x“ =25
a) f(x)=——"", c=5
x—5
X osex#1 =1

SWICE Kifpebaat;

2x

== . c=0
2
x +x+1

o) f(¥)=
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Resumindo

Nesta Unidade vocé esteve envolvido com a compre-
ensdo do conceito de limite de funcdes. Diferentes estraté-
gias para encontrar o limite foram apresentadas a vocé res-
saltando a potencialidade da representacdo grafica para fa-
cilitar o entendimento e a visualizagdo. O mistério que
permeia a relagdo entre o limite e o infinito também esteve

em destaque.

Exemplos ilustrativos tentaram fazer uma analogia
com a ideia de continuidade de fun¢bes para auxiliar na com-
preensdo do conceito. A definicdo de continuidade foi apre-

sentada para formalizar o tema em questdo.
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Respostas das
Atividades de aprendizagem

1. a)2
b) 0
c) Ndo existe (limites laterais sdo diferentes)
d) 2
e)0

10
2. a) —
11

b)
c)3
d)5
e) -5
3. a) A fungdo ndo é continua, pois ndao estd definida em

x =5, ou seja, f(5) ndo estd definida, pois 5 ndo perten-

ce ao dominio da funcao.

b) N3o é continua, pois embora ]1m /) exista e tam-

x—1

bém a funcdo esteja definida em x =1, esses dois valo-

res ndo s3o iguais. Em outras palavras [1m /) # f (1)

x—1

c) Sim é continua, pois lim /() =£(0)

x—0
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Unidade 5 — Derivada

INTRODUCAO AO
CONCEITO DE DERIVADA

Prezado estudante!

Como vocé sabe, nosso objetivo nesta Unidade é aprofundar
os conhecimentos sobre derivadas, seu significado e
aplicacdo no contexto administrativo. Para tanto, é muito
importante que vocé procure aproveitar todos as sec¢des
apresentadas a seguir. Em caso de duvida, lembre que
estamos aqui para lhe auxiliar. Ndo deixe de consultar seu
tutor e tampouco de trocar informacdes e curiosidades com
seus colegas de curso.

Bons estudos!

A derivada é uma das grandes ideias do célculo e tem
relagdo tanto com a taxa de variacao da funcgao, que por vezes se é
representada graficamente por um curva, como se relaciona
também com a tangente da curva. Vale lembrar que a tangente a
curva existe em qualquer ponto e, ainda, que — a inclinacdo da

tangente representa a taxa de variagao daquele ponto.
A tangente é uma reta
Em célculo, a derivada ¢é a inclinacdo da reta tangente em que toa o grafico f(x) em
um determinado ponto da curva que representa a funcao f(x). A um determinado ponto.

derivada de uma fungéo f(x) pode ser indicada por f’(x).

Como imaginar que uma curva possui uma reta tangente em

cada um dos seus pontos que a representa?
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Poderiamos associar com uma sensagao de viajar ao longo
da curva que representa a fungao f(x) — aproximando um limite,
passeando de montanha-russa.

¥y
A

Six 7

Para encontrarmos a taxa de variacao ou a inclinacao de
uma reta tangente a uma curva, precisaremos rever o importante
quociente da diferenca. Vimos como encontrar este quociente
na Unidade 3, quando compreendemos o significado dos coeficientes
da funcao afim representada graficamente por uma reta.

Taxa pe VARIACAO

A Taxa de variacao é uma razao relacionada a uma reta
que compara a variacao vertical com a horizontal. Comumente
simbolizada por m ou a.

Existem varias maneiras de se pensar na taxa de variagao;
a aproximacao geralmente depende da situacgao.

Para compreender melhor, considere algumas versoes
demonstradas a seguir para indicar a taxa de variacao.
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ﬂ m= diferenca — em -y m= Y12 m— vertical

m= e
Ax diferen¢a — em -x x' —x? horizontal

Para qualquer funcao, poderemos encontrar a inclinacao para
dois pontos do gréfico. Isto é a taxa média de variagao da fungao
no intervalo de x, a x,,.

3 m= =Y S(x) —f(x5)

X -5 Xl —x2

Note que temos aqui uma reta secante, pois toca a curva em
mais de um ponto.

Assim, podemos dizer que a taxa média de variacao de

f(x) em um intervalo [a,b] é dada pelo quociente _fb)—fla)
b-a

Tipos DE INCLINACAO

Temos quatro possibilidades de inclinacao.
P Inclinacdo positiva, visto que teremos ¥/, ou 7/ para

m=_vertical _ Graficamente representada por:
horizontal
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1168

P Inclinacéo negativa, visto que teremos */_ou 7/, para

m=_vertical  Opserve sua representacao gréfica:

horizontal

P Inclinacdo nula (0), visto que teremos % ou , para

m = _vertical Representado graficamente por:

horizontal
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P Inclinagéo indefinida, visto que teremos ¥/, ou 7/, para

m=_vertical  gondo sua representacao grafica dada

horizontal
por:

Diante do exposto até aqui, podemos dizer
que tanto a taxa de variagao, como a inclinagao

N\
)\
-

sao vitalmente importantes em célculo. Por ga/ @

A

exemplo, pense que a funcao representa //
uma montanha-russa e vocé .

. - p i
experimenta a sensacao de mudar de /

Unidade 5 — Derivada

inclinacdo quando se move na

L4

montanha-russa — da esquerda para

a direita. Nessa situagéao, vocé estaria
vivenciando a base para a derivada.

Perceba que, na vida, podemos considerar os constantes
fatores de mudanca, entre estes, a mudanga na economia. Precos
sobem e descem. Oferta e demanda flutuam. Inflacao, recessao, e
outras varidveis econdmicas e financeiras estdo constantemente
mudando dentro do sistema econdmico. Quando uma ou mais
dessas caracteristicas mudam dentro do sistema, disparam uma
série de mudancas em algum setor da economia. A derivada nos
ajuda a lidar com isto.

Médulo 2

169



Matematica para Administradores

(b, f(b))
(a, fla))

Vimos que é bem tranquilo encontrarmos a taxa média de
variacdo, que representa a inclinacdo da reta secante que passa
por dois pontos. Mas como encontrar a inclinagcdo da reta

tangente?

Para entender melhor, acompanhe as representacoes gréficas
a seguir.
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Na representacao anterior, encontrando a inclinacao para a
reta secante, temos que:

9-1 8

m=21"Y2 . m=2"1_, m=2=4
x!'—x? 3-1 2

Agora, analisemos juntos a representacao a seguir.

Como encontrar a inclinagdo da reta tangente?

A

N

Primeiramente, note o que acontece quando diminuimos
cada vez mais a distancia entre x = 3 ex =1

a N

D= N W ~ OO N ® ©
|
|

Médulo 2
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Teoricamente, repetirifamos esse processo vérias vezes. A
cada vez, a inclinacdo da reta secante aproximaria mais e mais da
inclinagao da reta tangente.

Logo, temos uma secante que se aproxima da tangente. O
que nos permite dizer que a distdncia entre os valores de x na
tangente e a secante mével ird eventualmente diminuir/desaparecer,
pois estara na mesma localizacao.

AA 4

4 9 -

8 =

? e W

5

5 = S

4 = 45

3 o i

2 .

o 1+
e P § | ! |
_'—I— | | | |
=2 =1 1 2 3 e 5

E quando a distdncia entre eles fosse quase zero. Nao podemos

dividir por zero. Entdo, o que fazer?

Neste caso, a variagao horizontal seria zero porque o segundo
ponto na secante estaria eventualmente sobre o ponto de tangéncia.
Entao... poderemos encontrar a inclinacdo da reta tangente se
obtivermos o limite da secante mdvel quando se aproxima da
tangente.

Teremos, entao, que a inclinagao da reta tangente seria:
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y, seria a altura

do segundo ponto
S+ h)

y, seria f(x)

/

m = lim Y. -y
horizontal > 0 . — X,

Substitua a

hotizontal por h

Em Matematica o acréscimo muitas vezes é denominado por
Ax. Portanto, x + Ax é o mesmo que X + h.

(LY

(x, f(x))

Médulo 2
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DerINICAO DE DERIVADA

A derivada de uma funcao v = f(x) no ponto (x, f(x)) é
definida como:

lim L¢P /@

h—0 h

A derivada pode ser representada pelas seguintes notacoes:

P f(x) ouy’

d dy
> — f(x —
dxf( )ou dx

SIGNIFICADO GEOMETRICO DA DERIVADA

Para entender o significado geométrico da derivada, teremos
de recorrer ao conceito de coeficiente angular da reta.

Considerando a funcao y = f(x) continua e definida no
intervalo A, cujo grafico é representado pela curva C, sendo x e x,
elementos desse intervalo, com x # x,,.

Se a reta s, secante a curva C, é determinada pelos pontos
P,(x,, f(x,)) e P(x, f(x)), podemos dizer que o coeficiente angular de
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S )~ fxo)

sé fga = , que corresponde a razao incremental de

f(x) no ponto x,,.

ftx)

Ay

Sxo)

7 %0 x

Ax

Observe que se Ax tende a 0, ou seja, se x tende a x,, o
ponto P se aproxima de P e a reta secante s tendera a reta t,
tangente a curva C no ponto P,.

Se a reta s tende a reta t, entao o tende a 3. Portanto,
lim T =0 — iy Ay — g
x—>x0 x—x0 Ax—0 AX

Entéo, concluimos que:

fx) = tgf

A derivada da funcéo f(x) no ponto x; é igual ao coeficiente
angular (tg ) da reta t, tangente ao grafico da funcao f(x) no ponto
P(x,, f(x,)).

A equagao da reta t pode ser assim representada: f(x) — f(x,) =
f’(x,) - (x = x,), ou, ainda, se f (x) =y, temos:

y —f(xg) = £(x)) - (x = %)
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Exemplo 1

Encontre a taxa de variagao instantanea para f(x) = 5x + 1 em

x = 3.

Resolucao:

Vamos lembrar que taxa de variacao instantanea é a derivada

e, assim, devemos encontrar o limite do quociente quando h tende

a zero. O que, em simbolos, implica em:

lim J&+h - () _

h—>0 h

lim [S(x+h)+1]-(Bx+1) _
h—0 h

lim S5x+5h+1-5x-1 _

h—0 h

lim 5% - lim5=5
hs0 h h—0

Portanto, a taxa de variacao instantianea em x = 3 é

igual a 5.
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Diante do exposto, dizemos que diferenciar f significa
encontrar a derivada de f. Assim, se existe f’(a),
dizemos que f é diferencidvel em x = a.
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CONDICOES DE EXISTENCIA
DA DERIVADA

Uma funcao é dita diferencidvel em x se existe o limite

%ing S+ —f (x) Para tanto, a derivada néao existe em trés
- h

situacOes. Basicamente, onde a tangente nao existe ou onde a
inclinacao da tangente é indefinida. Ou seja, aqui a sugestao é que

vocé pense na tangente e em sua inclinagao.

» Em uma descontinuidade — nenhuma tangente para

usar;

» Em uma ponta (em forma de V) — inclinacao
indefinida; e

» Em um ponto de inflexdo vertical — inclinagao
indefinida.

Assim, podemos dizer que se o grafico de uma fungao
continua possui uma tangente em um ponto onde sua concavidade
muda de sentido, entdo o ponto é denominado ponto de inflexao.
Quando a tangente é vertical, estamos nomeando este ponto de
ponto de inflexdo vertical.

Para entender melhor, veja a seguir a relacdo de conceitos que

separamos para vocé relembrar.
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P Limite: a altura (coordenada y) de uma funcao para
uma dada entrada (coordenada X); vocé as vezes nao
poderéd encontrar essa altura exatamente por causa
dos buracos, da assintota etc.; algumas vezes, vocé
ainda pode “aproximar” daquele valor, apesar dos
buracos.

P Taxa Média de Variacao: a inclinacido entre dois
pontos de uma secante — reta que intercepta a curva
em dois pontos.

P Taxa de Variacao Instantanea: a inclinacdo da
reta tangente na curva.

P Derivada: a inclinacdo da reta tangente a curva;
semelhante a taxa de variacdo instanténea.

E importante lembrarmos que precisamos do limite para
encontrarmos a derivada de uma funcao e que observar o grafico
também foi fundamental para nossa compreensao.

Entretanto, seria impraticavel depender do grafico para cada
derivada. E consumiria muito tempo usar a taxa de variacao
instantanea a todo momento. Precisamos aprender como encontrar
a inclinagado da reta tangente por outras técnicas legitimas.

Passemos as regras de diferenciacao, ou regras de
derivada.

Vamos deixar um pouco de pensar na representacdo grdfica
da derivada. Vamos chegar a isso por uma aproximacdo
diferente?
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REGRAS DE DERIVACAO

Caminho mais curto. Método mais simples. Regras que nos

atraem. Sao estes temas que trataremos nessa secao.

A REGRA DA Poténcia (x")

Para qualquer expoente constante n, temos que:

d _
_xn —n- xn 1
dx
Veja os exemplos, a seguir:
ixmo: 100 . x'®°~'=100x*
dx
ix’2 =2 .x21=2x3
dx
1 1 1
a » =ix7=lx7*1=l 2
dx dx 2 2

E se tivermos uma constante c? Como resolver?

Médulo 2
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Mais simples ainda. Para qualquer constante c, temos que:

ic=0
dx

Observe os dois exemplos, a seguir, para que vocé mesmo
veja o quanto é simples.

d
—7=0
> dx

d
—-31=0
> d.

X

Espere! Vamos pensar sobre essa regra da constante?

Cada uma das constantes seria representada graficamente
por uma reta horizontal, isto é, paralela ao eixo x.

Por exemplo, f(x) = 7, que é o mesmo que y = 7 e é
representada por uma reta paralela ao eixo x. Ou seja, todas as
retas horizontais (paralelas ao eixo x) nao tém inclinacéao, ou seja,
nestas a inclinagao é zero.

A derivada é a inclinacdo da reta tangente. Entdo, deveria ter

inclinacdo zero, também. Concorda?

ReGRA DO MULTIPLO — CONSTANTE

Para qualquer constante c, temos que:

e fol = £ )
X
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Compreenda melhor analisando os exemplos a seguir:

> 15x3=5.(3x2)= 15 x*
dx
d, 5\ — -5
b —3x*=3.-4x")= 12x
dx

d
—Tx= 7.1=17
>abc *

REGRA DA SOMA E DA DIFERENCA

Note que ambas as regras — soma e diferenga — se
assemelham muito:

di LA0) +g(0] = /() + £'(x)
X

> |00 g =00 g )

L) ¢ = @)~
X

J

Assim, podemos observar que calcular a derivada de uma
soma ou de uma diferengca de uma funcao é muito semelhante. A
atencao deve estar voltada para o sinal de soma ou diferenca.
Observe nos exemplos que seguem.

3

> y=x5—2x7+ 2x? > y'= 5x* = 3\x + 4x

b y=xXtSPox+3 o ;dZ=3x2+ 10x—1
X

> A (x*—x)) = > 3x2 5y

dx
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1 2
b 4 (5x-6xT+5)=> _]0x>-2x
dx

Agora, vamos dar um intervalo nas regras por alguns
instantes e entrar um pouquinho em dois outros itens bem simples:
P derivada no ponto; e

P uma aplicacido de derivada.

Avaliar ou encontrar o valor no ponto simplesmente
significam substituir e simplificar.

Primeiro encontramos a derivada e depois avaliamos a
funcao, isto é, encontramos o valor da funcao no ponto. Existem
diferentes notacbes para derivada no ponto (usando x = 2):

ro  fo

Suponha que uma empresa publica tenha calculado fungoes
representando sua receita (renda), seu custo, e seu lucro (da
producéo e venda) como representado abaixo:

P R(x) = Total receita da venda x unidades;
P C(x) = Total custo da producado x unidades; e

P L(x) = Total lucro x unidades.

O termo custo marginal significa o custo adicional da
producéao de uma unidade a mais. Isto é, essencialmente a funcéao
custo avaliada para uma unidade a mais que Xx.

Cix +1)-C(x)

Claro que, se dividissemos toda a expressado por 1, ndo mudaria

o resultado. Certo?

Ou seja, teriamos Cx+H-CH que parece ser familiar,
1

concorda?
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Exatamente, é o calculo da taxa de variacao média.
Semelhante ao quociente da diferenca. Semelhante a inclinagao.
Assim, temos que quanto mais unidades (x) produzidas,

menor se apresenta h = 1 se comparado com o x. E, h se aproxima
de zero.

lim C(x+ 1)*C(x)
h—0

Esta expressdo também parece familiar?

Acertou, representa a taxa instantanea de variacgao.
Semelhante a derivada. Semelhante a inclinacao da tangente.

Entéao, podemos afirmar que cada fungao na versao marginal
¢ a derivada da funcao original. Observe as representagoes a seguir.

Custo Marginal Cmg (x)=C (x)
Renda Marginal Rmg (x)=R’ (x)
Lucro Marginal Lmg (x)=L"(x)

Uma vez que compreendemos a necessidade de encontrarmos
a derivada, nos parece importante conhecermos os caminhos

mais curtos para se chegar até ela. Certo? Preparado?
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A ReGrA Do PrRODUTO

O produto das derivadas é igual a derivada da primeira
funcdo multiplicada pela segunda fungdo mais a primeira fungao
multiplicada pela derivada da segunda funcao.

4 [ f@). g@)] =f'(). g&) +/ (). £0)
dx
Nao entre em panico, vamos utilizar o truque da ajuda meméria.
Para compreender, considere a funcao p(x) = (x2 + x + 2)(3x - 1).
Perceba que esta é uma funcao expressa como produto de duas
v \rs1.o funcoes.
Usando o caminho mais curto para se chegar a derivada,

7

isto é, usando a férmula do produto para encontrar a derivada,
teremos:

PX)=(x2+x+2)B8x-1)+ (x2+x+2)-(3x-1)
(lembre da ajuda memoria!)
Px)=2x+1)-3x-1)+ (x2+x+2)-3
pP(x) =6x2-2x+3x-1+3x2+3x+ 6
pP(x)=9x2+4x + 5
Entretanto, poderiamos expandir p(x), ou seja, efetuar a
multiplicacao e chegando a funcdo expressa como:

p(x) = 3x3 + 2x2 +5x — 2. Desta forma, usando os caminhos para
derivar poténcia e soma de fungoes obteriamos, também, a derivada:

p(x) = 9x% + 4x + 5.
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A ReGRA DO QUOCIENTE

A derivada do numerador vezes o denominador menos o
numerador vezes a derivada do denominador, tudo divido pelo
denominador ao quadrado. Ou seja,

d [f(x)] _ @ g (). g™
dx | g(x) [g(0)]?

Calma! Novamente, vamos utilizar o truque da ajuda memoria:

Para uma melhor compreensao, considere a derivada da
3

¥+1
e o0 nosso truque (ajuda memoria) teremos:

funcao y = Agora, utilizando o caminho mais curto (regra)

[e-1) @D @r )@ -D). @@+ 1)
S <+ 1y
3R] - (- 1.3
(XS + 1)2

3x3 + 3x% — (3x° - 3x?)

(X3 + 1)2
3x3 + 3x% - 3x° + 3x?

(XS + 1)2

6x?
(X3 + 1)2

6x?

Portanto ¥ = (le)Z

Para entender melhor, acompanhe o raciocinio: Suponha que
a prefeitura tenha calculado funcbes representando sua receita
(renda), seu custo e seu lucro (da producao e venda) da producao
de sua gréfica como representado a seguir:
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R(x) = Total receita da venda x unidades;
C(x) = Total custo da producao x unidades; e

L(x) = Total lucro x unidades.

Partindo do pressuposto de que o custo médio (CM) é
encontrado dividindo o custo total C(x) pelo nimero de unidades x.
Temos que:

C()

CM (x) =

Deste modo, dizemos que a derivada da funcao custo médio
é denominada custo médio marginal, ou CMmg, e esta pode ser
representada da seguinte maneira:

C(x) ]

CMmg (x) = d [
dx

E que as derivadas semelhantes descrevem a renda média
marginal como RMmg(x) e o lucro médio marginal como LMmg(x).

Exemplo 2

Imagine que custa a editora da prefeitura R$ 12,00 para produzir
cada livro que sera utilizado para divulgar informacées do Posto de
Salde. Sabemos que existe um gasto fixo de R$ 1.500,00. Desta
forma, a funcao custo seria:

C(x) = 12x + 1.500, em que x é a quantidade de livros.

Queremos encontrar o custo médio CM, o custo médio marginal
CMmg e o custo médio marginal em x = 100 CMmg(100). Também
queremos interpretar o resultado obtido.

Resolucao:
Para resolver este exemplo, temos trés situacbes a serem
determinadas.
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Encontrar o custo médio CM, o CMmg e o CMmg em
x = 100.

P Vamos encontrar o CM para C(x) = 12x + 1.500.

+ 4
o= 1251500 _ 125 1.5004:
X 'X X

CM(x)=12 +1.500x!

P Vamos encontrar o CMmg do CM(x), ou seja, vamos
encontrar a funcao derivada.

CMmg(x)=_4_(12 +1.500x ")
dx

CMmg (x) =—1.500x2 =_=1300_
x2

P Vamos calcular o CMmg em x = 100. Para tanto basta
avaliarmos a funcao obtida anteriormente em x = 100.

~1.500
CMmg(100) =—————
(100)?
CMmg(100) = —12% — 15
10.000 ’

Feitos estes célculos, vamos interpretar o resultado obtido,
ou seja, CMmg em x = 100. Este resultado quer dizer que, quando
100 livros forem produzidos, o custo médio por livro é decrescente
(indicado pelo sinal negativo) de aproximadamente 15 centavos
por livro adicional produzido.

Apesar de o custo total aumentar quando se produz mais, o
custo médio por unidade decresce devido a economia de produgao

em massa.

Médulo 2

Unidade 5 — Derivada

187



Matematica para Administradores

188

Esperamos que tenha gostado e que tenha compreendido. Em
caso de duvida, lembre de que seu tutor terd o maior prazer

em lhe atender.

Agora vamos recordar alguns conhecimentos sobre funcao
composta, que é fundamental para compreendermos a proxima
regra de derivacao.

De uma maneira bem simples, poderiamos dizer que funcoes
compostas sao simplesmente fungdes de funcoes.

Uma fungao g(x) é colocada “dentro” de outra f(x). Isto é
expresso da seguinte maneira: f(g(x)). Observe a Figura 1:

ENTRADA _- .)

ENTRADAS -

Ld B
L. SADA _

Figura 1: Funcao g(x) entra em f(x)
Fonte: Elaborada pela autora
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Para entendermos melhor, vamos olhar alguns exemplos. Para
tanto, considere f(x) = x? e g(x) = 4 — x.

Diante desta condicao, calculando f(g(x)), temos que f(g(x))=
(g(x))?, o que resulta em f(g(x)) = (4 — x)2. (Basta substituir no lugar
de x de f a funcao g(x)). Agora vamos calcular g(f(x)). Entao, teremos
que g(f(x)) = 4 —1(x), o que resulta em g(f(x)) = 4 — x2.

Sente-se mais preparado para continuar nossos estudos? Entao,
vamos acrescentar mais duas regras — regra da cadeia e a regra

generalizada da poténcia — ao nosso arsenal de técnicas?

A ReGrA DA CADEIA

Para comecarmos, imagine que precisemos encontrar a
derivada da funcao f(g(x)) = (x2 - 5x + 1)1

Claro que nao vamos utilizar a regra da poténcia e multiplicar
10 vezes a base (x%2 — 5x + 1). Vamos utilizar a regra da cadeia.
Esta regra nos diz que para duas funcées diferenciaveis

A f(gx)=f(gkx) . £'(x)
dx

Logo, basta que reconhecamos as fungbes envolvidas.
Observe na sequéncia como é simples.

A fé como flx)=x" (). g A fungio g(x) é
onde x ¢ a fungdo g glx)=x*-5x+1

f(gk) = 10" = 5x + 1)’ g =2x-5
d (2—5c+1)"=10 (- 5x + 1)’ 2x—5) e % f(8() =f"(g(x)) . gx)

dx
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IMPORTANCIA DA DERIVADA

Poderemos nos valer de todas as informacbes que a derivada
nos oferece para esbocarmos a curva de uma funcao. Também
poderemos utilizar as informacées para trabalharmos com problemas
de otimizacao. Trabalhamos com otimizacao quando procuramos
encontrar o maior ou menor valor de uma funcao. Por exemplo:
maximizar o lucro ou minimizar o risco etc.

As informacdes que a derivada nos fornece para avaliar
seus aspectos graficos serdo de grande valia para o
trabalho com otimizacdo.

Para compreender melhor, imagine que uma empresa
publica, apés véarios estudos, concluia que o Lucro Bruto poderia ser
expresso pela funcdo LB = 0,1672x3 — 4,306x? + 35,635x — 93,646,
para uma producao entre x=4 e x=15 unidades. Ao longo da
experiéncia como administrador, o funcionéario percebeu que, a
medida que a produgao saia de 4 unidades e se aproximava de 7
unidades, os resultados iam melhorando, fazendo com que a
empresa saisse do prejuizo e comecasse a dar lucro.

No entanto, quando a producao continuava aumentando, a
partir de 7 unidades, e ia a direcao de 11 unidades, o resultado
voltava a piorar, chegando até a apresentar prejuizo novamente.
Somente a partir de 12 unidades ele percebia que a tendéncia de
melhora do resultado voltava a acontecer.
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Conhecida a expressao que representa o lucro bruto e
utilizando o que aprendemos sobre derivadas, podemos verificar se
o sentimento do proprietario com relacao aos resultados pode ser
confirmado pela anélise da primeira e da segunda derivadas da
fungao. Para isto, basta analisarmos a primeira e a sequnda derivadas.

Como assim?

Vamos pensar com calma. Temos a fungao lucro bruto.

LB = 0,1672x3 — 4,306x? + 35,635x — 93,646 4 <x<15

Serd verdade que nos intervalos descritos a seguir acontece

mesmo o que pressentia o funciondrio?

» [4, 7] = melhorando - saindo prejuizo e tendo lucro
P 17, 11[ = piorava — saia do lucro e apresentava prejuizo

P 112, 15] = melhorava o resultado

Para analisar melhor, imagine uma funcdo como uma
montanha-russa indo da esquerda para a direita. Na subida, teremos
inclinacao positiva (> 0), logo, uma funcao crescente.

/
7/

TN
&1
ZLTLT
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Ja na descida, com inclinagao negativa (< 0), teremos uma
funcao decrescente.

Note que a derivada de uma funcao nos da a inclinacao do
grafico. Para visualizar a situacao, volte a refletir sobre o exemplo
da montanha-russa.

Outro ponto importante de destacarmos diz respeito aos
nameros criticos de uma funcao. Estes dizem respeito as
localizagoes onde o valor da derivada é zero — inclinagao horizontal
para a tangente — ou indefinido - inclinacao indefinida para a
tangente, ou a derivada nao existe.

Sendo que se f° > 0 (positiva) em um intervalo, entao f é
crescente neste intervalo.

192
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E, se f < 0 (negativa) em um intervalo, entao f é decrescente
neste intervalo.

Vejamos a descricao a seguir.

Curva esta abaixo
da tangente

Curva esta acima
da tangente

]

Mas, como podemos usar o cdlculo para determinar a

concavidade?
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Entao, é ai que a segunda derivada entra em cena. A segunda
derivada — a derivada da derivada — nos fornece a taxa de variagao
da inclinacao. Em outras palavras, a segunda derivada mostra se a
inclinacao estad crescendo ou decrescendo.

Quando encontramos a segunda derivada, podemos usar as
seguintes relagdes para nos auxiliar na construcao do gréfico:

P f” > 0 (derivada segunda positiva) — inclinacao
aumentando — concavidade para cima

P f” = 0 (derivada segunda nula) — sem inclinacao —
ponto de inflexao

P {7 < 0 (derivada segunda negativa) — inclinacao
decrescente — concavidade para baixo

O teste da primeira derivada:

Se uma funcao f tem o ponto c como ponto critico,

Saiba mais  Ponto critico entdao em x = ¢ a funcao tem:

O ponto critico de uma fun-
¢do f é um valor de x do do-

minio de f em que acontece

P um méaximo relativo se f >0 um pouquinho antes de
c e f’<0 um pouquinho depois de ¢ (lembre da
montanha-russa); e

uma das situagdes: f(x) = 0
ou f(x) é indefinida. Fonte: P um minimo relativo se f <0 um pouquinho antes de ¢

Elaborado pela autora.
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e f >0 um pouquinho depois de c (pense na
montanha-russa).

O teste da segunda derivada:

Se x = ¢ é um ponto critico da funcao f na qual f’ esta
definida, entao a fungao tem:

P um minimo relativo se f’ (c) > 0O em x = c; e
P um maximo relativo se f” (c¢) < O em x = c.

Voltemos ao nosso caso e comecemos calculando a derivada
primeira da fungao LB.

LB = 0,1672x3 — 4,306x? + 35,635x — 93,646
LB = 3.0,1672x? - 2-4,306x + 35,635 -0
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LB = 0,5016x2 - 8,612x + 35,635

Igualemos a derivada primeira a zero e resolvamos a equacao
para achar os pontos criticos.

0,5016x2 — 8,612x + 35,635 = 0

_+8,612+% \74,166544 — 71,498064
1,0032

X = 6,9562 e x” = 10,2128

X

Como nao héa valores de x para os quais LB’ nao seja
definida, decorre que x=6,9562 e x = 10,2128 sao os Ginicos pontos
criticos.

Assim, os intervalos que devem ser testados sao:
14; 6,95[ ; 16,95; 10,21 e ]10,21; 15[

O Quadro 1 apresenta o resultado do teste desses trés
intervalos. Analise-o:

4<x<6,95 6,95 <x< 10,21 10,21 <x< 15

Valor (livre) x=5 x=8 x=13

Sinal de 5,115>0 -1,1586 <0 8,4494 >0

f'(x) f'(x) >0 f(x) <0 f(x) >0

Conclusao Crescente Decrescente Crescente

Sinal de —3,596) <0 -0,5864 <0 4,4296 >0

f7(x) f’(x) <0 f’(x) < 0 f’(x) >0

Conclusao Concavidade p/ | Concavidade p/ bai- | Concavidade p/
baixo cresce cada | xo decresce cada | cima cresce cada
vez mais devagar. | vez mais devagar. vez mais devagar.

Quadro 1: Resultado do teste dos intervalos previstos
Fonte: Elaborado pela autora

Assim, as observacbes do funcionario foram confirmadas
utilizando as derivadas primeira e segunda.
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LB = 0,5016x%-8,612x + 35,635 LB” =1,0032x - 8,612

Parax =5, LB = 5,115 LB” = -3,596
Parax = 8, LB = 14,8414 LB” = -0,5864
Para x = 13,LB’ = 8,4494 LB” = 4,4296

Ainda sobre o mesmo caso, poderiamos identificar o minimo
e maximo relativo no periodo considerado. Para isso deveremos
determinar os extremos relativos de uma funcao.

Vamos fazer o teste da derivada primeira?

Seja f uma funcdo continua e derivavel em intervalo (a, b),
exceto possivelmente em ¢ € (a, b):

P Se f’ passa de positiva para negativa em c, entao f(c) é
maximo relativo de f. Assim, o maximo relativo de f é

(6,25) = 2,1561.

P Se f’ passa de negativa para positiva em c, entao f(c) é

minimo relativo de f. Logo, o minimo relativo de f é

£(10,21) = -0,7314.

E ainda sobre o mesmo caso. Responda-nos qual é exatamente
o intervalo em que a contribuicdo marginal é negativa? Ou
seja, neste trecho um acréscimo na producdo significa uma

reducdo no resultado?

Lembremos que CM = derivada da funcéo lucro. Que neste
situacao foi negativa, ou seja, CM < 0.

Para compreender este resultado, vamos estudar os sinais
desta funcao e observar onde a fungao é negativa.
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LB = 0,5016x2 - 8,612x + 35,635
X’ = 6,9562 ou x” = 10,2128

Assim, o intervalo em que a contribuicao marginal é negativa
seria entre os valores 6,9562 e 10,2128.

Dando continuidade, podemos mostrar matematicamente os
trechos em que a funcéao lucro bruto é crescente e quando é
decrescente. Entéo, considerando que o lucro bruto esta definido no
intervalo de 4 a 15 unidades, e que os pontos criticos (onde f ‘(x) = 0)
sao:

x’ = 6,9562 (méaximo relativo) e x” = 10,2128 (minimo
relativo).

Podemos mostrar o crescimento e decrescimento da funcao
substituindo x na funcao lucro bruto. Vamos tomar valores
préoximos.

LB = 0,1672x3 — 4,306x? + 35,635x — 93,646

P No intervalo de 4 a 7

Para x = 4 LB = -9,3012
Parax = 6,95 LB = 2,1561
Para x = 7 LB = 2,1546

Funcéo crescente até seu maximo relativo.
Crescente [4; 6,95]

Observe que para x, < x, temos f(x,) < f(x,) (ou seja
se X cresce, y cresce).

» No intervalo de 6,95 a 10,21
Para x = 6,95 LB = 2,1561
Para x = 10,21 LB = -0,731
Funcao decrescente no intervalo de 6,95 a 10,21.

Observe que para x, < x, temos f(x,) > f(x,) (ou seja
se x cresce, y decresce).
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P No intervalo de 10,21 a 15
Para x = 10,21 LB = -0,731
Para x = 11 LB = -0,1438
Para x = 12 LB = 2,8316
Funcéo crescente no intervalo de 10,21 a 15.

Observe que para x, < x, temos f(x,) < f(x,) (ou seja
se X cresce, y cresce).

Com base na andlise conjunta da derivada primeira e da
derivada segunda da funcao, qual é a produ¢cdo minima para
garantir que a partir deste nimero os resultados tendem sempre

a melhorar, dentro do dominio analisado?

Pela andlise realizada podemos dizer que seria a partir do
minimo local 10,21. Observe o gréfico da funcao lucro bruto:
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Veja a seguir o grafico da funcao derivada
LB = 0,5016x2 — 8,612x + 35,635:

Agora, note o grafico da derivada segunda expressa por
LB” = 1,0032x - 8,612, mostrado a seguir:

Observe também um resumo da situacao no Quadro 2,
apresentado a seguir:

199
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1<r<635 | 695<x<1021 | 1021 <x<15

Valor (livre) x=5 x=8 x=13

Sinal de 5115>0 -1,1586 <0 8,4494 >0

’(x) f'(x) >0 f(x) <0 f(x) >0

Conclusao Crescente Decrescente Crescente

Sinal de (x) f"(6.95) <0 f '(10.2128) > 0

nos pontos criticos (- 1,6335402<0) (1,63348>0)

Conclusao Concavidade Concavidade
para baixo (pon- para cima (pon-
to maximo) to minimo)

Quadro 2: Resultado do dominio analisado
Fonte: Elaborado pela autora

Muitas vezes, necessitamos otimizar a funcao encontrando
seus valores maximos ou minimos. Vamos esclarecer o significado
de alguns termos utilizados:

P O valor méximo absoluto de uma funcédo é o maior
valor da funcao em seu dominio.

P O valor minimo absoluto de uma funcédo é o menor
valor da funcdo em seu dominio.

P O valor extremo absoluto de uma funcéo é o valor que
é ou max abs ou min abs da funcgao.

Outro aspecto importante que devemos estudar faz referéncia
ao intervalo fechado de uma funcao continua. Pois, uma funcao
continua f num dado intervalo [a, b] tem valores maximos e minimos
absolutos. Para encontra-los:

P busque os pontos criticos de f em [a, b]; e

P avalie f na abscissa do ponto critico e também nos
extremos do intervalo a e b; os valores maximo e
minimo s&o os maiores e menores valores encontrados.
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Note, que basicamente, para encontrarmos os valores
extremos da funcao, precisamos dos pontos criticos e dos extremos
do intervalo.

» Somente um ponto critico no intervalo? Entao,
precisamos encontra-lo e usar o teste da segunda
derivada para saber se f atinge neste valor um maximo
ou um minimo.

P O intervalo é fechado? Entao, avalie f em todos os
pontos criticos e extremos do intervalo; os valores
maximo e minimo sao os maiores e menores valores

encontrados.
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PonTos ExTREMOS RELATIVOS

Numa curva temos o ponto mais alto e o ponto mais baixo.
O ponto mais alto denominamos de ponto maximo relativo e o ponto
mais baixo de uma regiao de uma curva nomeamos de ponto
minimo relativo.

Concavidade é a ideia do grafico “entortar” para baixo (como
um franzido) ou “entortar” para cima (como um sorriso). Como
mostra a Figura 2:

Figura 2: Concavidade para cima e para baixo
Fonte: Elaborado pela autora

O momento dessas alteragoes de “para cima” para “para
baixo”, ou ainda, de “para baixo” para “para cima” chamamos de
ponto de inflexao. Observe na Figura 3.

Nenhuma inclinagéo

Nenhuma concavidade

Concavidade para
cima

Concavidade para
baixo

Figura 3: Situacao em que o ponto de inflexao acontece
Fonte: Elaborado pela autora
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E importante relembrarmos que nimeros criticos de uma
funcao sao as localizacbes onde o valor da derivada é zero
(inclinacao horizontal para a tangente) ou a derivada é indefinida
(inclinacao indefinida para a tangente ou a derivada nao existe).

Exemplo 3

Considerando que a plantacao de eucalipto da empresa que vocé
administra tem permissao para producao para t anos. Sabe-se que
o valor da madeira cresce proporcionalmente a raiz quadrada de t,
enquanto o custo de manutencao é proporcional a t. Queremos
encontrar o tempo necessario para que a producao atinja o seu

maximo.

Resolucao:

Com base nas informacoes, podemos construir a funcao, a
seguir, que descreve o valor da plantacao apds t anos onde a e b
sao constantes. Acompanhe:

V() = a\t — bt
milhdes de reais parat > 0

E, utilizando a funcédo a seguir, vamos encontrar quando a
funcao atinge seu maximo.
Parat > 0

V(1) = 96\t — 61

Lembre-se que

1
_ 2 1
W(t) = 9617 6t Nrie

-1
V() =48t -6

Agora, fazendo a derivada igual a zero, vamos encontrar o
valor de t:
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= 1 1
= 2_ —_— = g

0=48:—6 S =V f=64
;1

6 =48¢? NP
-1

il (i 2 = 8y

15

3 t

Como existe um unico ponto critico, vamos usar o teste da
segunda derivada:

48

V=" -6
-1

=48t* -6

-3

V(f) = -24¢t°

Vamos avaliar em t = 64:

;3
V(1) = -241°
_-24
\/73

24 -24
V(64) = =
¢4) 64} 512

Claramente percebemos que V”(64) é negativo. Logo, V(t)
tem um maximo em t = 64.

O valor da plantacao atinge o maximo em 64 anos. Qual serd

o valor nesta época?

Como a fungédo descrevia a quantia em milhoes de reais,
V(64) = 384 significa que a resposta é R$ 384.000,00!
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/ Complementando..... )

Divirta-se e aprofunde seus estudos passeando pelas leituras indicas a
seguir:
% Matemdtica bdsica para decisées administrativas — de Fernando Cesar

Marra e Silva e Maridngela Abrao.

% Derivadas - para saber mais consulte o site <http://
pessoal.sercomtel.com.br/matematica/superior/calculo/derivada/
derivadal.htm>.

‘( Célculo de méaximo e minimo — busque mais informacées consultando
o site <http://pessoal.sercomtel.com.br/matematica/superior/maxmin/
mmO1.htm>.

L Teste da primeira derivada — para saber mais, consulte <http://
pessoal.sercomtel.com.br/matematica/superior/maxmin/mm02.htm>.

L Teste da primeira derivada — explore mais sobre o tema no site <http:/

/pessoal.sercomtel.com.br/matematica/superior/maxmin/mm03.htm>.J

\
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Atividades de aprendizagem

Encontre a derivada das fungdes abaixo:
a) f(x) = (3x + 1)

b) f(x) = v/13x* —5x+8

2

C) f(X) = m
2

d) f(x) = 3;‘_1

. Resolva o problema abaixo utilizando seus conhecimentos de

maximos e minimos e também de derivada.

Imagine que um setor da prefeitura de sua cidade cuida de um
pomar para suprir as necessidades de magas das escolas munici-
pais da regido. Sabe-se que ha 50 arvores (macieira) no pomar e
gue cada macieira produz 800 macas. Os agréonomos informaram
gue para cada arvore adicional plantada no pomar, a producdo

por arvore diminuird em 10 frutas.

Encontre a quantidade de arvores (macieiras) que devem ser acres-
cidas (plantadas) no pomar de modo a maximizar a producdo de

magas.

. Funcionarios da fabrica do estado, se reuniram para angariar fun-

dos para organizar a escola que atendera os jovens e adultos da
regido. Para tanto, se propuseram a vender artigos bordados, pro-
duzidos por voluntarios (na maioria esposas dos funciondrios).
Sabe-se que o lucro resultante da venda de x unidades de um
artigo é dado por P(x) = 0,0002x3 + 10 x.

Encontre o lucro marginal para uma produc¢do de 50 unidades.
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Resumindo

Nesta Unidade, esforgos foram destinados a captar sua
atencdo e sensibiliza-lo para a compreensdo do conceito de
derivada. Exemplos ilustraram a ideia de derivada e sua apli-
cacdo. As regras de derivacdo foram apresentadas como um
caminho mais curto de se chegar a derivada de uma funcgao
sem fazer uso de limite da taxa de variacdo da func¢do. Pro-
blemas de otimizacdo ilustraram a aplicabilidade do concei-

to de derivada.

Médulo 2

Unidade 5 — Derivada

207



Matematica para Administradores

Respostas das
Atividades de aprendizagem

1. a) 6(3x+1)
26x—-5
b) 2413x% —5x+8
-2
) Gan?
x(3x-2)
(Bx-1)?

2. Com mais 15 arvores plantadas a producédo atingira o seu

maximo que é 42 250.

3. R$ 11, 50 por unidade

208

Bacharelado em Administragdo Publica



CONSIDERACOES FINAIS

Bem, vamos ficar por aqui.

Claro que seria interessante continuarmos pelos caminhos
mais profundos de Calculo, mas terd de ficar para outra
oportunidade.

Recomendamos, entretanto, que visitem as paginas do livro
“Matematica Bésica para Decisdes Administrativas”, que trata sobre
o temas integrais. Em uma maneira bem simples poderiamos pensar
que a integral de uma funcao desfaz o que a derivada fez. Ficou
curioso? Anime-se e mergulhe nas paginas do livro.

Desejamos a todos muito sucesso nos estudos e no trabalho!

Médulo 2

Consideragdes Finais
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