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Uma introducao histérica

Apresentar alguns problemas classicos que
motivaram as estruturas algébricas modernas.

Ao final desta aula, vocé devera ser capaz de:

e |dentificar as raizes histdricas de problemas que propiciaram
grande desenvolvimento no campo da Algebra.

e Descrever problemas da Geometria que sdo traduzidos para
problemas da Algebra.
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BREVE HISTORICO

Sabemos que a maior contribui¢io dos matematicos gregos da
Antigiiidade foi o desenvolvimento do método axiomadtico, segundo
o qual toda teoria matemdtica é desenvolvida com base em objetos
primitivos, defini¢cdes, postulados, teoremas e dedugao logica. E é claro
que o grande exemplo desenvolvido por eles de uma teoria matematica,
segundo o método axiomadtico, foi a geometria euclidiana. O espaco, os
pontos, as retas e 0s planos sdo exemplos de objetos primitivos, para
os quais ndo temos uma defini¢do, e, portanto, s6 contamos com nossa
intui¢ao para dar um sentido a eles. Os postulados, ou axiomas, sdo as
propriedades fundamentais que os objetos primitivos devem satisfazer.
Os postulados ndo sdo justificados, e, hoje, as principais restrigdes feitas
sobre um sistema de postulados exigem que sejam independentes, isto
é, nenhum deles deve ser deduzido a partir dos demais, e que sejam
consistentes, ou seja, que eles nao levem a uma contradi¢io matematica.
Por exemplo, na geometria euclidiana, o postulado mais conhecido é o
Postulado de Euclides, que afirma que dados uma reta e um ponto fora
dela, existe uma unica reta que passa por este ponto e € paralela a reta
dada. No desenvolvimento da teoria, cada novo conceito é estabelecido
por meio de uma defini¢do. Na geometria euclidiana, por exemplo, duas
retas sao definidas como perpendiculares quando elas se cortam formando
um angulo reto. Os teoremas sdo todas as propriedades que os objetos
da teoria venham a satisfazer. Cada teorema deve ser acompanhado por
uma demonstracdo, que é uma justificativa da validade desta propriedade,
utilizando apenas os conhecimentos obtidos anteriormente e um método
de deducio logica. Na geometria euclidiana, o teorema mais conhecido
€ o Teorema de Pitdgoras, que afirma que em todo triangulo retangulo,
o quadrado da hipotenusa é igual a2 soma dos quadrados dos catetos.
Tudo isto foi sistematizado nas obras Os Elementos de Euclides (cerca
de 300 a.C.).



Um dos grandes interesses dos matematicos gregos foi o problema
da constru¢io de figuras geométricas utilizando régua e compasso. Por
régua, entendemos um instrumento capaz apenas de tragar uma reta
por dois pontos dados. As réguas dos gedmetras gregos ndo tinham
um sistema de marcacdes que possibilitasse medir o comprimento de um
segmento de reta. E, assim, eles foram capazes de realizar um grande
numero de construgdes geométricas, como a divisao de um segmento em
duas partes iguais, a construc¢ao da bissetriz de um angulo, a construcao
de uma reta perpendicular a uma reta dada e até a construgio de um
pentdgono regular. No entanto, eles ndo foram capazes de resolver
alguns problemas de construcdao aparentemente simples. Alguns destes
problemas, por incrivel que pareca, s6 foram resolvidos dois mil anos
depois, no século XIX, e foram, em grande parte, responsaveis pelo
surgimento das estruturas algébricas que s3o o objeto dos nossos estudos
neste curso. Vamos apresentar trés destes importantes problemas.
O primeiro é o problema da duplicacio do cubo, ou seja, construir um
cubo cujo volume seja o dobro do volume de um cubo dado. O segundo é
o problema da triseccdo de um dngulo, que consiste em dividir um angulo
dado em trés partes iguais. O terceiro é o problema da quadratura do
circulo, que consiste em construir um quadrado cuja drea seja igual a
area de um circulo dado.

Somente no século XIX, a matematica se desenvolveu o suficiente
para que os matemdticos pudessem, finalmente, concluir que estes trés
problemas cldssicos sio impossiveis, ou seja, estas trés construcoes
ndo podem, em geral, ser realizadas utilizando-se apenas instrumentos
como a régua e o compasso. Para que isto pudesse acontecer, foi preciso
desenvolver uma linguagem algébrica na qual estes problemas geométricos
pudessem ser naturalmente traduzidos. Cada um deles foi transformado
num problema equivalente na teoria de equag¢des polinomiais, e foi a
questio da resolucao de equacdes polinomiais que levou os matematicos a
desenvolver as estruturas algébricas de grupos e anéis. E interessante notar
que estes problemas geométricos foram resolvidos usando-se os novos
métodos da algebra, desenvolvidos em grande parte pelas idéias geniais de
matematicos como N. Abel (1802-1829) e E. Galois (1812-1832), e nao
por métodos geométricos. Isto vem ressaltar o papel central que a dlgebra

exerce dentro do conhecimento matematico.

CEDERJ

9

AULA H



Algebra I | Uma introducéo histérica

O PROBLEMA DA DUPLICACAO DO CUBO

Vamos traduzir os dois primeiros problemas para a linguagem
algébrica das equacdes polinomiais. Um nimero d é construtivel quando
ele é o comprimento de um segmento de reta construtivel por régua e
compasso, a partir de um segmento de reta unitdrio. Para o problema
da duplicacdo do cubo, dado um cubo de volume unitario, queremos
construir a aresta x de um cubo de volume 2, isto é, queremos resolver
a equacdao x° = 2. Em particular, queremos mostrar que a solucdo desta

equacido, x =\ 2, é um niimero construtivel.

O PROBLEMA DA TRISECCAO DO ANGULO

Para o problema da trisec¢io do angulo, queremos construir
o angulo O a partir de um angulo dado 39. Agora, a construgdo do
angulo 9 é equivalente a constru¢io de cos@, como sugere a Figura 1.1,
considerando a reta perpendicular a um dos lados do dngulo 6 no

circulo unitario.

1 Figura 1.1: A construcdo de cosf a partir do angulo 6.

cosf

Assim, a trisec¢ao do angulo é equivalente a construgiao de

cos6 a partir de cos 30.

ATIVIDADES
1. Exercite sua trigonometria demonstrando a identidade: cos 36 = 4cos’ 6 — 3cos6.
Portanto, considerando x = cosf e ¢ = cos 30, a identidade anterior é equivalente

a equacao polinomial: ,
4x” - 3x =c.

Para o caso particular da triseccao do angulo de 60°, temos ¢ =cos60° =1/2,
o que nos da 3 1
q 4x° —3x=—,

ou, multiplicando a equacio por 2, obtemos: 8x° —6x =1.

10 CEDERJ



CONCLUSAO

Como vocé pode ver, muitos problemas geométricos sdo
traduzidos naturalmente para problemas envolvendo solucdes de
equagdes polinomiais, o que jd justifica plenamente a importancia
de uma teoria de equagdes polinomiais. E é uma compreensdo profunda
dessa teoria que d4 origem as idéias fundamentais da dlgebra moderna,

como veremos na proxima aula.

CEDERJ
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Faremos uma pequena observacdo sobre o problema da quadratura
do circulo. Esse problema é equivalente a mostrar que o numero T é
construtivel. Mas este ndo é um problema da Algebra, e sim da Analise.
Foi 0o matemdtico F. Lindemann, no século XIX, que provou que o
nimero T nao é solu¢ao de nenhuma equacio polinomial de coeficientes

inteiros e que, conseqiientemente, ndo € construtivel.

RESUMO

Alguns problemas geométricos surgidos na Antiglidade se transformam
naturalmente em problemas sobre equacdes polinomiais. Na préxima aula,

continuaremos a estudar problemas classicos envolvendo equacdes polinomiais.

ATIVIDADES FINAIS

1

~ , . 1
1. Mostre que a equacdo z*+z’+2° +2+1=0 éequivalentea 2z +z+1+—+—=0.
2 <

1 1
2. Mostre que a equacao 2 +z+1+;+z—2=0 é equivalente a equacao

quadratica ;2 4;—_1=0 navariavel t =z +1,
z

12 CEDERJ



RESPOSTAS

Atividade 1

AULA H

Utilizando as formulas bem conhecidas:

cos(a+b)=cosacosb—sena senb,

2 2
cos260 =cos“ 0 —sen 0 e

sen20 = 2sen0 cos0,

obtemos cos(36) =cos(20 +0)
= c0s26 cosO — sen20 sen26

= (cos2 0 - sen29)0059 —2senf cosO senf
= (cos2 60— (1 —cos’ 9))cost9 — 2cosH (1 —cos” 9)

=4cos’ 0 — 3cosh.

Atividade 2

Vocé pode aplicar indug¢do e o passo indutivo é dado por:

Atividade Final 1

E s6 dividir por Z2.

Atividade Final 2

Il
I
/)
I
+

|
~—
|
Do
——
+
A/
S}
+
2| =
N——
+
—_
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1

~ 1
Portanto, a equacdo: 2> +z+1 +—+—5=0
2 z

se transformaem: > +t—1=0.

14 CEDERJ



As primeiras equacoes
polinomiais

Apresentar alguns problemas classicos que
motivaram as estruturas algébricas modernas.

Ao final desta aula, vocé devera ser capaz de:

e |dentificar as raizes historicas de problemas que propiciaram grande
desenvolvimento no campo da Algebra.

e Descrever o processo de solucao de equacdes polinomiais de segundo
e terceiro graus.
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Dando continuidade aos problemas expostos na primeira aula, vamos descrever
a solucado das equacdes polinomiais de segundo e terceiro graus, ou seja, das
equacdes quadraticas e clbicas. Esses problemas fazem parte de uma discussao

que motivou um grande desenvolvimento da Algebra.

A EQUACAO QUADRATICA
A equagao quadratica geral pode ser dada por

ax® +bx+c=0,

com coeficientes a,b,ce R e a#0. A idéia geral é obter as solu-
¢oes dessa equagdo em funcdo dos coeficientes e das operacdes mais
simples. Na busca destas solucoes, uma técnica importante é a aplicagdo
de mudancas de variavel, ou substitui¢cdes, de modo que a equagao original
seja transformada numa equagao bem mais simples e, portanto, mais facil

de ser resolvida.

Dividindo esta equacdo quadratica geral por a, obtemos

x2+éx+£=0. (1.1)
a a

Completando o quadrado dos termos em x, temos

, b ( b)z b’
XT+—x=[{x+—| —
a

2a 4_422’

e substituindo na equagio 1.1, ficamos com

2 2
(X‘Fﬁ) _b_+£:(),

2a 4a*  a



. b
Fazendo a mudanca de varidavel t=x +2—, a equacdo 1.2 se
a
2 bZ - 4616
t :—2.
4a

transforma em

Observe que esta nova equagao é quadratica em £, mas nao possui
um termo de primeiro grau na nova varidvel. Portanto, aplicando a
substitui¢ao t =x + 55’ obtivemos uma nova equacao mais simples que

a
a original. E ela é facilmente resolvida em ¢, apresentando as solugdes

Vb* —4ac

2a

t==

. b
Substituindo de volta ¢t =x+ 2—, obtemos
a

b Vb* —4ac
xt— = T
2a 2a

e, finalmente, as solucoes

(1.3)

Observe que esta formula para a solucdo da equacao quadratica
é dada em funcdo dos coeficientes a, b e ¢ utilizando os operadores
aritméticos +, —, X, +, e o operador raiz quadrada \/— A solugao da
equagao quadratica surgiu pela primeira vez com o renomado matematico

muculmano Al-Khwarizmi no século IX.

A EQUACAO CUBICA

Com um pouco mais de trabalho, podemos obter uma férmula

semelhante para a equagio cubica. A equagdo cibica geral é dada por

ax3+bx2+cx+d:0, (1.4)

com coeficientes a,b,c,d € R e a #0. Lembre que a idéia é aplicar mu-
dangas de varidveis de modo a simplificar cada vez mais a equacgio.

na

Para isso, comecamos substituindo ¢ = x + 32 ouseja, x=7¢+—,
a

a
equagao 1.4.

AULA ﬁ

CEDERJ 17
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ATIVIDADE
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é a solucdo da equacdo cubica geral ax’ +bx* +cx+d =0. Observe,
mais uma vez, que esta féormula é dada em funcao dos coeficientes a, b,
c e d utilizando os operadores aritméticos +, —, X, + e os operadores raiz

quadrada \/—e raiz cibica 3\/—.A solu¢cdo da equacdo cubica foi obtida
pela primeira vez pelo matematico italiano del Ferro no século XVI. Ainda
no século XVI, o matematico francés Viéte descobriu que o problema
da triseccdo do angulo, visto na Aula 1, é equivalente a uma equacao
cubica.

A equacao geral de quarto grau é dada por
3 3 2 _
a,x’ +ax’ +a,x” +ax+a,=0,

de coeficientes 2, € R,i=0,1,2,3,4 e a, #0.Esta equacao também
pode ser resolvida em funcdo dos coeficientes ai utilizando apenas os
operadores aritméticos +, —, x, + e o operador raiz quadrada’\ . Sua solucdo
foi obtida pela primeira vez pelo matematico italiano Ferrari, também do
século XVI.

O problema geral que se colocava, entdo, era o de resolver a equacao
polinomial de grau n,

n n-1 —
ax"+a, x" +..+tax+a,=0

em funcdo dos coeficientes a, € R,1=0,1,2,...,n(a, #0), utilizando
apenas os_operadores aritméticos +, —, X, ~ e os operadores de
raiz’'V, s\, ..., "\ . Dizemos, quando isso é possivel, que a equacdo
é soluvel por radicais. Apos a solucdo por radicais das equacdes de
terceiro e quarto graus, no século XVI, um grande objetivo da Algebra
passou a ser a solugdo por radicais da equacdo geral de quinto grau.
Devido a grande dificuldade desse problema, os matematicos comecaram a
pensar na impossibilidade de tal solu¢do. Somente no século XIX o matematico
noruegués Abel e o matematico francés Galois conseguiram provar tal fato.
Foi deste empreendimento que surgiram os conceitos de grupo, anel, corpo
e dimensao, que possibilitaram controlar muitos aspectos de um processo
de célculo sem a necessidade de fato de efetuar estes calculos.

CEDERJ
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CONCLUSAO

A tentativa de resolver estes problemas classicos, envolvendo
equacdes polinomiais, motivou o surgimento das estruturas algébricas
de anel, corpo e grupo. Pelo estudo das equagdes quadratica e ctbica e
pelo que vocé desenvolveu nas atividades, vocé ja deve ter notado como
o trabalho com equag¢des polinomiais envolve tantos cdlculos algébricos.
E importante que vocé se habitue com esse traquejo algébrico e até venha
a aprecia-lo. Ele permeia todo o estudo da Algebra.

A préxima atividade vai auxilid-lo a praticar mais alguns

calculos algébricos.

ATIVIDADE FINAL

. _ b
Mostre que a mudanca de variavel = x+4_a’ ou x= t—4—, transforma a
a
equacao geral de quarto grau gx* + bx’ + cx* + dx + e =0 na equacao de quarto
grau 4+ pt2 +gt+7=0, sem o termo cubico, isto & sem o termo em t3. Calcule

os coeficientes p, g e r em funcdo dos coeficientes a, b, ¢, d e e.

20 CEDERJ



RESPOSTAS

AULA ﬁ

Atividade 1

3
~ 3 A P .
Para desenvolver a expressdox™ = (t - 3—) » vocé podera usar o produto notavel
a

(a-b) =a’ —3a*b+3ab® -1’

Observe que os termos quadraticos em t vao se cancelar.
Vocé deverd chegar as seguintes expressoes:
b« 20 be d
p=-7-—eq=-

3a> a 274° ﬁ_}

Atividade Final

4
Para desenvolver a expressaox” = (t - 4—4) , vocé podera usar o produto notéavel
(a-b)' =a" —4a°b +6a°b* —4ab® = b*.

Observe que os termos clbicos em t irdo se cancelar.

Vocé deverd chegar as seguintes expressoes:

3 ¢ b d 3b* b’c  bd e

=+ g=——+—er=———t—————+—.
p 8b* aq 84° a 256a* 164’ 4a* a

N&o se assuste com a contabilidade dos coeficientes!

CEDERJ 21






Teoria dos anéis — 12 parte

Descrever a estrutura algébrica
de anel como uma generalizacao
de determinadas propriedades
dos nlimeros inteiros.

Ao final desta aula, vocé devera ser capaz de:
e |dentificar as propriedades que caracterizam um anel.
e Apresentar exemplos de anéis.

e Aplicar os axiomas de anel para justificar a unicidade de alguns
de seus elementos.

S
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Vocé precisara das propriedades do anel
dos inteiros modulo n.
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Nesta aula, vamos dar inicio ao estudo formal da estrutura algébrica chamada
anel. Vamos fazer isto revendo algumas propriedades ja bem conhecidas
dos nuimeros inteiros, que serdo generalizadas para muitas outras situacoes.

Aproveite!

NOSSO PRIMEIRO ANEL

Vocé sabe que o conjunto dos nimeros inteiros

Z=1{.,-3,-2,-1,0,1,2,3,...}

¢ munido de duas operag¢oes, a adi¢do (+) e a multiplicaciao (), que
satisfazem determinadas propriedades. Queremos ressaltar as seguintes
propriedades satisfeitas por estas operacdes. Se a,b,c,€Z, temos:

Z1. A operagio de adi¢do é associativa: (a+b)+c = a+(b+c).

Z2. A operacio de adi¢io é comutativa: a+b = b+a.

Z3. A operagio de adi¢cdo tem um elemento neutro, o nimero 0:

a+0 = 0+a = a.

Z4. Todo nimero inteiro possui um simétrico: para todo inteiro a, existe

outro inteiro —a, o elemento oposto de a, tal que a+(-a)=(-a)+a = 0.

Z.5. A operacio de multiplicacdo é associativa: (a-b)-c = a-(b-c).

Z76. A operacgio de multiplicagiao é comutativa: a-b = b-a.

Z7. A operagdo de multiplicagdo tem um elemento neutro, o nimero

1:a-1=1-a = a.

Z.8. As operacoes de multiplicagdo e adicdo satisfazem as leis distributivas:

a-(b+c)= a-b+a-c e (b+c)-a = b-a+c-a.

Acontece que estas propriedades sio comuns a muitos outros
conjuntos munidos de duas operacdes. Sendo assim, podemos nos abstrair
dos casos particulares e tratar de uma estrutura algébrica geral, neste

caso, chamada anel.



OS AXIOMAS QUE TODO ANEL TEM DE SATISFAZER

AULA E

Definicao 1

Um anel (comutativo) é um conjunto nao-vazio A, munido de duas
operacdes bindrias, + e -, chamadas de uma adicdo e uma multiplicacdo,

respectivamente, que satisfazem os seguintes axiomas (a,b,c € A):
A1. A operacio de adicdo é associativa: (a+b)+c = a+(b+c).
A2. A operacio de adi¢do é comutativa: a+b = b+a.

A3. A operagdo de adi¢do tem um elemento neutro: existe um elemento

0 € A, tal que a+0 = O+a = a.

A4. Todo elemento de A possui um simétrico: para todo a € A, existe

um a’ € A, tal que, a+a’'=a'+a = 0.
AS. A operacdo de multiplicagio é associativa: (a-b)-c = a-(b-c).
A6. A operacdo de multiplicagio é comutativa: a-b = b-a.

A7. A opera¢ao de multiplicagdo tem um elemento neutro: existe um

elemento e € A, e # 0, tal que a-e = e-a = a.

A8. As operacoes de multiplicacdo e adigio satisfazem as leis distributivas:

a-(b+c)= a-b+a-c e (b+c)-a= b-a+c-a.

Observagoes:

1. Observe que, ao exigir que + e - sejam operagdes bindrias em A, ja
estamos exigindo que elas sejam fechadas em A, isto é, dados a,b € A,
entio a+b € Aeab € A. O elemento a+b é chamado de soma (dea e

b), e o elemento a-b é chamado de produto (de a e b).

2. Quando apenas o axioma A6 ndo for satisfeito, ou seja, quando
a multiplica¢do ndo é comutativa, dizemos tratar-se de um anel nao-
comutativo. Em algumas situagdes, é conveniente tratar de estruturas,
deste tipo. Mas, neste curso, trataremos apenas dos anéis comutativos.
Por termos incluido o axioma A7, que trata do elemento neutro da
multiplicagdo, alguns autores costumam chamar este anel de anel

comutativo com unidade.

CEDERJ 25
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3. Devido a comutatividade das duas operacoes, os axiomas A3, A4, A7

e A8 poderiam conter apenas as seguintes igualdades:

A3:a+0 =a
A4:a+a'=0
A7:ae=a

A8: a-(b+c)= a-b+a-c

As igualdades restantes:

O+a=a;a'+a=0;ea=ae (b+c)a=ba+ca,

seguem como conseqiiéncias dos axiomas de comutatividade A2 e A6.

4. O elemento neutro da adi¢io é tnico: se 0’ € A, é tal que a+0'=0'+a =a,

entao:

0'= 0+0"= 0.

Vamos justificar estas igualdades usando os axiomas de anel. Temos:
0'= 0+0’ pelo axioma A3 para o elemento 0;
0+0'= 0 pelo axioma A3 para o elemento 0;

O elemento neutro da adi¢do é chamado de zero de A.

5. O elemento simétrico é tnico: dado a € A, sejaa” € A, tal que a+a”

=a"+a =0, entdo

a'=0+4d"= (a'+a)+a"= a'+(a+d") =a'+0 = a'.

Como o elemento simétrico é inico, podemos ter uma notacao especial
para ele. Assim, denotamos por —a o elemento simétrico de a, denotamos

por a—b a soma a+(—b) e chamamos esta operacdo (-) de subtracio.

O elemento a—b é chamado de diferenca de a e b.
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6. O elemento neutro da multiplicagdo é tnico: se ¢ € A ¢é tal que

a-¢'=¢e'-a = a, entdo

AULA E

e'=ee'=e.
O elemento neutro da multiplicagdo é, muitas vezes, denotado

por 1, ou, simplesmente, por 1.

7.Denotamos um anel por (A, +, -). Quando as operacdes estiverem claras

no contexto, entao denotaremos o anel simplesmente por A.

ATIVIDADES

1. Justifique as igualdades apresentadas na observacéo 5 usando os axiomas
de anel, assim como fizemos na observacao 4.

2. Justifique as igualdades apresentadas na observacéo 6 usando os axiomas
de anel, assim como fizemos na observacao 4.

MUITOS EXEMPLOS DE ANEIS

Vamos agora estudar alguns exemplos de anéis.

Exemplo 1
Seja A=Z, com as operacdes usuais de adicdo e multiplicagio.

Entio, como foi visto no inicio da aula, (Z, +, ) é um anel.

Exemplo 2

Seja A= Q, com as operagdes de adi¢ao e multiplicacdo de fracoes.
Neste caso, (Q, +, -) € um anel, ja que os numeros racionais satisfazem
aquelas mesmas propriedades iniciais dos nimeros inteiros.
Exemplo 3

Seja A= R, com as operacoes de adi¢ao e multiplicagdo de nimeros
reais. Neste caso, (R, +, -) € um anel, ja que os nimeros reais também

satisfazem as mesmas propriedades iniciais dos numeros inteiros.
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Exemplo 4

Seja A= C, o conjunto dos numeros complexos, com as operagdes
de adigdo e multiplicagdo de ntimeros complexos. Neste caso, (C, +, *)
¢ um anel, ja que os nimeros complexos também satisfazem as mesmas

propriedades iniciais dos ndmeros inteiros.

Exemplo 5

Seja # um inteiro positivo e A= Z o conjunto das classes de
congruéncia modulo 7. Com as operagdes de adicdo e multiplicacdo
de classes de congruéncia, vistas no curso de Algebra I, segue que (Z,+,")
é um anel. Reveja a Aula 11 do seu curso de Algebra I. O elemento neutro
da adi¢ao é dado pela classe de congruéncia 0, e o elemento neutro da
multiplicagio é a classe de congruéncia 1. O elemento oposto da classe

de congruéncia a é dado pela classe de congruéncia (-a).

Exemplo 6
Seja A o conjunto de todas as fungdes f: R—>R. Dadas f, g € A,

definimos a soma f+g e o produto f-g por:

(f+8)(x) = f(x)+g(x)
(f-g)(x) = f(x)-g(x), x € R.

Por exemplo, se f(x) = x e g(x) = 3x2, entdo (f+g)(x) = x+3x?
e (f-g)(x) = 3x% Com isso, definimos uma adi¢do e uma multiplicacio

em A.

ATIVIDADE

3. Verifique que (A, +, -), apresentado no exemplo 6, € um anel em que
o elemento neutro da adicdo é a fun¢ao identicamente nula, 7(x) = 0,
e o elemento neutro da multiplicacdo é a funcdo constante igual a 1,
e(x) =1.




Exemplo 7

Seja N={0,1,2,3,...} o conjunto dos inteiros nao-negativos

AULA E

(os numeros naturais). Entdo, com as operagdes usuais de adi¢io e
multiplicagdo, (N, +, -) ndo é um anel, pois ja ndo satisfaz o axioma
AS. Por exemplo, o nimero 2 € N ndo tem simétrico em N, isto é, ndo

existe natural » tal que 2+7 = 0.

Exemplo 8
Sejam (A, +, -) e (B, +, -) dois anéis e A x B o produto cartesiano
dos conjuntos A e B. Em A x B, definimos as operacdes de adigdo e

multiplicagio por:

(a,b)+(a',b")= (a+a',b+b')
(a-b)-(a',b')= (a-a',b:b").

ATIVIDADE

4. Verifique que (A x B, +, -) é um anel, chamado soma direta de A e
B e denotado por A x B ou A ® B. Determine quem s&o os elementos
neutros da adicao e da multiplicacdo e o elemento simétrico.

RESUMO

Os axiomas A1 a A8 caracterizam os anéis, a primeira das estruturas algébricas
que estudaremos neste curso. Nas observagdes que seguem os axiomas de anel,
jé héa algumas consequéncias simples, porém importantes, destes axiomas, como

a unicidade dos elementos neutros e a unicidade do elemento simétrico.
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RESPOSTAS

Atividade 1

a"= 0+4" pelo axioma A3;
"_ " - r
0+a"= (a'+a)+a" pelo axioma A4 para o elemento 4’;
' "n_ " H .
(@'+a)+a"= a'+(a+a") pelo axioma A1;
a'+(a+a")= a'+0 pelo axioma A4 para o elemento a”;

a'+0 = a’ pelo axioma A3.

Atividade 2
e'= e-e' pelo axioma A7 para o elemento ¢;

e-e'= e pelo axioma A7 para o elemento ¢'.

Atividade 3

Basta vocé verificar que todos os axiomas de anel sao satisfeitos.

Atividade 4

O elemento neutro da adicdo € (0,, 0,), o elemento neutro da multiplicagdo &
(1,,1,)eoelementosimétrico de (a, b) é (-a,-b). Agora, basta vocé verificar que

todos os axiomas de anel sdo satisfeitos.
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Meta da aula

Apresentar algumas propriedades operatdrias basicas
dos anéis e descrever tipos especiais de anéis,
chamados dominios de integridade e corpos.

Ao final desta aula, vocé devera ser capaz de:
e Conhecer algumas propriedades operatérias dos anéis.

e Compreender comportamentos diferentes de elementos de um anel quanto
a operacao de multiplicacdo.

e Aprender as estruturas algébricas de dominio de integridade e corpos.

e Analisar exemplos de dominios de integridade e corpos.

Pré-requisito

Vocé precisara das propriedades do anel

dos inteiros modulo 7,

e dos conhecimentos de anéis desenvolvidos
na aula anterior.
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INTRODUCAO Vamos iniciar esta aula vendo algumas propriedades caracteristicas do anel dos
numeros inteiros, que tornam os calculos muito mais faceis. Em seguida, vamos

expandir o conceito de anel e obter duas novas estruturas algébricas.

PROPOSICAO 1

Considere A um anel e a, b € A. Entao:
1.4.0=0.a=0.

2.a.(=b) = (-a).b =—(a.b).

3.—(-a) = a.

4. (-a).(-b) = a.b.

Demonstracao

1. Vocé precisard ter em maos os axiomas de anel apresentados

na Aula 3. Veja que:

a.0 = a.0 + 0 pelo axioma A3;

a.0 + 0 =a.0 + (a.0 + (—(a.0))) pelo axioma A4;

a.0 + [a.0 + (—(a.0))] = [a.0 + a.0] + (—(a.0)) pelo axioma AT;
[a.0 + a.0] + (—(a.0)) = a. [0 + 0] + (—(a.0)) pelo axioma AS;
a.[0 + 0] + (=(a.0)) = a.0 + (—(a.0)) pelo axioma A3;

a.0 + (—(a.0)) = 0 pelo axioma A4.

Assim, provamos que 4.0 = 0.
2. Observe que:

(—a).b = (—a).b + 0 pelo axioma A3;
(=a).b + 0 = (—a).b + [a.b + (—(a.D))] pelo axioma A4;
(—a).b + [a.b + (—(a.b))] = [(=a).b + a.b] + (—(a.b)) pelo axioma Al;
[(=a).b + a.b] + (—(a.b)) = [(=a) + a].b + (—(a.b) pelo axioma AS;
[(=a) + a].b + (—(a.b) = 0.b + (—(a.b)) pelo axioma A4;
0.6 + (—(a.b)) = 0 + (—(a.b)) pela propriedade 1;

+ (—(a.b)) = — (a.b) pelo axioma A3.

32 CEDERJ



Portanto, provamos que (-a).b = —(a.b).

3.Como a + (—a) = 0, a unicidade do elemento simétrico simplesmente

diz que - (—a) = a.
4. Temos:
(—a).(=b) = [(=a).b] pela propriedade 2;
- [(=a).b] = - [(=a).b] novamente pela propriedade 2;

- [(=a).b] = a.b pela propriedade.

Assim, provamos que (—a).(-b) =a.b.O

ATIVIDADES

CEDERJ
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EXISTEM DIFERENTES TIPOS DE ANEIS!

Observe que a Proposicdo 1.1 afirma que, se @ ou b for igual a
zero, entdo a.b = 0. Agora, € interessante notar que existem anéis em que
a multiplicacdo de elementos ndo-nulos resulta em um produto zero. Por
exemplo, no anel Z, temos 2.3 =6 =0. Neste caso, dizemos que 2 e 3
sdo divisores de zero. Ja ndo € o caso do anel Z, pois, se a#0e b #0,

entdo a.b # 0, ou seja, o anel Z ndo tem divisores de zero.
Definicao 1

Sejam A um anel e a € A, a # 0 . Dizemos que a é um divisor de

zero, se existe b € A, b # 0, tal que a.b = 0.
Definicao 2

Um anel A é chamado de um dominio de integridade, se A ndo
possui divisores de zero, isto é, se

az0eb#0=a.b#0,

ou, equivalente,

ab=0=a=0o0ub=0.

A lei do cancelamento para a multiplicagdo ndo vale, em geral,

para os anéis, mas vale para os dominios de integridade.

PROPOSICAO 2

Sejam A um dominio de integridade e a,b,c € A. Se a.b = a.ce

a#0,entio b =c.

Demonstracao

De a.b = a.c, segue que a.b — a.c = 0; logo, a.(b — ¢) =
a.b —a.c=0. Como A é dominio de integridade, a =0 ou b —c=0.
Mas, por hipotese, a # 0; portanto, so resta a possibilidade b — ¢ = 0,

ou seja, b=c.0O.



Vamos agora para o anel Z,. Veja que 2. 5 = 10 = 1, ou seja,

como 2. 5 =1, dizemos que 2 e 5 sdo elementos invertiveis de Z,. Ja nao

AULA %

€ o caso de 6. Nao existe nenhum elemento de Z, que, multiplicado por
6, seja igual a 1. Neste caso, dizemos que o elemento 6 nio é invertivel.

Na verdade, 6 ¢ um divisor de zero, pois 6 . 3 =18 = 0.
Definicao 3

Sejam A um anel e a € A. Dizemos que a é um elemento
invertivel, se existe b € A, tal que a.b = 1. Neste caso, dizemos que b
€ um elemento inverso de a. Como o elemento inverso é tinico, podemos

denota-lo por a’'. Dai, temos a.a' = a'.a= 1.

ATIVIDADE

4. Prove que o elemento inverso é Unico, isto &, prove que, se a.b =1
e a.b’=1, entdo b = b". Prove também que, se a é invertivel, entdo

() '=a

Exemplo 1

Em todo anel A, os elementos 1 e —1 sdo invertiveis, pois 1.1 =
1 e (—1).(—1) = 1, pela Proposi¢io 1.4. O zero nio é invertivel, pois,

pela Proposi¢do 1.1, 0. a = 0 para todo a € A.

Exemplo 2

Os tnicos elementos invertiveis do anel Z sio 1 e —1.
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PROPOSICAO 3

Um elemento a do anel Z , das classes residuais médulo 7, é

invertivel, se e somente se mdc(a,n) = 1.

Demonstracao

Esta propriedade ja foi demonstrada na Aula 12 do curso de
Algebra I, mas é tio importante, que vamos repeti-la aqui.

(=) Se a € Z_ ¢ invertivel, entdo existe b e Z , tal que a.b=1,
ouseja, a b= 1,0 que significa que ab = 1(modn), e dai segue que ab — 1
= kn, assim, ab — kn = 1.

Se d = mdc(a,n), entdo d| ae d‘ n; logo, d ‘ (ab — Kn), ou seja, d ‘ 1.
Portanto, d =1.

(<=) Se mdc (a,n) = 1, entdo, pela propriedade do MDC, existem inteiros
res,tal que ra +sn=1. Logo, ar — 1 = (—s)n, ou seja, ar = 1(modn). Desta

forma, ar—1edaia.7=1, ou seja, a é invertivel.o

Exemplo 3

Os elementos invertiveis do anel Z , pela Proposi¢ao 3, sao 1e 5.Ja

2,...p— 1} sdo, pela Proposicdo 3, todos os elementos ndo nulos 1,2, ...,

p—1 deZ,.

Exemplo 5
Todo elemento ndo-nulo do anel Q, dos nimeros racionais,
a b
.. . ) . a . »
¢ invertivel, pois, se A € Q—{0}, entio £.2 — 1. Também nos anéis R,

. b a ~ ’
dos ntimeros reais, e C, dos nimeros compfz:xos, todo elemento nao-nulo é

invertivel. Alids, isto motiva a proxima definicao.

Definicao 4

Um anel A é chamado de corpo, se todo elemento nao-nulo de

A é invertivel.



Exemplo 6
Os anéis Q, R e C sdo corpos. Agora, o anel Z é um dominio

de integridade, mas ndao é um corpo.

Exemplo 7
Pelo que vimos no Exemplo 5, 0 anel Z € um corpo para todo
p primo. Como Z  s6 tem um nimero finito de elementos, dizemos que
¢ um corpo finito.
PROPOSICAO 4
Todo corpo é um dominio de integridade.

Demonstracao

Sejam A um corpo e a,b € A, com a.b =0.
Se a =0, entdo ndo hd mais o que provar.

Se a # 0, entao a é um elemento invertivel de A e
b=1b=(a".a)b=a'(a.b)=a'.0=0,

0 que prova que A é um dominio de integridade. O

ATIVIDADE

CEDERJ
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Exemplo 8
Se 7 ndo ¢ primo, entdo o anel Z nao ¢ sequer um dominio de
integridade. Pois, se 7 ndo é primo, entdo existem inteiros a € b, 1 < a

<n el <b<n,tal que n=ab. Portanto,

a.b=ab=n=0,

ou seja, a e b sdo divisores de zero de Z .

Os exemplos 4 e 8 sdo tdo importantes, que podemos resumi-los

no seguinte teorema:

TEOREMA 1

O anel Z ¢é um corpo, se, e somente se, 7 é primo. Mais ainda,

se 7 ndo ¢ primo, entdo o anel Z nao ¢ um dominio de integridade.

CONCLUSAO

E natural que vocé encontre uma certa dificuldade para se sentir
a vontade com os conceitos apresentados nesta aula. Afinal, tratamos de
muitas sutilezas e isso requer amadurecimento matemadtico. Ndo tenha
receio de ler e reler esta aula algumas vezes. A cada releitura alguma duavida
ficara esclarecida. Ndo tenha receio, também, de procurar seu tutor para
esclarecer alguma passagem que resista em permanecer obscura. Mas
lembre que ¢ pela insisténcia que vocé vai vencer muitas das dificuldades
na Matematica. Saiba, também, que a Matematica tem muita elegancia
e diversdao. Nos autores achamos os assuntos tratados nesta aula muito

elegantes e esperamos que vocé, também, venha a aprecia-los.



ATIVIDADES FINAIS

1. Determine todos os divisores de zero de Z, .

2. Determine os inversos de todos os elementos invertiveis de Z,.

3. Prove que, se p é primo, entdo os Unicos elementos de Zp que sao seus proéprios

inversos, ou seja, a.a=1,s30 1 e p— 1.

CEDERJ
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RESPOSTAS
Atividade 1

0.a = 0.a + 0 pelo axioma A3;
0.a+0=0.a+(0.a+(—(0.a)) pelo axioma A4;

0.a + [0.a + (—(0.a))] = [0.a + 0.a] + (—(0.a)) pelo axioma Al;
[0.a + 0.a] + (—(0.a)) = [0 + O].a + (—(0.a)) pelo axioma AS;
[0 + 0].a + (—(0.a)) = 0.a + (—(0.a)) pelo axioma A3;

0.a + (=(0.a)) = 0 pelo axioma A4.

Atividade 2

a.(-b) = a.(=b) + 0 pelo axioma A3;

a.(-b) + 0 = a.(-b) + [a.b + (—(a.b))] pelo axioma A4;

a.(-b) + [a.b + (—(a.b))] = [a.(-=b) + a.b] + (—(a.b)) pelo axioma A1,
[a.(=b) + a.b] + (—(a.b)) = a.[(=b) + b] + (—(a.b)) pelo axioma AS;
a.[(=b) +b] + (—(a.b)) = a.0 + (—(a.Db)) pelo axioma A4;

a.0 + (=(a.b)) = 0 + (—(a.b)) pela propriedade 1;
0 + (—(a.b)) = — (a.b) pelo axioma A3.

Atividade 3

Se os axiomas e as propriedades anteriores ja estdo claros para vocé, entdo vocé

ja pode resumir sua argumentacao:

a.b—c)=a.[b+ (— )]
=a.b+a.(-c)
=a.b+ (—(a.c))

=a.b—a.c.
Atividade 4
Vocé consegue identificar a propriedade aplicada em cada igualdade?

b'=1.b"
= (a.b).b’
= (b.a).b’
=b.(a.b)

Agora,como (a!).a = a.(a') = a, seque, pela unicidade do elemento inverso, que

(a!)'=a.
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Atividade 5

Temos:
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b =1.b pelo axioma A7;

1.b = (a' - a).b pois a é um elemento ndo-nulo do corpo A;
(a'.a).b=a’. (a.b) pelo axioma A3;

al. (a.b) = a'.0 pela hipotese a.b = 0;

al.0 = 0 pela proposicéo 1.1.

Atividade Final 1

Divisores de zerode Z,: 2, 4, 6, 8, 10, 12, 14.

Atividade Final 2

Elementos invertiveis de Z: 1 (com inverso 1), 3 (com inverso 3), 5 (com inverso 5)

e 7 (cominverso 7).

Atividade Final 3

,entdoa .a = 1, isto é, a? = 1(mod p) e, portanto, p | (a*>—1) . Como

—_

Se a.a=
a*— 1= (a—1)(a+1), entdo p | (a—1)(a+1). Agora, como p é primo, entéo p | (a—1) ou
pla+1).
Se p ‘ (a—1) , entdo a = 1(mod p), o que significa que a = 1.
Sep ‘ (a+1), entdo

a= (= 1) (mod p)

= (p— 1)(mod p),

e a= (p— 1)(mod p) significa que a = p— 1.
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Subanéis e ideais

Apresentar duas subestruturas algébricas
contidas num anel, conhecidas
por subanel e ideal.

Ao final desta aula, vocé devera ser capaz de:

e Reconhecer as estruturas algébricas subanel e ideal.

e |dentificar as propriedades que caracterizam um subanel e um ideal.
e Apresentar exemplos de subanéis e ideais.

e Apresentar e demonstrar algumas propriedades operatérias dos
subanéis.

S
N
<+
D
e

O

Vocé vai precisar dos conhecimentos sobre anéis
desenvolvidos nas Aulas 21 e 22. Vocé também
vai precisar dos conceitos de ideal de Z e dos
anéis dos inteiros modulo n.
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Quando vocé estudou as estruturas algébricas de espaco vetorial vocé viu que
a existéncia das subestruturas de subespaco vetorial enriqueceu a compreensao
destas estruturas. De forma analoga, estudando o conceito de subanel e ideal,
poderemos compreender melhor a estrutura algébrica de anel. Nesta aula, vocé

sera apresentado a estas duas subestruturas de um anel.

Definicao 1

Seja (A, +, -) um anel. Um subconjunto nao-vazio S, S < A, é

chamado um subanel de A, se (S, +, -) € um anel sem unidade.

Dizer que (S, +, -) é um anel sem unidade significa que o axioma A7 da definicao
de anel ndo estad sendo considerado, ou seja, ndo estamos exigindo a existéncia
do elemento neutro da multiplicacdo. Reveja a definicdo de anel na Aula 3 e as
observacdes que se seguem.

Lembre que, nos casos das estruturas de espaco vetorial e de grupo, temos um
critério simples para determinar se um subconjunto ndo-vazio é um subespaco ou
um subgrupo. Vamos estabelecer, também, um critério simples para determinar se
um subconjunto nao-vazio de um anel é um subanel.

PROPOSICAO 1

Seja S um subconjunto ndo-vazio de um anel (A, +, -). Entdo S é
um subanel de A se, e somente se, para todo a,b € S, temos
Sl.a-b € S;e
S2.ab € S.

Desta forma, basta que S seja fechado para a diferenca e para o

produto.

Demonstracao

(=) Se S é um subanel de A, entdo (S, +, -) é um anel. Logo, é imediato

quea-b € Seab € S paratodoa,b € 8.

(<=) Vamos verificar que (S, +, -) satisfaz os axiomas de anel, com excegao
do axioma A7 da existéncia do elemento neutro da multiplicagio. Ja
sabemos, por S2, que S é fechado com respeito a multiplicagao. Vamos
verificar inicialmente que S é fechado com respeito a adicdo.
Primeiramente, temos 0 € S. Pois, como S # J, existe um elemento

a € Se0=a-a € §, pela condicdo S1.



Além disto, para todo elemento a € S, como ja sabemos que
0 € §, temos que —a = 0—a € S.

Por fim, para todo a, b € S, como —b € S, entdo a+b = a—(-b)
€ S, pela condi¢ao S1. Deste modo, S é fechado com respeito a adicao.

Vamos verificar os axiomas:

A1. Como a operagao de adigdo é associativaem A, S C A e § é fechado
com respeito a adi¢do, entdo ela continua associativa em S. Dizemos que

S herda a associatividade da adi¢ao de A.
A2. Analogamente, S herda a comutatividade da adi¢ao de A.

A3. O zero estd em S, como vimos anteriormente. As propriedades do

zero sao naturalmente herdadas de A.

A4. O elemento simétrico estd em S, como jd foi visto. As propriedades

do elemento simétrico também sio herdadas de A.

A5. Como S é fechado com respeito a multiplicacdo, segue que S herda

a associatividade da multiplicagio de A.
A6. Analogamente, S herda de A a comutatividade da multiplicagdo.

A7.Como S é fechado pelas duas operagdes, entdo S herda a propriedade

distributiva de A. O
Vamos aos exemplos.

Exemplo 1
Se (A, +, -) € um anel, entao {0} e A sdo subanéis de A, chamados
de subanéis triviais de A. Observe que o subanel {0} ndo possui unidade,

isto é, 1 ¢ {0}, enquanto A é um subanel com unidade, isto é, 1 € A.

Exemplo 2

Z é um subanel de Q com unidade.

Exemplo 3

Q é um subanel de R com unidade.

AULA %
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Exemplo 4
27 é um subanel de Z. Lembre que 27 = {2k | k € Z} é o conjunto

dos ntimeros pares. Neste caso, 27, é um anel sem unidade, isto é, 1 ¢ 2Z.

Exemplo 5
nZ. é um subanel de Z. Lembre que #nZ = {nk ‘ k € Z}, n inteiro
e n>1, é o conjunto dos multiplos de #. Aqui, também, #Z é um anel

sem unidade, isto é, 1 ¢ nZ.

ATIVIDADE

1. Use a Proposicdo 1 para verificar que séo subanéis os exemplos 2 a 5.

UNIDADES DIFERENTES!

O préximo exemplo ilustra como a questdo do elemento neutro
no subanel pode ser complicada. Veremos um exemplo de um anel e
de um subanel com unidade onde a unidade do subanel é diferente da

unidade do anel!

Exemplo 6
Seja (A, +, ) o anel das matrizes diagonais reais de ordem 2, com

as operacdes usuais de adi¢do e multiplicacao de matrizes, isto é,

)

Temos que A é um anel onde o zero é a matriz nula

N:OO,
00

a,be R}.




e a unidade é a matriz

AULA ﬁ

L (1o
A710 1)

Seja, agora, o subconjunto
ae R}.

o)

Entdo, (S, +, ) é um subanel de A cuja unidade é dada pela matriz

1_10
S=lo ol

que é diferente de I,.

ATIVIDADE

2. Com relagdo ao exemplo 6, mostre que (S, +, -) € um subanel de A
com unidade [.

TUDO VOLTA AO NORMAL NUM DOMINIO DE INTEGRIDADE

Este ultimo exemplo nos faz pensar um pouco, pois unidades
diferentes num anel e num subanel ndo é exatamente a situacio mais
desejada. No entanto, veremos que esse comportamento estranho nao
acontece quando o anel ndo possui divisor de zero, ou seja, quando o

anel é um dominio de integridade. Veja as proximas propriedades.

PROPOSICAO 2

Num dominio de integridade (A, +, -), as unicas solucoes da

equagio x*=xsdo 0 e 1.
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Demonstracao

De x? = x, temos x*~x = 0. Agora, como

x*—x = x-x—x-1 = x-(x-1),

segue que x-(x—1) = 0. Como A é um dominio de integridade, entdo

temos que x=0 ou x—1 = 0, ou seja, temos x = 0 ou x = 1.0

PROPOSICAO 3

Sejam A um dominio de integridade, com elemento neutro 1,, e

B um subanel de A, com elemento neutro 1,. Entdo 1,=1,.

Demonstracao

4 3 2 1 =
Como 1, é elemento neutro de B, entdo (1,)*=1,1,=1,e1,#0.
Portanto, considerando 1, como elemento de A, temos que 1, é uma
solugdo nao-nula de x*= x. Como A é um dominio de integridade, pela

Proposicao 2, segue que 1,=1,.0

GENERALIZANDO O CONCEITO DE IDEAL

Lembre que, no inicio do curso, vocé estudou os ideais do anel
Z. Vamos, agora, estender o conceito de ideal para um anel qualquer.
O objetivo do estudo dos ideais é a construcdo do aparato algébrico
que nos possibilitard obter os anéis quocientes. Para construirmos os
anéis quocientes, precisamos construir classes de equivaléncia nas quais
podemos definir operacoes de adigdo e multiplicagdo. Dai a necessidade
de introduzir o conceito de ideal. Serd justamente a estrutura de ideal,
com suas propriedades caracteristicas, que possibilitard a construgio dos
anéis quocientes, tudo muito parecido com o que foi feito na construcao

dos inteiros modulo 7.
Definicao 2

Seja (A, +, -) um anel. Um subconjunto ndo-vazio I, / C A, é chamado

de um ideal de A se satisfaz as seguintes propriedades:

I1.Sea,b € l,entaioa + b € I;
12.Sea€ Aeb e l,entioab € I.



Exemplo 7
Se A é um anel, entao {0} e A sdo ideais de A, chamados de
ideais triviais de A. Os ideais nido-triviais de A sdo chamados de ideais

préprios de A.

Exemplo 8
Considere o subanel 2Z do anel dos inteiros Z. 27 é, entao, um
ideal proprio de Z. De um modo geral, o conjunto #Z, dos multiplos de

n,n > 1, é um ideal proprio de Z, chamado de ideal gerado por n.

ATIVIDADE

3. Mostre que #Z é um ideal de Z.

Exemplo 9

Seja A um anel. Dado a € A, o subconjunto
<a> = {t-a|t e A}
¢ um ideal de A, chamado ideal gerado por a.

Exemplo 10

Seja A um anel. Dados @, b € A, o subconjunto
<a,b> = {t-a+s-b | t,seA}

é um ideal de A.

CEDERJ
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CONCLUSAO

Dentro de um anel hd uma variedade de subestruturas algébricas.
Elas tendem a causar uma grande confusdo mental e, caso isso tenha
ocorrido, vocé ndo deve se assustar. A medida que o tempo for passando
e sua mente matemadtica for amadurecendo, vocé comegara a perceber
como estas subestruturas vao se encaixando. Neste caso, vocé verd que
os conceitos de subanel e ideal serdo fundamentais para as construgdes

que faremos a seguir.

ATIVIDADES FINAIS

1. Sejam R e S subanéis de um anel (A, +, -). Prove que R N S também é um

subanel de A.

2.Seja A um anel e g € A. Mostre que <a> = {t-a |t e A} é um ideal de A.

3. Seja A um anel e g, b € A. Mostre que <a,b> = {t-a+s-b
ideal de A.

t,s € A} é um

4. Sejam A um anel e [ um ideal de A. Mostre que I = A se, e somente se, I contém

um elemento invertivel de A.

5. Sejam A um anel e [ um ideal de A. Mostre que A é um corpo se, e somente

se, 0s seus Unicos ideais sdo {0} e o préprio A.

RESUMO

Os conceitos de subanel e ideal sdo estruturais. Os subanéis tém uma estrutura
mais rigida quando o anel é um dominio de integridade. O conceito de ideal de
um anel é uma generalizacdo do conceito de ideal de Z e voltaremos a utiliza-lo

na proxima aula.
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Atividade 1

Z é um subconjunto ndo-vazio de Q e é fechado para a subtracdo e o produto,
logo, pela Proposi¢do 1, Z é um subanel de Q. Além disso, Z é um subanel com

unidade, pois 1 € Z.

Q é um subconjunto nado-vazio de R e é fechado para a subtracdo e o produto,
logo, pela Proposicdo 1, Q é um subanel de R. Q é, também, um subanel com

unidade, pois 1 € Q.

27 é um subconjunto ndo-vazio de Z e é fechado para a subtracdo e o produto,

pois

$1.2a-2b = 2(a-b) € 2Z;

S2.2a-2b = 2(2ab) € 27Z.

Logo, pela Proposicdo 1, 2Z é um subanel de Z. Observe que 2Z é um subanel

sem unidade, pois 1 ¢ 27Z.

nZ. é um subconjunto nado-vazio de Z e é fechado para a subtracdo e o produto,

pois

S1. na-nb = n(a-b) € nZ,

S2. na-nb = n(nab) € nZ.

Logo, pela Proposicdo 1, #Z é um subanel de Z. Observe que #Z é um subanel

sem unidade, pois 1 ¢ nZ.

CEDERJ 51



Algebra I | Subanéis e ideais

52

Atividade 2

S é um subconjunto nao-vazio de A e é fechado para a subtracdo e o produto, pois

a 0) (b O a-b 0
S1. - = es;
00 00 0 O
a 0Y(b O ab 0
S2. : = esS.
0 0J{O O 0 0
Logo, pela Proposi¢do 1, S é um subanel de A. Observe que S é um subanel com

e, s
)0 oo oo o6 0)<lo o)

Atividade 3

nZ é um subconjunto nao-vazio de Z e é fechado para a adicdo e o produto, pois

11. na+nb=n(a+b) € nZ;

12. anb=n(ab) € nZ.
Logo, nZ é um ideal de Z.

Atividade Final 1

R M S é n3o-vazio, pois 0 € R N S. Dados a,b € R N S, temosa,b € Rea,b €
S. Logo,

S1.a-b € Rea-b € S, e, portanto, a-b € RN\ §;
S2.ab € Reab €S, e, portanto, a-b € RN S.
Logo, pela Proposicdo 1, R M S é um subanel de A.
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Atividade Final 2

<a> é nao-vazio, pois a € <a>. Agora, <a> é fechado para a adicdo e o

AULA %

produto, pois

1. ta + sa = (t+s)a € <a>;
12. b-sa = (tb)-a € <a>, paratodo b € A.

Logo, <a> é um ideal de A.

Atividade Final 3

<a,b> é nado-vazio, pois a,b € <a,b>. Agora, <a,b> é fechado para a adicdo

e o produto, pois

1. (t,a+s,b) + (t,a+s,b) = (t,+t,)a + (s,+s,)b € <a,b>;
12. c(ta+sb) = (ct)a+(cs)b € <a,b>, paratodo c € A.

Logo, <a,b> é um ideal de A.

Atividade Final 4

(=) Como I =A, entdo é imediatoque 1 € A = 1.

(&) Como 1 € I, entdo, paratodoa € A, temosa =a-1 € I. Logo, I = A.
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Atividade Final 5

(=) Seja I um ideal de A com I # {0}. Entao, existe a € I com a # 0. Como a #
0 e A é um corpo, entdo existe ' e 1 = a'-a € I. Logo, pela Atividade Final 4,
temos [ = A, ou seja, provamos que se I é um ideal de A e [ # {0}, entdo a Unica

possibilidade que resta é I = A. Assim, A s6 tem os ideais triviais.

(<) Sejaa € A com a # 0. Queremos mostrar que o elemento a é invertivel. Pela
Atividade Final 2, <a> é um ideal de A. Como a # 0, entdo <a> # {0}, e como,
por hipdtese, A s6 admite os ideais triviais, entdo, segue que <a> = A. Portanto,
1 € A = <a>, logo, existe t € a tal que 1 = t-g, isto é, o elemento a é invertivel.

Portanto, A é um corpo.

54 CEDERJ



e

Algebra |




Aula 22

Vocé vai gostar de acompanhar os assuntos tratados aqui no livro:

HEFEZ, Abramo. Curso de Algebra. Rio de Janeiro: IMPA, 1997. Cole¢io Matematica

Universitaria, v. 1.

Aula 23

HEFEZ, Abramo. Curso de Algebra. Rio de Janeiro: IMPA, 1993. Colegdo Matemética
Universitaria, v.1.
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