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Apresentacao e Objetivos

Prezado(a) aluno(a), gostariamos de dar boas-vindas nesta que pode
ser considerada a primeira disciplina do seu Curso de Licenciatura em Ma-
tematica da UFF/CEDERJ/UAB. Vocé estd iniciando uma jornada que mu-
dard a sua vida. Vocé agora € parte de uma universidade publica, que lhe

oferece a oportunidade de obter uma formacao de excelente qualidade.

Estamos felizes por iniciar esta caminhada juntos em direcao a este
tao nobre objetivo que € a formagao de quadros docentes com qualidade em
nosso Estado, para atuacao nos Ensinos Fundamental e Médio. Para atingir
tao precioso objetivo, planejamos um curso aberto, com a maior flexibilidade
possivel, e favorecendo o processo individual de construcao de sua autonomia.
A proposta do curso € a formagao de qualidade diversificada, permitindo
planejar caminhadas futuras em Pos-graduagoes, sem limites na escalada do
processo de conhecimento, na perspectiva maior da educagao autonoma, cujo

lema € aprender ao longo da vida.

Em todo o curso de Graduag¢ao do CEDERJ, apoiado na metodologia

da Fducacao a Distancia, a orientacao de estudos € uma forte componente.

Vocé, provavelmente, estd cursando esta disciplina por orientacao da
coordenacao do curso, que ponderou oportuna uma recuperacao de estudos
centrada em conteudos importantes de Matemdtica, pelos quais vocé passou
no Ensino Médio. Nao considere esta tarefa menor. Em menhuma drea
do conhecimento os conteudos estao tao encadeados e dependentes uns dos

outros como em Matemdtica.
Se construirmos um bom alicerce, o edificio serd solido!

Como inicio de percurso nesta boa jornada, teremos o tempo de cami-
nhar e de descansar e também de enfrentar algumas ladeiras. Faz parte do
jogo! E impossivel chegar a lugares significativos, sem subir uma ladeira!
Mas, uma vez no alto do morro, poderemos contemplar o horizonte que des-

cortina a bela paisagem panoramica.

Como ter sucesso fazendo uma graduagao na modalidade a distancia?

Vocé jda conhece as enormes vantagens que essa modalidade de ensino
oferece e com certeza seu compromisso com o curso é grande. Sua formac¢ao
1nicia nesta disciplina com a construcao de uma solida base de conhecimentos
matemdticos e com o desenvolvimento de habitos necessdrios para ter sucesso

na empreitada. Fssa bagagem toda, adquirida nesta disciplina, lhe serd ex-
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tremamente til, tanto na vida profissional quanto na vida pessoal. Mas é
importante salientar algumas daquelas caracteristicas tao necessdarias para se

ter sucesso nessa forma de aprendizagem.

Entre outras coisas pode-se mencionar a importancia de se ter forca
de vontade, autodisciplina e dedicagao. Organizacao também é fundamental.

Vamos nomear algumas sugestoes que serao uteis:

e Fstude reqularmente. E preciso que vocé faca uma agenda de trabalho
que lhe garanta um tempo especifico para o estudo. Isso significa que
vocé nao pode estudar somente quando “tiver” tempo. Somos nds os

responsdveis pelo nosso tempo.

e Consulte a tutoria para tirar duvidas. A sua presenca as secoes de
tutoria e a formacao de grupos de estudo sao ferramentas poderosas

que voce dispoe para progredir no curso.

e Busque apoio na execucao das atividades propostas. A tutoria a distancia
tem um papel importante a cumprir no seu programa de estudos. Fla
lhe dard wuma maior agilidade para debelar dividas e 1sso € um privilégio

acessivel aos alunos do ensino a distancia.

e FEstamos sempre trabalhando para que o material diddtico disponibili-
zado seja de qualidade e lhe dé um caminho seguro para a constru¢ao

do seu conhecimento.

e O trabalho semanal com os EPs, FExercicios Programados, que serao
disponibilizados todas as semanas, e a posterior andlise dos correspon-
dentes gabaritos, o ajudarao a estar em dia com os estudos. Esse tra-
balho lhe permaitird tracar um mapa do curso, pelo qual vocé precisa
navegar. Ele lhe indicard os temas semanais que vocé precisa estudar,
determinard os exercicios tipicos que vocé nao deve deixar de fazer,

marcando um ritmo de estudo e progresso que vocé deve tentar manter.

Matematica, uma grande opgao!

Vamos falar agora um pouco sobre Matemadtica, que jd foi chamada

“a rainha das ciéncias”.

A Matemdtica desempenha um papel fundamental no desenvolvimento
cientifico e tecnologico de nossa sociedade. Assim, maior é a nossa respon-

sabilidade de contribuir para uma boa formacgao nessa drea.

cepers IR |




Ha muita coisa a respeito da Matemdtica que a matoria das pessoas
desconhece. O conhecimento delas pode mudar muito a nossa perspectiva
dessa ciéncia, sempre respeitada, mas nem sempre devidamente estimada.

E, como vocé sabe, a motivacao é fundamental para o aprendizado.

No intuito de contribuir positivamente a esse respeito, ressaltamos al-

guns pontos importantes para sua reflexdo.

e A matemdtica nao lida apenas com nimeros, ela lida com miumeros,
formas, relacoes, argumentacoes, enfim, lida com diversas idéias e suas

inter-relacoes.

e Fstabelecer a verdade € o fim principal de qualquer tipo de ciéncia.
Chegar aquilo a que chamamos “verdade cientifica”. Fundamental a
respeito disso € a maneira como, no ambito de cada atividade cientifica,

se estabelece a verdade.

Na Matemdatica, a “verdade” é estabelecida a partir de um conjunto de
afirmacoes, chamadas de axiomas. Uma vez estabelecidas essas “verda-
des fundamentais”, usamos regras da logica para deduzir ou estabelecer
todas as outras verdades. E o que chamamos “método dedutivo”. Em
outras ciéncias, a no¢ao de verdade €, em geral, estabelecida por expe-
rimentos. E por 1ss0 que, em Mmuitos casos, uma nova teoria toma o
lugar da anterior, que jd nao conseque explicar os fenomenos que prevé
ou em funcgao do desenvolvimento de novas técnicas. Isso ndao ocorre
na Matemdtica, onde o conhecimento é sempre acumulativo. Esse fato

distingue a Matemdtica das demais ciéncias.

e A principal atividade dos matemdticos € resolver problemas. Podemos
afirmar até que um matemdtico feliz é um matemdtico que acabou de
resolver um bom problema e, ao fazer isso, descobriu mais uma por¢ao

de novos problemas para pensar.

e Matemadtica também é sinonimo de diversidade. Em muitas linguas a
palavra matemdtica € usada no plural. Hd tantas ramificagoes e sub-
areas na matemdtica contemporanea que € impossivel acompanhar o
desenvolvimento em todas as frentes de pesquisa. A matemdtica en-
contra inspiracao para seu desenvolvimento nas mais diversas dreas de
atuagao humana. Uma boa idéia pode surgir tanto em um problema mo-
tivado intrinsecamente na matemdatica como em uma situagao prdtica,

ocorrida em algum campo fora dela.

CEDERJ
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O que nos oferece a Matematica Basica

Nesta disciplina, Matemdtica Basica, vocé irda rever alguns conceitos
do Ensino Fundamental e Médio. A diferenca aqui estard na forma da abor-
dagem que serd dada. Além de rever esses conceitos, de maneira efetiva,
vocé construird uma atitude matemdtica profissional. A Matemdtica deizard
de ser um conjunto de regras e convencgoes e se desenvolverd num conjunto
sustentado de conhecimentos que se relacionam e se sustentam. FEsperamos
que ao final deste semestre vocé tenha sucesso e se sinta bastante confiante

para enfrentar os futuros desafios de seu curso.

Para orientar seu estudo, a disciplina € apresentada em dois volumes,
cada um apresentando o conteudo programdtico sob a forma de aulas. Neste
Volume I, que inicia a disciplina Matemdtica Bdsica, revisaremos conteudos
importantes do Ensino Médio, entre as quais se destacam: Fragoes, Numeros
Decimais, Potenciacao, Radiciagao, Equagoes do Primeiro e Seqgundo Graus,
Inequacoes, Progressoes Aritmética e Geométrica e Conjuntos.

Elementos integrantes em todas as aulas sao 0s exemplos e as atividades
a serem resolvidas. FEles formam parte do conteiudo e pontuam o encadea-
mento da disciplina. Assim, € importante que vocé entenda bem o desenvol-

vimento dos exercicios e resolva todas as atividades.
Bom estudo!! Conte sempre com nossa ajuda e nosso estimulo.
Sucesso!
Roberto Geraldo Arnaut, Celso Costa,

Mario Olivero, Regina Moreth e Dirce Uesu Pesco.




Fracbes

Aula 1 — Fracoes

Os numeros estao no amago de todas as coisas.
Pitagoras

Introducao

A Matematica, na forma como conhecemos hoje, teve seu inicio no
Periodo de Ouro da Antiga Grécia. Parte primordial deste desenvolvimento
se deve a um grupo de matematicos que foi liderado por Pitagoras, autor de

frases famosas, como a que abre essa aula.

Os gregos foram particularmente felizes ao estruturar os conhecimentos
matematicos desenvolvidos pelas civilizagoes que os precederam, arrumando-
os essencialmente nos moldes que praticamos até hoje. Eles tinham uma visao
predominantemente geométrica desses conhecimentos, mas deram também os
primeiros passos no estudo dos numeros. A palavra Aritmética, por exemplo,
é de origem grega.

Ao relermos a frase de Pitagoras mais uma vez, somos levados a conside-
rar a seguinte questao: que tipo de niimeros ele tinha em mente ao pronunciar

frase tao lapidar?

A questao procede, pois o conceito de niimero, como vemos hoje, de-
morou muito tempo para se estabelecer e recebeu contribuicoes de muitas

culturas, por geracoes e geragoes de matematicos.

Por exemplo, os gregos nao tinham uma notacao especifica para repre-

sentar os numeros, usavam letras, tais como os romanos depois deles.

A Matematica, assim como as ciéncias em geral, nao teria se desenvol-
vido da maneira como observamos hoje sem a contribuicao inestimavel das
culturas hindu e arabe, que nos legaram os algarismos hindu-arabicos, assim

como o sistema numérico posicional.
Numeros Naturais

Mas calma, voltemos um pouco, aos nimeros tais como foram inici-
almente concebidos. Na forma mais primitiva, quando dizemos numeros,
estamos nos referindo aos niimeros chamados naturais, cujo conjunto repre-
sentamos pela letra N:

N ={1,2,34,...}

Os pontinhos indicam que podemos continuar assim, outro nimero e

outro ainda, indefinidamente. Ou seja, o conjunto N é um manancial ines-

gotavel dessa matéria prima que usamos na confeccao da Matematica.

MODULO 1 -

AULA 1
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Preferimos nao incluir o zero nesse conjunto, uma vez que o zero,
nimero tao importante nas nossas vidas e na Matematica, custou bastante

para se estabelecer.

A propriedade fundamental geradora dos Numeros Naturais é a que
cada um deles tem um sucessor. Essa nogao é formalizada nos dois axiomas
conhecidos como Axiomas de Peano. O primeiro estabelece a existéncia do
ntimero natural 1 (afinal, é preciso comecar de alguma coisa) e o segundo
afirma que todo ntimero natural tem um sucessor. Assim, comeg¢amos com

1, cujo sucessor ¢é 2, seguido do 3, e assim por diante.

O que mais podemos fazer com os naturais?

E claro que a seqiiéncia de nimeros naturais serve primordialmente
para contar coisas, tais como carneiros, frutas, flechas, dias e tudo o mais.
Mas queremos mais do que isso. Veja, nao se deixe enganar pela simplicidade

desses numeros.

O que torna os nimeros inteiros objetos matematicos de grande inte-
resse é o fato de podermos operar com eles, somando-os e multiplicando-os.
Munido dessas duas operacoes, o conjunto dos niimeros naturais passa a apre-
sentar questoes varias. Algumas delas continuam a desafiar mentes brilhantes

até hoje.

Um teorema notavel

Esse especial interesse matematico pelos ntimeros naturais ocorre es-
pecialmente devido a multiplicacao. Nesse contexto surge um dos primeiros
resultados matematicos profundos com que tomamos contato. Do ponto de
vista da multiplicacao, os nimeros maiores do que 1 se dividem em duas
categorias: primos e compostos, dependendo de seus divisores. O teorema
que mencionamos afirma que todo nimero natural, maior do que dois, se
decompoe em fatores primos e, mais ainda, a decomposicao é tnica, a menos

da ordem dos fatores.

Em linguagem informal, o teorema afirma que, do ponto de vista da
multiplicagao, todos os numeros podem ser montados a partir de
pegas basicas, os nimeros primos, como um infinito brinquedo lego. Assim,
6=2x3, 30=2x3x5, 121 =112 660 =22 x 3 x5 x 11 e 47 = 47,
pois 47 é, ele proprio, um ntmero primo.

Esse resultado matemadtico era conhecido pelos antigos gregos (vocé

sabe o que é o crivo de Eratdstenes?) mas sé foi rigorosamente demonstrado

| bem posteriormente, por Gauss, um dos maiores matematicos de todos os
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tempos. Seu nome cientifico é Teorema Fundamental da Aritmética. Mas,
nao se preocupe com isso agora, haverda tempo para ele no futuro. Mas,
para que vocé nao fique apenas lendo, temos aqui duas atividades. Vocé

encontrara as solucoes no fim da aula.

Atividade 01

Explique de maneira convincente o porque dos nimeros 1134 e 53172

serem divisiveis por 9.

Atividade 02

Por que ¢ dificil decompor o nimero 97343 em fatores primos?
Dois velhos conhecidos ...

Através da decomposicao em fatores primos podemos chegar a dois
importantes conceitos associados a dois nimeros dados, digamos a e b: o

minimo multiplo comum, mmc(a,b), e o maior divisor comum, mdc(a,b).
Para que servem esses ntiimeros?

Deve haver uma boa resposta para essa pergunta, uma vez que nos
ensinam a determina-los desde os primeiros passos na escola... Bem, eles

servem para efetuar certas operacoes de maneira étimal
Como calcula-los?

Se sabemos a decomposicao em fatores primos dos ntmeros a e b, é
muito facil: para o mmc basta tomar os fatores primos que comparecem em
pelo menos um dos dois ntimeros (levando em conta a maior poténcia, caso
ele compareca tanto em a como em b); para o mdc basta tomar os primos
que aparecem simultaneamente nos dois nimeros (levando em conta a menor
poténcia, caso ele compareca tanto em a como em b). Veja dois exemplos na

tabela a seguir.

a b mdc(a, b) mmc(a, b)

6=2x3 15=3x5 3 2x3xb=30

1050 =2x3x52x7]1280=22x5x7|70=2x5x7]4200=23x3x52x%x7

Como os antigos matematicos faziam?

Os antigos gregos ja conheciam algoritmos para calcular o mdc e o mmc

de pares de nimeros. A idéia do algoritmo se baseia no seguinte fato:

Se r ¢éoresto quando a ¢é dividido por b, entdo mdc(a,b) = mdc(b,r).
Assim, usando divisoes sucessivas, chegamos ao mdc. Veja, por exem-

plo, como calculamos o maior divisor comum de 72 e 30.

MODULO 1 -

AULA 1
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Num diagrama de trés linhas, colocamos os ntimeros 72 e 30 na linha
do meio. Ao alto de 30 colocamos a parte inteira da divisao (Algoritmo de

Euclides) de 72 por 30 e sob o 72 colocamos o resto desta divisao.

2
72 | 30
12

No segundo passo, colocamos o resto da primeira divisao ao lado do 30

e repetimos a operacgao:

2| 2
72130 | 12
121 6

Como todo algoritmo, basta prosseguir repetindo os passos até ...

2122
7213012 |6
1216 | 0

O que aconteceu de diferente nessa etapa do algoritmo? Vocé notou
que o resto desta vez € igual a zero. Bom, isso indica que chegamos ao fim
do processo e o nimero obtido nesta etapa, 6, é o mde: mdc(72,30) = 6.
Realmente, 72 = 23 x 3% ¢ 30 = 2 x 3 x 5 e, portanto, mdc(72,30) = 2 x 3.

Pratique o algoritmo calculando mde(450, 105).

Agora, um algoritmo para o calculo do mmec. Ele lembra bastante
o conhecido algoritmo de decomposi¢ao em fatores primos. A diferenga é
que efetuamos a decomposigao dos dois niimeros simultaneamente. Veja, na

prética, o calculo de mmc(132,124).

132 126 2
66 63 2
33 63 3
11 21 3 mmc(132,126) = 22 x 32 x 7 x 11 = 2772
11 7 7
11 1 |11
1 1

Vocé pode usar essa técnica para calcular o mme de mais do que dois

numeros. SO para ter certeza, vocé nao gostaria de calcular mme (297, 140, 90)7

CEDERJ
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Por que representamos os inteiros pela letra Z7?

Os numeros naturais nao nos permitem representar certas situagoes im-
portantes, como as que envolvem perdas e prejuizos. Mais ainda, hé situagoes
nas quais sentimos a necessidade de estender os nimeros naturais a um con-
junto, digamos assim, mais completo. Por exemplo, a equacao z + 5 = 3
nao tem solucao no conjunto dos nimeros naturais. Assim, a Matematica
demanda o que chamamos conjunto dos nimeros inteiros:

Z ={...,-3, -2, -1,0,1,2 3, ... }.
Voceé sabe por que representamos os inteiros pela letra Z no lugar de

algo como I7

Bem, como voceé deve saber, a Teoria de Conjuntos foi criada por Georg

Cantor, que falava alemao. A palavra para ntimeros em alemao é Zahlen.

Atividade 03

Quais das seguintes equacoes podem ser resolvidas no ambito dos niimeros

naturais? E no ambito dos numeros inteiros?

a) v+2=7 c) 3x+7=4 e) 2x+5=7
b) w+d=1 d) 2z +4=8 £) 2z 46 =13

Os Numeros Racionais

Como voce deve ter notado, ao fazer a atividade anterior, hé situacoes
nas quais nem mesmo o conjunto dos inteiros permite considerar. Em con-
trapartida aos niimeros inteiros deveriamos considerar os nimeros quebrados,

nao é mesmo?

Realmente, ha situacoes tanto no ambito da Matematica quanto no
caso de situagoes, digamos assim, do dia-a-dia, nas quais langcamos mao da

nocao de propor¢ao. Veja o exemplo a seguir.
Exemplo 01

Na figura a seguir, determine o comprimento do segmento AB.

B Nao é preciso ser génio para concluir que o

comprimento do segmento AB ¢é 4 unida-
des de comprimento, pois o fato de que,
em triangulos semelhantes, lados corres-
pondentes sao proporcionais. Assim, AB

¢ 4 unidades de comprimento, pois 1 esta

A para 2 assim como 2 estd para 4.

Essa esséncia da proporgao é que queremos registrar numericamente. |

MODULO 1 -

AULA 1
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Exemplo 02

Desde os primérdios os cozinheiros, os construtores e tantos outros pro-
fissionais tém usado essa nogao de proporcao em seus afazeres. Algo como:
“cinco medidas de agua para duas medidas de arroz” ou “uma medida de
cimento para seis de areia”. Seguindo essa receita podemos variar a quanti-
dade daquilo que queremos preparar, seja arroz para duas pessoas, seja arroz
para uma familia de doze pessoas, contanto que mantenhamos a proporcao

5 : 2 (cinco por dois).

O que é um nimero racional?

Tornando uma histéria longa mais curta, queremos nos referir nume-
ricamente a proporcoes tais como as que foram exemplificadas: 1: 2, 5 : 2
ou 1 : 6 e assim por diante. Isto é, proporcoes nas quais comparamos dois
numero inteiros. Para isso, é claro, precisamos de dois ntimeros inteiros, a e
b, com a propriedade importante de que b # 0, e representamos a proporgao
a : b pela notacao %.

Tudo muito bem, com o seguinte cuidado: devemos levar em conta que,
por exemplo, 1 : 2 e 2 : 4 representam a mesma proporcao. Assim, na versao
numérica, % e sao iguais.

Ufa! Podemos entao dizer que um nimero racional é representado por
uma fracao do tipo %, na qual a e b sao nuimeros inteiros com b # 0 e que
duas fragoes representam o mesmo numero se, e somente se, satisfazem a

seguinte relacao de igualdade:

<~ a-d = c-b.

c
b d
Assim, obtemos o conjunto representado por QQ, como uma espécie de

- . . . ~ n
extensao dos inteiros. Ou seja, se estabelecermos que, se n € Z, entaon = T

temos Z C Q.

Atividade 04
Use a defini¢ao anterior de igualdade de niimeros racionais para verificar
3 -3
ue — = —.
e 5
: —a a a
Assim, de um modo geral, - = que denotamos por — 7
Atividade 05

Determine o valor de x tal que
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Notacao

Dado um par de ntimeros inteiros a e b, com b # 0, obtemos o ntimero
racional a4 e chamamos a de numerador e b de denominador. A palavra
fragao também é usada, mas serve para contextos mais gerais, nos quais
numeradores e denominadores sao outros objetos matematicos e nao apenas

’ . . ~ . . T
nimeros inteiros. Por exemplo, voceé deve ter ouvido falar da fracao 5 ou da

2
fracao 5 Mas, por enquanto, tomaremos o termo fracao por sinonimo de

numero racional.

Leitura de uma fracao

Na tabela abaixo indicamos, para cada niimero de partes iguais em que

foi dividida a unidade, o nome de cada parte.

Ntmero de Nome de Numero de Nome de
partes cada parte partes cada parte
2 — meio 9 — nono
3 — terco 10 — décimo
4 — quarto 11 —  ongze avos
D — quinto 12 — doze avos
6 — sexto 13 — treze avos
7 — sétimo 100 —  centésimo
8 — oitavo 1000 —  milésimo

Para efetuar a leitura de uma fracao vocé deve ler o numerador e, em
seguida, o nome de cada parte. Este ultimo depende do ntimero de partes

em que foi dividida a unidade, isto é, do denominador da fracao.

Exemplos:
3 lé-se “um meio” R lé-se “um quinze avos”
3 A [44 A : 2 7 A 14 2o 7
= le-se “trés quintos 0 lé-se “sete décimos
8 A (1P 2 49 A 44 4L 2
11 le-se “oito onze avos 100 le-se “quarenta e nove centésimos
Exercicios

1. Qual a fracao representada pela parte sombreada de cada figura?

K
c)
-

T
'

MODULO 1 - AULA 1

Curiosidade

Os homens da idade da Pedra
nao usavam fragdes. O con-
ceito de fragdo tornou-se ne-
cessario com a evolugdo dos
conhecimentos.

Os antigos egipcios tinham
uma notagdo especial de
fracdo com numerador 1. A
fracao 1, por exemplo, era in-
dicada colocando-se sobre o
inteiro 3 um sinal oval alon-
gado: ﬁ; os babilonios usa-
vam fragdes com denomina-
dores 60, 602, 603, etc; ja os
romanos usavam fragdes com
denominador 12.

A nossa maneira atual de re-
presentar fragdo, por meio de

uma barra, surgiu no século
XVL

CEDERJ
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7
. Joao acertou T dos 15 problemas de uma prova. Responda:

a) quantos problemas ele acertou?
b) quantos problemas ele errou?

¢) que fragao representa o nimero de problemas que ele errou?

. Uma estante é formada por 9 prateleiras. Se enchermos 3 prateleiras

de livros, que fracao da estante nao foi aproveitada?

Escreva como voceé 1é as fracoes:
3 2 11 27 51
a) - b) — ¢) == d) — e) ——=
5 10 50 100 1000
. Determine
2 1 3 D
a) gdeQO b)zde40 C)Zd632 d)?de 14
1 . ) ) .
Se 3 de um nimero é 5, qual é esse nimero?

3 1
Se R de um numero ¢é 30, quanto é R desse niimero?

.3 .
Uma escola tem 40 professores, dos quais — sao mulheres. Determine

o numero de professoras dessa escola.

Gabarito
3 3 1 5
L. - b) = — d) -
2 )2 9 5 )
2 a7 b) 8 02
' 15
3.0
9
4. a) trés quintos b) dois décimos ¢) onze cinqlienta avos
d) vinte e sete centésimos e) cingilenta e um milésimos
5. a) 8 b) 10 c) 24 d) 10
6. 15
7. 10
8. 15
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Tipos de Fracoes

Observe os seguintes exemplos:

1°) Tomamos uma unidade, dividimos em quatro partes iguais e tomamos

uma delas.

. 1
Encontramos essa fracao (4 em que o numerador é menor que o

denominador.
Fragoes assim sao chamadas de fragoes proprias.

2°) Tomamos outras duas unidades, dividimos cada uma delas em quatro

partes iguais e tomamos cinco delas.

L L

_ )
Encontramos uma fragao (Z em que o numerador é maior que o

denominador.

Fragoes assim sao chamadas fragoes improprias.
5 . o . .
Note que — é o mesmo que uma unidade inteira e mais 1 da unidade.
1

5 5
Por isso dizemos que 1 ¢ o mesmo que 1 inteiro e R Indicamos: 1= 1+ T

1
Outra maneira de indicar 1 + 1 é 11.

1 A 13 : : 7
A forma 1- lé-se “um inteiro e um quarto”.

1 L : :
A forma 1-, composta de uma parte inteira e outra fracionaria, é cha-

mada forma mista para representar T
Podemos passar uma fracao imprépria para a forma mista sem recorrer

a desenhos ou figuras.

MODULO 1 - AULA 1
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Exemplo: Passar 5 para a forma mista.

Devemos descobrir quantas unidades inteiras estao contidas em — e

quantos sextos sobram depois da separacao dessas unidades.

Descobrimos isso dividindo 21 por 6

2116

21
3 | 3 — unidades inteiras contidas em 5
1

numero de sextos
que sobram

Entao E =3 §
6 6

Transformar um ntimero misto em fracao imprépria.

Exemplos:
2 3 2 5
) 3 + 3+3 3
3 3 5 5 3 10 3 13
22—:1 1 —_ = — — - = — - = —
) 5 + +5 5+5+5 5+5 5
3)51_4+4+4+4+4 1_20+1_21
4 4 4 4 4 4 4 4 4 4

3°) Tomamos duas unidades, dividimos cada uma delas em quatro partes
iguais e tomamos as oito partes.

Encontramos uma fracao Z em que o numerador é multiplo do de-
nominador. Fracoes assim sao chamadas fragoes aparentes. Note que — é o
mesmo que 2 unidades inteiras, isto é, 2 inteiros.

) 8

Indicamos: 1= 2

A fracao aparente é uma outra forma de representar o nimero natural 2.
3 4 5 23

3745 23

sao fracoes aparentes que representam o ntimero natural 1.

CEDERJ
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As fragoes podem ser classificadas em trés categorias.

* Fracoes Proprias — sao aquelas em que o numerador é menor que o

denominador

* Fracoes Improéprias — sao aquelas em que o numerador é maior ou

igual ao denominador.

* Fracoes Aparentes — sao as fracoes impréprias em que o numerador é

miultiplo do denominador.

As fragoes aparentes podem ser escritas na forma de ntimero natural.

As fracoes impréprias e nao aparentes podem ser escritas na forma mista.

Exercicios

1. Classifique cada uma das fragoes em préprias (P), impréprias (I) ou

aparentes (A).
8 18 2 32 57
dq) 2=

° b) — il o
2) g )7 °) 13 )5 5
2. Escreva na forma mista as seguintes fragoes improprias:
3 8 13 31 57
3. Transforme cada ntimero misto em fracao imprépria:
1 1 3 1 3
3- b) 4= 1- d)b5 - 6 —
a) 35 )43 913 )53 ©)63

. 4 . . .
4. Em uma cidade, — dos 280 veiculos existentes sao automodveis e os

demais sao caminhoes. Quantos caminhoes hd nessa cidade?

3
5. José possui R$ 480,00 e isto equivale a — de sua divida na lanchonete

de Manoel. Quanto José deve a lanchonete?

Gabarito
1. a) A b) A c) P d) I e) I
1 2 1 1 2
2 1- b) 2 = — d) 5= —
a) ) c) 3 1 )5 e) b T
13 13 8 11 51

CEDERJ
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4. Observe que se = sao automoveis e o restante sao caminhoes entao

)
representamos todos os veiculos por —

. , ... ,95 4
A fracao que representa o ntimero de caminhoes é — — — =

1
5 5
Numero total de veiculos: 280

1
R de 280 — numero total de caminhoes — R 280 = 56

3
5. Vamos representar a divida de José por z. Logo, temos que — x = 480
Entao
3r =4-480 = 1920
x=1920:3 =640
Portanto, José deve R$ 640,00 a lanchonete.

Fracoes Equivalentes

Note estas acoes:
Acao 1

Dividir uma pizza em

Acao 2

Dividir uma pizza em

Acao 3

Dividir uma pizza em

duas partes iguais e | quatro partes iguais e | oito partes iguais e comer

comer uma parte comer duas partes quatro partes iguais

As acoes acima sao diferentes, entretanto, as fragoes obtidas represen-

tam a mesma parte do todo. Por esse motivo, dizemos que essas fragoes se
: L _ 1 2
equivalem, isto é, as fragoes =, —

e — sao equivalentes.
2 1°% d

Fracgoes equivalentes sao fracoes que representam a mesma parte do todo.

Obtencao de fragoes equivalentes

CEDERJ

1
Vamos obter fragoes equivalentes a fracao g?
-1 1 1-2 2 -3 3 1-4 4
3-1 3 3-2° 6 3-3 9 3-4° 12
1 2 3 4 1
Assim, =, =, =, — sao algumas das fracoes equivalentes a —.
3769 12 3
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Para encontrar essas fragoes equivalentes, multiplicamos o numerador
e o denominador da fracao 3 por uma mesmo numero natural diferente de
Zero.
- . N . a
Note que para obter uma fracao equivalente a fracao 7 (b # 0) basta
dividir (se possivel) ou multiplicar o numerador e o denominador por um

mesmo numero natural, desde que ele seja diferente de zero.

Simplificacao de fracoes

6 ,1
Uma fracao equivalente a — ¢ 7 A fragao 3 foi obtida dividindo-se

ambos os termos da fracao 13 Por 6.

—_

1 6
Dizemos que a fragao ) é uma fracao simplificada de 12
Uma fracdo que nao pode ser simplificada é chamada de irredutivel.

Por exemplo, a fragao 3 nao pode ser simplificada, porque 1 e 2 nao pos-
1
suem fator comum (mdc(1,2)=1). Podemos dizer, entao, que 3 é a fragao

irredutivel de E

Exercicios

. L : 1
1. Quais das fragoes sao equivalentes a g?

2 3 4 5 7 12

a) — b) — c) — d) —

10 18 25
2. Quais das fracoes abaixo sao irredutiveis?
1 7 15 24 12
bt b) ~ it d) = -z

2) ) T ) 35 ®) &0

3 8
3. Encontre a fracao de denominador 20 equivalente a cada uma das se-

guintes fragoes:

1 3

a) 6 C) 5
1 400
b) - d) —
) 4 ) 2000

4. As letras abaixo representam numeros. Quais sao esses numeros?

4 2 2
a) - = & b)ézg’_ o) =2
5 20

CEDERJ
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Gabarito
1. a,d, f
2. ab
4 5 30 4
4. a)a=12 b)b=38 c)e =20

Reducao de fragcoes a um mesmo denominador

44 1 . .
Observe as fracoes T e —. Elas tém denominadores diferentes. Vamos
procurar trés fragoes, equivalentes as trés fracoes dadas, tendo todas o mesmo
enominador. O novo denominador é multiplo de e 6. O menor nuimero
d dor. O d d Itiplo de 3,5 e 6. O

é o mmc(3,5,6) que é 30.

e

W W~
(SRR

Estamos, entao, com o problema - obter fragoes equivalentes a

I

1
6 tendo todas elas denominador 30.

4 ’ = doré4-10=40 = 4 _40
— = — numerador 210 = — = —
3= 30 o numerador é 3= 30
4 ? 4 24
EZ% = onumerador é¢4-6=24 = BZ%
! ’ = doré1l-5=5 = 1 0
= o numerador é 1-5 = - = —
6 30 6 30

Para reduzirmos duas ou mais fragoes ao menor denominador comum:

1°) Calculamos o mmec dos denominadores, esse mme serd o menor denomi-

nador comum;

2°) Multiplicamos o numerador de cada fracao pelo quociente entre o deno-

minador comum e o denominador inicial da fracao.

Exercicios

1. Reduza ao mesmo denominador comum.

3 5 12 3
) 5¢3 b5 e
21 7 21 5
2 el D2 22
) 53°% ) 769

2. Joao e Maria vao repartir entre si um prémio da Loteria Federal. Joao
ird receber R do prémio e Maria R$ 1.500.000,00. Qual o valor total

do prémio?

CEDERJ
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Gabarito
9 10 132 15 12 10 35 36 21 70
1. a) = e — — e — —, — e — d) —, — e —
V5% Y s 9303050 ) 126 126 © 126
2. A fragao que representa o valor do prémio que sera recebido por Maria

2
é g —F = g do total. Como ela ird receber R$ 1.500.000,00, entao o
3

valor total do prémio (x) pode ser determinado por 5x = 1.500.000, 00.

Dali,

3x = 5-1.500.000,00 = 7.500.000, 00
x = 7.500.000, 00 : 3 = 2.500.000, 00

Comparacao de Fragoes

Comparar duas fragoes significa estabelecer se elas sao iguais, ou nao.

Se forem diferentes, estabelecer qual delas é a maior.

1* Situacao: As fragoes tém denominadores iguais.

2 4
Exemplo: —e—
5 5

2 4
— € menor que g

5

(G2 )

SN
A
AN

LLHE
3

Quando duas fragoes tem denominadores iguais, a maior delas é a que

tem maior numerador.

2% Situacao: As fragoes tém denominadores diferentes.

_ 6 4
Vamos comparar as fragoes - e 5

Vamos reduzir as fra¢oes ao mesmo denominador. mme(7,5)=35

02

35 35

Dai como@>§temos ue§>é
35~ 35 W7~y

Quando vamos comparar duas fragoes que tém denominadores diferentes,

reduzimos ao mesmo denominador e aplicamos a regra anterior.

MODULO 1 - AULA 1

Usamos o simbolo “<” que
significa “é menor que” e o
simbolo “>” que significa “é

maior que”

CEDERJ
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Exercicios
1. Compare entre si as fragoes:
7 1 1 1 2 3 3 5 41 43
—e - b) - e — T d)2=-e2= — e —
@ 5es 53 935°7 2527 IR on

9 3
2. Qual o maior elemento do conjunto A = {5, 7

3 4 5
3. Coloque em ordem crescente as fragoes: 0 w3

2
4. Em certa classe, — dos alunos foram reprovados em Matemadtica e 9

em Portugués. Que matéria reprovou mais?

5
5. Num campeonato nacional o Fluminense ganhou - dos pontos que

1
disputou, enquanto o Vasco ganhou 6 Qual dos dois obteve melhores

resultados?
Gabarito

71 11 3 9 3 5 A1 43
Laist B> St 2 <9? il

V5>5 Mg drry V25<27 3T
5 !

3

L1 1435

1T 2758

2 18 7 35 35 18
4. Port 6 i =45 2 = e =2 g2y 2
ortugués, pois mme(5,9) 5, AT AT > 15

5 80 11 77 80 7

5. Flumi i 716) =112, - = —e—=—¢e — > —
uminense, pois mmec(7, 16) = 113%16 — 112 €118~ 112

Adicao e subtracao de nimeros fracionarios
1° Caso: Denominadores iguais

3 1
No mercado gastei R do que possuia em alimentos e R em material de
limpeza. Quanto gastei da importancia que possuia?

Vamos representar graficamente.

gasto em alimentos

gasto com material de limpeza

3 1
) )
3 1 4
Dai — + — = — (s6 observar o grafico)
5 5 O
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A soma de fragoes com denominadores iguais é uma fracao cujo denomi-
nador ¢é igual ao das parcelas e cujo numerador é a soma dos numeradores

das parcelas.

4 1
No mercado gastei — do que possuia em alimentos e G em material de

limpeza. Quanto gastei a mais em alimentos?

Vamos representar graficamente.

gasto com gasto com material

alimentos: — de limpeza: —
6 6

Observando o grafico vem:

O

3
6

| =

A diferenca entre duas fragoes com denominadores iguais é uma fracao

cujo denominador ¢ igual ao das fragoes dadas e cujo numerador é a

diferenca dos numeradores.

2° Caso: Denominadores diferentes

Quando as fragoes tem denominadores diferentes temos que, em pri-
meiro lugar, obter fragoes equivalentes que tenham denominadores iguais.

Exempl 4.3
Xem . — —
T

4 8 12 16 20 24
10 207 30" 407 507 60
5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

6’ 127 187 24 307 36’ 427 48" 54 60 °

Procurando as fracoes equivalentes que tem o mesmo denominador e

. - ) 4
... sao fracoes equivalentes a 0

5
.. sao fracoes equivalentes a 6

usando a regra anterior vem:
12+25_37 24+50_74_37
30 30 30 °0 60 60 60 30
Note que mmc(10,6)=30. Devemos, usando o mmc, determinar a fragao

equivalente com denominador 30.

Quando vamos somar ou subtrair fragoes que tem denominadores di-

ferentes, devemos primeiro reduzi-las ao mesmo denominador e, depois,

aplicar a regra anterior.

MODULO 1 - AULA 1
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Exercicios
1. Calcule:
3 1 2 3
a)Z‘f‘Z C)3—— 6)4?+6?
13 5 1 2 1
=2 24 - 42 f)5—4-
b) T d) +4+4 )5
2. Calcule:
)1+ - +2 )6+3
Y3 “5 9 95Ty
4 3 11 13 3 1
b) = — = d) — + — fy - —=
)3 4 )60+72 )7 3

3. Calcule o valor de cada expressao abaixo:

(1))

0 (o5 (D) (5-2)

1 1
4. No sitio de Daniel, = da plantacao é de milho, — é de feijao e o restante

é de arroz. Qual é a fracao correspondente a plantacao de arroz?

11
5. O censo revelou que, do total da populacao brasileira, 20 sao brancos,
10

o sao morenos e negros e a fragao restante é de raca amarela.

Qual a fracao da populagao brasileira corresponde a raca amarela?

Gabarito
1. a) 1 b) 2 c)% d)% 6)7—75 f)g
S - F - S
3. a) % b) 3—90 c) % d) %

CEDERJ |
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1 5 3 8

1
4. -+ -=—+4+ — = —.
3 * 5 15 - 15 15
e 15 15 8 7
A plantacao inteira corresponde a — logo, temos de arroz — —— = —
15 15 15 15
5
5 —
100

Multiplicacao e divisao de niimeros fracionarios
Multiplicagao

Joao tem um terreno quadrado de lados medindo 1km. Ele precisa

cercar uma parte desse terreno para o pasto de seu gado. Para isso, vai usar
3

1 de um lado e = do outro. Que fracao do terreno sera o pasto? Qual serd

a area desse pasto?

Como vao ser usados % de um lado e g do

9
outro, o pasto serd — do terreno. (Observe

o grafico) Zkem
Mas o terreno é quadrado e a area de um quadrado é: A = 1km-1km =
1 km?.

9 9
Como o pasto ¢ igual a 20 do terreno, sua area é 20 de 1km?, ou

9
seja, — km?. Assim, a drea do pasto, que é um retangulo, pode ser obtida

aplicando a férmula: A,ctangulo = b - h onde b — base e h — altura.
3 3 3 3 9
Dai A,etangulo = (Z . g) km?. Temos que 1530
Portanto para multiplicar duas fracoes, basta multiplicar os numerado-

res entre si e 0os denominadores entre si.

Exemplos:
35 3-5 15 5 3 7 21
1 —_— .= = —— = — = — 2 —_— - = — = 1
) 4 6 4-6 24 8 ) 7T 3 21

Observacdo: Podemos evitar a simplificagao do produto de fragdes se tomar-
mos o cuidado de cancelar os fatores comuns ao numerador e denominador

das fragoes que vao ser multiplicadas.

Exemplos:
4 4@8_ 32
87T
5
, 8
B, 1%y 2

MODULO 1 - AULA 1
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Exercicios
1. Calcule

1

a) O triplo de -

4
b) A metade de R
c) A terga parte de 18

4 11
d) OS?deg
2. Calcule os produtos
1 4 2
a)—'— C)—'§
3 3 3 8
2 3 1
p) 2.2 9.z
)7 ) )9 9

3. Calcule o valor das expressoes:

18 (1 24 5 7
A = (42 2. (221
) 35 <5+15 49) (3 )

2
4. José comeu R de uma barra de chocolate e Joao comeu 3 do restante.

a) Quem comeu mais?

b) Que fracao do chocolate sobrou?

Gabarito
1. a) g b) % c) 6 d) %
2. a) % b) % c) i d)1
30) o b) o ) o Q) 0

4. a) Os dois comeram a mesma quantidade de chocolate, pois José comeu

2 Joi 2d tant 5 2 3 onifi 2d3 2
- meu - do restan - — - = igni —de - = —.
5e 0a0 €O eu3 o restante F T que sig ca3 e5 5

2 2 4 5 4 1
b) José e Joao comeram — + — = = e sobrou — — - = —.

55 5 5 5 5
CEDERJ
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Divisao
Inverso ou reciproco
. , .3 .4, , -
Chama-se inverso ou reciproco da fracao 12 fracao 3 isto é, a fracao

: ) 3
que se obtém trocando entre si o numerador e o denominador de T

3 4 12
N —-—:—:1
o‘ceque4 3 B

Inverso ou reciproco de uma fracao diferente de zero é a fracao que se
obtém trocando entre si o numerador e o denominador da fragao dada.

O produto de uma fracao pelo seu inverso é 1.

Quociente de fracdes
. 3 5
Vamos calcular o quociente 1 D=

. . .
Denominemos o quociente procurado pela fracao —.
Y

Temos:
r 3 5
y 46
Multiplicando o quociente pelo divisor, obtemos o dividendo:
r 5 3
y 6 4

5
Vamos multiplicar os dois membros dessa igualdade pelo inverso de 5

isto é, —
x5 6_ 356
y 6 5 45
5 6
Com06~g:1,vem:
£ ,.3.6
Y 4 5
Sendo£:§:§e£:§-§.
y 4 6 y 4 5
3 5 3 6
lui — ===,
Concluimos 1'6°1%

O quociente de uma fragao por outra é igual ao produto da 1* fracao pelo

inverso da 2.

CEDERJ
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Exercicios
1. Calcule:
5 10 3 9 1 4
- — -z 2-:3—
8 303 )57 ¢) 2737
3
1 19 38 s
b) 6: = d) —: — f) =2
) 6:3 )80 10 ) 5
4

2. Calcule o valor das seguintes expressoes:

) (o8¢

1 1 7 1 1 5 1 1
d) Ké—z) -*%‘(317)} 307
3. Joao tem o saldrio incluindo as horas extras de R$ 3.840,00. Joao

1
gasta metade do salario para alimentar sua familia, gasta 1 do salério
3
no aluguel da casa e T do restante em conducao.
a) Quanto custa o aluguel da casa do Joao?

b) Quanto a familia de Joao gasta em condugao?

¢) Que fracdo do saldrio sobra para outras despesas?

Gabarito
1 7 1 15 12
1. a) - 1 L - -2 £y ==
2) 5 b) 18 °) 15 43 ©) 33 ) 35
4

2. a) —8 b) i c) @ d) g

5 10 125 36

13

3. a) R$ 960,00 b) R$ 180,00 o)

CEDERJ
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Sugestoes e Solucoes das Atividades Propostas

Atividade 01

Explique de maneira convincente o porque dos nimeros 1134 e 53172
sao divisiveis por 9.
Solucdo:

Voce deve ter se lembrado do critério de divisibilidade por 9, que é sim-
ples: um numero ¢ divisivel por 9 se, e somente se, a soma de seus algarismos
for divisivel por 9. Assim, como 1 + 1+ 3 +4 =9, 1134 é divisivel por 9.
Mas, isso é convincente? Bem, se vocé simplesmente acredita nas regras, nao
ha mais nada a discutir. No entanto, essa nao é uma atitude matematica
muito positiva. Regras sao importantes pois sao muito tteis em situacoes
praticas, fazem parte da cultura matematica. Mas, é fundamental entender
o porque da regra funcionar. Neste caso, a explicacao é simples. Devido ao
nosso sistema numérico decimal, 1134 = 1 x 1000 + 1 x 100 + 3 x 10 + 4.
Agora, como 1000 =999+ 1, 100 =99+ 1 e 10 = 9 + 1, podemos escrever

1134 = 1x(999+1)+1x(99+1)+3x (9+1)+4 =
= [1x999+1x99+3x9]+[1+1+3+4]

Como o ntimero [1 x 999 + 1 x 99 + 3 x 9] é divisivel por 9, claramente
1134 ¢ divisivel por 9 se, e somente se, 1+1+3+4 ¢é divisivel por 9. Repita
o raciocinio com o outro nimero. Observe que essa explicacao é ilustrativa
mas nao é uma demonstracao do critério de divisibilidade por 9, uma vez que

usalnos apenas um exernplo.

Atividade 02

Por que ¢ dificil decompor o niimero 97343 em fatores primos?
Solucdo:

Quanto tempo vocé gastou com esse exercicio? Bem, a idéia aqui é
colocar a teoria e a pratica em contato. A teoria é o maravilhoso Teorema
Fundamental da Aritmética que afirma que fodo natural admite uma tnica
decomposicao em fatores primos. A pratica é o ganha-pao de muitos ma-
tematicos: pode ser muito, muito dificil decompor um nimero em fatores
primos. Determinar se um dado nimero é primo ou nao ja é uma tarefa
titanica. Procure saber sobre os chamados primos de Mersenne e voceé tera
uma idéia melhor do que isso quer dizer. Mas, voltemos a nossa vaca fria:

por que ¢ dificil decompor o nimero 97343 em fatores primos?

MODULO 1 - AULA 1
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A pergunta tem um certo subjetivismo e vocé poderia ter respondido:

mas nao ¢ dificil decompor este ntimero, veja: 97343 = 311 x 313.

A eventual dificuldade reside no fato de que para decompor teriamos

que tentar a sua divisibilidade por todos os primos menores do que 311.

Moral da Histéria: se os fatores primos de um niumero forem relativa-

mente grande, é dificil obter sua decomposicao em fatores primos.

Atividade 03

Quais das seguintes equagoes podem ser resolvidas no ambito dos niimeros

naturais? E no ambito dos niimeros inteiros?

a) v+2=7 c) 3x+7=4 e) 2x+5=7
b) z+4=1 d) 2r4+4=38 f) 204+6=13
Solucdo:

As equagoes (a), (d) e (e) tém respostas 5, 2 e 1, respectivamente.
Portanto, podem ser resolvidas no conjunto dos nimeros naturais. Ja as
equagoes (b) e (¢) demandam um conjunto maior, uma vez que é preciso
subtrair 3 de 4 e de 7 para obtermos 1 e 4, respectivamente. Assim, as res-
postas de (b) e (c) s@o, respectivamente, —3 e —1. Finalmente, para resolver
a equagao (f) precisamos de um niumero tal que, somado a si mesmo resulte
em 7, um numero impar. Ora, nao ha, no conjunto dos inteiros, um nimero
com tal caracteristica. Para resolver essa equagdo (muito simples), preci-
samos estender os inteiros a um conjunto maior, o que chamamos conjunto
dos racionais... O nome cientifico do bicho é corpo de fracoes dos niumeros
inteiros. Mas, nao se preocupe. Chegara a hora de vocé aprender esse latim

todo, quando voceé fizer as disciplinas de Algebra.

Atividade 04
Use a definicao anterior de igualdade de niimeros racionais para verifi-
3 -3
car que — = —.
Ty = 5
Solucdo:
Para verificar a igualdade = = %, devemos verificar se 3 x 5 ¢ igual

a (—3) x (—5), que é verdade, pois ambos produtos sao iguais a 15.




Fracoes

Atividade 05

2 1
Determine o valor de x tal que =_.
r—1 3

Solucdo:
2

Antes de qualquer coisa, para que 1 seja um legitimo ntmero ra-
cional, uma fragao, é necessario que x seja diferente de 1, pois x — 1 deve ser
diferente de zero. Mas, considerando essa condicao, fazemos (z—1)x1 = 2x3,

ou seja, r — 1 = 6, cuja solugao é x = 7, que respeita a condicao x # 1.

MODULO 1 -

AULA 1
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Aula 2 — Numeros Decimais

Introducao

H&a um livro maravilhoso, escrito por Tobias Dantzig, cujo titulo é
“Numero, a Linguagem da Ciéncia”. Nao ha afirmacao mais verdadeira.
Seria impossivel atingir o desenvolvimento cientifico-tecnolégico a que chega-
mos sem dispor de ferramenta tao eficaz quanto os sistema numérico decimal

representado por algarismos hindu-arabicos.

Esse sistema, que o mundo todo usa, tem suas origens na fndia, por
volta de 200 aC, foi adotado pelos arabes no século 8. Em 711 os arabes
cruzaram o Estreito de Gibraltar e invadiram a Peninsula Ibérica, levando
na bagagem os algarismos e tantos outros conhecimentos, de astronomia,
medicina, e hoje enriquecem a cultura ocidental. O resto da Furopa eventu-

almente se rendeu ao novo sistema, mas nao o fez sem muita resisténcia.

A grande qualidade do sistema numérico decimal, representado pelos
algarismos hindu-arabicos, os nossos nimeros de cada dia, é sua simplicidade,
aliada a uma notagao extremamente feliz — posicional. Ao escrevermos 11 031,
onze mil e trinta e um, usamos o algarismo 1 em trés situagoes, com diferentes
significados, diferenciados apenas por suas posi¢coes em relacao aos demais

algarismos, o 3 e o 0.

Essa conquista estupenda, tanto para a Matematica quanto para as
demais ciéncias, se fez sem alarde nem nomes — de maneira anénima — bem

ao estilo da cultura hindu.

Isso s6 foi possivel devido a introdugao de um simbolo representando
o nada — a coluna vazia. Isso nao fora considerado pelas outras culturas,
representar o vazio era inconcebivel. Veja que a etimologia da palavra zero
é do latim zephyrum, o nome do vento oeste, que provem de sifr, arabe para
vazio, pronunciado vulgarmente séfer. Sem o zero nao poderiamos diferenciar
11031 de 1131.

Atividade 01

Voce sabe escrever 11 031 usando ntimeros romanos? Experimente mul-
tiplicar, por exemplo, MMMCDXXIII por CLVII ...

MODULO 1 -

AULA 2
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Numeros Decimais — os numeros nossos de cada dia

Quando falamos em ntimeros, com as pessoas comuns, 0S NUMeros com
os quais lidamos na nossa vida diaria, na padaria, no 6nibus, no posto de
gasolina, estamos nos referindo a uma classe bem especial de nimeros

racionais — os chamados ntimeros decimais. Veja alguns exemplos:

1205 —11,7547 9,82 10000, 00 0,000349 171

Esses nimeros podem representar medidas de comprimento, pregos de
objetos, notas de provas, indices dos mais diversos e muito mais. Apesar de
serem uma parcela realmente pequena de niimeros, mesmo se considerarmos
apenas o conjunto dos ntimeros racionais, eles bastam para a maioria das

nossas necessidades diarias. Veja a definicao de niimeros decimais:

Os nimeros decimais sao todos aqueles que podem ser escritos na

forma i%, com p e n inteiros tais que p,n > 0.

Assim, a lista anterior pode ser reconhecida como

1205 117547 982
12 = — —11,7547 = — 2 = —
05 , 7047 10000 9,8 100
10000 349 171

0000, 00 1 0,000349 1000000 7 1

Fracao decimal

Observe as fracoes escritas abaixo:

o2 3 D
10" 100" 1000° 10000

rTr 1t 1
10t 102 10° 107

Os denominadores sao poténcias de 10.

Definicao: Denomina-se fracao decimal toda fracdo em que o denomina-

dor é uma poténcia de 10 com o expoente natural.
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Numeral decimal

Sabemos que cada algarismo que compde um numeral ocupa certa or-

dem. Assim, no numeral:

4689

O valor dos algarismos deste numeral depende da ordem que ele ocupa.
Como 4689 = 4 x 1000 + 6 x 100 + 2 x 10 + 9, entao

O algarismo 4 na ordem das unidades de milhar — vale 4 - 1000
O algarismo 6 na ordem das centenas — vale 6 - 100
O algarismo 8 na ordem das dezenas — vale 8 - 10

O algarismo 9 na ordem das unidades — vale 9 -1

Quando um algarismo ¢é deslocado uma ordem a direita, seu valor passa
a ser % do anterior. E, quando ele é deslocado a esquerda o seu valor passa

a ser 10x o anterior.

Para representar os niimeros racionais de outro modo, vamos apresentar
os numeros decimais. Como teremos que representar partes da unidade,

ampliaremos o sistema de numeracao decimal.

1°) Colocaremos uma virgula para separar as unidades inteiras das partes da

unidade.

2°) Criaremos novas ordens, chamadas ordens decimais ou casas decimais, a

1
direita da virgula, obedecendo ao principio de cada ordem vale 10 do que

estd a sua esquerda.

Eis alguns numerais e como devem ser lidos:
0,8 — oito décimos

0,18 — dezoito centésimos

5,8 — cinco inteiros e oito décimos

7,20 — sete inteiros e vinte centésimos

19,421 — dezenove inteiros e quatrocentos e vinte e um milésimos

Fracao decimal e numeral decimal

Transformagdo de numeral decimal em fracdao decimal.

Transformar 0,043 em fracao decimal.
43

43 = ——
0-045 = 7500

MODULO 1 - AULA 2
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Portanto,

Para transformar um numeral decimal em fragao decimal escreve-se uma
fracao cujo numerador é o numeral decimal sem a virgula e cujo deno-

minador é o algarismo 1 seguido de tantos zeros quantas forem as casas

decimais do numeral dado.

Exemplos:

4723

1) 47’2—5): 100 — 2 zeros

2 casas
decimais

431
~ 100000 — 5 zeros

5 casas
decimais

2) 0,00431
l

Transformacdo de fracdo decimal em numeral decimal.

35
10000

35
representa 35 décimos de milésimos, logo = 0,0035
10000

Transformar em numeral decimal.

o35
10000

Para transformar uma fracao decimal em nimero decimal escreve-se o

numerador da fracao com tantas ordens decimais quantos forem os zeros

do denominador.

Exemplos:
324 34
1) — =32,4 2) —— = 10,0034
) 10 T ) 10000 ’ 1
i 1 J@sa 4 casas,
1 zero  decimal 4 zeros decimais

Propriedades dos niimeros decimais.

Consideremos 4,31

431

Sab 4,31 = —
abemos que 4, 100

Vamos multiplicar os termos dessa fracao por 10, por 100 e por 1000.

431 4310 43100 431000
100 1000 10000 100000

CEDERJ
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Se transformarmos cada fracao em numeral decimal, obtemos:

4,31 = 4,310 = 4, 3100 = 4, 31000

Concluimos entao

1% Propriedade:

Um numeral decimal nao se altera quando retiramos ou acrescentamos

um ou mais zeros a direita da sua parte decimal.

Exemplos:

1) 34,1 = 34,10 = 34, 100 = 34, 1000

2) 4,181 = 4,1810 = 4, 18100 = 4, 181000

Conseqiiéncia

A principal conseqiiéncia da 1¢ propriedade é que dois niimeros decimais
quaisquer podem sempre ser representados com o mesmo nimero de ordens

decimais.

Exemplo:

4,156 e 2,14 podem ser escritos:
4,156 e 2,140 (ambos com 3 casas)
Consideremos 4,518.

Multipliquemos esse numeral por 10, por 100 e por 1000:

4518 10 4518

4,518 x 10 = —— X — = —— =45 18
Re o 1 100

4518 4518

4,518 x 100 = — X 10() = —— = 451,8
4518

4,518 x 1000 = ——— x 100( = 4518
10p¢

Daf temos:

2% Propriedade:
Para multiplicar um numeral decimal por 10, por 100, por 1000, etc, basta

deslocar a virgula uma, duas, trés, etc, casas decimais para a direita.

CEDERJ
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Exemplos:
1) 13,4 x 10 =134
2) 431,45 x 100 = 43145

3) 0,00412 x 1000 = 4, 12

Aplicacdo - Comparagdo de decimais
A 2% propriedade é aplicada na comparacao de numerais decimais.
Exemplo: Comparar os numerais

0,345 e 0,2431

1°) Reescrevemos os dois decimais com igual nimero de casas (1% proprie-
dade)
0,3450 e 0,2431

2°) Eliminamos a virgula (multiplicar por 10000) e comparamos os nimeros

restantes.
3450 > 2431

entao 0,345 > 0,2431.
Vamos dividir 314,21 por 10, por 100 e por 1000.

1421 1421 1
314,21 : 10 :3—:10:3—-—:%231,421
100 100 10 1000
314.21:100 = 31421 100 = slazl - 1 - 31421 3, 1421
T 100 100 100 10000 7
31421 31421 1 31421

14.21: 1 =" .1000 = : = =0, 31421
314, 000 100 000 100 1000 100000 0,3
Dai temos:

3% Propriedade:

Para dividir um nimero decimal por 10, por 100, por 1000, etc, basta

deslocar a virgula uma, duas, trés, etc, casas decimais para a esquerda.

Exemplos:
1) 5,21 : 10 = 0,521

2) 434,25 : 100 = 4,3425
3) 3,421 : 1000 = 0,003421
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Notacao Cientifica
E comum precisarmos comparar numeros decimais. Esse processo pode
ser facilitado se usarmos uma convencao a que chamamos notagao cientifica.
A notacao cientifica de um ntmero decimal é escrevé-lo na forma
+ a x 10"
onde a ¢ um decimal tal que 1 < a < 10, com n um inteiro.
O fator 10" é a ordem de grandeza do nimero.
Veja, no quadro a seguir exemplos de nimeros com suas respectivas
notagoes cientificas e ordens de grandeza.
147,357 | 1,47357 x 102 2
0, 0000567 5,67 x107° | =5
—22052 | —2,2052 x 10 4
0,005 x 10~* 50x 1077 | =7
Exercicios
1. Transforme em fracoes decimais.
a) 0,3 c) 11,43 e) 9,2324
b) 1,34 d) 0,222 f) 0,0014
2. Transforme um numeral decimal.
8 138 1723
a) —— ¢) e)
1000 100 100
54 41 324
b) - d) —= ) =
10 1000 10°
3. Transforme as porcentagens abaixo em numero decimal e em fragao
decimal.
a) 18% ¢) 50%
b) 34% d) 70%
4. Um professor recebia R$ 200,00 por aula e teve um aumento de 35%.
Quanto passou a ganhar por aula?
5. Efetue
a) 0,34x10 c¢) 0,004 x1000 e) 0,74 : 100 g) 0,1:1000
b) 0,0453 x 100 d) 42,1 x 10° f)4,3:10

AULA 2
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Gabarito
3 134 1143 999 02324 14

1. a) — -0t 29 il e
Yo Yo 9 100 Y700 To000 ) 10000
2.2)0,008  b)54  ¢)1,38  d)0,041 ) 1723  £)0,00324

18 34 50 7

. 18 6 — de 2 il L

3 a)O,SemO b) 0,3 € 700 0)0,56100 d)0,7e10

4. R$ 270,00

5.a)34 b)453 ¢ 4 d)4210000 e)0,0074 f)043 g)0,0001

Adicao e subtracao de decimais

Adicao
Para calcular a soma 3,6 + 0,38 4+ 31,424 podemos converter os decimais
em fracoes e soma-las:
30 . 38 N 31424 _ 3600 + 380 + 31424
10~ 100 ~ 1000 1000
35404
= 1000 — 35,404

Ou simplesmente somar os nimeros decimais da seguinte forma:

3,600
0,380
31,424 +

35, 404

3,640,388+ 31,424 =

Portanto para somar numerais decimais:
1°) Igualamos o numero de casas decimais das parcelas, acrescentando zeros.
2°) Colocamos virgula debaixo de virgula.

3°) Somamos como se fossem nimeros naturais e colocamos a virgula ali-

nhada com as outras.

Subtracdo
Para subtrair numerais decimais, procedemos de modo similar ao usado

na adicao.

Exemplo: 29,34 - 14,321
29, 340
14,321 —
15,019

CEDERJ
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Multiplicagcao de decimais

Para calcular o produto 3,6 x 18, 36 podemos converter os decimais em

fragoes e multiplica-las.

36X1836_§§X1%6_6&B6
’ 7710 7 100 1000

Ou simplesmente multiplicar esses nimeros da seguinte forma:

= 66, 096

3,6
18,36
216
108
288
36
66,096

Dai temos que para multiplicar numerais decimais:

1°) Multiplicamos os decimais como fossem ntimeros naturais.
2°) Damos ao produto tantas casas decimais quanto seja a soma dos

numeros de casas decimais dos fatores.

Divisao de decimais
Divisoes exatas

Exemplo 1: Vamos achar o quociente de 10 por 4.

No conjunto dos naturais é 2, mas vamos obter o resto 2.

10 | 4
2 2

~—

Podemos neste caso obter um quociente mais preciso (com resto 0) se
continuarmos a divisao.
O que faremos entao?
Vamos acrescentar um zero ao resto (significa multiplicar o resto por
10), para nao alterar o resultado basta dividirmos o quociente por 10, isto
significa colocar uma virgula no quociente depois do 2. Assim teremos:
0 |4

10 | 4 10 | 4 50 9.5
2 2 20 2, 0

~—

MODULO 1 - AULA 2
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Exemplo 2: Vamos dividir 30 por 8. De modo similar ao exemplo 1, vem:

30 8

30 8
30 | 8 30 8 60 3,75
6 3 60 3,
4 0

Em resumo, hé divisoes entre naturais em que apds alguns passos conse-

guimos, obter um quociente decimal e resto 0. Nesses casos, o quociente

é chamado de decimal exato.

Divisoes nao exatas

Nem sempre a divisao acaba por apresentar resto 0.

Exemplo: Vamos calcular 211 : 90

1° passo
211 90
31 \2— Como ha um resto, o quociente sera da forma 2, ...
Notamos que o quociente é maior que 2 e menor que 3.
2° passo 3° passo 4° passo
211 90 211 90
211 90
310 2,34 310 2,344
310 2,3 — —
400 400
40
40 400

Observamos que, mesmo prosseguindo na divisao, jamais obteremos
resto zero. O algarismo 4 ird repetir-se como resto e obteremos aproxima-
dos, por falta, do quociente, assim 2,344; 2,3444; 2,34444; etc. Note que o
algarismo 4 se repete.

Logo temos:

H& divisoes nao exatas em que conseguimos obter apenas valores apro-
ximados para o quociente, porque nunca se obtém resto zero. Pelo

fato de haver algarismos que se repetem periodicamente no quociente,

o quociente é chamado de dizima periédica.

CEDERJ
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Transformar uma dizima periddica em fracao
Exemplo 1:  0,333...
Esta dizima é chamada dizima periédica simples, pois depois da virgula
sO tem a parte que repete.
Solucao
0,333... = O (x10)
3,333... = 100
0,333... = 10
3 1
3 = )0 = UO=—-=_
9 3
1
Logo, temos que 0,333 ... = 3
Exemplo 2:  1,424242...
E uma dizima periédica simples.
1,424242 ... = O
142,4242 ... = 10000
1,4242... = 100
141 42
141 = 990 = UO=—=1—
99 99
Obs.:

1) Se a parte que repete é 1 algarismo, devemos multiplicar por 10, se a
parte que se repete sao 2 algarismos devemos multiplicar por 100, etc . . .
na dizima periédica simples.

2) A fracado obtida é chamada geratriz da dizima.

Exemplo 3:  2,3444 ...
Esta dizima é chamada dizima periddica composta, pois depois da
virgula tem parte que repete (4) e parte que nao repete (3).
Solucao
2,3444 ... = [
234,44 ... = 10000 (multiplicar até a parte que repete)
23,44 ... = 1000 (multiplicar até a parte que nao repete)
211 31
211 =90 = UO=—=2 —
90 90

AULA 2
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Divisao de decimais

Calcular o quociente 3,24 :1,8

324 18 324 19 324

3,24:1,8=—:—=—_. — 2=
100 10 10(/) 18 180

Logo, dividir 3,24 por 1,8 é o mesmo que dividir 324 por 180.

324 180
1440 1,8
9

Dali para dividir dois decimais:
1°) Igualamos o numero de casas decimais do dividendo e do divisor, acres-

centando zeros.
2°) Eliminamos as virgulas.

3°) Dividimos os ntimeros naturais que resultam das etapas anteriores.

Conjuntos numéricos

Vimos a representacao dos conjuntos numéricos:

N é o conjunto dos niimeros naturais.
N={1,2,3,... }.

7, é o conjunto dos nimeros inteiros.
Z=A...,-2,-1,0,1,2,...}

Q ¢é o conjunto dos nuimeros racionais, que sao aqueles que podem ser

escritos em forma de fragao.

@Z{ﬂx:%,mbEZb#O}

Portanto, os numeros inteiros, os numeros decimais exatos e as dizimas
periédicas sao nimeros racionais.

O conjunto dos nimeros que nao podem ser representados por fragoes
sao denominados numeros irracionais e representamos por I. Pode-se de-
monstrar, em estudos mais avangados, que os niimeros irracionais sao exata-

mente as dizimas nao periodicas.

CEDERJ
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Exemplo:
V2 =1,414213 . ..
e=2,7182818. ..
7™ =3,1415926. . .

O conjunto dos ntimeros racionais e irracionais é denominado ntimeros

reais e representamos por R.

Nota: Na representacao de conjuntos numéricos sao usadas as convencoes:

(i) Sinal (4): elimina os ntimeros negativos de um conjunto.

Exemplo: Z, = {0,1,2,3,...} (conjunto dos nimeros inteiros nao ne-
gativos).

(ii) Sinal (—): elimina os ntimeros positivos de um conjunto.
Exemplo: Z_ ={...,—3,—2,—1,0} (conjunto dos ntimeros inteiros nao
positivos).

(iii) Sinal (): elimina o nimero 0 (zero) de um conjunto.
Exemplo: Z* é o conjunto dos niimeros inteiros nao nulos.

Exemplo: R* é o conjunto dos niimeros reais nao nulos.

Exercicios

1. Efetue as seguintes operagoes:
a) 7,48 + 4,3
b) 0,4143 + 3,04 + 51,4
c) 78,05 + 5,8
d)3,41-14
e)43,1-11,4
f) 3,41 x 4
g) 11,4 x 10,5
h) 0,01 x 43,4
i) (1,3) x 1,4 + 0,001 x 100
j) 1,64 + 3,1 x 4,3-23
1) 27,34 + 81,43 - 7,45
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2. Calcule os quocientes

a) 2,4 : 0,12 c) 2,56 : 0,16
b) 0,02 : 4 d) 5,14 : 0,3
3. Calcule
(0,1)-(0,001)-0,1
10 - 0,0001

4. Determine a soma 0,333...+0,777...
5. Calcule 0,999. ..

6. Determinar a fracao de cada dizima periddica:
a) 0,222...
b) 0,232323...
c) 3,1133...

Gabarito

1. a) 11,78 D) 54,8543 «¢) 83,85 d)2,01 ) 31,7 f) 13,64
g) 119,70 h) 0,434 i) 1,92 j) 12,67 1)101,32 m) 32,5
n) 0,05 0)93,5 p)17,125 q)2,666... 1)4,2 s)3,636363...

2.a)20  b)0,005  ¢)16  d)17,1333...

3. 0,01
10
4 =
9
5.1
2 23 17
ol b) 22 ikl
6. 2) 5 )99 93150
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MODULO 1 -
Sugestao e Solugao da Atividade Proposta
Atividade 01
Escreva os nimeros a seguir usando a notacao cientifica.
22000000 0,012 —0,037 15 x 1073 151 x 1073
Solucdo:
22000000 = 2,2 x 107; 0,012 = 0,0001 =1,0 x 1074
—0,037 = —3,7 x 1072 15x 1072 = 1,5 x 1074
151 x 1073 = 1,51 x 10~

AULA 2
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MODULO 1 - AULA 3

Aula 3 — Potenciacao

Vamos comecar esta aula com a definicao de poténcias de niimeros reais.
O objetivo mais imediato da definicao é simplificar a notacao e fornecer um
método para trabalhar com grandes nimeros. No entanto, com o aprofun-
damento do estudo, mais adiante no curso, vocé percebera que potenciacao
estd na base das defini¢oes das fungoes logaritmo e exponencial. Esta tltima

uma das mais importantes funcoes da Matematica.

Definicdo 1
Seja a um numero real e n um nimero natural, com n > 2.

A poténcia de expoente n de a, denotada por a”, é o niimero

at=a-a-a-..q
—_—

n fatores

Definicdo 2
Seja @ um numero real nao nulo e n um nimero natural,
com n > 2. A poténcia de expoente —n de a, denotada por

a~", é o nimero

1 1 1 1
a_n:_._._. _
aaa__ a

n fatores

Notas:

1. Se a é um nuimero real qualquer escrevemos
a =a.

Também, no caso em que a # 0, assumimos por convengao que

2. A expressao 0° nao tem sentido matemdtico. E o que chamamos de
uma indeterminac¢ao. Para entender um pouco mais o porque da im-
possibilidade de dar sentido numérico a 0° vocé deve aguardar o estudo

das disciplinas de Céalculo.
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3. Note que se a # 0 e n é um numero natural vale

4. Finalmente, na expressao a” os nimeros a e n sao chamados de base e

expoente, respectivamente.

Exemplo 1
a) 43 =4 x4 x4 =064

b) (=3)* = (=3) x (=3) x (—3) x (—3) = 81.

¢) (0,2)3 = (0,2) x (0,2) x (0,2) = 0, 008.

h) 102 =10 x 10 = 100.
i) 10* =10 x 10 x 10 x 10 = 10000.
2
D= (=) =Lt L g0
10 10710 100

N 1 1 1 1 1 1
) 100 = =) = = x — x — x — x — x — = 0,000001.
) (10) 1010710 10710 10" "
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Propriedades das poténcias

Sejam a e b nimeros reais e m, n numeros inteiros. Supondo que as
poténcias expressas estao bem definidas entao valem as seguintes proprieda-
des:

Poténcias de mesma base

Para multiplicar, mantém-se a base e somam-se os expoentes, isto é:

Poténcias de mesmo expoente
Para multiplicar, mantém-se o expoente e multiplicam-se as bases, isto é:
a - b" = (ab)"™.

Para dividir, mantém-se o expoente e dividem-se as bases, isto é:

Poténcia de poténcia

Para calcular a poténcia de outra poténcia, mantém-se a base e multiplicam-
se os expoentes, isto é:

n .
(am) — amn'

Obs.:
e Nas propriedades enunciadas a base deve ser nao-nula nas seguintes

situagoes: o expoente é negativo ou a poténcia estd no denominador.

e As propriedades tém a finalidade de facilitar o calculo. Nao é obri-

gatorio o seu uso. Devemos usa-las quando for conveniente.

e As propriedades enunciadas podem ser provadas a partir das defini¢oes.

Por objetividade, partimos direto para os exemplos.

MODULO 1 -

AULA 3
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Exemplo 2

a) 3% x 3% = 323 — 35 — 243,

45
42

=472 =43 = 64.

c) 3?2 x 52 = (3 x 5)? = 15? = 225.

4
) =24 =16.

e) (3%)% =332 =36 =729,

£) (a26?)® = (a2)*(b?)* = 42",

Aplicacao

Todo ntimero real positivo b pode ser expresso na forma b = a x 107,

onde p é um numero inteiro e ¢ um namero real, com 1 < a < 10. Esta

maneira especial de escrever o nimero b é denominado nota¢ao cientifica.

Exemplo 3

A notacao cientifica de 450 é 4,5 x 10% e, a notacdo cientifica de 0,042
64,2 %1072,

Exemplo 4

Qual é a notacao cientifica do nimero 4 x 5217

Solucao:

41557 = (22)1 x5 = 2% 52 = 27 % 2% x 52 = 128 x 10%! = 1,28 x 107,

Exercicios Propostos

1. Efetue as operacoes indicadas :

a) 23 x 26
b) 3% x 3% x 374

f) (0,3)? x (0,5)?
g) (—0,04)% x (50)*

c) 5* =+ ) 0,22
d) g—Zi i) (24)3
) 2—_2 j) 2%
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10.

11.

12.

13.

. Determine o valor da expressao (2% x 273 x 37! x 3%)

. Determine o valor de

2

Sendo a e b ntmeros reais diferentes de zero, determine o valor de
37,23
()
5
(a2b3)

57471

Determine o valor de 31

. Determine o valor da expressao

C ]G -

. Determine o valor de (0,2)3 + (0, 32)2.

Sea=2*b=a? c=2% determine o valor de 2abc?.

102 x 107t x 1073
1072 x 10-6

. Encontrar o valor aproximado de 1.000.000 x (1,09)'% adotando

(1,09) =2 2 e 219 22 1000.
Determine a quantidade de algarismos do nimero 168 x 125

Qual é a metade de 2227

on + 2n+1 + 2n+2
2n+1

Simplifique a fracao ,onde n € N.

Determine a relagao entre a e b onde a e b sao nimeros naturais que

expressam os ntimeros de algarismos de x = 4'2 x 529 ¢ y = 4 x 58,

respectivamente.
Gabarito
1.a) 2°b) 3% c) 52d) 3%e) 371 1) 0,0225 g)4 h) 9 i) 22 j) 264
2. 81/4 8. 1000
3. a° 9. um trilhao
4. 36/35 10. 29
5. 1/128 11. 2%
6. 0,1104 12. 7/2
7. 249 13. a=b

MODULO 1 - AULA 3
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Aula 4 — Radiciacao

Nesta aula estudaremos radiciacao que é, conforme voceé perceberd,

a operacao inversa da potenciacao. Vamos a definicao.

Definicao 1
Seja @ um numero real e n um numero natural. O nimero x
é chamado raiz enésima de a se, e somente se, £ = a. Ou

seja, temos a seguinte equivaléncia:

x é raiz enésima de a < 2" = a.

Notacao

Usaremos a notagao {/a, para representar raizes enésimas do ntimero a.
No caso em que n = 2 e a > 0, em vez de Ja, escrevemos simplesmente
Va e lemos “raiz quadrada de a”. Nesta situacao, —y/a é o simétrico da
raiz quadrada de a e (—/a)? = a. Mais adiante vamos definir melhor a

representagao /a.

Existéncia

Da definicao conclui-se que determinar as raizes enésimas de a é o
mesmo que determinar todas as solugoes da equagao ™ = a. Vamos examinar

0s seguintes casos:

Primeiro caso: a =0en € N, n > 2

A tnica raiz enésima de zero é o préprio zero, ou seja:

V0=0.

Segundo caso: a > 0 e n € N sendo n par
O numero a possui duas raizes enésimas. Essas duas raizes sao simétricas.

A raiz enésima positiva de a é representada pelo simbolo {/a. A raiz enésima

negativa de a, por simétrica da primeira, é representada pelo simbolo — a.

| CEDERJ
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Portanto cuidado quando escrevemos, por exemplo, v/3, V5, V3,

estamos representando niimeros positivos.

Exemplo 1

O numero 16 tem duas raizes quartas. A raiz quarta positiva de 16 é 2.

A raiz quarta negativa de 16 é -2. Assim,

V16 = 2
—V16 = -2.

As raizes quartas de 16 sao 2 e -2.

Terceiro caso: a < 0 e n € N sendo n par

Neste caso nao existe raiz. O que queremos dizer com isto? Simples-

mente que no conjunto dos numeros reais nao tem sentido uma expressao

como /—2 ou v/—6.

Exemplo 2

Nao existe raiz quadrada de -4. Ou dito de outro modo, nao existe nenhum

ntmero real x tal que 22 = —4.

Quarto caso: a # 0 e n € N sendo n impar

O ntmero a possui exatamente uma tnica raiz enésima no conjunto

dos nimeros reais. Esta raiz tem o mesmo sinal de a e é representado pelo

simbolo a.

Exemplo 3

a) O nimero 8 tem uma unica raiz cibica que é representada com o
simbolo V/8 e vale 2, isto é,

V8 =2.

b) O nimero —64 tem uma tnica raiz cibica no conjunto dos niimeros

reais, que é representada pelo simbolo /—64 e vale —4, isto é:

V—64=—4.
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Obs.:

1) No simbolo {/a dizemos que:
/€ oradical

a é o radicando

n é o indice da raiz.

2) Conforme ja observado, por convencao, na raiz quadrada, omite-se o
indice. Escreve-se, por exemplo, v/6 e —v/6 para representar v/6.
Exemplo 4
a) O nimero 8 é uma raiz quadrada de 64, pois 8 = 64.
b) O ntimero -8 é uma raiz quadrada de 64, pois (—8)* = 64.
¢) V0 =
d) \/_
) \/_ —4.
) +V16 =

)

lann

+4.
) v/—4 ndo tem sentido em R.
h) V27 =

i) \‘”’/——7 = -3.
P V-1=-1.
k) v/2401 = 7.

o

1

Propriedades das Raizes

Sejam a e b nimeros reais e m,n numeros inteiros. Suponha que as
raizes enésimas que escreveremos nas propriedades de 1 até 4, a seguir, sao

bem definidas. Entao valem as seguintes propriedades:

Propriedade 1 (Radicais de mesmo indice)

Para multiplicar, mantém-se o indice e multiplicam-se os radicandos, isto é,
Vax Vb= Vab.

Para dividir, mantém-se o indice e dividem-se os radicandos, isto €,

71
i 5 b A0,
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Exemplo 5
a) V3 x V9 =+v27=3
b) V2 x V5 = IO
¢) V32 = B x i
d) VB=V2xVi=V2x2=22

Propriedade 2 (Raiz de Raiz)

Para calcular uma raiz de outra raiz, mantém-se o radicando e multiplicam-

se os indices, isto é,

Exemplo 6

a) V/V/720 = /729 = 3
b) \/VV5= 35

Propriedade 3 (Raiz de Poténcia)
Calcular a raiz e em seguida a poténcia é o mesmo que calcular a poténcia

e em seguida a raiz, isto é,

(Va)" = Vam, meZ.

Exemplo 7
a) VA5 = (V4)" =25 = 32
b) V162 = (V16)” = 22 = 4

Propriedade 4 (Alteracio do indice)
Multiplicar ou dividir indice e expoente por um mesmo nimero nao altera

o resultado, isto é,

Var =

Exemplo 8
2) VB = /3 — /2
b) 1\6/2_8 _ 16:8/28:8 — \/5

¢) V5 x V2= V53 x V22 = /500
CEDERJ
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Notas:

1. Voltamos a enfatizar que as propriedades enunciadas sao validas sob a
condi¢ao que as poténcias e radicais estejam bem definidas. Por exem-
plo, nao tem sentido usar a Propriedade 3 para escrever {/(—2)3 =
= (\4/—_2)3, uma vez que nao tem sentido v/—2, no conjunto dos

numeros reais.

2. As demonstragoes das propriedades enunciadas nao sao dificeis de serem
realizadas. Basta um uso cuidadoso das defini¢oes. Se voce tiver tempo
tente provar algumas delas. Se tiver dificuldade procure seu tutor, ou

discuta com seus colegas de grupo de estudo.

Nosso proximo assunto tem como objetivo ampliar a utilizacao de potén-
cias e radicais com o objetivo de facilitar operagoes com nimeros reais. Ou de
um outro ponto de vista, veja a Definigao 2 a seguir, trataremos a radiciacao

como um caso especial de poténcias de expoentes fracionarios.

Poténcia de Expoente Racional

Definicdo 2
a) Seja a un numero real positivo, n um ntimero natural nao-nulo e ™ um
numero racional na forma irredutivel. A poténcia de base a e expoente

racional 7 é definido por

m/n n

a = Vvam.

b) Seja a um nimero real, n um nimero natural fmpar e ”* um nimero

racional na forma irredutivel. A poténcia de base a e expoente racional

o ¢ definida por
n m
n n

a = vam.

Nota:

Valem para as poténcias de expoente racional, as mesmas propriedades

validas para as poténcias de expoente inteiro.
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Exemplo 9
a) 33/5 = /33
b) 2Y7 = V21 = /2
c) 2-2/5 — /22

Racionalizacao

Racionalizar o denominador de uma fragao significa eliminar os radicais do

denominador sem altera-la.

Exemplo 10

5 5
T L
1 _ 1 (\/§+\/§) V3HV2 3 9
c) ViVE = (vd) X (5v3) . V3 + 2

Exercicios Propostos

1. Efetue:
a) V16 x /4 d) V272
V30 -
b) 7 e) V3
o) V56 £ V72

2. Escrever v/45 + /80 na forma de um unico radical.

928 | 930
3. Efetue \3/ S
10

4. Escreva na forma de um tnico radical:

4X3><6 3_\/5
a) V2 x V3 x5 )\f

V3
2

3/ 2

V V3

5. Dados os dois nimeros v/3 e v/4, determine o maior.

o

b) v/3v2 d)

CEDERJ |
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6. Escrever cada poténcia na forma de radical:

a) 3%/4 b) 347 c) 52 d) 27%/3
1/2
7. Determine o valor de (93/2 — 272/3> )

8. Racionalizar o denominador:
) 3 NG 1 1
a) — -
V2 /27 V5 — /3

75
9. Simplifi — .
implificar B

ﬁ+1+\/§—1
V3—1 V341

10. Simplifique

Gabarito

1.a)4 b) V5 c)4 d)9 e) V27 f) 62
2. V5
3. 29
4. a) ¥/16200 b) VIS c) %/2 d) 1@/@
5. /3

4 7 1
6. a) v27 b) V3 ¢) V5 d)?*_\/a
7. 3v2

5

8. a) 22 p) ¥B ) V2 () VL
9. 5/2
10. 2

Exercicios de Reforco

VLT,

1. (PUC-99) O valor de O’]_T e
4
a)4,444...  b)4 ) 4777... d)3 ) 3
2. (PUC-93) Somando as dizimas periddicas 0,4545 ... e 0,5454 . .. obtém-
se:

a) um inteiro

b) um racional maior que 1
¢) um racional menor que 1
d) um irracional maior que 1

e) um irracional menor que 1

CEDERJ




MATEMATICA
BASICA

CEDERJ

Radiciacdo

10.

11.

(FGV-SP) Assinale a alternativa incorreta:

a) Todo nimero inteiro é racional.
b) O quadrado de um irracional ¢ real.
¢) A soma de dois nimeros irracionais pode ser racional.

d) O produto de dois ntimeros irraiconais é sempre irracional.

Escrever na forma decimal os nimeros:

. Escreva na forma fraciondria os niimeros

a=0,075 b=24141... c=1,325151...

. (UF-AL-80) A expressao V10 + /10 - v/10 — /10 6 igual a:

a) 0 b) V10 c) 10 — V10 d) 3v/10 e) 90

(CESGRANRIO-84) Dentre os niimeros z indicados nas op¢oes abaixo,

. 14 9
aquele que satisfaz 1 <r< - é

7
a)124  b)128 ¢ 130  d)132 ) 135

(UFF-1? fase) Se X e Y sao racionais onde X = 0,1010101010... e
Y =0,0101010101. .. assinale a alternativa que representa o quociente
de X porY

a) 0,0101010101 ... b) 0,11 c¢) 10,10101010. .. d) 10

N[
[V
W=

(UFF 95 - 12 fase) Assinale qual das expressoes abaixo ndo é um nimero
real:
1

S e a) o)

(FUVEST) Usando (1,41)* < 2 < (1,42)?, prove que
50
6,1l < ——— <6,3.
1+ 50
(FUVEST) Seja r = v/2 4 /3.

a) Escreva V6 em funcao de r.

b) Admitindo que v/6 seja irracional, prove que r também é irracio-

nal.
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12.

13.

14.

15.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

. d

(FUVEST) Sejam a, b e p ntimeros reais, a > 0, b > 0ep > 1.
a + bp?

a+b
(FATEC-SP)Sea =0,666..., b=1,333... ec=0,1414..., calcule,

entdao, a-b~! +c.

a
Demonstre: Se > p, entao 7 <p.

(PUC-RJ-80) Efetuadas as operagoes indicadas, concluimos que o niimero:
2 7

27 143
25—1/6

19
a)é>5 b)estd entre 2 e 3 c)é<ﬂ d) estientre 5e6 ¢) é>6

1
(FATEC-SP-80) Sejam =z € R*, m =z — oY= V14 m2, entao:
x

472 + 1

2z

Vaxt + 422 + 2 Vo +1
b)y= 5 d)y=

.a=0,5 0=1,8 ¢c=0,044. ..

3 239 13219

.a=—,b=—, c=

40’ 99’ 9900

o

o,

a

)
)
)
)
Demonstracao

a)\/6:T2_5

Demonstracao

127
198

)
Q)

b) Demonstragao

| MODULO 1 -
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MODULO 1 -
Aula 5 — Fatoracao

Fatorar é transformar uma soma ou diferenca de duas ou mais parcelas
como produto de dois ou mais fatores. Por exemplo, a expressao cx + cy é
equivalente a expressao fatorada c(x + y). Note que, cx + cy = c(x + y).

A seguir vamos trabalhar algumas técnicas béasicas de fatoracao, entre
as quais, fator comum, agrupamento, diferencas de quadrados, quadrado
perfeito, soma e diferenca de cubos e cubo perfeito.

Primeiro caso: Fator Comum
a) ac+ ad = a(c+ d), a é fator comum de ac e ad
b) 22% — 3zy = x(2x — 3y), x é fator comum de 2z° e 3xy
c) 36x2y? — 4823yt = 122%y? (3 — 4xy2), 122%y? é fator comum de 3622y
e 48z3y2,
d) 322 + 62° + 122" = 327 (1 + 2z + 4x2), 3z% é fator comum dos trés
termos.
Segundo caso: Agrupamento
a) ac+bc+ad+bd =cla+b)+da+b)=(a+b)(c+d)
b) ab+ac—b—c=alb+c)—1b+c)=(b+c)(a—1)
c) 62 —4ax —9bx + 6ab = 2x(3x — 2a) — 3b(3x — 2a) = (3x — 2a)(2z — 3b)
d) ab+a—-b—1=alb+1)—1b+1)=(0b+1)(a—1)
Terceiro caso: Diferenca de Quadrados
A diferenca entre dois quadrados a® — b? é igual ao produto da soma
a + b pela diferenca a — b. Assim,
a’> —b* = (a+0b)(a—0b).
A justificativa é que:
(a+b)(a—0b)=ala—>b)+bla—0b)=a®>—ab+ba—b*=a®>—b>.

AULA 5
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Veja alguns exemplos:
Exemplo 1
a) a* —16=a*—4*= (a+4)(a — 4)
b) 81 —mb =92 — (m?)* = (9 +m?) (9 — m?)

)d—(r-y)=Q+z-y2-(r-y)=Q2+r-yQ2-z+y

Quarto caso: Quadrado Perfeito

O desenvolvimento da expressao (a + b)?, resulta no quadrado da pri-
meira parcela, a2, somado com o dobro do produto das duas parcelas, 2ab,

somado com o quadrado da segunda parcela, b, portanto,
(a+b)* = a®+ 2ab + b*.
A justificativa é que:
(a+b)? = (a+b)(a+b) = a(a+b)+bla+b) = a®*+ab+ba+b* = a*+abtab+b* = a®+2ab+b>.

O quadrado da diferenga entre duas parcelas (a —b)? é igual ao quadrado da
primeira parcela, a?, menos o dobro das duas parcelas, 2ab, mais o quadrado

da segunda parcela b?, isto é,
(a —b)* = a® — 2ab+ b*.
A justificativa é que:

(a—b)? = (a—b)(a—b) = a(a—b)—bla—b) = a®*—ab—ba+b* = a*—ab—ab+b* = a®*—2ab+b*.

Obs.: Nio confunda o quadrado da diferenga (a — b)? com a diferenca de

quadrados a? — b?.

(5-2)2=32=09
52 —22=25—4 =21,

Veja os exemplos a seguir:

Exemplo 2
a) (2—x)2=2%2-220+ 2% =4 — 4o + 2*

b) (3a — 2b)* = (3a)* — 2-3a - 2b+ (2b)* = 9a® — 12ab + 4b*
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2522+ 30xy +  9y* = (bz + 3y)?

| l
V2522 9y?

Veja agora a técnica com um exemplo mais elaborado envolvendo fa-
toracao. Vamos simplificar as expressoes supondo cada denominador dife-

rente de zero:

1022 -10  10(z*> —1) 10z +1)(z—1)  10(z +1)

f)

2 —2r4+1 (2—-12 (z2—-1Dx-1)  2-1
) =4 (a+2)(a—2) (a+2)(a—2) a—2
8 @idatr4 (a+2?  (a+r2)(at2) a+2

Soma e Diferenca de Cubos

A soma de dois cubos é igual ao produto do fator a + b pelo fator

a? — ab + b?, isto é,

a®+b* = (a+0b)(a® —ab+b%).

Diferenca de Cubos

A diferenca entre dois cubos é igual ao produto do fator a — b pelo fator
a® + ab + b%, isto é,

a® = b’ = (a—b)(a® +ab+b?).
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Fatoracdo

Justificativa
(a+0b)(a*> —ab+1b*) =
= a(az—ab+b2)+b(a2—ab—l—b2):
= a®—a’b+ab® + ba® — ab® + b =
= a®—a’b+ab®+ a’b —ab® + b =
= a+ 0.
(a—0b)(a*+ab+b*) =
= a(a2+ab—|—62)—b(a2—l—ab+b2):
a® 4+ a®b + ab®> — ba® — ab® — b® =
a® 4+ a®b + ab®> — a’b — ab® — b® =

a® — b3

Examine esses exemplos envolvendo fatoracgao:

Exemplo 3
a) 2% +8 = (z+2)(2* — 2z +4)
b) 125 — 64m?® = (5 — 4m) (25 + 20m + 16m?)

Veja novos exemplos envolvendo simplificagao de fragoes com denomi-

nador diferente de zero:

c)

-8 (x —2)(2* 4 22 + 4) 422 +4

2—4  (z2-2)(x+2) x+2
Q 464 (z+4)(2® —4x+16) 2 —4x+ 16
22+ 8z +16 (x4 4)? B x+4

Cubo Perfeito

O cubo da soma de duas parcelas ¢é igual ao cubo da primeira parcela,
a®, mais trés vezes o quadrado da primeira pela segunda, 3a’b, mais trés
vezes a primeira pelo quadrado do segundo, 3ab?, mais o cubo da segunda

parcela, b?, portanto,
(a+b)* = a® + 3a*b + 3ab® + b°.

O cubo da diferenca entre duas parcelas, (a — b)3, é igual ao cubo da
primeira parcela, a®, menos trés vezes o quadrado da primeira pela segunda,
3a?b, mais trés vezes a primeira pelo quadrado do segundo, 3ab?, menos o

) 7 )

cubo da seginda parcela, b3, portanto,

(a —b)® =a® — 3a®b + 3ab® — b*.




Fatoracdo

MODULO 1 -
Justificativa
(a+b)*=(a+b)(a+b)? =
= (a+b)(a®+2ab+V?) =
a(a2 + 2ab + b2) + b(a2 + 2ab + b2) =
a® + 2ab + ab® + a*b + 2ab?® + b =
a® + 3ab + 3ab* + 1?.
(a—0)*=(a—"0)(a—0)?
(a—b)(a® — 2ab+b?) =
a(a® — 2ab+ b?) — b(a® — 2ab + b*) =
a® — 2a*b + ab® — a®b + 2ab* — b3 =
a® — 3a%b + 3ab® — b*.
Os exemplos a seguir utilizam as igualdades envolvendo cubos perfeitos e
fatoragao. Siga atentamente os cédlculos.
Exemplo 4
a) (3z+4y)® = (3x)3+3(3z)%(dy) +3(3x) (4y) %+ (4y)? = 2725+ 10822y + 144zy>+64y>
b) (x —2y)® = 2 — 32%(2y) + 32(2y)? — (2y)? = 2® — 62y + 122y? — &°
c)
a) 27 + 135z + 22527 + 12523 = (3+5z)*
| |
V27 =3 V12523 = 5z
d)
b) 64 — 48z + 1222 — x3 =(4-x)3
| |
V64 =4 Va3 = x
Exercicios Propostos
1. Fatore:
a) xy +3y+x+3 f) 2z +y)* - (z —2y)
b) x? — 1? g) 8 —1
c) 25x% — 4y? h) 10a?b3c* — 15a3b*c* — 34a*h3c?
d) 36m? — 100n? i) mn—m—n+1
e) 121 — 169a2b i) y*—16
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Fatoracdo

. Simplifique:

ab+a+b+1
a? —1
a? — b?

a?+ab—a—0>

a)

b)

. Fatorar as seguintes expressoes:

a) 4x? + 6xy + 2

b) (a —b)? + 2(a —b)

¢) 2ab — ac — 2xb + zc

d) 4223y — 702y — 62 + 10

e) 1622 — 36

Determine o valor de a — b.

f) 223y3 — 162%y* + 3229°
g) 25 — 2% + 6y — 9y?

h) 2% +y°

i) 8a% — 1

j) @® — 3a*b+ 3ab® — b*

. Simplificar as fragoes, supondo cada denominador diferente de zero:

dr — ex a2t —1
a) —— f) ———
mr — nx xt—222+1
axt — a® a® — 27
b)f 8 5= g
T3y a*+3a+9
>:c2—|—:1:y+:c—|—y ) a® — 3ab + 3ab* — b
Q) a® + a? — ab® — b? ) a® — b?
i) —
a’?+ab+a+b a? — 2ab + b?
(a —b)? + 4ab
e) ———
ba + 5b
, 1 1
. Calcular o valor de a” + — se a+ — = 6.
a a
. Os ntimeros naturais a e b, com a > b, sdo tais que a® — b* = 7.




Fatoracdo

Gabarito

1. a) (x+3)(y+1)
b) (z +y)(z —y)
¢) (5x + 2y)(5x — 2y)
d) (6m 4+ 10n)(6m — 10n)
e) (11 + 13ab)(11 — 13ab)

b+1
a—1

2. a)

3. a) 2z(2x + 3y + 1)
b) (a —b)(a — b+ 2)
¢) (a—x)(2b—c)
d) (72%y — 1) (62 — 10)
e) (4x + 6)(4z — 6)

f) Bz —y)(x + 3y)

g) ((#*)? + D)@+ 1)(z + 1)(z — 1)
h) a*b*c*(10bc* — 15ac® — 34a?D)

i) (n—1)(m—1)

W+ Hy+2)(y-2)

a—>b

a—1

b)

f) 2zy°(z — 4y)?

g) (25+x —3y)(25 —x + 3y)
h) (xQ + y2) (l,4 _ :L’2y2 + y4)
i) (2a —1)(4a® + 2a + 1)

j) (a—0b)?°

— -1
4 a) d—e b) azx C):c—l—y
m-—n Y :L’2—11
a+b x° +
d)a—> f
. ’ P b+ 17 )xQ_bl
a” — 2a0 + a+
-3 h) — 7
8) a >a2—|—ab+b2 1)a—b
5. 34 6.1
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Aula 6 — Equacao do 1° Grau

Sentenca Aberta e Equacgao

Vamos analisar as seguintes sentencas:

3-5—1=17 (6.1)
3-6—-1=17 (6.2)
3-x—1=17 (6.3)

Observe que:
A sentenca (6.1) ¢é falsa pois 3-5 —1 =14 # 17
A sentenca (6.2) é verdadeira pois 3-6 —1 =18 -1 =17

A sentenga (6.3) nao é verdadeira nem falsa, pois x, chamado varidvel,

pode assumir qualquer valor.

Esse tltimo tipo é um exemplo de sentenca aberta. Toda sentenca aberta,
onde aparece uma variavel real, na forma de igualdade é chamada de equacao.
Substituindo x por 6, a sentenca aberta 3 -x — 1 = 17 se transforma em
3-6—1 = 17 que é uma sentenca verdadeira. Nesta situacao z = 6 €
uma raiz (ou uma solugao) da equagao, uma vez que para este valor de x,
3-x—1=1T7.

Raiz e Conjunto-Verdade

Raiz (ou solucao) de uma equacdo é um numero que transforma a
sentenca aberta em sentenca verdadeira. Conjunto-Verdade ou Conjunto-
Solucao de uma equagao é o conjunto de todas as raizes. Resolver uma

equagao ¢ determinar o seu Conjunto-Verdade.

Equacgao do 1° Grau

Equacao do 1° Grau é toda sentenca aberta em uma variavel real x,
que pode ser expressa na forma ax + b = 0, onde a e b sao nimeros reais e

a # 0. Vamos determinar o Conjunto-Solugao da equacao ax + b = 0:
b
ar+b=0ar=-bsr=—,a#0.
a

Portanto, o Conjunto-Solugao de az + b= 0, com a #0 é V = {2}

CEDERJ
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Exemplo 1

a) O ndmero 2 é raiz da equacao 4x — 1 = 7, pois substituindo = por 2 a
sentenca aberta 4r — 1 = 7 se transforma em 4 -2 — 1 = 7 que é uma
sentenca verdadeira.

b) O nimero 5 nao é raiz da equagao 4x — 1 = 7, pois substituindo z por
5 a sentenca aberta 4r — 1 = 7 se transforma em 4-5—1 = 7 que é

uma sentenca falsa.

¢) O conjunto solugao V' da equagao 3z — 18 = 0 é V = {6}. De fato,
3xr — 18 = 0 se, e somente se, x = 6.

d) O conjunto solugao da equagao 3x + 2 = 3z — 1 é (), pois
3r+2=3r—-1<0r=-30=-3
que é uma sentenca falsa.

e) Qual é o conjunto solugao V' da equagao 3z — 6 = 3(x — 2)?

Solucao:
3r—6=3r—-6<0x=0.

Note que 0z = 0 é uma sentenca verdadeira seja qual for x € R.
Portanto, V' = R.

_ 3z x+1
f) Resolver a equacao 7 3 = 1.
Solucao:
3v x+1 9 —4(x+1) 12 B B 16
7 3 =1& D f12@9x74x74f12<ﬁ>5zf12+4<ﬁ>zf5.

16
Dai, o conjunto solucao V', da equagao é V = {g}

Aplicagoes da Equacgao do 1° Grau

Exemplo 2

A soma de quatro niimeros inteiros e consecutivos é 38. Achar esses niimeros.
Solucao:

Considere os ntumeros z,z + 1,2 + 2 e x + 3. Entao:
r+r+1l4+2x4+242+3=38=4r=38—-6=_8.

Logo, os nimeros sao: 8,9,10 e 11.

CEDERJ |
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Exemplo 3

A idade de uma pessoa é o dobro da de outra. H& cinco anos a soma das
idades das duas pessoas era igual a idade atual da mais velha. Quais sao as

idades atuais das duas pessoas?
Solugao:
Sejam x a idade da pessoa mais nova. Portanto, 2z a idade da mais

velha. Usando dados de cinco anos atrds encontramos que
T—H0+2xr—-5=2rx=10e 2x = 20.

Logo, as idades atuais sao 10 anos e 20 anos.

Exercicios Propostos
1. Resolva em R, a equacao 3x — 27 = 0.
2. Resolva em R, a equagao 12 + 4x = 0.
3. Resolva em R, a equacio z[2z — (3 — z)] — 3(2% — 1) = 0.
4. Resolva em R, a equacao 3z + 1 = 3z + 4.

5. Resolva em R, a equagao 5(x — 1) = 5z — 5.

Sor—1 x 142
: 1 R a - =—
6. Resolva em R, a equacao 5 5 B
4o — 2 1 1—4x
. 1 R a ——=2- .
7. Resolva em R, a equacao 3 10 5

8. A soma de cinco niimeros impares e consecutivos é 905. Quais sao esses

numeros?

9. A soma de dois nimeros é 200. Ache-os sabendo que a metade de um

é igual a % do outro.

10. A diferenca entre dois ntmeros é 18. Somando 4 a ambos, o maior

torna-se o quadruplo do menor. Determine os dois niimeros.

Gabarito
1. V={9} 6. V:{%}
2. V={-3} 7.V ={-2}
3. V={1} 8. 177,179,181,183 e 185
4. V=10 9. 120 e 80
5 V=R 10. 20 e 2
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Aula 7 — Sistemas de Equacoes do 1° Grau
Considere numa situacao um pouco mais geral, as situacoes abertas

rT+y=328 (7.1)
r—y=4 (7.2)

onde = e y sdo nimeros reais. Nao é possivel decidir se (7.1) ou (7.2) sdo

verdadeiras ou falsas. No entanto, observe que:

r=1 ' r=7 . r==06 ' T =2
y=7 " |y=1 " |y=2 ' | y=6

sao algumas das solugoes da equagao = + y = 8. Da mesma forma

rxr=7 ' r=06 . r=25 ' r=38
y=3  |y=2 ' |y=1 " |y=4

sao algumas das solucoes da equacao x —y = 4. Repare que x =6ey=2¢

solucao de ambas as equacoes vt +y =8ex —y =4. Dal, quex =6ey =2

r+y=38
r—y=4

Uma solugao de um sistema de duas equacoes e duas incognitas x e y é

é solucao do sistema

qualquer par ordenado (x,y) que satisfaz as duas equagoes.

Definicao 1

Se a, b e ¢ sdo numeros reais, com a # 0 e b # 0, a equagao
axr + by = c,

é dita uma equacgao do primeiro grau com duas incognitas.

Nota:

1. Conforme visto acima, uma equacao do primeiro grau possui muitas

solugoes.

2. Um conjunto de duas equacgoes do primeiro grau, isto é, um sistema de
duas equagoes do primeiro grau possui uma tnica solucao em x e y ou

nao possui solugao ou possui infinitas solugoes.

CEDERJ
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Vamos agora aprender dois métodos para achar solucoes de um sistema

de duas equagoes com duas incognitas.

Método da Substituicao

Exemplo 1
. . ~ . 2 5y =1
Determine o conjunto solucao do sistema Tt oy :
3x+2y=—4

Solucao:
A partir da equagao 2x+5y = 1, vamos “isolar”, por exemplo, a variavel

Yy, isto é:
1 -2z

5

Substituindo o valor de y na equacao 3x + 2y = —4 temos que

2r4+5y=1y=

1-2
:h+2( 5x):—4@1mwa—4x:—mu¢nx:—2¢¢x:—z

Logo,
1-2(—2)
y=——-"y=1.
)
Portanto, z = —2 ey =1ou V = {(-2,1)} é o conjunto solucao.

Método da Adicao

. . ~ . 2 =1
Determine o conjunto solucao do sistema T+ 5y :
3z 42y =—4
Solucao:
Multiplicando a primeira equagao por 2 e a segunda equacao por -5, e

em seguida adicionando as equagoes encontramos que,

dr+ 10y = 2
—152 — 10y = 20
—1llx+0y = 22.
Portanto, —11x = 22 o que implica * = —2. Substituindo z = —2 em

qualquer das duas equacoes iniciais temos que
2(-2)+5y=1ey=1.

Dai,z = —2ey=10uV ={(-=2,1)} é o conjunto solugao.

Veja mais um exemplo usando o método da substituicao:
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Exemplo 2
. =4
Resolver o sistema { T+ 3y .
20—y =1

Solugao:
A partir da primeira equagao x + 3y = 4 “isolamos”, por exemplo, a

variavel y, isto é:
4—z

3

Substituindo este resultado na equacao em 2x — y = 1 temos que

r+3y=4&y=

4_
2:::—( 3x>:1<:>6x—4+x:3<:>7x:7<:>:c:1.

Logo,
Y 3 .

Portanto, z =1ey=1ouV = {(1,1)} é a solugao do sistema de equagoes.

Exercicios Propostos

20 —y=1

1. Resolva o sistema .
3r+2y=>5

r—4y=5

2. Resolva o sistema .
3z +y=2

3. Num sitio existem patos e porcos, num total de 40 cabecas e 128 pés.

Determine o niimero de porcos desse sitio.

4. Ha cinco anos a idade de Pedro era o dobro da idade de Joana. Daqui
a cinco anos a soma das duas idades sera de 65 anos. Quantos anos

Pedro ¢ mais velho que Joana?

5. O IBGE contratou um certo niimero de entrevistadores para realizar o
recenseamento em uma certa cidade. Se cada um deles recenseasse 100
residéncias, 60 delas nao seriam visitadas. Como, no entanto, todas
as residéncias foram visitadas e cada recenseador visitou 102, quantas

residéncias tem a cidade?

Gabarito
1.V ={(1,1)}
2. V={(1,-1)}
3. 24
4. 15
5. 3060
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Aula 8 — Equacao do 2° Grau

Definicao

Definicdo 1
Equacao do 2° Grau é toda equacio da forma az?+bx+c = 0,
onde a,b,c € R, com a # 0.

Nota: Repare que a # 0 é fundamental na definicao da equacao do 2° grau.
De fato, se a = 0, entao az? + bx + ¢ = 0 é reduzida & equacio bx + ¢ = 0

que é uma equacao do 1° grau (na hipdtese em que b # 0).

Exemplo 1
a) Na equacido 722 +x—1=0temosa=7,b=1ec= —1.
b) Na equagao 2> —x —1=0temosa=1,b=—-1lec= —1.
c¢) Na equagao 2> — 10z =0 temos a = 1, b= —10 e ¢ = 0.

d) Na equagao 22 —25=0temos a=1,b=0e c = —25.

Resolucao de uma Equacgao do 2° Grau (Método de
Baskara)

Uma equacao do 2° grau ax® + bxr +c¢ = 0, onde a,b,c € R, com
a # 0, possui no maximo duas raizes. Vamos estabelecer um procedimento
para encontrar essas raizes. O método de Baskara consiste em completar

quadrados para isolar a incégnita x. Veja como funciona passo-a-passo.

1° passo: Vamos multiplicar a equacao por 4a:

4a(az® + br + ¢) = 4a(0) < 4a’z* + 4abz + dac = 0.

2° passo: Vamos somar b? aos dois membros da igualdade:

4a’2® + dabx + dac + b* = 0 + b? < 4a’2® + 4abx + dac + b* = b>.
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Equacdo do 2° Grau

MATEMATICA
BASICA

3¢ passo: Neste ultimo passo vamos manipular algebricamente a equacao

obtida no passo anterior:

4a’x* + dabx + bV* = b* — 4ac
(2ax + b)? = bv* — 4ac

2ax + b=+ — dac

b VP —dac

2a

4a’x? + dabx + dac + b* = b?

T ¢t 00

T

A expressao que acabamos de determinar para a raiz x da equacao é cha-

mada de solugdo geral. O nitimero A = b* — 4ac recebe a denominacao de

discriminante da equacao.

Exemplo 2

a)

Vamos achar as raizes da equacao 2% — 7z + 6 = 0.

Solucao:

Temos que a = 1,b = —7 e ¢ = 6. Entao:

(=T EV(=T)2—4x1x6 TEV25 T£5
N 2x1 22

x =szrz=1louxz=26.

Portanto, S = {1,6} é o conjunto solucao da equagao.
Vamos achar as rafzes da equacio x? + 11z + 28 = 0.

Solugao:

Temos que a = 1,b =11 e ¢ = 28. Entao:

11 /(11)2-4x1x28 —11+v9 —11+3

7 % 1 7 > T 7oux

Portanto, S = {—7,—4} é o conjunto solu¢ao da equagao.

Obs.:

CEDERJ

Se a, b e ¢ sdo reais nao-nulos, entdo, a equacao ax? + bx +c = 0, diz-se

completa.

Se pelo menos um dos nimeros reais b ou ¢ é nulo, entao, a equacao
ax?+bx+c = 0 diz-se incompleta. Uma equacao do 2° grau incompleta
pode ser resolvida diretamente, sem passar pela férmula geral. Vamos

tratar estes casos.




Equacdo do 2° Grau

Equacgoes Incompletas

19 caso: b= 0.
Neste caso, a equaciao ax® + bz + ¢ = 0 se torna az? + ¢ = 0. Portanto,

a solucao pode ser obtida:

c c
arl+te=0<=ar’=-—c<—= 1= <= r=+4,/—-
a a

. ~ & ~ . , . s
Repare que na situacao que —— > 0, a equagao admite duas raizes simétricas.
a

C ~ ~ . ~
No caso em que —— < 0, a equacao nao possui solucao real.
a

Exemplo 3

a) Resolvendo a equacao 422 — 16 = 0 temos:
43;2—16:0@4:,;2:16@3:2:?@:52:4@:5:&.
Dai, S = {—2,2} é o conjunto solugao.
b) Resolvendo a equagio 22% — 36 = 0 temos:
2x2—36:0<:>2:c2:36<:>x2:32—6<:>a:2:18<:>:c:i3\/§.
Daf, S = {—3v/2,3v/2} ¢ o conjunto solucao.
c¢) Resolvendo a equagao 3z* + 12 = 0 temos:

~12
3:::%12:0@3:52:—12@:::2:?@:52:—4@:5:1\/—4.

Dai, S = (), ou seja, a equacao nao possui solucao nos nimeros reais.

2° caso: ¢ = 0.
Neste caso, a equacao ax?+bxr+c = 0 se torna az?+bxr = 0. Resolvendo

diretamente encontramos que:

ar? +br =0 z(ax +b) =0 r=00uar+b=02r=0o0uar = —b <&
b

szrz=0ouzxz=——.
a

b

a”

Portanto, uma das raizes é sempre nula e a outra é da forma —
Exemplo 4
a) Resolvendo a equagao 6z — 8 = 0 temos:

4
6x2—8m:0<:)2x(3m—4):0<:>2m:0<:>x:00u3x—4:0<:)m:§.

Dai, S = {0, %} é o conjunto solugao da equagao.

MODULO 1 - AULA 8
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b) Resolvendo a equagio z* — 7z = 0 temos que
P -Tr=0c2r-T)=02=00uz—-T=00="7.

Dai, S = {0, 7} é o conjunto solugao da equagao.

Discussao Sobre Existéncia e Numero de Raizes

As raizes da equagao do 2° grau sao obtidas pela férmula

_ —bEVA

,onde A = b* — 4ac.
2a

X

Portanto,

Se A < 0 entao a equagao nao tem raizes reais;
Se A = 0 entao a equagao tem duas raizes reais e iguais;

Se A > 0 entao a equacao tem duas raizes reais e distintas.
Exemplo 5
a) Na equacio 922 + 6z + 1 = 0 temos que
A=36—-36=0.

Assim, sem resolver a equacao dada, podemos afirmar que ela possui

duas raizes reais e iguais pois A = 0.
b) Na equagio 2% + z + 4 = 0 temos que
A=1-16=—-15.

Assim, sem resolver a equacao dada, podemos afirmar que ela nao

possui raizes reais pois A < 0.

Relagao entre os Coeficientes e as Raizes de uma

Equacgao do 2° Grau

Sabemos que as raizes da equacao ax? + bx + ¢ = 0 sao dadas por

_—b=VA _ b+ VA

Ty = ——— ou Io
2a

, onde A = b* — 4ac.
2a

CEDERJ




Equacdo do 2° Grau

MODULO 1 - AULA 8

Assim,

Soma (S = x; + x;) das Raizes

Usando os resultados anteriores obtemos que

—b—vVvVA —b++VA —2b
+ —
2a 2a 2a

b
S:ZL'l—I—l‘Q: - .
a
Logo,

5=-2
a

Produto (P = x; - 2) das Raizes

Usando os resultados anteriores obtemos que

_b_@)(_“ﬂ) _ b2— A  b*— (b* —4dac)  dac

2a 2a 4a2

P=myrs = < 4q? 4q? T 4a2 T a

Logo,
p="°
a
Composicao da Equacao do 2° Grau

O nosso objetivo é determinar um processo para a obtencao de uma
equagao do 2° grau conhecidas as suas raizes. Considere a equagao
ar’ +bxr +c¢ = 0, onde a,b,c € R e a # 0. Dividindo a equacao por a

temos que
ar® br ¢ 0 ) b c
-~ 4 =exr——-Zlz+==0.
a a a a a a
Como S = —— eP:Etemos:

a a
22— Sr+P=0.

Portanto, a partir da prescricao de dois numeros x; e x5, a equagao
2?2 — Sz + P = 0, admite estes nimeros como raizes desde que S = 1 + 2
e P=ux-2o.

Exemplo 6

a) Calcule a soma e o produto das raizes das equagao x? — 8x + 20 = 0.
Solugao:

Temos que:
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BASICA
b) Calcule a soma e o produto das raizes das equacao x? + 18z — 25 = 0.
Solugao:
Temos que:
s B g e poS_ZB_ g
a 1 a 1

c¢) Calcule a soma e o produto das rafzes das equagao 3z — 54 = 0.
Solugao:

Temos que:

d) Escreva a equagao do 2° grau cujas raizes sao 4 e -8.
Solucao:

Temos que:
S=4+(-8)=-4
P=4x(-8)=-32.

Usando a férmula 22 — Sz + P = 0 temos que

22+ 4r—32=0.

e) Escreva a equagao do 2° grau cujas raizes sao 2 + V3 e 2-43.
Solucao:

Temos que:

S=2+3+2-V3=4
P=02+V3)-2-V3)=4-3=1.

Usando a férmula 22 — Sx + P = 0 temos que

22 —4r+1=0.

Exercicios Propostos

1. Se = é positivo e se o inverso de z + 1 é x — 1, determine o valor de x.

b2
2. Determine a relacao entre a e b para que a equagao B (xQ + 1) +ar =0

nao possua raiz real.
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10.

Resolva as equacoes:

a) 222 —bxr—3=0

b) 22 —6x+8=0

) 22 —4dr+4=0

)
)
)
d) 22 +3V22+4,5=0

Determine m para que a equagao 3z2 + (5m — 2)x +m — 1 = 0 admita

raizes simétricas.

. Determine o valor de m para que o produto das raizes da equacao

5z — 8x +2m — 1 = 0 seja igual a 20.

. Determine a média aritmética das raizes da equacao

2> —(p—m)x+3p—4m=0.
Determine os valores de k para os quais a equacao
(2k —3)2®> — Bk +6)x + k+4=0.

a) Tenha raizes simétricas

b) Tenha uma sé raiz nula

. Determine o valor de m de modo que o niimero 3 seja uma das raizes

da equagao 222 — (4m + 1)z —m +2 = 0.

. Determine a equacao do 2° grau de raizes

a) 6e-4

b) 443 e 4—+/3
c) ge—Q

Resolva a equacao x2 — 3k + 2k? = 0.

MODULO 1 - AULA 8
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Gabarito
1. V2
2. a®> < ?
3.a) S=1{3,-1} b) S={2,4} ¢)S={2} d)S={=22}
4.m:%
E).Tn:%1
6. 252
T.a)k=-% b) k=4
8.m:}—?7)
9.a)2?—2r—24=0 b) 2> —8x+13=0 ¢) 52+ Tz —6=0
10. S = {k, 2k}

CEDERJ




Inequacdo do 1° Grau

Aula 9 — Inequacao do 1° Grau

Definicao

Definicdo 1

Chama-se inequacao do 1° grau na varidvel x toda inequagao
que se reduz a uma das formas axr +b > 0, ax +b > 0,
ar+b < 0ouar+b < 0, onde a e b sao nimeros reais

quaisquer com a # 0.

Nota: Definicoes equivalentes podem ser formuladas para inequacoes do

2° grau e sistemas de inequagoes. Por exemplo,
20 —3 <0
5r+1>0
¢ um sistema de inequagoes do primeiro grau. Por outro lado,

22 —5x+2<0

é uma inequacao do segundo grau.

Resolver uma inequagao do primeiro grau é encontrar todos os nimeros
reais x que satisfazem a desigualdade. A solucao pode ser obtida com auxilio
de propriedades conhecidas de ntiimeros reais. Veja a seguir algumas dessas

propriedades:

Se x e y sao numeros reais, entao

r<y<—=zxr+a<y+a,VaceR,
r<y<=zxa<ya,vVacR,a>0;
r<y<=zxa>ya,VackR, a<0.

Propriedades equivalentes valem para os sinais <, > e >.

Exemplo 1
Resolver a inequacao —3z +9 > 0 em R.

Solucao:
—Br4+9>0«& 3r> 93 <9 <3.

Logo, o conjunto solugdo é S = {z € R |z < 3}.

MODULO 1 - AULA 9
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BASICA
Exemplo 2
Resolver a inequagao 3(2z — 1) —4(x —2) > 3 em R.
Solucao:
320 —1) —4(x—2) >
6r—3—4x+8 >
20 4+5 > 3
20 > =2
r > —1

I
—_
H_f—’

Logo, o conjunto solugao é S = {x e R |z >

Exemplo 3

Resolver a inequacao 1 < 3x —5 < 10 em R.
Solucao:

Devemos resolver as inequagoes 1 < 3z —5 e 3x—5 < 10, ou seja, temos

1<3x—5
3r—5<10.

Resolvendo a primeira inequagao encontramos

um sistemas de inequacoes,

l<3z—-H&-3r<-5b-1-3r<-6&3xr>6&1>2.

Podemos representar graficamente o conjunto solucao S; desta inequagao.

Veja a figura a seguir:

S1

Para a segunda equagao temos que
3r—-H<l0&e3rx<l0+bedr<lbesr<h.

Representando o conjunto solucao S5 sobre uma reta, encontramos

S
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A intersecao S; N Sy dessas duas solucoes da a solucao S procurada.
Veja a figura a seguir,

G
IER o
> S =5,N95
2 5

O conjunto solucao ¢ S ={r e R |2 <z < 5}.

Exercicios
1. Resolva as inequacgoes do 1° grau em R:

a) 3(r—8)—5(x+2) >3

r+3 x-—1
b — >0
) st
3z 2z
N |
A g

d) 2<3r—-1<5
e) r<3r—4<2r+5

Gabarito
a){reR|z< =2} b){zreR|2x<13} ¢){zeR|z>—-15}

dfreR|-1<z<2} e){zecR|2<z<9}

Inequacao Produto

Nesta se¢ao vamos considerar caso simples de inequacao obtidas através

de produto de duas inequagoes do primeiro grau.

Para isto, considere equagdes do primeiro grau f(x) = 0 e g(z) = 0,
onde

f(x)=ar+beg(r)=cr+d.

Vamos resolver inequagoes produto do tipo
f(@)g(x) =20, f(z)g(x) >0, f(z)g(z) <0 ou f(z)g(x) <0.

A solucao de qualquer destas inequacoes pode ser obtida através do

estudo dos sinais de f(z) e g(z). Vamos ver como isto funciona através dos
exemplos a seguir.
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Exemplo 4
Resolver a inequacao (z + 3)(—2z +4) > 0.
Solucao:
Escrevendo f(x) = o+ 3 e g(x) = —2x + 4 a inequagdo se torna

f(z) - g(x) > 0. Estudaremos o sinal de f(z) e g(x).

- . + - + . - -
3 2
Sinal de f(z) Sinal de g(z)
Note que qualquer valor maior que -3, f(z) >0 Note que qualquer valor maior que 2, g(z) < 0
e qualquer valor menor que -3, f(z) < 0. e qualquer valor menor que 2, g(z) > 0.

Os valores divisdrios -3 para f(x) e 2 para g(x) sdo obtidos resolvendo as
equagoes f(x) =0 e g(x) = 0. Em seguida, para determinar o sinal (+) ou
(—) resolvemos as inequagoes f(x) >0, f(x) <0, g(xz) >0 e g(z) <O0.

Vamos agora determinar o sinal do produto f(x)g(x):

fa) .t

(i; R

S R R
f(z)g(x) - 2

Uma vez que estamos resolvendo a inequagao f(x)g(x) > 0 encontramos
S={xreR|-3<z<2},
como o conjunto solugao.

Exemplo 5
Resolver a inequagao z(—2x + 6)(z —2) < 0.
Solucao:
Escrevendo f(x) =z, g(z) = —2x 4+ 6 e h(x) = v — 2, a inequagao se

torna f(z)g(z)h(x) < 0. Estudando os sinais encontramos:

— + + — — + R

| |
T > T L t >

0 3 2
z=0 —2x4+6=0=>2=3 r—2=0=x=2
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Vamos agora determinar o sinal do produto f(z)g(x)h(x):

@

9(x) + 0+ 0+ 3=

h(z) — ——
f@)g(e)hle) ————rs

Uma vez que estamos resolvendo a inequagao f(z)g(z)h(x) < 0, encontra-

mos:

S={reR|0<x<2o0uz>3},

como o conjunto solugao.

Exercicios

1. Resolva as inequacgoes do 1° grau em R:

a) (z+1)(z—5)>0

b r—1)3z—-5)<0
r—1)(—z+3)(x—2)<0

d) 223z 4+ 1)(—x+2) <0

(=
c) (

)
)
)
)

Gabarito

a){reR|z<—-louzx>5} b){reRlz<—-1louz>23}

c){reR|l<zx<2oux>3} d){reR|—x<z<0ouz>2}

1
3
Inequacao Quociente

Na mesma linha das inequacoes produto que acabamos de estudar, va-

mos tratar o caso de inequagoes onde aparecem quociente do tipo

f@) g 1@ f@) @

0@ = g 7 g S o =

onde f(x) =ar+beg(r)=cr+d, coma0ec#0.

Iremos encontrar o conjunto solugao S destas inequacoes no conjunto
dos numeros reais. No entanto, temos um problema! Nas inequacoes apa-

rece como denominador g(z) = cx 4+ d, ¢ # 0. Ora, a inequagdo nao tem
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sentido quando g(z) = 0. Isto ocorre quando = = — . Para contornar esta
&
dificuldade procuraremos o conjunto solucao S da inequagao de modo que

SC{x€R|x#—é}.

C

Como a regra de sinais para o quociente é similar a regra de sinais para
o produto, para resolvermos uma inequacao quociente o procedimento segue
a linha daquele usado na resolucao da inequacao produto.Aqui é necessério

observar o cuidado extra que g(x) # 0.

Exemplo 6
Resolver a inequacao 3;: >0
Solugao:
Temos que:
_ 2 o+ +
35— 6=0= =2 - - 3+
+ 0 - 1+
r—3=0=>x=3
2 3

Observando as representacoes dos sinais concluimos que
S={reR|z<2o0uz>3}

é o conjunto solugao da inequacao.

Exemplo 7

. ~ 3r—6
Resolver a inequacao i T 2 0.
T —

Solugao:

A solucao é idéntica ao exemplo anterior com a diferenca de que o
nimero r = 2 que anula o numerador deve ser acrescentado ao conjunto
solucdo. Logo, S={z € R |z <2oux > 3}.

Exemplo 8
. . 3z—4
Resolver a inequacao 3 < 1.
- —
Solugao:
Temos que:
3x—4§1@3x7471§0@3x74—z+3§0<:>2z—1 <o.
r—3 xr—3 T —3 x—3
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Assim, podemos representar graficamente os sinais.
- 1/2 +

+
_ _ 3 +
+ o 4

1/2 3
Note que 3 ¢ solugao. Logo, S ={z € R| ] <z < 3}.

Exercicios
1. Resolva as seguintes inequagoes:

3
TES g

T+5
A

a)
b)

<0
—xr+3

T+ 3
r—1
r+5
) 3r—4

c) <1

<2

Gabarito
a){reR|-b<zx<-3} b){reR|z<0ouz>3}

freR|z<1} d){zeR|z<3ouz>2}

Inequacao Poténcia

Encerrando nosso breve estudo de inequacoes vamos colocar em desta-

que inequagoes do tipo

[f(@)]" =0, [f(@)]" >0, [f(z)]" <0ou[f(z)]" <0,

onde f(x) =azx+b,a# 0en>1éum nimero natural.

Exemplo 9

Resolver as inequagoes (3z — 6)° > 0, (3z —6)° > 0, (3z —6)° < 0
e (3x —6)° <0
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Solucao:
Como n = 6 (par), entao a poténcia (3z — 6)° nunca sera negativa. Ela

serd positiva se 3r — 6 # 0 e nula se 3z — 6 = 0. Em vista disso podemos

escrever o conjunto solucao S para cada inequacao:
3r—6)°>0=S5=R

3r—6)°>0=5=R— {2}

(
( )°
Bz —6)°<0=5=0
( )

3z —-6)°<0=85={2}

Exemplo 10
Resolva a inequagao (4x — 8)% > 0.
Solucao:
A poténcia de expoente impar tem sempre o sinal da base. Entao:

(4 —8)’ >0 4r —8>0 2> 2.

Logo, S ={x € R | x > 2} é o conjunto solugao.

Exemplo 11
Resolva a inequagao (3z — 7)'! < 0.
Solugao:
A solucao é idéntica que no exemplo anterior, isto é, a poténcia de

expoente fmpar tem sempre o sinal da base. Entao:

7
(3x—7)1°1<0<:>3x—7<0<:>x<§.

Logo, S ={z € R | x < £} é o conjunto solugao.

Exercicios

1. Resolva as seguintes inequagoes:

a) (7—32)* <0
b) (2z — 1)1 >0
c) (x—4)"<0
d) Bz —1)1" >0

Gabarito

L. a)S=0 b)S=R c){reR|z<4} d){zeR|z>3}
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Exercicios Propostos

1. Determine o menor inteiro que verifica a inequacao

3(4z —2) — 2(5x — 3) < 5(z + 1).

2. Resolva a inequagao em R: x(zx — 3)5(3z — 12)° < 0.

56 — Tx
> 0.
5r —37 —

3. Determine os valores de x € Z que satisfacam a inequacgao

P . . z—1
4. Ache todos os numeros reais = que satisfacam 3 < 2.
— X

. . . —4 3 -1
5. Ache os valores reais de x para os quais vale a desigualdade — gz
X X

20 — 7

6. Determine o niimero de solucoes inteiras do sistema 3 < <5.

7. Ache todos os nimeros reais x que satisfagam (:102 — 4) 10(:10 —2)° > 0.

4
<0.
3=

8. Determine os valores reais x que satisfagam
T —

. . . 4—
9. Determine os valores reais x que satisfacam T:; > 0.
X

10. Determine o ntimero de solugoes inteiras da inequagao —3 < x+2 < 4.

Gabarito
1. =1
2. {reR|0<zr<3o0uld<z<4}
3. x=28
4 {zeR|z<iouz>3}
5. {ZreR |z <0oux>2}
6. 4
7. {reR|x>2}
8. {rcR|z <3}
9. {reR| -3<z<4}
10. 7

101 CEDERJ







Progressdo Aritmética

Aula 10 — Progressao Aritmética

Sequeéncias

Introducao

Uma sequéncia de niimeros reais, ou uma sequéncia abreviadamente, é

uma cole¢ao enumeravel de ntimeros reais escrita ordenadamente,
(a'i) =Aay1, A2, a3, ,Ap, "

onde a, ¢ um numero real qualquer com ¢ € N*.

Na verdade, expressamos a sequéncia infinita, através da inscricao de
trés pontinhos --- a direita da sequéncia. No entanto, também considera-

remos sequéncias finitas. Por exemplo,

1737577797“'

1,-2,3,7,5,V2

sao respectivamente uma sequéncia infinita e uma sequéncia finita.

N* R

Nota: E necessario considerar também sequéncias finitas do tipo aq, as, - - -
-, ax. Neste caso, basta considerar o conjunto finito I}, = {1,2,3,--- , k}

e descrever as sequéncias de ntimeros reais finitas como funcoes f : I, — R.

Exemplo 1

Escreva explicitamente os termos da sequéncia a, = (—1)"*! para todo
n € N*.

MODULO 1 -
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Solucao:

Temos que
a; = (1) =(=-1)2= 1
ay = (_1)2+1 — (_1)3 = -1

Logo, (a,) = (a1, az, ag, ...) = (1,—1,1, ...).

Exemplo 2

Escreva explicitamente os termos da sequéncia (a,) tal que a3 = 2 e
Apt1 = Gp + 20
Solucao:

Observe que:

a; =2

gy =011 =a1+2x1=24+2=4

a3 =Qs11 =0y +2Xx2=44+4=8

ay=asz11 =a3+2x3=846=14
a5 = Qg1 = a4 +2x4=14+8=22

Logo, (a,) = (a1, as, as,aq, as, ...) = (2,4,8,14,22 ...).

Classificagcao das Sequéncias
Tipos Especiais de Sequéncias
e (a,) é estritamente crescente se a, < a,;1, para todo n € N*

e (a,) é crescente se a, < a,y1, para todo n € N*

(ay) é estritamente decrescente se a, > a,1, para todo n € N*

(an) é decrescente se a,, > a1, para todo n € N*

e (a,) é constante se a,, = a,1, para todo n € N*

Exercicios Propostos

1. Considere a sequéncia (a,,), onde a, = 2" — 1. Faca as contas e escreva

os primeiros cinco termos da sequéncia.
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2. Seja a sequéncia (ai,as,as,...) cujo termo geral é dado por

a, =n+ 2(n+ 2). Determine os quatro primeiros termos.

3. Determine o 5° termo da sequéncia definida por{ a = 20
3ny1 = ap,Vn € N*
4. A partir da sequéncia
a; = 1 x 9 + 2 11
ag = 12 x 9 + 3 111
as = 123 x 9 + 4 1111
ag = 1234 x 9 + 5 11111

1234567 x 81 + 72

determine o valor da expressao o

Progressao Aritmética

Definicdo 1
Sejam a e r dois ntimeros reais. Chama-se Progressao Aritmética

(P.A.) & sequéncia (a,) tal que

a = a
pr1 = ap+r1r,VneN*

ou seja, (a,) = (a,a+7r,a+2r, a+3r,...).

O numero real r chama-se razdo da P.A. Segue da defini¢ao que:
= Gpi1 — Gy, Vn € N,

Assim,

" =0a2 — Q) = A3 — A = A4 — Q3 = - -+

Exemplo 3
Seja (a,) uma sequéncia. Entao:

(an) = (—10,—-8,—6,—4,...) é uma P.A. de razao 2
(an) = (10,8,6,4,...) ¢ uma P.A. de razao -2

(a,) = (10,10, 10, 10,...) ¢ uma P.A. de razao 0

MODULO 1 - AULA 10
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Classificacao
Se (a,) é uma P.A. entao:

e (a,) é estritamente crescente se r > 0
e (a,) é estritamente decrescente se 1 < 0

e (a,) é constante se r = 0

Termo Geral de uma P.A.

Seja uma P.A. (a,) = (a1, as, as, ag, ...). Pela definigao de P.A.

temos que:
a = ai+r
a3 = as+r=a+r+r = a3 +2r
ag = az+r=a+2r+r = ay+3r
a, = a+ (n—1)r

Esta ultima expressao traduz o e-nésimo termo da P.A. em funcao do

primeiro termo e da razao. A féormula é chamada expressdo do termo geral.
Exemplo 4

Na progressao aritmética (a,) = (3,7,11,...), determine o 10° termo.
Solugao:

Temos que ayg = a3 + (10 — 1)r. Como a; = 3 e r = 4 obtemos:
&10:3+9X4:39.

Logo, concluimos que o 10° termo ¢ igual a 39.

Exemplo 5
Se as eleicoes para presidente continuarem a ocorrer a cada quatro anos,
entao em que ano ocorrera a vigésima eleicao a partir de 20067
Solugao:

A P.A. (2006,2010,2014, ...) tem como primeiro termo 2006 e razao
igual
a 4. Logo,

Qoo = a1 + 19r = 2006 + 19 x 4 = 2082.

Concluimos que a vigésima elei¢ao sera no ano de 2082.
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Exercicios Propostos
5. O 150° niimero impar positivo é:

a) 151 b) 291  «¢) 301 d) 299 ) 399

6. Calcule a razao de uma P.A. de 23 termos cujo primeiro termo é 8 e o

ultimo termo é 74.

7. Sendo 47 o décimo termo de uma P.A. e 2,75 sua razao, calcule o

primeiro termo.

a1 =1
8. Na sequéncia (a,) dada por lg, +1 ©m que n é um
An41 - n4
numero natural. Entao ayss vale:
A2 b1 9T d)12 el

9. Inserindo-se cinco ntumeros entre 18 e 96 de modo que a sequéncia
(18, ag, as, a4, as, ag, 96) seja uma progressao aritmética tem-se

asz igual a:

a) 43 b)) 44  c¢) 45 d) 46 e) 47
10. Seja A o conjunto dos 1993 primeiros ntimeros inteiros estritamente

positivos. Quantos multiplos inteiros de 15 pertencem ao conjunto A?
11. As raizes da equacao z* — 1022 +9 = 0:

a) possuem soma igual a 10

b) estao em P.A.; se colocadas em ordem crescente

¢) estao em P.A. cujo produto é 3

d) possuem soma igual a /10

e) possuem soma igual a 102

Desafio: Qual a relacao dos coeficientes a, b e ¢ da equacao ax*+bx?+c = 0

para que as raizes estejam em P.A.?
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Propriedades de uma P.A.

Termos Equidistantes dos Extremos

Definicao 2
Considere os n primeiros termos de uma P.A. Dois termos sao cha-
mados equidistantes dos extremos se o niimero de termos que precede

um deles é igual ao nimero que sucede o outro.

al .« e ap s .« .. s ak} DR an .
—— ——
p—1 n—k

Nota: Se a, e a;, sao termos equidistantes em uma P.A. entao:

p—1l=n—-k=p+k=1+n.

Propriedade 1
A soma de dois termos equidistantes dos extremos é igual a soma dos
extremos, isto é,

ap + ap = ay + an .

De fato,
a, = a+@p-—1r
a; + (k—1)r

a, = a;+n—1r

S
=
I

dai,
ap+ar = 20+ (p+k—2)r
201 + (n+1—=2)r
= art+a+(n—1r

= a;+ay,.

Propriedade 2
Cada termo de uma P.A. é a média aritmética entre o termo anterior e

posterior.
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Demonstracgao:

Seja a P.A. (a1, az, ag, ..., ap_1, ap, Apy1, -..). Entao:
a1 = a1+(p—-1-r = a+(p-2)r
apr1 = a1+ pp+1-1)r = a+p-r

ap—1+ap1 = 2a;+ (2p—2)r = 24 +2(p—1)r

ap—1 + Gpy1

5 = a+(p—1)r=aq,

isto é,
_ Gpo1tapp
a, = 5
Exemplo 6
(a1, =1, as, 2, as) sdo os cinco primeiros termos de uma P.A. Determine
ai, as € as.
Solugao:

Usando a propriedade 2 temos:

—1+2 1

az = — a3 = —.

’ 2 T2

Logo,

ay + as 1 5
2 “T M=
as + as 1 7
g = B3t g = 1 _7
2 — 2—|—a5 — ;5 9

Exercicios Propostos

12. Se a,b e ¢, nesta ordem, sao termos consecutivos de uma P.A., entao o

valor de 2a — 3b + 2¢ é igual a :
a)a+c b)—=b ¢ a d)b e)c
13. A média aritmética de 50 niimeros que sao termos consecutivos de uma

P.A. é 100. Retirando-se dessa P.A. os 3°,5°, 46° e 48° termos a média

aritmética dos 46 termos restantes é:
a) 100
b) um nimero menor que 100

¢) um nimero compreendido entre 100 e 4600
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d) 5000

e) 4600

14. Assinale (V) ou (F) conforme as sentengas sejam verdadeiras ou falsas.
Numa P.A. a soma do 7° com o 17° termo é 50. Pode-se afirmar que:
1) () A soma do 1° com o 23° termo ¢ maior que 50
2) () A soma do 9° com o 15° termo é menor que 50

3) () O dobro do 12° termo ¢é 50

Soma dos Primeiros n Termos de uma P.A.

Vamos considerar o seguinte problema: Achar a soma dos 100 primeiros
termos da sequéncia (1,2,3,...).
Solucao:

Note que (1,2,3,...) é uma P.A. de razao 1. Consideremos a soma duas

vezes em ordem crescente e decrescente:

S = 1 + 2 + 3 4+ - + 98 + 99 + 100
S = 100 + 99 4+ 98 + -+ + 3 + 2 + 1
2 = 101 + 101 + 100 + --- 4+ 101 + 101 + 101
logo,
100 x 101
25:100X101:>SZT:>SZ5050'

Note acima a aplicacao da propriedade 1. De um modo geral temos

que:
(a1 + an)n
S=——
2
Exemplo 7
Qual a soma dos inteiros consecutivos 1, 2, 3, ---, 2004, 20057
Solucao:

Temos uma P.A. deay =1, r =1, n = 2005 e a, = 2005. Logo,

1+ 2005) x 2005
g Lt Q)X —2.011.015.
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Exercicios Propostos
15. A soma dos p primeiros nimeros naturais impares é igual:
a) ao quadrado da metade de p
b) ao cubo de p
c¢) ao quadrado de p
d) a metade do quadrado de p
e) ao triplo de p

16. Sabendo que a soma dos nove primeiros termos de uma P.A. é 17.874,

calcule o seu 5° termo.

17. Numa P.A. sabe-se que a;4 = 3 e a;g = 11. Calcule a soma dos seus

trinta primeiros termos.

18. A soma das fracoes irredutiveis positivas menores do que 10, de deno-
minador 4, é:
a) 10 b) 20 c) 60 d) 80 e) 100

19. A soma dos m primeiros termos de uma P.A. infinita é dada por

S, = 4n® — 6n para todo n € N*. Determine o primeiro termo e a

razao dessa P.A.

20. Determine a soma dos ntiimeros inteiros estritamente positivo menores

que 101 e que nao sao divisiveis por 3.

21. Considere uma P.A. de cinco termos. A soma dos termos é 10 e a soma
do primeiro com o terceiro é -2. O produto da razao pelo primeiro

termo é:

22. Qual o nimero minimo de termos que devemos somarna P.A.8, 7,6, 5, ---

para obtermos soma negativa?

23. A soma dos n primeiros termos de uma P.A. é n(n — 2), qualquer que

seja n. Determine o 5° termo desta progressao.

24. A soma dos miltiplos de 11 comprrendidos entre 1 e 1000 é:
a) 42000 b) 45045 c) 47500 d) 43045 e) 45450
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25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

Exercicios Complementares

Os ntimeros ay , as, az, -+, a,, - -+ €m que n ¢é inteiro positivo, estao

relacionados por a, = a,—1 +2, com p = 2,3,4,---. Se a; = 1,

determine as;.

Se o numero 225 for dividido em trés partes, formando uma P.A., de
maneira que a terceira parte excede a primeira de 140. Essas partes

Serao:

a) primos entre si

b) multiplos de 5 e 10 a0 mesmo tempo
¢) numeros cujo produto é 54375

d) miiltiplos de 5 e 3 a0 mesmo tempo
e) indeterminados

Em uma P.A. de sete termos, de razao k, retiramos o segundo, terceiro,

quinto e sexto termos. A sucessao restante é uma P.A. de razao:

a) kb)) 2k c)

Numa P.A. tem-se que a5 — a5 = 5 e o primeiro termo é oito vezes a
razao. Logo, o primeiro termo é:
a); b1 2 d)3 o4

A soma dos niimeros entre 0 e 101 nao divisiveis por 5 é:

a) 1000 b) 2000 ) 3000  d) 4000  e) 5000

A soma dos n primeiros termos de uma P.A. é n? 4 4n. Entdo, o termo

geral dessa P.A. é:

a) 5+2n  b) 2n+3 ¢ n+4 d)2n+1 e) 2n—3
A soma dos n primeiros elementos da seqiiéncia (1*7” , Q*T” , 3“7” , e )
é dado por:
1 1—n 2n+3
a) 0 b) - c) 5 d) 5 e) n+1

Ovalordex daPA (z,2x+1,5z+7,---) é

&
N2

|

o
=

|

|

(@)
~
N W

(o
N

|

|

@
~

|

|
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33.

34.

Se numa P.A., a,, + a, = a, + a, entao:
a) m+n=p+q
b) m—n=p—gq

¢) mn = pq
Q) &2 =2
n q
e) m:n:p:q

A soma do 4° e 8° termos de uma P.A. é 20. O 31° termo é o dobro do

16° termo. A razao dessa P.A. é:

a)7 b)2 ¢)3 d)4 e5b
Gabarito dos Exercicios Propostos

1. (1,3,7,15,31) 9. b 17. 270
2. (7,10, 13,16) 10. 132 18. e

20
3. 9 11. b 19. a1 = —2er =28
4. 9090909 12. d 20. 3367
5.d 13. a 21. ¢
6. r=23 14. 1)F, 2)F, 3)V 22. 18
7. 22,25 15. ¢ 23. 7
8. d 16. 1986 24. b

Gabarito dos Exercicios Complementares

25. 113 30. b
26. ¢ 3l. ¢
27. d 32. e
28. e 33. a
29. d 34. b

113

MODULO 1 -

AULA 10
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MODULO 1 - AULA 11
Aula 11 — Progressao Geométrica
Introducao

Vamos continuar considerando tipos especiais de sequéncias de niimeros
reais. E o caso das progressoes geométricas.

Definicao 1

Sejam a e ¢ dois nimeros reais nao nulos. Chama-se Pro-

gressao Geométrica (P.G.) a sequéncia (a,) tal que

aq a
Gpi1 = Qp-q, Vn e N*.
Portanto,

(a'n):(a'aa'Q7aq27aq3 )

9

O ntmero real ¢ é chamado de razao da P.G.

Nota: A progressao geométrica definida acima ¢é infinita. Com pequena
modificacao estao definidas P.G. finitas com n termos: a;, as,

L Q-
Segue da Definicao 1 que, se a; # 0 e ¢ # 0, entao
n, .
q= a , Vn € N*.
an
Assim,
a9 as ay
q = — —_— = — =
ay az as
Exemplo 1
APG (a,) =(2,6, 18, --+) tem como primeiro termo a; = 2 e razao q = 3.
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Classificacao das P.G’s

Se (a,) é uma P.G. entao:

e (a,) é estritamente crescente se a, < a,y; para todo n € N*. As
a1 >0 e g¢g>1
condicoes para a P.G. ser estritamente crescente sao: ou
a1 <0 e 0<g<l1

Exemplo 2
a) (a,)=1(2,10,50,--) temos que a; =2;q=25

b) (an):(—?),—%,—%,---)temosquealz—}};q:%

e (a,) é estritamente decrescente se a, > a,y1 para todo n € N*. As
a1 >0 e 0<g<l1
condicoes para uma P.G. ser decrescente sao: ou
a1 <0 e g>1

Exemplo 3

a) (an)z(1,%,i,---)temosquealzl;q:%

b) (an):(—Q,—Zl, -8, ) temos que a; = —2; ¢ = 2
e (a,) é constante se a; # 0 e ¢ = 1.

Exemplo 4
(an):(272727 )

e (a,) é singular se a; = 0 ou ¢ = 0.

Exemplo 5
a) (a,)=1(0,0,0, ) temos que a; = 0; ¢ = qualquer

b) (a,)=(3,0,0, ) temos que a; =3;¢=0
e (a,) ¢ alternante se a; # 0 e ¢ <0.

Exemplo 6
(an)=(2,-4,8,-16,--+) , ey =2eq=—2.
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Termo Geral de uma P.G.
Sabemos que, pela defini¢ao, (a,) = (a, aq, ag®, --+). Dali,

n—1
a, = a1q .

A expressao acima é denominada termo geral de uma P.G.

Exemplo 7

Em cada item abaixo, dada a P.G., determinemos sua razao e sua classi-

ficacao:

4
a) (a,) = (1,4,16,64,---), g = 1= 4, logo a P.G. é estritamente

crescente.

-9 1
b) (an) = (-27,-9, =3,-+),¢= > =3 logo a P.G. é estritamente
crescente.
ap = 18 ay 18
c) (a,) tal que . Observe que ap = — = — =6
()t {anH:%",VneN* RT3 T3
6
e az = % =3 = 2. Dai, (a,) = (18,6,9,---). Entdo temos que
q= %, logo a P.G ¢ estritamente decrescente.
d) (a,) =(=1,-3,-9,--+),q = _—1 = 3, logo, a P.G. ¢ estritamente
decrescente.

e) (an)=(-2,-2,-2,--4),q= == 1, logo a P.G. é constante.
f) (an) =(5,0,0,--),¢g= 2 =0, logo a P.G é singular.

g) (a,)=1(0,0,0,---), ¢ € R, logo a P.G é constante.

h) (a,) =(-1,3,-9,27,---),¢= -2 = =3, logo a P.G. é alternante.
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Exemplo 8

Se ay, as, i, %, as , ag, a7 formam, nessa ordem, uma P.G., achar a soma
desses termos.
Solugao:

Usando a definicao de P.G. temos:

1 1 1 4
g==-+-==X=-=2.
2 4 2 1
Dali,
1
as = §X2:1
ag = 1x2=
ar = 2xX2=
Lo, 1 1 1
a = e _— — - = —
? 4 472 8
Lo, 11 1
a = = = = — - = — .
! 8 82 16
Portanto,
1 1 1 1 127
S=— f -4l 424+4= "1,
16 8+4+2+ et 16
Exercicios Propostos
1. A sequéncia (a,) = (1, a, ---) é uma P.G. O nono termo dessa pro-

gressao ¢ 256. Entao, o valor de a pode ser:

a) 4 b) 3 ¢) 2 d) e) 8

1
2

1

2. Se o 7° termo de uma P.G. é -3

e 0 14° termo é -729, entao o 10° termo

3. Numa P.G. a diferenca entre o 2° e 0 1° termo é 9 e a diferenca entre

0 5% e 0 4° termo é 576. Entao o 1° termo dessa progressao é:
a) 3 b) 4 c) 6 d) 8 e) 9

4. Em um parque ecolégico, ha cinco anos, a populacao de ongas pintadas
era de 325. Hoje ela é de 481. Entao a taxa média anual de crescimento

da populacao de ongas, se elas so se reproduzem uma vez por ano € de:
1
(Dado: 1,48° = 1,082)

a) 6,7% b) 5,8% c) 7,6% d) 8,2% e) 8,5%
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5. Um pals contraiu em 1829 um empréstimo de 1 milhao de ddlares para
pagar em cem anos a taxa de juros de 9% ao ano. Por problemas de
balanca comercial, nada foi pago até hoje e a divida foi sendo “rolada”
com capitalizacao anual de juros. Qual dos valores abaixo esta mais

proximo do valor da divida em 19897
a) 14 bilhoes de ddlares
b) 500 bilhdes de ddlares
¢) 700 bilhdes de ddlares
d) 4 bilhoes de ddlares
e) 4 trilhoes de ddlares

6. Numa P.G. de quatro termos positivos, a soma dos dois primeiros vale

1 e a soma dos dois ultimos vale 9. Calcule a razao dessa progressao.

7. Sabendo-se que uma célula se divide em duas a cada segundo, qual o

total de células ao final de 10 segundos?

8. Se S3 =21 e S; = 45 sdo, respectivamente, as somas dos trés e quatro
3 9 )
primeiros termos de uma P.G. cujo termo inicial é 3, entao a soma dos

cinco primeiros termos dessa progressao é:

a) 66 b) 69 c) 93 d) 96 e) 105

Propriedades de uma P.G.

Propriedade 1 (Termos Equidistantes)
O produto de dois termos equidistantes dos extremos é igual ao produto dos

extremos, ou seja, se p+ k =n + 1 temos a, - ap = a; - ay.

De fato, suponhamos p + k& = n + 1. Entao, sejam

_ -1
a, = ap-q°
_ k—1
ar = a1-¢g
anp = ag- qn_l
Fazendo a, - aj temos:
_ +k—2 __ n+l1-2 _ n—1 __
a’p'ak_afl'al'qp =ap-ay-q =a-ap-q =dap - ap .

Exemplo 9
Seja (a,) = (1,2,4, 8,16, 32). Note que:
1x32=2x16=4x8.
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Propriedade 2 (Média Geométrica)
Cada termo de uma P.G., a partir do segundo, é a média geométrica entre o

termo anterior e o posterior.

Seja (a,) = (a1, as, -+, Gp_1, Ay, Apy1, ---). Vamos provar que
2 _
ap = Gp_1 - Qpy1.

De fato, sejam

_ —1-1
ap—1 = ap- qp

— +1-1
apy1 = Ay~ qp

_ -1
ap = aj- qp

Fazendo a,_; - a,41 temos:

2p—2 -1 -1
P~ =a1-¢" " -a1-¢" " =aZ.

TN

Ap—1* Gpy1 = @1 - A1 - 4

Logo,

(lp = Qp—1 * Ap41 -

Exemplo 10
Seja (a,) = (3,9,27,81,243, ---). Note que:

92 = 3x27
272 = 9x8l1
812 = 27 x 243

Exemplo 11

O terceiro e o sétimo termo de uma P.G. valem, respectivamente, 10 e 18.
Determine o quinto termo dessa progressao.
Solucao:

Note que 5+ 5 =3 + 7. Logo,

as-as = ag-ay (propriedade 1)
a2 = 10 x 18
a2 = 180 = a5 =65

Logo, o quinto termo dessa progressao vale 6v/5.
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Exercicios Propostos

9. A sequéncia de ntimeros reais e positivos dado por (x —2,vVa?+11,

20+ 2, -- ) é uma P.G. cujo sétimo termo vale:
a) 96 b) 192 c) 484 d) 252 e) 384
10. Numa P.A. de termos positivos, o 1°, 0 5? e 0 21° termo formam, nessa
ordem, uma P.G. A razao dessa P.G. é:
a)2 b)4 ¢ 16 d) 20 e) impossivel de ser determinado
11. Se (A1, As, Az, --+) é uma P.G de termos positivos e distintos e de
razao ¢, entao (log Ay, log A, log Az, --+)
a) é uma P.G. de razao ¢ d) é uma P.A. de razao loggq
b) ¢ uma P.G. de razao logq e) nao é P.A. nem P.G.
c) é uma P.A. de razao log ¢

12. Numa P.G. estritamente decrescente, sabe-se que a; + a9 = —513

e ay - ay = 512. Determine a razao dessa P.G.

13. Adicionando-se a mesma constante a cada um dos ntmeros 6, 10 e 15,

nessa ordem, obtemos uma P.G. de razao:

a) 2 b) 2 c) 3 d) 4 e) 31

2

Produto de n Termos de uma P.G.

Teorema 1

Se (a,) é uma P.G e P, é produto dos n primeiros termos, entao

|P.| = /(a1 - a,)™ .
Demonstracao:
De fato, sejam
Pn ap-Ag ... Qp
P, = ap-ap_1-..." a1
P? = (a;-ay)(ag-an_1) - (an-a1) = (a1 - a,)" (propriedade 1).
Dai,
|P.| = /(a1 - a,)™ .
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Obs.: A férmula anterior nos permite calcular o médulo do produto. Para

obter o sinal de P,, basta analisar o sinal dos termos.

Exemplo 12
NaP.G. (1, -3,9, =27, ---), determine o produto dos 8 primeiros termos.
Solugao:

Observe que

= —:—3
7 1

ag = a1q" =1x(=3)"=(-1) x3".
Dali,

‘Pg‘ = \/(al . a8)8 — \/(1 X (_1) % 37)8 — /356 — 328 .
Como dos 8 termos 4 sao positivos e 4 sao negativos, temos que

P, =3%.

Soma dos n Primeiros Termos de uma P.G.

Teorema 2
Se (ay) é uma P.G. de razao ¢ e S,, a soma dos n primeiros termos de (a,,)
entao:

S, = n-a se g=1

ar(l—q" ap(q" —1
Sn = 1 q):1(q )se q#1
1—¢q qg—1
Demonstracao:

De fato, se ¢ = 1 entdao S,, = n - a;. Vamos considerar o caso q # 1.

Sp = a1 +ay +--+a,1 ta,
Spg = a1+ aq+ -+ an_1q + ang
Snq—5S, = ap-q—a
Sulg=1) = g g-a =ag" -a
5, = =l
qg—1
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Exemplo 13
Determine a soma dos 10 primeiros termos da P.G. (1,3,9,27,--).
Solucao:
Temos que g = % = 3. Entao:
ai(g10—-1) 1x(3°0-1) 3901
Sio = = = = 29524 .
10 g—1 3-1 2
Exercicios Propostos
14. Numa P.G estritamente decrescente tem-se a; = —% eas =-9 0O
produto dos 15 primeiros termos é:
a) 1 b) -1 c) 11 d) -11 e) 21°
15. Uma P.G tem primeiro termo igual a 1 e razao igual a v/2. Se o produto
dos termos dessa progressao é 23°, entdo o ntimero de termos ¢ igual a:
a) 12 b) 13 c) 14 d) 15 e) 16
16. Uma P.G. de 8 termos tem primeiro termo igual a 10. O logaritmo
decimal do produto de seus termos vale 36. Ache a razao dessa pro-
gressao.
17. Dada a P.G. finita (5, 50, -- -, 5000000), sua soma resulta:
a) 5.555.555 b) 10.000.000 c) 9.945.555 d) 55.555.555
e) infinita
18. A soma dos cinco primeiros termos de uma P.G., sabendo-se que o
quinto termo ¢ 162 e a razao é igual a 3 é:
a) 162 b) 620 c) 324 d) 242 e) 342
19. O ntmero de ancestrais de uma pessoa, em seis geragoes é:
a) 63 b) 126 c) 127 d) 32 e) 64
Limite da Soma
O Limite da Soma dos Infinitos Termos de uma P.G.
Teorema 3
Seja (a,) uma P.G. de razao ¢ tal que —1 < ¢ < 1. A soma S dos infinitos
termos dessa P.G. existe, é finita e igual a lim S = @
n—oo — q
123

AULA 11
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Demonstracao:

De fato, como —1 < ¢ < 1 entao:

lim (q") =0.

n—oo
(Nao provaremos este resultado aqui pois foge ao nosso objetivo). Logo,

ay (1l —qg"™ 1-0
S=a+ar+--+ap—1+ay+apg1---= lim 5, = lim 1(1-a") :al( )-

Portanto:
a
S=-—".
l—q
Exemplo 14
Determine a soma dos infinitos termos da P.G. (1 , % , i , % , o )
Solugao:
1
Como ¢q = % = %, temos que —1 < ¢ < 1 e podemos aplicar a equacao

S = 1%1 para calcularmos essa soma. Logo:

93]

Il

Il

Il
=] =

Il

[\

Exercicios Propostos

2,4 8 )
20. Asoma1—§+§—2—7—|—--- vale:

a)% b)% c)% d) 1 e) 3

21. Seja S, asoma dos n primeiros termos da sequéncia infinita 1071, 1072,
1073, .-, 107, ---.

a) Calcule S

b) Qual o limite de S,, quando n tende a 0o?

22. Roberto chega as 15 h para um encontro que havia marcado com
Rosangela. Como Rosangela nao chegara ainda, Roberto resolveu es-
perar um tempo ¢; igual a meia hora e apods isso, um tempo t, = % 1y
e apds isso, um tempo t3 = % -to e assim por diante. Se Rosangela nao

foi ao encontro, quanto tempo Roberto esperou até ir embora?

a) 45 min b) 50 min ¢) 55 min d) 1h e) 2h

23. O valor de 4/0,4+4 0,04+ 0,004 + - -- é:
a) 0,222... b) 0,333... «¢) 0444... d) 0,555... ) 0,666...

CEDERJ
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24. Na figura a seguir A1 By = 3, B1As; = 2. Calcule a soma dos infinitos
segmentos AlBl + BlAQ + AQBQ + BQAg + -
4 1
%)
A3
<
SE -]
B, B
25. Uma bola é lancada na vertical, de encontro ao solo, de uma
altura h. Cada vez que bate no solo, ela sobe até a metade da
altura que caiu. Calcular o comprimento total percorrido pela mesma
bola em suas trajetérias até atingir o repouso.
26. O valor de \/x r\/ x\Jr - é
2
a) = b) 2x c) x? d) = e) z°
27. O limite da soma dos termos da P.G. % , % , % , o 6
a) 357 b) % c) 357,357357. .. d) 0,357357357. ..
e) 0,357
Exercicios Complementares
28. Quantos termos da P.G. (1, 3,9, ---) devem ser somados para que a
soma seja 3.2807
a) 4 b) 6 c) 8 d) 10 e) 12
29. O limite da soma dos termos da P.G. (% , % , @ , e ) é:
a) 2 b)) V241 o) V21 d) 2H e) 12
30. Os trés primeiros termos de uma P.G. sdo a3 = V2, a, = V2 e
as = /2. O 4° termo é:
a) % b) 1 c) V2 d) v/2 e) 3
125
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31.

32.

33.

34.

35.

36.

37.

¥

2 2 ~
Osvaloresde:cdemodoquer—%+%—I—+~-~:6sao:

8
a) -3eb b) -5e3 c) 3e-3 d) 5e-5 e) 0De?2

A soma dos trés nimeros que formam uma P.A. crescente é 36 e se
somarmos 6 unidades ao ultimo, eles passam a constituir uma P.G. de

razao:

a) 1 b) 3 c) 2 d) -3 e) 4

O numero real x é positivo e diferente de 1. O quadrado de z, o

proprio x e log x formam uma P.G., nessa ordem. Entao x vale:

a) -1 b) 0 c) = d) 1 e) 10

10

Dada a P.G. ( , 1, V3ol 2-V3 o termo que precede 1 é:

5 , 5,

a) 1-v3 b)) V3+1 o) BB d)VB-1 e 8

~—

Os angulos de um triangulo estao em P.G. de razao 2. Entao o triangulo:
a) tem um angulo de 60°

b) é retangulo
¢) é acutangulo
)

é obtusangulo

e) é isosceles

A sequéncia (x, xy, 2z), com x # 0 é uma P.G. Entao:

a) x é um numero racional

=

x é um numero irracional
y € um numero racional

d) y é um numero irracional
y
xT

é um numero irracional

Em uma P.G. em que ag = 10 e ay5 = 1280, a razao é igual a:

a) 2 b) 4 c) -2 d) e) 3

1
2
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Gabarito dos Exercicios Propostos

© 00N W=
QRO A Ao

10.
11.
12.
13.
14.
=3 15.
1024 16.
c 17.
b 18.

A v R T T 2 N o T

=10 ouqg=—10

19
20
21

22.
23.
24.
25.
26.

27

b
b
_a)0,11111

b)

el

oW o o A

.d

Gabarito dos Exercicios Complementares

28. ¢ 29. b
33. e 34. b

30. b
35. d

31. ¢ 32. ¢
36. d 37. a
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Conjuntos

Aula 12 — Conjuntos

Objetivos:
Nesta aula pretendemos que voce:

e Entenda o conceito de conjunto e possa realizar operagoes entre con-

juntos.
e Recorde a estrutura dos conjuntos numéricos.
e Trabalhe com intervalos de ntimeros reais e realize operacgoes entre in-

tervalos.

Introducao

Conjunto é toda reunido de elementos (pessoas, objetos, niimeros, etc.)
que podem ser agrupadas por possuirem caracteristicas comuns. Exemplo:
o conjunto de todas as letras de nosso alfabeto ou o conjunto de todas as

mulheres brasileiras.

Simbolos

Para representar conjuntos usamos as letras maitusculas A, B, C'... e

para representar elementos de conjuntos usamos letras minusculas a, b, ¢, d. ..

Exemplo: A = {a,e,i,0,u} também pode ser escrito como A = {x | = é
vogal de nosso alfabeto}. Para representar que u estd no conjunto A e que

o elemento d nao esta no conjunto A escrevemos u € A “lé-se u pertence a
A" ed¢ A “lé-se d nao pertence a A”.

Conjunto unitario e conjunto vazio

Um conjunto que possui apenas um elemento ¢ dito um conjunto unitério.

Um conjunto que nao possui elemento é um conjunto vazio. Usamos o simbolo

() para representar um conjunto vazio.
Exemplo: Se B = {x | os dias da semana cuja primeira letra é f} entao B = ().
Subconjuntos

Um conjunto B cujos elementos todos pertencem a um outro conjunto

A é dito um subconjunto deste outro conjunto.

MODULO 1 - AULA 12
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Exemplo: A = {a,b,¢,d,e, f}, B = {a,e} e C = {a,e,i} entdo B é um
subconjunto de A, C nao é um subconjunto de A. Usamos a notagao:

B C A “lé-se B esta contidoem A” ou A D B “le-se A contém B” e C' ¢ A

“lé-se C' nao estd contido em A”.

Uniao, intersecao e produto cartesiano de conjuntos
Dados dois conjuntos A e B podemos formar trés novos conjuntos:

i) o conjunto uniao de A e B é o conjunto formado por todos os elementos
de Aede B,AUB{z|x € A ou x € B} “lé-se o conjunto dos x

tal que se x pertence a A ou x pertence a B”

ii) o conjunto intersegao de A e B é o conjunto dos elementos que estao
simultaneamente em A e em B.
ANB ={z|x € A e x € B} “lé-se o conjunto dos x tal que x pertence

a A e x pertence a B”.

Exemplo: Se B = {a,e,i} e A= {a,b,c,d, e} entao

AUB ={a,b,c,d,e,i} e AN B = {a,e}.

iii) o conjunto produto cartesiano, A x B, de A por B é um novo conjunto,
definido por
AxB={(z,y)|xr€Aeye B}.

Exemplo: Se A ={1,2} e B = {a,b}, entao
Ax B={(1,a),(1,0),(2,a),(2,b)} .

Nota: Se A tem n elementos e B tem m elementos entao A X B tem m - n

elementos.
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MODULO 1 - AULA 12
Conjunto Diferenca e Conjunto Complementar

O conjunto diferenca entre os conjuntos A e B é formado pelos elemen-
tos que pertencem a A e nao pertencem a B. Usamos a notacao A — B para

o conjunto diferenca.
A—B={z|ze€Aex¢ B}.
A B

Quando estamos estudando conjuntos, podemos nos referir ao conjunto
universo representado pela letra U. Numa situacao especificada U é o con-

junto que contém como subconjuntos os conjuntos estudados.

A CU *“lée-se o conjunto A esta contido no conjunto universo U”.
U
O conjunto complementar do conjunto A é o conjunto formado pelos ele-

mentos do conjunto universo que nao pertence a A. Entao na verdade este

conjunto € igual a U — A.

Também é comum o uso da notacao A°. Assim, A°={z |z € Uex¢ A}

Também aparece a notacio C'A e A.

Exemplo: A ={1,3,{2,4},a,b}. O conjunto A possui 5 elementos. Podemos
escrever que 3 € A e que {2,4} € A. Note que ndo é correto escrever
{2,4} C A. No entanto é perfeito escrever: {{2,4}} C A.

Caso Particular

Quando temos dois conjuntos A e B, tais que B C A, a diferenca A — B é

chamada de Complemento de B em relacao a A, representado por Cy B.

A
CaB é o que falta a B para ser igual a A.
Por exemplo, se A ={a,e,i} e B={a}, entao:
CAB =A-B= {6,2}.
Observacdo: Sendo U o conjunto Universo, entao escrevemos:

U-A=CyA=CA=A
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Conjunto das partes

Dado um conjunto A definimos o conjunto das partes de A, P(A), como
o conjunto cujos elementos sao todos os subconjuntos de A.
P(A) ={X | X é subconjunto de , A}.
Exemplo:

Se A ={a,e,i, } entao P(A) = {0, {a}, {e}, {i}, {a, e}, {a, i} {e, i}, {a, e, i} }.

Nota: Se um conjunto tem n elementos entdao P(A) possui 2" elementos.

Numero de elementos de um conjunto

Um conjunto é dito finito quando possui um ntimero finito n de elemen-
tos. Em caso contrario o conjunto é chamado infinito. Dados os conjuntos
finitos A e B representamos por n(A) o numero de elementos de A; por n(B)
o numero de elementos de B; por n(AU B) o nimero de elementos de AU B
e por n(A N B) o nimero de elementos de AN B. Nao é dificil provar que

n(AU B) =n(A)+n(B) —n(AN B).

Veja por qué. Qual é o método para encontrar n(A U B), o nimero
de elementos do conjunto A U B. Contamos A e B e somamos, obtendo
n(A)+n(B). Agora fago a seguite pergunta: em que circunstancia é correto
escrever n(AUB) =n(A)+n(B) ?

A resposta é: apenas quando AN B = (). Pois nessa situacao, contar
AU B é equivalente a contar A, contar B e adicionar os resultados. No caso
em que AN B # (), ao escrevermos n(A) + n(B), estaremos contando duas
vezes os elementos de AN B C AU B. Portanto, de modo geral, vale

n(AUB) =n(A)+n(B) —n(AU B).
Em seguida, recordamos e listamos algumas propriedades e observacoes in-

teressantes.

a) o simbolo € é usado para relacionar um elemento e seu conjunto en-

quanto que o simbolo C ¢é usado para relacionar dois conjuntos.

b) O conjunto vazio é subconjunto de qualquer conjunto. () C A, para

qualquer conjunto A.
¢) A C A, todo conjunto esta contido em si préprio.

d) Também A € P(A) e ) € P(A).

fy SeAc Be BC Centao AcCC.

)
)
e) A C U. Todo conjunto é subconjunto de um conjunto universo.
)
g) Se AC Be B C Aentao B = A (esta é uma maneira muito ttil de

verificar que dois conjuntos sdo iguais).




Conjuntos

Representacao de Conjuntos Numeéricos

Podemos representar geometricamente os niimeros reais em uma reta.
A cada ponto da reta esta associado um numero real e a cada nimero real

esta associado um ponto da reta.

1
T

-t 1

B
}

Q
0

- T

N+
N>
w +
a

Para fazer a representacao escolhemos dois pontos O e I da reta e
associamos a eles os numeros reais 0 e 1, respectivamente. O segmento de
reta O é muito especial. Foi escolhido para ter comprimento 1. Veja a
Figura acima. Os nimeros reais negativos sao colocados na reta a esquerda

do ponto O e os ntimeros positivos a direita do ponto zero.
Nesta representacao, a distancia entre os niimeros inteiros n en + 1 é

a mesma distancia que entre os niimeros 0 e 1.

Também, por exemplo, /2 e —1 ganharam as posicoes indicadas na
figura acima, em funcao de que os segmentos de reta OA e OB medem

respectivamente, v/2 e 7.

Na continuagdo de nosso estudo vamos usar (na verdade, ja estamos

usando) os seguintes simbolos:

| significa “tal que” 3 significa “existe”
A significa “e” V significa “ou”
&> significa “equivalente” = significa “implica que”

(i) Intervalos de nimeros reais.

Intervalos sao subconjuntos dos niimeros reais determindos por desigualda-

des.

Sendo a € R, b€ R ea<b, temos:
Intervalo fechado

{r €R|a<x<b}=]a,b]l. Lé-se: x pertence a R, tal que z seja igual
ou maior que a e igual ou menor que b. [a,b] é o conjunto dos niimeros reais

compreendidos entre a e b, incluindo a e b.

Representamos na reta [a, b] por:

MODULO 1 - AULA 12
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Exemplo: [5,8] = {z € R | 5 <z < 8}. = pode ser igual ou maior que 5 e

igual ou menor que 8.

Note que na figura acima os pontos a e b sao representados por um ponto
cheio. E uma convencao que adotamos para significar que a e b pertencem

ao intervalo [a, b].

Intervalo aberto
{zeR|a<z<b} =(a,b)

¢ o conjunto dos nuimeros reais compreendidos entre a e b, nao incluindo a e

b. Veja a representacao geométrica abaixo.

Note que na figura acima os pontos a e b sao representados por pon-
tos vazados. E uma convengao para significar que a e b nao pertencem ao
intervalo (a,b).

Exemplo: (5,8) = {x € R | 5 < z < 8} é o conjunto dos nimeros maiores

que 5 e menores que 8.

Intervalo aberto a esquerda e fechado a direita
{reR|a<z<b} =(a,b

é o conjunto dos ntimeros reais compreendidos entre a e b, nao incluindo a e

incluindo b. Veja a representacao geométrica abaixo.

Exemplo: (5,8] = {x € R |5 < 2 < 8} é o conjunto formado pelos nimeros

maiores que 5 e iguais ou menores que 8.

Intervalo fechado a esquerda e aberto a direita
{reR|a<z<b} =]ab)

é o conjunto dos ntimeros reais compreendidos entre a e b incluindo a e nao

incluindo b. Veja a interpretacao geométrica abaixo.
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Exemplo: [5,8) = {x € R |5 <z < 8} é o conjunto dos niimeros maiores que

D ou iguais a 5 e menores que &8

Intervalos infinitos
[a,00) ={z e R|z > a},

¢ o conjunto de todos os ntimeros reais maiores ou iguais ao nimero a. Veja

a representacao geométrica abaixo.

a

Exemplo: (2,00) ={z € R |z > 2}

2

Outro exemplo:(—oo, —1)={z e R | x < —1}.

-1 0

Nota: R = (—o0, 00).

Poténcias e raizes de niimeros reais

Dado um ntimero real b e um nimero natural n > 1, ao produto de n
fatores b, denominamos poténcia n-ésima de b e representamos por b". Isto
é7

b" =0.0.b...b  (n fatores)
Também se b # 0 e m é um nimero inteiro negativo entao a m-ésima poténcia
de b, é definido por

oy 111
"t = (Z) =573 (—m fatores)

Por definigao, se b # 0, colocamos,
V=1

Note que, das definicoes anteriores, vem que se n e m sao numeros inteiros,

b+# 0 e c+#0, entao,

o= w(-s

c) (b.e)” =b".c" d) pm.pn =yt
1\3 1 1
Exemplos: <— =— =
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Raizes de nuimeros reais

Considere um ntimero natural n e um ntimero real b. QQueremos encon-

trar um outro nimero real x tal que
x" =b.
Caso z exista, chamamos este niimero de raiz n-ésima de b e indicamos como

x = Vb

Casos de existéncia da raiz

1) Sen > 0 é par e b > 0 entao sempre existe /b. Por exemplo, v/81 = 3.
No entanto nao tem sentido v/—2.

2) Sen > 0 é impar e b é um nimero real qualquer entao existe /b, Por exem-

plo,

1 1
Y125 = =5, {| ——= = ——.
Vo243 3

Nota 1: No caso de v/b, onde b é um nimero real positivo, indicamos sim-
plesmente por v/b e lemos “raiz quadrada de b”. Também e, onde ¢ é um

numero real, lemos “raiz cubica de ¢”.

Nota 2: Sempre que a raiz estiver bem definida vale

m:w,m}e%: {/a

s

Poténcia racional de um nimero real

Id / m Ve / .
Se b é um ntumero real e ¢ = — é um numero racional, onde n > 0,
n

entao definimos

desde que a raiz n-ésima de b esteja bem definida.

Exemplo:

e T T 11
A .
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Exercicios
1. Dado o conjunto A = {x,y, z}, associar V (verdadeira) ou F (falsa) em
cada sentenga a seguir:
a) e A
b)y¢ A
o) A={y,z, 2}
d)zeA
e) {z} €A
fyAe A
2. Sendo A = {2,3,5} e B = {0, 1}, escrever em simbolos da teoria dos
conjuntos:
a) 2 pertence a A
b) 1 pertence a B
¢) 3 nao pertence a B
d) A nao éigual a B
3. Sendo A = {0,2,4,6,8,10}, B = {2,6,8}, C = {0,2,3,4,} e
D ={0,2,6,8}, assinalar as afirmagoes verdadeiras:
a) B C A, b) B¢ D
c)C ¢ D, d)DcCA
e) ADC, fyAp B
g) D D B, h)yC¢g A
4. (FGV-72) Se A={1,2,3,{1}} e B={1,2,{3}}, (A—B)é
a) {3,{2}}, b)) {3.{1}}, {0, {+2}}  d){0,{0}}
5. (EPUSP-70) No diagrama, a parte hachurada representa:
a) (AuC)—B b) (BNC)—-A
c) (AnB)-C d) (AnC)UB ‘
) A—(B—-C) 1.
6. (AMAN-74) Dados os conjuntos A # () e B # () tais que (AU B) C A
entao:
a)ACB b)AnNB=( ¢)AUuB=( d BCA e BeA
137
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(CONCITEC-72) Seja A um conjunto de 11 elementos. O conjunto Y’

de todos os subconjuntos de A tem n elementos. Pode-se concluir que:

a)n=2048 b)n=2.047 ¢)n=2.049 d)n=2.046 e) 2.050

(MACK-SP-79) Se A e B sdo dois conjuntos tais que A C B e A # (),

entao

a) sempre existe z € A tal que z ¢ B.
b) sempre exite x € B tal que x ¢ A.
c) se z € B entdao x € A.

d) se z ¢ B entao x ¢ A.

e) ANB =1

(CESGRANRIO-79) O ntimero de conjuntos X que satisfazem: {1,2} C
X C{1,2,3,4} é

a)3 b)4 ¢)9 d)6 e)7

(PUC-RJ-79) O ntumero de elementos do conjunto A é 2™ e o nlimero
de elementos do conjunto B é 2". O nimero de elementos de (A x B)
é:

a) 2™ 42" b)) 2™ ) 2™t d)mXxn  e)m+n
(FGV-SP-80) Considere as afirmagdes a respeito da parte hachurada
do diagrama seguinte:

OBS.: U = AU BUC é o conjunto universo e B e C sdo os comple-

mentares de B e (', respectivamente.

)

n(BUC)
( )
(BNC)
(BNC)

A(s) afirmacao(goes) correta(s) é (s@o):

Al bBII ¢lelv  d)Ilelll e llelV
(UFRS-80) Sendo A = {0,1} e B = {2,3}, o ntimero de elementos
[P(A)N P(B)] é:

a) 0 b) 1 c) 2 d) 4 e) 8
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13. Dados A = [1,00), B = (—00,—2) U (1,00) e C' = [—3,4], assinale

falso ou verdadeiro

( YA-—B=10
( )YAuB)NC =[1,4]
() CrB=1[-2,1]
( )AnBNC = (1,4]
14. (ITA) Depois de N dias de férias, um estudante observa que:
I - Choveu 7 vezes, de manha ou a tarde.
IT - Quando chove de manha, nao chove a tarde.

IIT - Houve 5 tardes sem chuva.

IV - Houve 6 manhas sem chuva.
O numero N de dias de férias foi:

a) 7 b) 9 c) 10 d) 11 e) 8

Gabarito

1.a) F,b) F,c)V,d) V,e) F,f) F. 2. a)2€ A b)1€B,¢)3¢ B,
d)A# B. 3.a),c),d),g),h)sdoverdadeiras. 4. b) 5.¢)6.d) 7. a)
8.d) 9.b) 10.¢) 11.d) 12.b) 13.F, V,V,V 14b)
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Aula 13 — Introducao as funcoes

Objetivos:
Apos estudar esta aula voceé sera capaz de:

e Distinguir entre uma relacao e uma funcao entre dois conjuntos.

e Definir dominio, contradominio e esbocar graficos de fungoes.

Produto cartesiano

Dados dois conjuntos nao vazios A e B, o produto cartesiano de A por
B ¢é o conjunto formado pelos pares ordenados, nos quais o primeiro elemento

pertence a A e o segundo elemento pertence a B.

Ax B={(z,y) |z € Aeye B}.

Exemplo: Se A ={1,2} e B = {a,b, c}, entao:

Ax B ={(1,a);(1,0);(1,¢); (2,a); (2,b); (2,¢)}

B x A={(a,1);(a,2); (b,1); (b, 2); (¢, 1); (¢, 2)}

Notas:

1) De modo geral A x B # B x A.

2) Se A =0 ou B =), por definicio A x B = (), isto é, A x ) = @) ou
0 x B=1.

3) Se A = B podemos escrever o produto cartesiano A x A como A2, isto
é, Ax A= A2

4) O produto cartesiano de duas cépias do conjunto de niimeros reais R,
fornece
R*={(z,y) |r€R e y € R}.

Como vimos na Aula 1, os niimeros reais podem ser identificados com
uma reta. Também R2, pode ser identificado com um plano, através de

um sistema de coordenadas. Veja a figura abaixo, onde o ponto P do
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plano é identificado com um par de nimeros reais: P = (z,y). Veja a

1
representacao do ponto ) = ( -1, —5)
y

b— — -

5) Se os nimeros de elementos dos conjuntos A e B sdo n(A) e n(B) entao
para o nimero de elementos de A x B vale n(A x B) = n(A) x n(B).

Relagoes

Dados dois conjuntos A e B, uma relacao R sobre A e B (ou de A em
B) é uma relacao que associa elementos z € A a elementos y € B, mediante

uma lei previamente determinada (lei de associacao ou de relagao).

Como voceé vera, através de exemplos, toda relacao de A em B deter-

mina um subconjunto de A x B.
Exemplo: A ={-1,0,1,3}
B =1{0,1,9,10}
Determine
a) Ry ={(z,y) € Ax B|y=2a?}

Solucdo:
Rl - {(_17 1)’ (07 0)’ (17 1)’ (37 9)}

b) Ry ={(z,y) € Ax B |z =./y}
Solucdo:
RQ - {(17 ]-)7 (37 9)7 (07 O)}
Dominio e imagem ou contradominio

Dada uma relacao R de A em B, chama-se dominio de R ao conjunto
D de todos os elementos de A que aparecem como primeiros elementos nos

pares ordenados de R.

reD & Jy,ye Bl (z,y) €R.
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Denominamos imagem da relagdo R (ou contradominio) ao conjunto
Im de todos os elementos de B que aparecem como segundos elementos nos

pares ordenados de R.

yelm & Jz,xe Al (z,y) € R.

Exemplo: Sejam A = {0,1,2}, B={-1,1,2,-2,6}e R ={(0,—1),(0,1),(2,2), (2,—2)}.
Entao

D={0,2) e Im={-1,1,2,-2}.

Representagao grafica e diagramas de uma relacao

Para o ultimo exemplo dado podemos associar a representacao grafica

e o diagrama

ﬂy
2 — — -o

|
1% '

|

T 2 X

] |
-1¢

|
o — — 4

Funcao

Fungao é uma relacao com propriedades especiais. Uma relacao R do

conjunto A no conjunto B é uma fungao se

I) o dominio da relagdo R, D(R) = A;
II) para cada elemento x € D(R) existe um tnico y € B tal que (z,y) € R

IIT) a imagem da relacdo R, Im(R) C B.

Uma relacao R de A e B que é uma funcao é mais comumente represen-
tada pela letra f e do seguinte modo: f: A — B, onde, z — y = f(x). Isto

significa que, dados os conjuntos A e B, a funcao tem a lei de correspondéncia

y = f(z).

%2l CEDERJ




MATEMATI CA | Introducdo 3s funcées

BASICA
Exemplo: Sejam os conjuntos A = {0,1,2} e B =1{0,1,2,3,4,5}; vamos con-
siderar a funcao f: A — B definida por y = x + 1, ou seja,
f@)=a+1

r=0—y=0+1=1
r=1—-y=14+1=2
r=2—y=2+1=3

e O conjunto A é o dominio da fungao.

e O conjunto {1, 2,3}, que é um subconjunto de B, é denominado con-
junto imagem da fung¢do, que indicamos por Im. No exemplo acima,
Im = {1,2,3}.

Representacao de fungoes por diagramas

Um diagrama de setas representando uma relagdo de um conjunto A

em um conjunto B é uma funcao se:
(I) De cada elemento de A parte exatamente uma tnica seta.

(IT) Nenhuma seta termina em mais de um elemento de B

FIEE

é fungao é fungéo

A B A B
ndo é fungéo ndo é fungéo

Representagao Grafica

Dados subconjuntos A e B de ntimeros reais e uma funcao f: A — B,
podemos representar a funcao graficamente como pontos do plano. No eixo

horizontal representamos o dominio e no eixo vertical, o contradominio.
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Exemplo: A ={-1,0,2} e B={-1,0,1,2,3,4} e f(x) =z + 1, vem que

A y=f(x)
r=—1—-y=0 S
r=0—y=1 2
r=2—-y=3

f={(-1,0),(0,1),(2.3)} e os trés pontos assinalados formam o grafico da
funcao.

Observacdo sobre gréficos: Sabemos que um dos requisitos ao qual uma relagao
deve satisfazer para ser uma funcdo, * — y = f(x), é que a cada = deve
corresponder um unico y. Esta propriedade tem a seguinte interpretacao:
toda reta vertical passando pelo dominio intercepta o grafico da funcao em

exatamente um ponto.
Exemplos:

a) A relagio f de Aem R, f(z) =22com A={reR|-1<xz <2}
representada abaixo é funcao, pois toda reta vertical passando por pontos de

abscissa x € A encontra o grafico de f num sé ponto.

Ay

N LA

-1 2

¥

b) O gréfico da relacio R de A em R representada abaixo z? + y* = 1, onde
A={r eR| -1 <z <1} nado é funcdo, pois hé retas verticais passando

por pontos de A que encontram o grafico de R em dois pontos.

AN L
-1\Lu W1 X
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Esboco do Grafico de uma Funcao

Para esbocarmos o grafico cartesiano de uma funcao f, atribuimos valo-
res convenientes a x no dominio da funcao e determinamos os correspondentes
valores de y = f(x). O grafico, entdo, é constituido pelos pontos representa-

tivos dos pares (x,y).

Exemplo: (a) Se a fungdo f: A — B, é tal que + — y = 2z, onde A =
{0,1,2,3}, B = {-1,0,2,4,6}. E possivel calcular todos os pontos do

grafico cartesiano de f. Veja a tabela de valores abaixo.

W — — - - - - = = —

(b) Seja f: R — R x +— y = 2x. Para esta fungao é impossivel construir
uma tabela indicando explicitamente todos os pontos do grafico. No en-
tanto podemos, com alguns pontos auxiliares, deduzir a forma do grafico f.

Usando os valores ja calculados na tabela do exemplo a), eshocamos o gréfico.

Ay
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Exercicios Resolvidos
1. Seja a funcao f: R — R
r—y=2—x
1
o) Caleutar 0, f(3). /D). S(V3-2)
b) Determinar os elementos de D(f) cuja imagem pela f vale 2.
Solucdo:
a) Para calcularmos a imagem de 6 pela f, basta substituir x por 6 em
f(l’) - '12 - T,
f(6) = 6% — 6 = 30.
Do mesmo modo,
Hame 1 1 11
2) \2 2 4 2 4
f(V2) = (VB = VB =23,
F(V3-2)=(V3-2)’ - (V3-2)
=3-4vV3+4-V3+2
=9-5V3.
b) f(z)=2=2>—12=2,
2?2 —x—-2=0
—b £ Vb? — dac
Tr =
2a
1148 1+£3
Tr = =
2 2
I = 2, To = —1
sao os dois valores solucao.
. N 22 —x+1
2. Seja a fungao f: [0,00) — R dado por f(z) = —Q2 31 Calcule
x
1
10.4(3) e sv2-.
Solucdo:
02—0+1
0) = =1.
Q) 10) =5
147

AULA 13
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(V2-12—-(vV2-1)+1
) f(V2-1) = o141 =
C2-2V241-V24+1+1 5-3V2
V2 V2
C5V2-3v2..v2  5V2-6
V2-v2 2

3. Sendo f(z) = 2% f: R — R assinale (V) ou (F):

b) f(1)>f(0) ()
o) f(V2+V3) = f(V2) + f(V3) =5 ()
d) f(V2-V3)=f(vV2)- f(V3) ()

Solucdo:

) (V) {“2)2 :4)

12=1
f(0) =0*=0= f(1) > £(0)

o) (F) f(W24V3)=(V2+V3)?=2+2V6+3=5+2V6
FV2)+ f(V3) =5=(V2)’ + (V3) = 5=2+3-5=0
= f(V2+V3) # f(V2) + f(V3) -

) (V) F(VE-V3) = (V2 VB)? = (V)2 =
FVD) - F(3) = (VDR(VE)R =23 =
= [(V2-V3) = [(V2) - (V3)

Determinacao de Dominios de Funcoes Numéricas

Em geral, quando se define uma funcao f através de uma férmula (ex.:

2

flx) =2% f(z) = fl’ etc.), subentende-se que o dominio de defini¢ao
x

de f, D(f), é o maior subconjunto de R, no qual a defini¢ao faz sentido (ou

onde a funcdo pode operar).

cepers B |
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Exemplos: Defina os dominios das fungoes abaixo.

_:c+3
)

a) f(x)

Basta impor que o denominador nao pode ser nulo: x —2 # 0 < x # 2
Portanto, D(f) ={z e R|z # 2} =R — {2}.

b) f(z) =2z —6

Em R, o radicando de uma raiz quadrada nao pode ser negativo. Por-

tanto,

20 —6>02r>6<x>3
Portanto, D(f) ={z € R |z > 3} = [3, +00).

c) flx)=+v2zx—1

O radicando de uma raiz de indice impar pode ser negativo ou nulo ou

positivo, ou seja, 2z — 1 pode assumir todos os valores reais.
Portanto, D(f) = R.
V3 — a2

Vaz +1

Como as raizes envolvidas sao todas de indice par, é exigéncia que os

d) f(z) =

radicandos sejam nao negativos. Além disso, o denominador deve ser

nao nulo. Assim,

3—z2>0e22+1>0

Ou seja, 3> 2% e x>§.

Veja as representacgoes graficas:

3 V3 112

Portanto a intersecao destes conjuntos determina o dominio. Ou seja

D(f):{xeR|%<x§\/§}
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Exercicios - Série A

. Sejam A={reZ|-2<x<2}, B={reZ|-6<z<6}ea
relagao R = {(z,y) € A x B | x =y + y?}. Solicita-se:
a) Enumerar os pares ordenados de R.

b) Indicar os conjuntos Dominio e Imagem.

2. Defina os méaximos subconjuntos de nimeros reais que sao dominios

das funcoes abaixo:

20— 3 5
2) f(z) = b) fla) = /=

T — 2

3. Considere as relagoes G, H, J, M do conjunto A no conjunto B con-

forme os graficos abaixo. Identifique as funcgoes.

relagédo G relagéo H

y

relagéo J relagéo M
Ay Ay
B | B |
- | - |
[T — [T —
A X A X

4. Seja Z o conjunto dos nimeros inteiros e sejam os conjuntos A = {x €
Z|-1<zx<2}eB=1{3,4,5}se D={(z,y) € (AxB) |y <xz+4}.
Entao:

a)
b) D tem 2 elementos
¢) D tem 1 elemento
d) D tem 8 elementos
e) D tem 4 elementos
_dx—

2 -3
reais. Determine o nimero real z, tal que (z,1) € H.

define uma relacaio H C R x R, onde R sao os nimeros

a)x =0 b)z=1 c)x=—1 d)z=5 e)x=—5
CEDERJ
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6. Determinado-se os pares (z,y) de numeros reais que satisfazem as

condicoes

a) 2 pares  b) nenhum par c¢) 3 pares d) infinitos pares e) 1 par

7. Estabelecer se cada um dos esquemas abaixo define ou nao uma funcgao
de A={-1,0,1,2} em B ={-2,-1,0,1,2,3}. Justificar.

A

8. (UFF-93 12 fase) Considere a relacao f de M em N, representada no

diagrama abaixo:

Para que f seja uma funcao de M em N, basta:

a) apagar a seta (1) e retirar o elemento s

b) apagar as setas (1) e (4) e retirar o elemento k
c) retirar os elementos k e s

d) apagar a seta (4) e retirar o elemento k

e) apagar a seta (2) e retirar o elemento k
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9. (PUC-95) Dentre os 4 desenhos a seguir:
yk y‘k
| I
yk yl

1 v

a) Somente I pode ser gréfico de funcao da forma y = f(z).

b) I, Il e IV podem ser graficos de fungoes da forma y = f(x).
().

¢) Nenhum deles pode ser gréfico de fungoes da forma y = f
d) IT e IV nao podem ser graficos de fungdes da forma y = f(z)

e) Nenhuma das respostas acima.
10. (UFF-94-1? fase) O gréfico que melhor representa a fungao polinomial

p(a) = (z =1z —4)(z + ) &

A
) Ly

ALl e

11. Esboce o grafico de:

a)y=2>—-1, D=R

b) f(x) =x — 2, sendo D = [-2, 2]
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12.

13.

14.

15.

16.

Determine a e b, de modo que os pares ordenados (2a — 1,b + 2) e

(3a 4 2,2b — 6) sejam iguais.

Determinar = e y, de modo que:
a) (r+2,y—3)=2x+ 1,3y — 1)
b) (22,2 —8) = (1 -3y, y)

c) (¢° +z,2y) = (6,47

Se os conjuntos A e B possuem, respectivamente, 5 e 7 elementos,

calcule o nimero de elementos de A x B.

(UFF/95 - 1* fase) Em um certo dia, trés maes deram a luz em uma
maternidade. A primeira teve gémeos; a segunda, trigémeos e a ter-
ceira, um tunico filho. Considere, para aquele dia, o conjunto das trés
maes, o conjunto das seis criancas e as seguintes relacgoes:

I) A que associa cada méae a seu filho;

IT) A que associa cada filho a sua mae;

IIT) A que associa cada crianga a seu irmao.
Sao funcoes:

a) somente a I b) somente a Il ¢) somente a III d) todas e) nenhuma

(PUC) Entre os graficos abaixo, o tnico que pode representar uma
funcao de variavel real é:

a)Ay b)Ay Q) y

1IN
N

¥

»
>
X

d)Ay e) Ay

153
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17. (UERJ/93) A fungao f definida no conjunto dos inteiros positivos por:

n
—, se n for par
fn) =42

3n + 1, se n for impar

O numero de solugdes da equagao f(n) = 25 é:

a) zero b) um ¢) dois d) quatro e) infinito

(UFC-CE) Qual dos graficos a seguir nao pode representar uma fun¢ao?

v

L e T L

19. (FGV-SP) Considere a seguinte fungao de variavel real

1 se x é racional
f(z) =

0 se x é irracional

Podemos afirmar que:

a) f(2,3)=0
b) f(3,1415) =0

) 0< fla)+ f(b) + f(c) <3
d) ff(a)] =0
e) f(0)+f(1) =1

20. (SANTA CASA-82) Seja f uma fungao de Z em Z, definida por

0, se x é par
flz) =

1, se x é impar
Nestas condicoes, pode-se afirmar que:
a) f é injetora e nao sobrejetora
b) f é sobrejetora e nao injetora
c) f(=5)-f(2) =1
d) f(f(z))=0, VzelR

e) O conjunto-imagem de f é {0, 1}
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21. (FUVEST-82) O ntmero real « é solugao simultanea das equagoes

f(z) =0e g(x) =0 se e somente se « ¢ raiz da equagao:
a) f(x) + f(z) =0
b) [f(@)]? + [g(=)]* =0

22. (PUC-93) Entre as funcdes T: R> — R? abaixo, NAO ¢ injetora a
definida por:

Exercicios - Série B

1. (UNIFICADO-92) Qual dos gréficos abaixo representa, em R? as solugoes

da equagao y* = z(z* — 1).

o b
I P

2. (IBEMEC 98) Considere a fun¢ao f, de R em R, tal que f(z 4+ 1) =
f(z)+2e f(2) =3. Entao, f(50) é igual a:

a) 105 b)103  ¢) 101 d)99 )97

3. (FUVEST-SP) Seja f uma fungao tal que f(z +3) = 2 + 1 para todo

x real. Entao f(x) é igual a:

a) 12—2 b) 10—3x ¢) =322+ 162 —20 d) 22 —62+10 e) 2% +6x— 16
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. Se f(n+1) =

. (UGF-96-2° Sem.) Se f(3z) = % + 1 entao f(z —1) é igual a:

T+ 3r—1 5t + 3 3z
a) 5 b) 5 c) 5 d); e) 3x —2

2-f(n)+1
valor de f(101) é:
)49  b)50 )53  d)52  e) 5l

paran =1,2,3,... ese f(1) =2, entdo o

. (FUVEST/93) Uma funcao de variavel real satisfaz a condigao

flz+1) = f(x)+ f(1), qualquer que seja o valor da varidvel x. Sabendo
que f(2) =1 podemos concluir que f(5) é igual a:
1 )

a) 5 b) 1 c) 3 d) 5 e) 10

. (UFF/96) Para a funcao f: N* — N* que a cada nimero natural ndo-

nulo associa o seu nimero de divisores, considere as afirmativas:
I) existe um nimero natural nao-nulo n tal que f(n) = n.
IT) f é crescente
III) f nao é injetiva.

Assinale a opcao que contém a(s) afirmativa(s) correta(s):

a) apenas 11 b) apenas I e 111 c) I, Il e IlI
d) apenas I e) apenas | e 11

. (UFMG) A funcdo f: R — R associa a cada nimero real x o me-

1 2
nor inteiro maior do que 2x. O valor de f(—2) + f (—5) + f (5) é:

. (UFRJ/93) Uma fungao f(z) tem o seguinte grafico:

f(x)
A

2L - -
1

T T T T T
2 |_/;1__ 17 2 3 4‘1
1

)

Considere agora uma nova funcao g(z) = f(x + 1).

a) Determine as raizes da equagao g(z) =0
b) Determine os intervalos do dominio de g(z) nos quais esta fungao é

estritamente crescente.
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10. (CESGRANRIO) Seja f(z) a fungao que associa, a cada nimero real

x, o menor dos numeros (z + 1) e (—z + 5). Entao o valor méximo de
f(z) &
a) 1 b) 3 c) 4 d) 5 e) 7

11. Definimos: f: N — N

Calcule f(3).

12. (FEI-73) Chama-se ponto fixo de uma fungao f um ntmero real z tal

1

que f(z) = x. Os pontos fixos da fungao f(z) =1+ — sao:
x

a) r = =+1

REE
2

¢) nao tem ponto fixo

b) x

d) tem infinitos pontos fixos

13. (PUC-92) Um reservatorio tem a forma de um cone de revolucao de eixo
vertical e vértice para baixo. Enche-se o reservatorio por intermédio
de uma torneira de vazao constante. O grafico que melhor representa
o nivel da dgua em funcao do tempo, contado a partir do instante em

que a torneira foi aberta é:

A) nivel
A

» tempo » tempo

nivel

» tempo » tempo » tempo
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Gabarito

Série A

1. a) R = {(2,-2),(0,-1),(0,0),(2,1)}. b) D(R) = {0,2}, Im(R) =
{—=2,-1,0,1}. 2. a) D(f) = {x € R | 2 # 2} = (—00,2) U (2,00).
b) D(f) ={x € R|x > -2} = (—2,00). 3. Apenas G é fungao. 4. d)
5.¢) 6.d) 7.a)nao b)nao c)sim d)sim. 8 d) 9.b) 10.d)
11.

12. a=-3; b=8 13. ajzx=1ley=-1 b)x=5ey = -3,
c)r=-3ouz=2cey=0o0uy=2 dz==+2ecy = =+V3
14.35 15.b) 16.d) 17.b) 18.¢) 19.¢) 20.e) 21.b) 22. a)

Série B

1. a) 2 d 3d 4 a) 5 d 6 ¢ 7. b 8 -2
9. a) z € {~2,0,3} b) (=3,—1)e (0,1) 10. b) 11. f(3) = 16
12. b) 13.b)

Auto-avaliacao

Antes de passar a aula seguinte, vocé deve resolver todos os exercicios

da Série A. A Série B fica como exercicio de aprofundamento.
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Aula 14 — Funcoes composta e inversa

Objetivos:

Sao objetivos desta aula possibilitar que voce:

Entenda e trabalhe com o conceito de fungao composta.

Possa decidir quando uma funcao possui ou nao inversa.

Entenda os conceitos de funcao sobrejetiva, injetiva e bijetiva e de

funcao inversa.

Possa resolver problemas envolvendo fungoes inversas e possa represen-

tar graficamente as solugoes.

Funcao composta

Considere f uma fungao do conjunto A no conjunto B e g uma funcao
do conjunto B no conjunto C'. Entao a funcao h de A em C, h a funcao

composta de f e g, pode ser definida por
h(z) = g(f(z)).
Notagdo: h =go f.

No diagrama abaixo esta representada a composicao de f em g.

A-L.p-% ¢
gof
Exemplos
(i) Se
f 9
A ] c

entdao h = go f é tal que

B0 CEDERJ
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(ii) Suponha Z o conjunto dos ntmeros inteiros, f: Z — 7Z f(x) =z — 2

9:7Z—7 g(x)=2*

entao a funcao composta h: Z — 7Z pode ser calculada por

h(x) = g(f(x))
h(z) = g(x —2)
h(z) = (z — 2)*

Exercicios resolvidos

(i) Sejam as fungoes f: R — R e g: R — R definidas por f(z) =2*>—1e
g(x) =z +3.

a) obter a fungao composta h =go fem = fog
b) calcule h(2) e m(—3)

c) existem valores x € R tais que h(x)=07

Solucdo:

m(z) = fg(x)) = f(z +3) = (x+3)* — 1
m(z)=2*+6x4+9—1=2>+6z+38
b) h(2) =22+2=4
m(=3) = (=3)2+6(-3)+38
m(—3) =918 +8=—1
¢) h(r) =0 & 2242 = 0 (esta equacao nao tem solucao z € R). Resposta:

Nao.

(ii)) Sejam f: R — R e g: R — R. Sabendo-se que f(z) = v/5+ 22 e que a
imagem da funcdo f o g é o intervalo real [+v/5, +3], a alternativa que

representa a imagem da funcao g é:

a) [+v/5, +3] b) [<2. 4 2]
¢) [-2,+V3] d) [-v/5, +2]
e) [-V5, +v5]
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(iii)

Solucdo:

fogx) = flg(z)) = \/5+g*x). Logo Vb < \/5+g¢%x) <3 =

5<5+g%x) <9

Entdao 0 < ¢g?(z) < 4. Os valores de g(z) que verificam a desigualdade
acima sao —2 < g(z) < 2.

Logo, Im g(x)=[-2,2]. Resposta b).

Sejam as funcoes f: R — R e g: R — R definidas por

22 se >0
f@) = =7 @) =a-3.

r se x<0

Encontre a expressao que define f og = h.

Solugdo: h(x) = f(g(x)) = f(x — 3).
Em virtude da definicao de f precisamos saber quando x —3 > 0 e
quando x — 3 < 0.

Oraz—3>0r>3ex—-3<0&2<3.

(r—3)% se >3
Logo h(x) =
r—3 se x<3

Sejam as fungoes reais g(z) = 3x+2e (fog)(x) = 22—z +1. Determine

a expressao de f.

Solugao: (fog)(z) = flg(x) = fBr+2)=2" —x+1
-2
Facamos agora 3r +2 =y = xr = yT

Logo,
2
y—2 y—2
= — 1
f() ( 3 ) 5+

2
Lyt —dy+4 oy —2
fly) = 9 3

f(y)zé[y2—4y+4—3(y—2)+9]

fly) = % [y? — Ty + 19]

+1
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Funcoes sobrejetora, injetora e bijetora

Uma fungao f: A — B é sobrejetora se Im(f) = B. Isto para todo
elemento y € B existe x € A tal que f(z) =y.

Uma funcdo g: A — B é injetora (ou injetiva) se elementos diferentes
x1 € x3 do dominio A dao como imagens elementos g(x;) e g(z3) também

diferentes. Isto é, vale a propriedade:
21,22 € A, 11 # 22 = g(21),9(x) € Im(g) e g(z1) # g(22).

Uma fungao f: A — B que tem ambas as propriedades injetora e so-

brejetora, é dita uma funcao bijetora.
Exemplos: Sejam A = {0,1,2}, B = {1,2,3} e f, g : A — B como nos
diagramas abaixo.

A funcao f nao é injetora, nem sobrejetora. A funcao g é bijetora.

Identificagao a partir do grafico se uma funcao é sobrejetora, inje-

tora ou bijetora

Seja y = f(x) uma fungao. Considere seu gréfico, representado abaixo.

Se as retas paralelas a Ox e passando pelo contradominio de f encon-

tram o gréafico de f em pelo menos um ponto, f é sobrejetora.

y

CD(f=Im

CEDERJ
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Se as retas paralelas a Ox encontram o grafico de f no mdzximo em um

ponto, [ € injetora.

CD(f)=Im

0 D(f)

Se as retas paralelas a Ox e passando pelo contradominio de f encon-

tram o gréafico de f em exatamente um so ponto, f € bijetora.
y

Im(f)

0 D(f)

Funcao inversa

Uma funcao f: A — B é uma relacao entre os conjuntos A e B com
propriedades especiais. f como relagao é um subconjunto de A x B. Os pares
ordenados (z,y) deste subconjunto sao tais que y = f(x).

Por exemplo, se A = {-1,1,2}, B = {-1,0,1,4} e f(z) = 2%
Enquanto relagdo, f se escreve como f = {(—1,1),(1,1),(2.4)}. Suponha

que as coordenadas sao trocadas para obter uma nova relagao g.

g = {(17 _1)7 (1’ 1)7 (4’ 2)}

Em que condigoes podemos garantir que, apds a inversao, g ¢ ainda uma
funcao (e ndo meramente uma relagdo?) Nos casos afirmativos g é chamada

funcao inversa de f e geralmente denotada por 1.

Se voceé pensar um pouquinho vai chegar a conclusao de que g é uma
nova funcao apenas no caso em que a funcao f for bijetora. Entre outras

palavras, somente as funcoes bijetoras f possuem uma inversa f1!.

Vamos tentar te convencer da validade desta resposta através de dia-

gramas.
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Caso (I): Se f nao é injetora entdo nao existe inversa. Veja um exemplo,

representado no diagrama a seguir, onde
A ={a,b,c} e B={12}

A fungao inversa nao pode ser definida para o elemento 1, pois f(a) =

F(b) = 1.

f

\

A B

Caso (I): Se f nao é sobrejetora entao nao existe inversa. Veja um exemplo,

representado no diagrama abaixo, onde
A ={a,b,c} e B =1{1,2,3,4}
A funcao inversa nao pode ser definida em 4 € B.

£ ) =

f

A B
Portanto, uma funcao f: A — B, possui a funcao inversa f~! se e
somente se f é bijetora.
Seja f: A — B uma funcao bijetora. Entao a funcao inversa f~': B —

A tem as seguintes propriedades:

(i) f~' é uma funcao bijetora de B em A.
(i) D(f') = Im(f) = B.
(i) Tm(f ) = D(f) = A,

A relac@o entre os pares ordenados de f e f~! pode ser expressa simbolica-
mente por
(w,y) € f & (yo) € [

ou

y=1[f(z) & z=f"y)
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Exemplos. (i) Qual a fungao inversa da funcao bijetora f : R — R definida
por f(x) =3z + 27

Solugdo: se y = f(x) entao f~!(y) = z.
Partindo de y = f(z), y = 3z + 2, procuramos isolar x.

y—2
y=3r+2 = T="5—
-2
Logo, /() =2 = L=

Nota: Como a variavel pode indiferentemente ser trocada também podemos

escrever 9
—1 o xr —
[ ) =5

(ii) Qual é a funcdo inversa da funcao bijetora em f : R — R definida por
flx) =27

Solugao: y = f(x) = 2°, logo, x = ¥/y.

Portanto f~!(y) = x = ¥/y. Ou seja, fYz) = .

(iii) Um exemplo importante é o da funcao identidade. [ : R — R, I(z) = z.

Isto é, se escrevermos y = I(x), temos que y = x. A representagao grafica

desta funcao resulta na bissetriz do primeiro quadrante. Veja a figura abaixo.
ya

y=x

vy

E claro que I=! = I. Isto é, a funcao identidade e sua inversa coincidem.

Observacoes Importantes

(i) Um exame do gréfico abaixo nos leva a conclusdo que os pontos (z,y)
(y,z) do plano, abaixo representados, sao simétricos com relagdo a reta

e
Yy =T

Bl  CEDERJ
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Lembrando a relacao

(r,y)ef & (yx)ef!

podemos concluir que, no plano, os pontos que representam uma funcao e
sua inversa sao simétricos em relacao a reta y = x. Isto é, os graficos que
representam f e f~! sao simétricos em relacao a reta bissetriz do 1° e 4°

quadrante.

(i) Sejam f: A — B e a funcio inversa f~': B — A. Entao fof™': B— B
e flof: A— A sao funcoes identidade. De fato

y=fx) & a=["),

implica que

eentdo fo f~!= Id.

Também

eentdo f~lo f= Id.

Exemplo:

Seja a funcao f em R definida por f(z) = 2z — 3. Construir num mesmo

plano cartesiano os gréficos de f e f~1.

Solucdo:
flr) =203 =
X1y X |y
15 5 -1
0]-3 310
1]-1 111
2 2
3 3
4 4
WY
ty -




Funcbes composta e inversa

MODULO 1 -
Exercicios - Série A
1. Dados f(z) =2*> -1, g(x) = 2x. Determine:
a) fog(z) ~ b)fof(x)  cgoflz)  d)goga)
2. (UFF 96 - 22fase) Sendo f a fungao real definida por f(z) = 2% —6x+8,
para todos os valores z > 3. Determine o valor de f~*(3).
3. (UNI-RIO 97 - 12 fase) A fungao inversa da funcao bijetora f: R —
2 —
{—4} — R — {2} definida por f(x) = xx+ 43 é:
e e AL b L EA R
+ T+
A () = 22 “1()
) ) =D o) i) =
4. (UFF 2001) Dada a funcao real de varidvel real f, definida por
r+1
= 1:
fly =210 a s
a) determine (f o f)(z) b) escreva uma expressao para f~1(z).
5. (UFRS - 81) Se P(z) = 23 — 32 + 2z, entao {r € R | P(z) > 0} é:
6. Se f(x) =3 entao f(z+1) — f(x) é
a)3  b)flz) ¢ 2f(x)  d)3f(x)  e)4f(x)
7. (FUVEST SP) Se f: R — R ¢é da forma f(x) = ax + b e verifica
fIf(z)] = = + 1, para todo real, entao a e b valem, respectivamente:
1 1
a)1e§ b)—le§ c)le? d)le-2 e)lel
8. (FATEC SP) Seja a fungao f tal que f: (R — {-2}) — R, onde
-2
f(z) = sz 5 O nuimero real x que satisfaz f(f(x)) = —1 é
a) —4 b) —2 c) 2 d) 4 e) n.d.a.
9. Determine o dominio de cada funcao:
) f(z) =l ) f(x) = Va2 =4 1) f(z) = 1/x V) f(z) = o/
167
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10. Nos graficos abaixo determine D(f) e Im(f)
) )

-5 of 1 X 1 3 X

37+ 5
11. Se flz+1) = 2211

numeros reais = tais que:

a)x#1/2 b)a#-1/2 c)x#-5/3 d)xz#5/3 e)x#-3/5

(x # —1/2), o dominio de f(z) é o conjunto dos

Exercicios - Série B
1. Sejam as fungoes reais g(z) = 2r —2 e (fog)(x) = 2*> — 2z. Determine

a expressao de f.

2. (UFF 96 - 22 fase) Dadas as fungoes reais de variavel real f e g definidas
por f(z) =a2?>—4r+3,comx >2e g(z) =2++/1+x, comz > —1,

determine:

a) (go f)(x) b) f~1(120)

3. Dada a funcao f(z) = v/9 — 22, para qualquer nimero real x, tal que

|z| > 3, tem-se:

2 fBa)=37(x) B FO)=FB) o) fa)=f (%) e #0

o valor de f(5) é:
a) 17 b) 6 c)b d) 4 e) 10

CEDERJ
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5. (MACK SP) Sendo f(x —1) = 22+ 3 uma funcao de R em R, a fun¢ao
inversa f~1(xz) é igual a:

r—3

a) (3z+1)-271  b) (z—5)-27! ¢)2z+2 d) 5

e) (x+3)-271

6. (CESGRANRIO) Considere as fungoes
fTR—R g:R—R
xr—2x+0b r — 1°
onde b é uma constante. Conhecendo-se a composta
gof:R—R
r— g(f(r)) =42* - 122+ 9

podemos afirmar que b é um elemento do conjunto:

a) (—=4,0)  b)(0.2) ¢ (24)  d) (4,+00)  e) (—o0,—4)

7. Considere a fungao f: N — N definida por:

x
i,sexépar
f(x): x+1 o
5 Se T é impar

onde N é o conjunto dos nimeros naturais. Assinale a alternativa

verdadeira:

a) A funcao f é injetora.

b) A funcdo f nao é sobrejetora.

¢) A funcao f é bijetora.

d) A fungao f é injetora e nao é sobrejetora.

e) A funcdo f é sobrejetora e nao é injetora.

. - /| x+1 : .
8. O dominio da fungao y = o ¢ o conjunto:

a) {reR|-1<z<lvze>2}
b){reR|-1<z<1Vvazx>2}
c){zeR|jz< 1Az >2}
d){reR|-1<x<1}

e) 0

B8l  CEDERJ




9. (CESGRANRIO-79) Seja f: (0;+00) — (0;400) a funcao dada por

1
flx)=—e /=1 a funcao inversa de f. O valor de f~1(4) é:
x

a) 1/4 b) 1/2 c) 1 d) 2 e) 4
1
10. (UFMG-80) Seja f(z) = — 1 Se x # 0, uma expressao para f(1/z)
x
é:
2 2
9 e +1 x 1 1
a)x*+1 b) p C)%Z_I_1 d)x2+x G)T—I—l

11. Considere a fungao F(z) = |2? — 1| definida em R. Se F o F representa

a funcao composta de F' com F', entao:
a) (FoF)(x)=xlz> —1], VreR

b) AyeR|[(FoF)y=y

c) Fo F ¢é injetora

d) (F o F)(x) = 0 apenas para 2 valores reais de x

e) todas as anteriores sao falsas.

Gabarito
Série A

1. a) fog(x) =422 —1 D) fo f(zx)=2a*—22> ¢)go f(z)=22%—2
d) goga)=422. 5 3.¢) 4 a)(fof)@)=a b) fl(a;)zzi
5.d) 6.¢) T7.a) 8¢ 9 DR IN{zreR|z<-2ex>2}
M) R*, IV)R:  10. 1) D(f) = [-5,1], Tm(f) = [0,12] 11) D(f) = [0, 3]
Im(f)=1[-1,2] 11. a)

Série B

1. f(x):ixQ—l 2. a)(gof)(x)=2 b)13 3.d) 4.a) 5 b)

6.a) T7.e 8 a) 9.b) 10.c) 1l e)

Auto-avaliacao

Antes de passar a aula seguinte, vocé deve resolver todos os exercicios

da Série A. A Série B fica como exercicio de aprofundamento.
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Aula 15 — Funcao do 12 grau

Objetivos:
Apoés estudar esta aula, vocé sabera:

e Reconhecer uma fungao linear afim, identificar o coeficiente angular e

representar graficamente no plano.
e Identificar se a funcao linear afim é crescente ou decrescente e descrever
os pontos do dominio onde a fungao é positiva ou negativa.
Definicao

Uma fungao f: R — R dada por f(z) = ax+b, onde a e b sdo nimeros
reais e a # 0 é chamada de fungao polinomial do 1° grau (ou fungao linear
afim). O ntmero a é chamado coeficiente angular e b coeficiente linear da

funcao.

Representacgao grafica

Seja y = f(x) = ax + b. Entao

r=0—y=25b
b

r=———9y=0
a

b
e os pontos (0,b) e <——, 0) definem uma reta no plano. Esta reta é o grafico
a

de f. Suponha para a representacao abaixo que a > 0 e b > 0.

Observe na figura os triangulos retangulos AOb e bP(), ambos com
angulo agudo #. Nés ainda nao revisamos trigonometria, mas provavelmente

voce sabe que podemos calcular a tangente do angulo 6 usando os triangulos.
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Ob P
Assim tgf = 04 ¢ tgf = CbQ—P Isto é,
b —b
tgd=+=a e tg@zy
2 T
Juntando as equacoes vem que
—b
a="2 =y =ar+b
x

Nota: (i) Segundo o gréfico da fungao linear f(x) = ax + b, o coeficiente
linear b da reta grafico de f é o valor da ordenada do ponto de intersecao da

reta com o eixo Oy.
(ii) O valor a dé origem a equacdo a = tg#, onde 6 é a inclinagao do grafico
de f. temos dois casos

a) 0 <0 <90° = tgfd >0ea>0logo f éfuncao crescente.

b) 90° < 0 < 180° = tgfh <0 e a <0 logo f é fungao decrescente.

y=f(x) y=f(x)

e AN

X X

a>0 a<0

Exercicios resolvidos

(i) Construa o gréfico da fungao linear f(x) = —x + 3.
Solugdo: Precisamos determinar apenas dois pontos (z,y) do gréfico
y=flz)=—+3
r=0= y=3
r=3 = y=0

Entao (0,3) e (3,0) sao pontos do gréfico.

y

RN

2

CEDERJ
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(ii) Determine a equacao da reta y = ax + b cujo grafico esta abaixo.
by

30°

A

V3

3
Solugdo: Como tg30° = g este é o valor de a. Logo, y = f(x) = 32 +0.

V3

Para achar b, usamos que (0, —3) é ponto do grafico. Entao —3 = 5 x0+b

e b= —3. Logo f(x)z?x—?).

Estudo do sinal de y = f(z) =azx + b

Queremos estudar a variacao do sinal de y = f(x) quando z varia.

Vamos dividir em dois casos.
Caso A: a > 0.

y=ar+b=0 & r=—

o Qo

y=ar+b>0 & x> -2

y=ar+b<0 & :1:<—§

O gréfico mostra que para x > —— o valor y = f(x) é positivo e para
a

b

r < ——, y= f(x) é negativo.
a

4y

CasoB: a<0

y=ar+b=0 & r=—

ISEISH

y=ar+b>0 & :1:<—§

y=ar+b<0 & :1:>—§

E) CEDERJ
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b

O grafico de y = f(x) = ax + b, mostra que para © < —— o valor
a

b
y = f(z) é positivo e para z > —— o valor y = f(z) é negativo.
a

A y=f(X)

T ".lll
b |||
a l%“lll X

Exercicios resolvidos

Resolva as inequacoes abaixo:
a) 3r —2 <0
b) —z+1>0

c) Bz +6)(—22+8) >0
) r+3 <9

20+ 1 —

o,

Solucdo:

2
(a) 3r —2<0 & 3r<2 & z <3

2 2
O conjunto solugao S = {x eER|z< g} = (—oo, §>

(b) —z4+1>0 & —oz>-1 & <L
O conjunto solugao é S ={r e R|z < 1} = (—o0, 1).

(¢) A inequagao é um produto e para resolveé-la é eficiente fazer uma tabela.

Primeiro encontramos as raizes de

y=3r+6 — raizx = —2
y=—-2r+8 — raizx =4

e construimos a tabela

24]5 3r+6>0 & > -2

3x+6 —|+1+ 3r+6<0 & < -2
-2x+8 — |-+

(3x+6)(-2x+8) + -1+ —2r+8>0 & >4

—2r+8<0 & x<4.

CEDERJ




Funcido do 12 grau

Com os dados anteriores, e usando que o produto de niimeros de mesmo
sinal é positivo e o produto de ntiimeros de sinais contrarios é negativo,

completamos a tabela.
Logo, o conjunto solucao

S = (—00,—2)U(4,00)

Antes de resolver temos que reduzir o segundo membro a zero:

T+ 3 r+3—-22zx+1)
—2<0 & <0
20 + 1 - 20 + 1 -
—3r+1 <0
20+1 —

Esta ultima inequacao é equivalente a inequacao proposta inicialmente

e tem forma prépria para resolvermos. Vamos construir a tabela

1
3r+1>0 ¢ -3r>-1 < < -

3
1
—Br+1>0 & -3r<-1 & x>§
—1
20+1>0 & x>7
—1
2$4—1<:0 = $‘<'ET
/2 -113 R
-3x+1 + 1+
2x+1 —|+[+
-3x+1 _ _
2x+1
—3r+1

Na inequacao quociente > 0 procuramos os valores de x que

20 +1
tornam o primeiro membro positivo ou nulo. O conjunto solucao é

11
o (_5’§]
1

1 .
Nota: O valor x = - anula o numerador e é solugao. O valor z = —=
. . 2
anula o denominador. Como o denominador nunca pode ser zero, este

valor deve ser excluido do conjunto solugao.

MODULO 1 - AULA 15
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Exercicios - Série A

1. (UFRJ 98) O grafico a seguir descreve o crescimento populacional de
certo vilarejo desde 1910 até 1990. No eixo das ordenadas, a populagao

¢ dada em milhares de habitantes.

populagao

I ! ! 1 ! !
| | \ : |
1910 1920 1930 1940 1950 1960 1970 1980 1990 ano

a) Determine em que década a populagao atingiu a marca de 5.000 habi-

tantes.

b) Observe que a partir de 1960 o crescimento da populacdo em cada
década tem se mantido constante. Suponha que esta taxa se mantenha

no futuro. Determine em que década o vilarejo tera 20.000 habitantes.

2. Determinar o valor de m para que o grafico da fungao y = f(x) =

1
3 (2x + m) passe pelo ponto (=2, 1).
3. (IBMEC-2001) Na figura abaixo, estao representadas as fungoes reais:

fx)=ar+2 e g(x)z—%x—kb

A
/ 0 X

Sabendo que AC' x 0B = 8 entao, a reta que representa a fungao f

passa pelo ponto:

a) (13)  b)(=2,-2) o (=1,4) d)(24) ) (3.6)

CEDERJ
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4. Determine f(x) cujos graficos sao representados abaixo:

y y

./

A

5. Resolver as inequacoes do 1° grau:
a) 4z +40 > 0
b) 12 —6x >0
c)2x+3<13
d)z+1<2z
e) l+2r<1—2x

f)2(x—1)>1-3(1—1x)

2
6. (UERJ 93) O conjunto solucao da inequagao 3x > 1 ¢ o seguinte
x

intervalo:

a) (—o0, —1) b)(—oo,%] ) {-1,%) d) [-1,00) e @1}

7. (CESGRANRIO) O conjunto de todos os numeros reais < 1 que
2

satisfazem a inequagao 1 <1é
a) {0} b) {0,1/2} c){reR|-1<z<1}
d) {reR |z <0} e){reR |z <1}

M8 CEDERJ
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12.

13.

14.
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(FUVEST-SP) A fungao que representa o valor a ser pago apds um

desconto de 3% sobre o valor z de uma mercadoria é:

a) f(z) =2 -3 b) f(z) =0,97x c) f(z) =1,3z
d) f(z) = =3z e) f(x)=1,03x

(CESGRANRIO) Os valores positivos de x, para os quais

(x—1)-(x—2)-(z —3) >0, constituem o intervalo aberto:
a) (1,3) b) (2,3) c) (0,3) d) (0,1) e) (1,2)

(UFSC) Seja f(z) = ax + b uma fungao afim. Sabe-se que f(—1) =4
e f(2)=7. O valor de f(8) é:

a) 0 b) 3 ¢) 13 d) 23 e) 33

(UFF 93)

A soma do coeficiente angular com o coeficiente linear da reta repre-

sentada no grafico acima é:
a) —3 b) —3 c) 3 d) 4 e) 9

- 1
PUC 91) A raiz da equacao r=3 _ 2 é:
( quag -

a) —5/3  b)—3/5 ¢ 5/3 d)3/5 e 2/5

(UNIFOR/CE) Seja a funcao f de R em R, definida por f(z) = 3z —2.
A raiz da equagao f(f(x)) =0 é:

1 1 8 8
a)zr<0 b)0<z<- ¢ -<z<l dl<az<< e)z>-=

3 3 3 3
(PUC-RJ) Uma encomenda, para ser enviada pelo correio, tem um
custo C' de 10 reais para um peso P de até 1 kg. Para cada quilo
adicional o custo aumenta 30 centavos. A func¢do que representa o

custo de uma encomenda de peso P > 1 kg é:

a) C'=10+3P b) C' =10P+0,3 ¢) C=10+0,3(P—1)
d) C=9+3P e) C=10P —7
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15. (PUC) Em uma certa cidade, os taximetros marcam, nos percursos sem
parada, uma quantia inicial de 4 UT (Unidade Taximétrica) e mais 0,2
UT por quilometro rodado. Se, ao final de um percurso sem paradas,

o taximetro registrava 8,2 UT, o total de quilometros percorridos foi:

a) 15,5 b) 21 ¢) 25,5 d) 27 ¢) 32,5

16. Seja a funcdo f: R — R, tal que f(z) = az +b. Se os pontos (0 —3) e

(2,0) pertencem ao grafico de f, entdo a + b é igual a:

a) 9/2 b) 3 ¢) 2/3 d) —3/2 e) —1

Exercicios - Série B

1. (UNICAMP-92) Calcule a e b positivos na equagao da reta ax + by = 6
de modo que ela passe pelo ponto (3,1) e forme com os eixos coorde-

nados um triangulo de area igual a 6.

2. (UFRJ-91) Suponha que as ligagoes telefonicas em uma cidade sejam

apenas locais e que a tarifa telefonica seja cobrada do seguinte modo:

1° ) uma parte fixa, que é assinatura;

2° ) uma parte varidvel, dependendo do nimero de pulsos que excede
90 pulsos mensais. Assim, uma pessoa que tem registrados 150
pulsos na conta mensal de seu telefone pagara somente 150 —90 =

60 pulsos, além da assinatura.

Em certo més, o preco de cada pulso excedente era R$ 2,00 e o da
assinatura era R$ 125,00. Um usudrio gastou nesse més 220 pulsos.

Qual o valor cobrado na conta telefonica?

3. (UFRJ-95) Uma fabrica produz 6leo de soja sob encomenda, de modo

que toda producao é comercializada.

O custo de producao é composto de duas parcelas. Uma parcela fixa,
independente do volume produzido, corresponde a gastos com aluguel,
manutencao de equipamentos, salarios etc; a outra parcela é variavel,

dependente da quantidade de 6leo fabricado.

E) CEDERJ
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No grafico abaixo, a reta r; representa o custo de producao e a reta
ro descreve o faturamento da empresa, ambos em funcao do nimero
de litros comercializados. A escala é tal que uma unidade representa
R$ 1.000,00 (mil reais) no eixo das ordenadas e mil litros no eixo das

abscissas.

9O f-----=---=s

L L e e o

g0 X1

a) Determine, em reais, o custo correspondente a parcela fixa.
b) Determine o volume minimo de éleo a ser produzido para que a

empresa nao tenha prejuizo.

. Resolver as seguintes desigualdades:

a) (x —1)(2zx+ 1) < 2z(z — 3)

x4+ 1 x+ 2
b >0
) 2 * 3
t2—1 1 t
< (t—1
©) — 1S5

. (UFPI) Se m, n e p sdo os nimeros inteiros do dominio da fungao real

f(x) =+/(3 —2x) - (22 + 3), entdo m? + n? + p* ¢é igual a:

a) 2 b) 5 c) 6 d) 8 e) 9

. (CESGRANRIO) Dada a inequagao (3x — 2)3(z —5)*(2 —z) = > 0

tem-se que a solucao é:

2
a) {z|x<§ou2<x<5}

2
b) {x|§<x<20ux<0}
c)2/3<x<2
d)2/3<xz<b

e) diferente das quatro anteriores
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7. (PUC-SP) O dominio da fungao real dada por f(x) =

a){reR|z>—-1lex <4}
b){reR|z<—-1ouz >4}
c){zeR|z>-1lex >4}
d){reR|z< —1oux >4}

e) n.r.a.

8. (UNICAMP) Duas torneiras sao abertas juntas; a 1* enchendo um
tanque em 5 horas, a 2% enchendo outro tanque de igual volume em
4 horas. No fim de quanto tempo, a partir do momento em que as
torneiras sao abertas, o volume que falta para encher o 2° tanque é 1/4

do volume que falta para encher o 1° tanque?

9. (ESPM/SP) Uma empresa de bicicletas possui um custo unitario de
producao de US$ 28,00 e pretende que este valor represente 80% do
preco de venda ao lojista. Esta, por sua vez, deseja que o valor pago ao
fabricante seja apenas 70% do total que custara ao consumidor final.

Quanto o consumidor final devera pagar por uma bicicleta?

2
10. (PUC/MG) Seja f: R — R uma fungao definida por f(x) = x5 5.
O valor de z na equacao f'(x) = ; é:
a) 3/8 b) 4/5 c) 2/7 d) —4/5 e) —3/8

Gabarito
Série A

1. a) a década de 40 b) 2040 < A < 2050 2. m =7 3. D)
4. a)f(x):yzgx—?) b) y=-22+6 c)y=+V3r+12 d)
y=—x—10 5. a)S={zeR|z>-10} =(-10,00) b){zeR|x<
2} =)—00,2] ¢){ze€R|x<b}=(—00,5) d){zeR|x>1}=(1,00)
e){reR|x<0}=(-00,0) f){zeR|x<0}=(-00,0] 6.¢) 7.e)
8 b) 9. 10.c¢) 1l.e) 12.a) 13.¢) 14.¢) 15.b) 16.d)
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Série B
l.a=1,0=3

2 a—R
4.a){x€R|x é} (

9. US$50,00 10. b)

$ 385,00 3. a) R$ 10.000,00 b) 10000 litros

| ) ){xER\x>—g}:<—g,oo)

a) 6. b) 7. d) 8 3h45min

00
o, 3
2

Y

Auto-avaliagao

Antes de passar a aula seguinte, vocé deve resolver todos os exercicios

da Série A. A Série B fica como exercicio de aprofundamento.




Funcdo quadrdtica

MODULO 1 - AULA 16

Aula 16 — Funcao quadratica

Objetivos:

Apoés estudar esta aula, vocé sabera:

e Reconhecer uma funcao quadratica, bem como representar seu grafico

num sistema de coordenadas.

e Determinar as raizes de uma funcao quadratica e seus pontos de maximo

ou de minimo.

e Descrever para uma dada funcao quadratica os intervalos do dominio

onde a funcao é positiva ou é negativa.

Definicao
Dados os ntimeros reais a, b e ¢ (com a # 0), a funcao
fR-R, o—y=ar?+br+c

é chamada funcao quadratica ou funcao polinomial de grau dois.

Grafico no sistema cartesiano

Toda funcao quadratica é representada graficamente por uma parabola.

Temos duas observacoes importantes:

(i) As parabolas que sao graficos de fungoes quadraticas tém eixo paralelo

ao eixo vertical Oy

(ii) Se a > 0 a concavidade da parabola é para cima. Se a < 0 a concavi-

dade é para baixo.

Exemplos

Abaixo temos os grificos de f(z) = 2% — 2z + 1, g(x) = —2* + ,
respectivamente.

4 y
a<o0

80 CEDERJ
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Intersecao com os eixos coordenados

—
(I) Interse¢ao com Ou.
Os graficos anteriores mostram exemplos de graficos, onde as parabolas
—
interceptam, uma ou duas vezes o eixo Ox. No caso de apenas um ponto de

—

intersecao a pardbola é tangente ao eixo Ox.

—

Para encontrar genericamente os pontos de intersecao com Ox fazemos
ar? +bx +c = 0.

As solucoes desta operacao sao
b+ VA
- 2a

a) Se A > 0 = temos duas raizes x; e x5 distintas em (*) = o grafico corta

T

A = b* — 4ac ()

—

o eixo Oz nestes pontos.

| S
N

a>0 a<0

b) Se A = 0 = temos apenas uma raiz zo em (*) = o grafico tangencia o
eixo Oz.
U . %o .
Xo X X
a>0 a<0

¢) Se A < 0 = nao existe solugao para (*). Neste caso a pardbola nao corta

P SR VU
N2

a>0 a<0

—

o eixo Ox.

—

IT) Intersegdo com o eixo Oy

Fazendo x = 0, temos que y = a - 0% +b-0 + ¢. Logo y = ¢. Portanto, (0, ¢)

é o ponto de interse¢ao com o eixo y.
Exemplos: Determine o valor de m para que a funcao quadratica
2
flx)=2"—4x+m
possua apenas uma raiz.

Solucdao: Devemos ter A = b — 4ac = 0.

42—4-1-m=0 & 4—4m=0, m=1.
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Determinagao das raizes

b VA

Para ax? + bz +c=0, x=
2a

Ou seja
b+ VA R —b— VA

€ T =
2a 2a

Sa0 as raizes.

(I) Soma e produto das raizes

—b+\/Z+—b—\/K

Tt T2 = 2a 2a N
_b b _ b
24 24 a
b+ VA —b—VA
1‘1‘1‘2: . —
2a 2a
(b VA (b - VA)
a 4a? n
VP =A 0P — (0 —4ac)
4 4a? n
_ dac_ ¢
 4a?2  a
c
Ty +Ty=——, T1-T3=—
a a

Nota: Se f(z) =y =az? +bx +c

_ <2 é f)
y=alx"+—x+ .
a a

Entao chamando de S a soma das raizes e de P o produto das raizes, encon-

tramos
y = a(z® — Sz + P).

(II) Fatoragao da fungao quadratica
Afirmamos que
y = f(r) =az® +br +c=alr — 1) (z — 23).

De fato,
a(x —x1)(x — x9) =

a(2? — 11 — Tow + 11 T0) =

alz? — (x1 + T2)x + T1715] =

b
a<x2+—x+£) =ax’+br+c
a a

&0 CEDERJ
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(III) Pontos de maximo (@ < 0) ou de minimo (¢ > 0) para uma fungao

quadratica.

Vamos denotar por (z,,¥,) as coordenadas do ponto maximo (a > 0)

ou ponto minimo (a < 0) da parabola.
(a) Identificagdo coordenada x,,.

Devido a simetria da parabola, no caso em que A > 0, o ponto médio

x, do segmento cujos extremos sdo os pontos 1 e xy (raizes da equagao) é

, . - r1 + 2o
onde ocorre o valor minimo da funcao. Como x, = , encontramos
, , ) b
que x, = ~og" No caso em que A < 0, é possivel ainda provar que z, = ——
a a

¢ ainda o ponto onde ocorre o maximo ou minimo. Portanto, neste ponto
ocorre o valor y, minimo para y (caso a > 0) e o valor y, méximo para y

(caso a < 0). Veja abaixo, os graficos das duas situagoes.

Nota: Conforme dito, quando A > 0, o valor x, que fornece o minimo repre-
senta a média aritmética das raizes x; e xa,
T, + o . —b

2 2a

Ty =

(b) Célculo de y,
O ponto V' = (z,,y,) identifica o vértice da parabola,

A

y

| Eixo da
: parabola

Xy

N [

—b\? —b
yv:ax§+bxv+c:a<—) +b<—)+c
2a 2a

I
I
I
I
1
I
I
|
*
I

b? b? n b? — 2b% + dac  —b*® + dac
= — — — CcC = =
da 2a 4a 4a
B —A
Yo 1a
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¢) Dominio e conjunto imagem
O dominio y = f(z) = ax® + bxr + ¢ é toda a reta real R.
O conjunto imagem depende do sinal do coeficiente a.

12 caso: a >0

Im(f)={yeR|y>3

22 caso: a <0

Im(f)={yeR[y <32}
Exemplos

1. Determinar as raizes da funcao definida pela equacao y = 2% — 2z — 8
e fazer um esboco do grafico.

Solucdo:
=2 —8=0
A = b® — dac

A= (=2)2—4(1)-(-8)=4+32=236
:—bi\/Z

T
2a
(-2)++36 2+6 (-=2)—v36 2-6
2-1 2 2-1
Grafico da Pardbola

a =1 > 0 = concavidade voltada para cima

A = 36 > 0 = a parabola intercepta o eixo x em dois pontos.

24
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2. Determinar as raizes da funcao definida pela equacao y = —2 +x — 4

e fazer um esboco do grafico.

Solucgo: —2*+zx—4=0
P —r+4=0
A=(=1)2—4(1)-(4)=1-16 = —15,
A <0 (nao tem raizes reais).

Grafico da Parabola
a = —1 < 0 = concavidade voltada para baixo

A = —15 < 0 = nao intercepta o eixo x

2 — 2 — 6, determinar o vértice da parabola e

3. Dada a equagao y = =
constuir o seu grafico.

Solucgo: y=a*—x—6

P —x—-6=0
A=1+24=25
1+V25 145

= = 3
T 2
1—v25 1-5

1‘2: = :—2
2.1 2

Raizes: 3 e —2
b —A 1 =25
V= (2—4—) = (57—4 )
Grafico da Pardbola

a=1= a > 0= concavidade para cima

A =26 = A > 0 = intercepta o eixo Ox em dois pontos

Y

y

CEDERJ
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Estudo do sinal da fungcao quadratica
No estudo do sinal da funcao y = az?+bx+c, temos 6 casos a considerar.
Casol: A<Oea>0

Caso2: A<0Oea<0

—

Os graficos das parabolas nestes casos nao interceptam o eixo Ox.

Entao y > 0 no caso 1 e y < 0 no caso 2.

y4 y A

X v

v

Caso3: A>0ea>0

Caso4: A>0ea<0

—

Os graficos das pardabolas nestes casos interceptam o eixo Ox em dois
pontos (as raizes x; e )

y4 y A

+\\x x/+ W/\XZ X

y € positivo para y € positivo para
x € (00, 21) U (29, 00) x € (w1, x9)
y € negativo para y € negativo para
x € (21, 29) x € (—00,x1) U (x2,00)

Caso5: A=0, a>0

Caso6: A=0, a<0

X=X,

| X = X,

Entao y é positivo para todo x # x; no caso 5 e y é negativo para todo

x # x1 no caso 6.

MODULO 1 - AULA 16
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Regra sintese para questao do sinal

(i) Se A <0 o sinal de y é o mesmo de a

(ii) Se A =0 o sinal de y é o mesmo de a (exceto para © = x1 = x5 quando
y=0)

(i) Se A > 0.

mesmo de a contrario de a mesmo de a

o o »
>

X4 X, X

O sinal de y nos intervalos (0o, z1), (x1,22) e (x2,00) obedecem ao
esquema acima.
Exemplos

1. Resolva o inequacao
52° =3z —2>0

Solucdo:
A =b? — dac
A=9—(4-5--2)
A=49>0
b+ VA
r=—
2a
37 -2
r=—— x1=1, X9=—
10 5
b 3
Lvértice — — 7~ — =~
2a 10
A 49

Yvértice = _4a 20

Conjunto solugao S

2
S:{xER|x>loux<—g}

CEDERJ
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2. Encontre o conjunto S C R onde para todo x € S = y > 0, onde
y=2a>—4x+4

Solucdo:
A= (—4)? =4 (4)- (1)
A=16—-16=0

A=0
T = ) =2
2-1 y
/.
O conjunto solucao é: S={zreR|z#2}

Exercicios - Série A
1. Determinar m, de modo que a parabola definida pela funcao:
a) f(z) = (=2m+ 3)2? + 3z — 2 tenha concavidade voltada para baixo

b) y = (5 — 3m)z? + 16 tenha concavidade voltada para cima

2. Determine a equacao quadrética cujo grafico é:
y

3. Determine em cada caso os sinais de a,b,c e A.

/

A W "

a) y b) y

4. (UFRJ/92) A figura abaixo é o grafico de um trinomio do segundo grau.

Determine o trinomio.
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D.

10.

Resolver as seguintes inequacoes:
a) 2 +2x —3 >0

b) —42%2 + 11z — 6 <0

c) 922 —6xr+1>0

d) 2> —5<0

r(r+4) > —4(x +4)
(r—1)22>3-=z

e

)
1y
(PUC-90) O ntmero de pontos de intersecao da pardbola
y=—4x?+3x+1

com a reta y =dr — 2 é:
a) 0 b) 1 c) 2 d) 3 e) 4

(UFF-95) Considere m, n e p ntimeros reais e as fungoes reais f e g de
varidvel real, definidas por f(z) = ma® +nz +pe g(x) = mx +p. A

alternativa que melhor representa os gréaficos de f e g é:

a) v b)

c) ¥ d) v

X /

(PUC-RIO/99) O ntimero de pontos de interseccao das duas parabolas

oL

y=2’ey=212-1¢&
a) 0 b) 1 c) 2 d) 3 e) 4

. (VEST-RIO/93) O valor minimo da funcao real f(x) =2?> +z + 1 é:

a) —1 b) 0 ¢) 1/2 d) 2/3 e) 3/4

(UFF) Para que a curva representativa da equagao dada por
y = px? — 4z + 2 tangencie o eixo dos x, o valor da constante p deve

ser igual a:

a) —6 b) —2 c)0 d) 2 e) 6
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11. (UNIFICADO-93) O vértice da pardbola y = 2% + z é o ponto:
1 1 13
—1 o= -2 1,2
010 v (-p-1) 900 0(3d) o

12. (PUC-91) O minimo valor da fungao f(x) = 2? —6x+ 10 ocorre quando
x vale:

a) 6 b) —6 c) 3 d) -3 e) —g

Exercicios - Série B

1. (FUVEST-SP)

1 1

a) Se z + — = b, calcule 2* + —
x x —

b) Resolva a equagao z% — bx + 8 — — + — =0
r

2. (UFF-95) Determine o dominio da fungao real f(z) definida por

fla) = fr =22

3. (UERJ/97) Numa partida de futebol, no instante em que os raios sola-
res incidiam perpendicularmente sobre o gramado, o jogador “Chorao”
chutou a bola em direcao ao gol, de 2,30 m de altura interna. A sombra
da bola descreveu uma reta que cruzou a linha do gol. A bola descreveu
uma parabola e quando comecou a cair da altura maxima de 9 metros,
sua sombra se encontrava a 16 metros da linha do gol. Apds o chute

de “Chorao”, nenhum jogador conseguiu tocar na bola em movimento.

A representacao grafica do lance em um plano cartesiano esta sugerida

na figura a seguir:
o 0 o ‘
. 9m
[ ]
2

A equacao da parabola era do tipo: Y = —5—6 + C. O ponto onde a

bola tocou o gramado pela primeira vez foi:

a) na baliza b) atrds do gol c¢) dentro do gol d) antes da linha do gol

4. (UFF-90) Duas fungoes f e g definidas por f(z) = 2> + ax + b e
g(z) = cx? + 3x + d interceptam-se nos pontos (0,—2) e (1,0). De-

termine os valores de a, b, ¢, e d.

MODULO 1 -
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4 4 2
5. (PUC-91) Se 1 — — + — =0, entao — vale:
roe T

a) = b) c) 1 d) 2 e) —1 ou 2

2 4

6. (PUC-88) Um quadrado e um retangulo, cujo comprimento é o triplo da
largura, sao construidos usando-se todo um arame de 28 cm. Determine

as dimensoes do quadrado e do retangulo de forma que a soma de suas

areas seja a menor possivel.

7. (UFRJ-90) Resolva a inequagao:

2t — 0922 +8<0

Gabarito
Série A
3 5 5
1. a)m>§, b<§ 2.y:Z(x—2:c—3) 3. a)a <0;b>0;
1
c>0;, A >0. b) a>0,b<0,¢c>0 A>0 4.y:—§x2+
4 5

3
gzp—l—g 5. a){r€eR |z < -3oux >1} b) {x€R|x§Zoux22}

{xER\x#%} d){zreR|0<x<b} e){zreR|z< —1oux>2}
{reR|x#—-4} 6.¢) T.e) 8 c¢) 9.e 10.d) 11.b) 12.¢)

C

)
f)

Série B

3+Vh

2
3.¢) 4 a=1,b=-2,c=-1,d=-2 5. ¢) 6. lado quadrado = 3,
retangulo: altura = 2, comprimento =6 7. S={z R | -2v2 <z < —1
oul <z <22}

1.a)b*—2 b)<1, 2. D(f)={z€eR|-30<z<0ouz>30}

Auto-avaliacao

Antes de passar a aula seguinte, vocé deve resolver todos os exercicios

da Série A. A Série B fica como exercicio de aprofundamento.
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Aula 17 — Funcao Modular

Objetivos:
O objetivo desta aula é possibilitar que voce:

e Compreenda o conceito de médulo de um nimero real e o conceito de

funcao modular.
e Possa construir grafico de fungoes modulares.

e Possa resolver equacoes e inequacoes envolvendo modulos.

Introducao

O médulo de um ntimero real x é definido por:

z se >0
|| =

—x se <0

O médulo de z também é chamado de valor absoluto de z.

Exemplo 1
13] =3 13,15 = 3,15 |—1]=1 |—3=1% [0]=0
Observagdo. Para qualquer ntmero real x vale sempre va? = |z|. Nao é

sempre verdade que va? = x, por exemplo /(—12)% = 12. E claro que
Vaz=ux sex>0.

Funcao modular

Chamamos de fungao modular qualquer funcao de variavel real x cuja

definicao envolva moédulos da variavel.

Exemplo 2. O exemplo mais simples de uma fun¢ao envolvendo médulos é o
da funcao f : R — R definida por:

fx) = |z|.

R0  CEDERJ
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O grafico desta fungao é apresentada na figura a seguir. Observe que,

CcOmo
r se >0

f(x):|x|:{ —x se <0

entao o grafico de f é formado pela reta y = x na parte do dominio da funcao

onde x > 0 e y = —x na parte do dominio da funcao onde z < 0.

#

I
2

Construcgao de graficos

Vamos considerar um caso um pouco mais geral, onde f(z) ¢ uma
funcao definida por f(x) = |g(z)|. Para construir o grafico analisamos para
que intervalos de z, vale g(x) > 0 e para que intervalos de z, g(x) < 0. Isto

é, fazemos o estudo de sinais da fungao g(z) sobre a qual atua o médulo.

Naturalmente, vale que

f(x) = lg(z)] = g(x) se g(x) = 0 e f(z) = |g(x)| = —g(x) se g(x) <0

Vamos a alguns exemplos.

Exemplo 3
Esboce o grifico de f(z) = |4 — 2?|.

Solucdo:
Fazemos o estudo de sinais de 4 — 22. Esta é uma funcao quadrética,

com raizes £2, cujo grafico é uma parabola com concavidade voltada para

baixo.
O gréfico de 4 — 22 é

CEDERJ
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O grafico de f(z) = |4 — 2?| sera

Note que para —2 < x < 2 temos que 22 —4 > 0. Portanto, o grafico de
f(x) coincide com o grafico de 22 — 4. No entanto, para os valores ¥ < —2 e
x > 2 temos que 2 —4 < 0. Logo o gréfico de f(z) é o simétrico, em relagao
ao eixo Oz, do gréfico de 2% — 4.
Exemplo 4

f(x) = |z =2| + |z + 1]

Solucdo:
Neste caso é necessario separar o dominio em varios intervalos. Temos:
r—2 se xr>2
lx — 2| = e
—(x—=2)=2—2 se x<2

T+ 1 se x> —1
x4+ 1| = )
—(r+1)=—2—-1 se z< -1
Intervalos a serem considerados:

2-x 2-x x-2
2] K] 2

-x-1 x+1 x+1

[x+1]

Portanto,
2-—z)+(—z—-1)=1-22 sez<—1
flx)=lz =2[+ |z + 1] = 2—z+(x+1)=3 se —1<r<?2
r—24+x+1=2z—-1 se x> 2

Cujo grafico é :

MODULO 1 - AULA 17
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Equacoes e inequagoes modulares

Uma equacao modular é simplesmente uma equacao que envolve funcoes

modulares (0 mesmo para inequagoes).

A seguir vamos listar algumas propriedades simples, no entanto muito

uteis, para resolver equagoes e inequagoes modulares:

1. |z| > 0 para todo = € R. Portanto nao existe nimero real z para o

qual |z| < 0.
2. Se a > 0 entao |z =a & r=aouz=—a.
3. |z|=0 & z=0.
4. Se |a] > 0 entao lz] <a = —a<z<a.

5. |zl =y & z=youzx=—y.
Exemplo 5

1. Resolva a equacao |z? — 4x| = 4
Solugdo: (Veja a propriedade 2)

|72 —dx| =4 = 2> —4x =4 ou z* — 4z = —4

4+ 32
73:2:&2\/5

2 —dr=4 = >—4dr—4=0 = x =
2 —dr=—4 = 22 —4dr+4=0 = x =2

Portanto a o conjunto solucao S da equacao é o conjunto:

S={2+V2, 2-V2, 2}

2. Resolva a equagao |2z + 3| = |z — 4|
Solugdo: (Veja a propriedade 6)
2e+3|=|r—4 = 20 +3=x—4o0u 20+3=—(x—4)
2 +3=2—-4 = v=-7
2t +3=—(v—4) = 3o=-7 = z=—

Wl

O conjunto solugao S da equagao é o conjunto:

§={-7, —1}

CEDERJ
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3. Resolva a inequagao |2z — 1| <4
Solugdo: (Veja a propriedade 5)
2r—1/<4 = —4<2x-1<14
—4<2r—-1 = —%gx
20 +3<4 = < %

O conjunto solugao S da inequagao é o conjunto:
3 5
S=1|—=, =|.

4. Resolva a inequacao |z — 4| > 4
Solugdo: (Veja a propriedade 4)
|72 — 4| >4 = 22 —4>4ouz?—4< -4
2—4>4 = 22>8 = £ >/8=220uz < —-2V2
2 —4< -4 = 22<0 = x=0

Portanto o conjunto solucao S é composto de todos os valores x tais
quex:OouxS—QﬂouxZQﬂ.

Entao S ={0} U (—o00,—2v2] U [2V/2,00).

Exercicios - Série A

1. O gréfico que melhor representa a funcao f(z) = |z + 1| — |z — 1] é

a) v b) y c) y

N

-1 1 X

\
3
\

R )

> ) FO

2. (Uni-Rio - 99) Sejam as fungoes
fR — R g:R — R
r — y=|z| ¢ r — 12—2r-38
Faga um esbogo do gréafico da fungao fog.
Skl CEDERJ
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10.

(UFRJ - 99) Durante o ano de 1997 uma empresa teve seu lucro didrio
L dado pela funcao
L(z) = 50(|z — 100| + |z — 200|)

onde z = 1,2, ...,365 corresponde a cada dia do ano e L é dado em
reais. Determine em que dias (z) do ano o lucro foi de R$ 10.000, 00.

(FUVEST) Determine as raizes das seguintes equagoes:

a) |2z — 3| =5 b) [222 — 1|+ 2 =0

(Osec-SP) O conjunto solugao da inequacao |x + 1| > 3 é o conjunto
dos niimeros reais x tais que:

a)2<xz<4
d)r<—-4ex>2

b) z < —4 ouxz > 2
e) x> 2

c)r<—4oux>2

(MACKENZIE-SP) A solugao da inequacao |z| < —1 é dada pelo con-

junto:

a)0  b)]-1L1 o [-Lieo[ ) [-1;1]  e)]—o0;—1]

(PUC/CAMPINAS-SP) Na figura abaixo tem-se o grafico da fungao f,
de R em R, definida por:

a) f(x)=|z + 1

b) f(x)=|z — 1|

c) fx)=|z[ =1 )

d) f(x)=[z* — 1]

e) f(x)=[1 — z| 1

(UECE) Sejam Z o conjunto dos numeros inteiros, S = {z € Z;
2 —-32+2=0}eT = {x € Z; |xr—1| < 3}. O ntimero de ele-

mentos do conjunto 7' — S é:

a) 1 b) 2 c) 3 d) 4 e)b

(Cesgranrio) A soma das solugoes reais de |z + 2| = 2|z — 2| é:

zab)1 ‘b)g c) 6 d)l—g9 8)23—0

3 3
(CESGRANRIO) Trace o gréfico da fun¢ao f de R em R, definida por
fla)=(*=1)+]2* = 1| + 1.
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Exercicios - Série B

1. (UNIFICADO - 97) O gréfico que melhor representa a funcao real de-
finida por f(x) = va? -2z 41 é

a) b) c)
d) e)
f 1
-1 1

2. (UNIFICADO - 96) O grafico que melhor representa a fungao real de-
finida por f(z) = /(z —1)2+1¢&

a) ¥y b)

1 X ‘ 1

3. (PUC-96) Sendo a > 0, o conjunto dos reais x tais que |a —2z| < a é:

)3

b) o intervalo aberto (0, a)
—a 3
¢) o intervalo aberto <7a7 g)

d) o intervalo aberto (g, a)

e) vazio
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4. (UFMG) Se f(z) = |z| + 1 e g(z) = —2% + 62 — 10 para todo z real,

entdo pode-se afirmar que f(g(x)) é igual a:
a) x? 4+ 6z — 11

b)x? + 6z —

c) x? — 6z + 11

d) 2> —6x +9

e) x? — 6z — 11

. (UFF - 99) Considere o sistema

y> |z|
y< 2
A regiao do plano que melhor representa a solucao é:
a) 7 b) y
e
e) v
. . . 1 ,
. (FEI-SP) A solucao da inequacao m <1é
—2x

a)0 <z <1
b)z<—louz>0
c)—l<xz<0
d)r<0ouz>1
e)r<—loux>1

. (F.C. Chagas-BA) O maior valor assumido pela fungao y = 2—|z—2| é

a) 1 b) 2 c) 3 d) 4 e) 00

. (CESGRANRIO) Seja a fungao definida no intervalo aberto | — 1, 1]

x - —1
por f(z) = Tl Entao, f(?) vale:

a) % b) i c) — d) —1 e) —2
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9.

10.

11.

(UNI-RIO) Sendo R = {(z,y) € R? | |z| < 1e |y| < 1} a representacio

grafica de R num plano cartesiano é:

a) uma reta

b) um triangulo
¢) um quadrado
d) um losango

e) uma circunferéncia

(UNI-RIO-92) A representagao gréfica da fungao y = |22 — |z|| é

" 01 1/ a 01 . L@‘Li

d) e)

-1 0‘ 1 0

[ _ |z -1

(U.MACK) O conjunto soluc¢ao da equagao — = é:
x

x—1
a) R —{0,1}

b){z€R|z>1ouz<0}

c){reR|0<z<1}

) 0

e) nenhuma das alternativas anteriores é correta.

Q.

MODULO 1 -
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Gabarito

Série A

3)r=50ouz=250 4)a)r=-lex=4 b)z=-iex=-1 5)b)
6)a) 7)e) 8)c) 9)e)

10) ;

Série B

AUTO-AVALIACAO

Antes de passar a aula seguinte, vocé deve resolver todos os exercicios

da Série A. A Série B fica como exercicio de aprofundamento.




Funcdo Exponencial

Aula 18 — Funcao Exponencial

Objetivos:
Ao final desta aula, vocé devera ser capaz de:

e Entender o conceito de funcao exponencial e expressar graficos destas

funcoes.

e Resolver equacoes exponenciais.

Definicao

Uma funcdo exponencial é uma fungao f: R — R definida por f(z) = a”

)

onde a é um numero real fixo, a > 0 e a # 1.

Vamos fazer duas observacoes sobre a definicao de funcao exponencial:

a) Dom(f) = R, pois, para todo z € R, a” é um ntimero real bem
definido.

Devemos comentar o que foi dito neste item a). Sabemos calcular a”,

se n é um ndimero natural. Neste caso, a” =a-a-...-a (n vezes). Sen é

- "
um ndmero inteiro negativo e a # 0 entao a" = <— . Para os casos de
a

expoentes racionais, usamos raizes enésimas compostas com exponenciagao.
Por exemplo, a» = /a™. Note que dado um nimero racional T, podemos
considerar que n > 0 (do contrario multiplicariamos numerado? e denomi-
nador por —1). Entao sabemos calcular a? onde g é nimero racional. Para
o calculo de a”, onde x é real, devemos usar a técnica de aproximagao por
limite. Tomamos uma seqiiéncia de nimeros racionais ¢, convergindo para
x e entao a” é o limite de a?. No entanto, o assunto limite, nestes termos, é
avancado em relagao ao nivel que estamos trabalhando e pedimos para voce

aceitar sem provas a argumentagao que desenvolvemos.

b) Im(f) = (0,00), pois a* > 0, para todo z € R.

Grafico

Como f(0) = a® = 1, o grafico da fungao sempre passa pelo ponto
(0,1).

Devemos distinguir 2 casos, de acordo com os valores de a.

MODULO 1 -

AULA 18
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Se a > 1 entdao a f(x) = a” é uma fungao crescente.
y x
y=a
a>1

Se 0 < a < 1entao f(x) = a® é uma fungao decrescente.
y

X
y=a
o<a<1
1
-~
X

Exercicios resolvidos

1. Esboce os graficos das funcoes y = 2% e y = e~37.

Solucdo:

y=2

(0,1)

1 3z 1 T
= —31‘: — — —_—

1
Como e = 2.718 entao 0 < — < 1, portanto o grafico ¢ do tipo
e

y

y=e

CEDERJ
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Equacoes exponenciais

Uma equagao exponencial é uma equacao envolvendo potenciacao, onde
a variavel pode aparecer na base e necessariamente aparecendo no expoente.

Vamos estudar apenas os casos mais simples destas equagoes:

12 Caso: f(x) e g(x) sao fungoes, a é nimero real positivo diferente de 1 e

al @ — 49@)

é a equacao exponencial. Neste caso o conjunto solucao sao os valores x para
os quais f(z) = g(x).

Entao, se a > 0,
o/ — 99 & f(z) = g(a).

22 Caso: f(z), g(z) e h(x) sao fungodes, onde g(z) > 0, h(x) >0, g(x) # 1 e
h(z) # 1, para todo z e
g(x)f(z) — h(x)f(z) _

Os valores = que resolvem a equagao sao aqueles que provocam a igualdade
g(z) = h(x). Isto é,
g(@)" = b)) & g(x) = f(x).

Muitas equacoes exponenciais podem ser reduzidas a uma das formas acima

apos alguma manipulacao algébrica. Vamos a alguns exemplos.

Exercicios resolvidos

1. Resolva a equacao 3%*72.9%6 = 81,
Solucdo: Vamos colocar esta equacao na forma 3/ = 39(=),
320-2 , 922—6 _ g1
320-2 . (32)20-6 — 34

3222, 3dz—12 _ 34
3(22—2)+(4a—12) _ 34
362—14 _ 34

Entao, 6xr — 14 =4
Logo, x = 3.

Solugdo: =z =3.
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2. Resolva a equacao 4 — 3 -2 —4 = 0.

Solugdo: Vamos fazer a substituicao y = 2% e reduzir a uma equagao

do 2° grau.
4* — 3.2 —4 =0
(22)* —3.2"—4=0
(29)2 - 3.2 —4=0.
Substituindo y = 2%, vem que
vP—3-y—4=0
y:3i\/9+716.

2

Logo, y = —1 ouy = 4.
Substituindo agora y = 2%, vem que,
2% = —1 nao tem solugao;

=4 = =2 = | =2

Solucdo: = =2

~ 2_
. Resolva a equacao 2% % = 1.

Solugdo: Como = é a base, e o segundo membro é 1, s6 tem sentido
procurar solucoes com x > 0 e 22 —1 = 0. Neste caso podemos escrever
que 2° = 1. Comparando os expoentes. z%° 4 =1=2 =22 -4 =0
=r =22

Solugdo: = =42

. Resolva 3*~1 + 3#+1 = 30.

Solucdo: Vamos isolar o termo 3*.
3771 4 37 =30

37371 +3%.3=30
1-Z’>9“r3-3”5:30

3
3 (Ly3) =30
: _
10
37. — =30
3
.3
3" =15 %30=09

=3 = r=2

Solugcdo: x =2
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Inequacoes exponenciais

Para resolvermos uma inequagao exponencial devemos, em geral, reduzi-

la a uma inequacdo do tipo h(z)"™ > h(2)?“ onde f(z) e h(z) sio funcdes

e, além disso, h(x) > 0 e h(x) # 1, para todo valor x.

A solucao entao depende da base h(z):

1) se h(z) > 1 entao
@) > (@)™ = f(x) > g(x)

2) se 0 < h(x) < 1 entao
()™ > h(2)'™ = f(z) < g(=)
Exercicios resolvidos

1. Resolva a inequagao 27% < 16.
Solucdo:

277 < 16

11’

Z 24
(3) <

1 ”C< 1\
2 2 '

Como a base esta entre 0 e 1, entao, em relacao aos expoentes, a desi-

gualdade deve ser invertida. Assim,

x> —4

6 <C) -

2. Resolva a inequacao 9otz —4.37 41 <0.

Solugdo: Vamos fazer a substituicao 3% = y.

97ty —4.37 +1<0

97 .95 —4.3"+1<0
(3%)*-3-4-3"+1<0
3-(3%)2—4-3*+1<0.
Substituindo y = 3%, temos que

3y? — 4y +1<0

MODULO 1 - AULA 18
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4416 — 12
1 1 0
ouy = 5 Logo, 3y? —4y +1<0 = 3 <y < 1. Portanto, devemos

A equacao 3y% — 4y + 1 = 0 tem solucoes y = =y=1

resolver as inequacoes.

<3< 1.

Wl =

1
gg?ﬂﬁ = 371<3 = 1<z
<1 = 3<3 = 2<0.

O conjunto solugao da inequacao é o intervalo fechado [—1,0].

3. Determine o dominio da funcao

f(x)=+vV3*—1

Solugdo: Como s6 tem sentido raizes quadradas de ntimeros positivos

ou nulos, devemos ter 3* — 1 > 0. Assim,

3F>1 = 3>3" = >0

Portanto, Dom(f) = [0, o).

Exercicios - Série A

1. (CESGRANRIO-RJ) O grafico que melhor representa a funcao
f(z) =e** é
a) b) ’ c)

»
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2. (UNESP-93) Uma substancia se decompée aproximadamente segundo a
lei Q(t) = K279 onde K é uma constante, t indica o tempo (em minu-
tos) e Q(t) indica a quantidade de substancia (em gramas) no instante t.
Considerando-se os dados desse processo de decomposicao mostrados

no grafico, determine os valores de k e a.
Q

2048

512

3. (UNESP-94) A figura mostra os gréaficos de uma funcao exponencial
y = a” e da reta que passa pelo ponto (0, g) e tem inclinacao % - Pelo
ponto C' = (%,O) passou-se a perpendicular ao eixo x, que corta os

graficos, respectivamente, em B e A.
y

Supondo-se que B esteja entre A e C, conforme mostra a figura, e que

a medida do segmento AB é dada por TR determine o valor de a.

4. Esboce os graficos de y = 2 —1 e y = x. Verifique se 2* — 1 = x possui
solucao.

5. (FUVEST-99) A equagao 2* = —3z + 2, com x real,
a) nao tem solucao.

2
b) tem uma tnica solugao entre 0 e 3

¢) tem uma tnica soluc¢ao entre —3e 0.
d) tem duas solugbes, sendo uma negativa e outra positiva.

e) tem mais de duas solugoes.
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10.

11.

12.

13.

14.

(UFF 95) Em uma cidade, a populacao de pessoas é dada por
P(t) = Po2' e a populagao de ratos é dada por R(t) = Ro4!, sendo
o tempo medido em anos. Se em 1992 havia 112.000 pessoas e 7.000

ratos, em que ano o numero de ratos serd igual ao de pessoas?

(UNI-RIO) O quadruplo da solugao da equagao 513 = 25 é:

1

a) 1 b) —1 c) —16 d) 5 e) ~1
. -1 +1 16

(UNI-RIO) O valor de z na equagao: 3*~!' + 2. 3"t — 3% = 77 &
a) 2 b) 2/3 c) 1/2 d) —1/2 e) —2
(PUC) A raiz da equagao 2?* —15-2% — 16 = 0 é:
a) 16 b) 12 ¢) 10 d) 8 e) 4
(CESGRANRIO) O ntimero de raizes reais de 32745 =1 ¢
a) 0 b) 1 )2 d) 3 e) maior que 3

Determine o dominio das funcoes reais:

a) f(z) =v2o-1 -1

1
b pu
) F@) =

. . o (1T
(UNI-RIO-96) Assinale o conjunto-solugao da inequagao 3 < 1
a) | — 00, 9]
b) [4, +oo]
c) [5, +o0]

d) {r eR|z < -5}
e) {reR |z > -5}

(UNI-RIO-99) Seja uma funcéo f definida por f(z) = 2%°t5~3_ Deter-

mine os valores de x tais que f(z) seja menor do que 8.

(PUC-SP) O valorde z, x € R, que é solucao da equagao 4*+2 = 8 %3,
é:

d)1 e)

QO W~
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Exercicios - Série B
1. Esboce o grafico de cada fungao abaixo e determine o conjunto imagem
a)y=3"—1 b) y =2 - 2|
2. (FESP SP) Se v/2 = 16”, entdo os valores de x sdo:
1 1 1 1 1 1 1
0Oe= b) - e —= —e—— d)—e—- 1
a) € 5 )46 5 C)Qe 5 )86 2 e)0e
3. (UNI-RIO - 2000) O conjunto-solugio da inequagao z** > x“3, onde
r>0ex#1,6é
a) ]0,1[U[3, 400 b){zeR|0<z <1} «¢)[3,4+00f d)R )0
1 z(z+1) 1 z+1
4. (FESP-SP) A solugao da inequagao (5) > (g) é:
1
a)r <0 b)z>0 c¢)x<—-louzx>1 d)-1<z<l1 e)ng
5. (PUC-RS) A solugao da equagao 2°t1 — 237% — 6 = ( pertence ao
intervalo:
a) —1<x <2 d)2<zx<4
b) 1<z <2 e)3<z<4
c)2<zx<4
6. (MACKENZIE-SP) O valor de m, m € R, que satisfaz a equacao
(2723 = 2% ¢
8 4 8
—= b) 6 —= d) —= —
Do) G- Do 06
7. (FEI-SP) Para que valor real de z temos 8* —8 % =3 (1 +87%):
1 2
a) 4 b) 5 c) 2 d)1 e) 3
8. (PUC-MG) Se 37 4 377! — 3*72 = 87, entdo 2r — 1 ¢ igual a:
a) b b) 6 c) 7 d) 8 e) 9
9. (UECE) Se 6411 — 2.8zl 1-1 =0, entdo 22 é igual a:
1 1
b) = - d) 1
)0 ) o ) ) ) 4
. - . 224+ 3V =11
10. (CESGRANRIO) Se (z,y) é solugao do sistema a
20 —3Y =5
soma (x + y) é igual a:
a) 11 b) 3 d) 6 d) 4 e) 5
213
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Gabarito
Série A

1)c) 2)K=2048 a=4min 3)a=4
4)

possui duas solugoes: =0 e x=1

5 b)  6) Em 1996 7)b) 8)e) 9)e) 10)c) 11) a) D(f) =
(—00,—~1U[l,00) b) D(f)=R—{0} 12)¢c) 13)(=6,1) 14)d)

Série B
1)
a) v
| X
b) v
2
e

Auto-avaliacao

Antes de passar a aula seguinte, vocé deve resolver todos os exercicios

da Série A. A Série B fica como exercicio de aprofundamento.
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Aula 19 — Funcao logaritmo

Ojetivos:
Ao término desta aula, voce:

e Compreendera o conceito de funcao logaritmica como inversa da funcao

exponencial.

e Entendera e sera capaz de provar as principais propriedades da fungao

logaritmo.

e Usara as propriedades da funcao logaritmo para resolver equagoes e

inequacoes.

Introducao

Nés jé estudamos na aula anterior a fungao exponencial. Lembre como
foi a definicao. Tomamos um numero real a, satisfazendo a > 0 e a # 1 e

definimos,

f:R—=R, f(x)=a".

Para a funcao exponencial temos os seguintes conjuntos para dominio
e contradominio ou imagem, Dom(f) =R e Im(f) = (0,00).

Também a funcao exponencial é injetiva. Isto é, se x1 # 1o = a™ # a™.
Logo podemos pensar na funcao inversa de f(x) = a”, definida no dominio
(0,00) = R, . Note que este dominio para a func¢ao inversa é a imagem ou

contradominio da funcao exponencial.

O objetivo desta aula é estudar o logaritmo como fungao inversa da

exponencial.

Sejam a um nidmero real positivo (a > 0) e y um nimero real tal que
y > 0 ey # 1. Denominamos o logaritmo de y na base a como sendo o

nimero real x tal que a® = y. Usamos a notacao

x =log, vy,

e lemos “x é o logaritmo de y na base a”.

Portanto,

log, y =2 < a" =y.
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Na expressao log, y = =,
e a ¢ a base do logaritmo,
e y ¢ o logaritmando ou antilogaritmo

e 1 é o logaritmo.

Em resumo, a expressao z = log,y define a funcao log, como uma
funcao da variavel y e inversa da funcao exponencial. Para se convencer disto,
veja o diagrama abaixo, onde a primeira funcao é a funcao exponencial, a
segunda, a funcao logaritmo e observe que a composicao das funcoes resulta

na funcao identidade (comecamos com x e terminamos com ).

exponencial logaritmo

R — (0,00) — R
x — a’ =y

Y —  log,y=u

O diagrama anterior explicita também os dominios e contradominios
das funcoes.

Nota:

i) Fixada a base a (a > 0, a # 1), o dominio da fungao log, é o intervalo

(0,00). Entao para todo y > 0 tem sentido escrever log, y.
ii) A imagem ou contradominio de log, é todo o conjunto R.
Veja alguns exemplos simples:
a) log, 64 = 6, pois 2° = 64
b) log, 20 = 0, pois 20° =1
c) log;5 15 =1, pois 15! = 15

1 1
d) log; % = —2, pois 572 = %
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Graficos da funcgao logaritmo

A funcao logaritmo é a funcao inversa da funcao exponencial. Portanto,
a partir dos gréaficos das fun¢ao exponencial, veja o item 2 da aula anterior;

concluimos que:

a) Gréafico de y = log, z, se a > 1 (base > 1).
y

/1 X

b) Gréfico de y = log, z, se 0 < a < 1 (base entre 0 e 1).

y
\1 .

Nota: E importante revisar o método que permite a construcao dos graficos

da fungao logaritmo.

Como a fungao logaritmica y = log, = é a inversa da fungao exponen-
cial y = a”, podemos obter seu grafico a partir do grafico da exponencial.
Basta usar o fato de que o grafico de uma funcao e sua inversa sao simétricos
em relacao a reta y = x, que ¢é a reta bissetriz do 1° e 2° quadrantes. Repre-

sentando em um mesmo grafico as fungoes logaritmo e exponencial, temos:

. baseb >1
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. O<baseb <1

X
y = log;x

Nos dois casos, para a funcao f(x) = log, x, vale que Dom(f) = R% = (0, 00)

eIm(f) =R.

Propriedades imediatas

a) log, 1 =0, pois ¥ = 1, qualquer que seja a base b. Portanto, o grafico

da funcao y = log, = sempre passa pelo ponto (1,0).
b) log, b = 1, pois b* = b, para qualquer base b.
c) log, b™ = m, pois b™ = b™.

Exemplo:  log; 125 = log; 5° = 3.

Exercicios resolvidos

a) Calcule logs V/27.

~ 1 z
Solugdo: logée/ﬁ:l‘ = <§) =27
1\* 5 —2\Z 4/5
(ﬁ) =3t = (37" =3Y
4 2
37®=3 o _p=—- = g=—2
Y5 T TS

b) Determine o dominio da fungao f(z) = log,(z? — 4).
As condigoes sobre y =log, xsa0 b >0, b#1lex > 0.
Portanto, o dominio da funcao acima serd x >0, z # 1e 2?> —4 > 0.

A equacao 2?2 —4 = 0 tem solucdo z = +2. Logo 2 —4 >0 = x < —2

oux > 2
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Portanto, Dom(f) = (2, c0).

Propriedades do logaritmo

Na Secao 3 vimos propriedades que decorrem diretamente da definicao.
Veremos agora outras propriedades.
a) Logaritmo do produto.
log,(z - y) = log, = + log, y
b) Logaritmo da poténcia.
log, @ = w - log, a
¢) Logaritmo do quociente.

log, L log, * —log, y
)

1
d) log,. a = —-log, a
z
w
e) log,. ¥ = — -log, a
z
Vamos mostrar por que valem as propriedades enunciadas. Precisamos
apenas trabalhar cuidadosamente com a definicao de logaritmo.
Prova da propriedade a).
Seja log, (z-y) = z, log,x = z1 e log,y = zo. Queremos provar que
2z = 21 + z9. Podemos escrever,
b*=z-y, b =x e b?=y.
Logo,

b b2 = oy = b2 = qy.

Entao,
b =012 = 2 =2 + 29.

Esta tltima igualdade era o que precisavamos provar.
Prova da propriedade b).

Seja log, a” = x e wlog,a = y. Precisamos provar que x = y. Temos,

b* =a" e logbazg.
w

MODULO 1 - AULA 19
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Logo,
V' =a¥ e bvw =a.
Elevando a poténcia w a ultima igualdade vem que
b* =a" e b =ad" =z =y.
Esta ultima igualdade era o que precisdvamos provar.
Prova da propriedade c).
Usando as propriedades a) e b) anteriores escrevemos
log, g = log, (SL’ . 5) = log, = + log, 5 .

Mas,

log, (é) =log,y ™" = —1-log,y.
Juntando os dois resultados estd completa a prova da propriedade c).
Prova da propriedade d).

1
Seja log,- a =z e —log, a =y. Precisamos provar que x = y. Temos
z

b** =a e logba% =y.
Ou seja
b =a: e b =a: =Sr=y.
Esta ultima igualdade prova a propriedade d).
Prova da propriedade e).

Usando a propriedade b) e em seguida a propriedade d), escrevemos

w
logy- ¥ = wlogy. a = —log, a.
2

Mudanca de base

Todos as propriedades que vimos até agora envolvem logaritmos de
mesma base. Em algumas aplicagoes ¢é interessante transformar um logaritmo
de uma base para outra. Conseguimos isto com a propriedade:

log. a

log, b’

C

log, a =

onde a,b,c >0, b#1lec#1.

Vamos provar este resultado.

Se log,a = x, log.a =1y e log,b= z, precisamos provar que z =

z
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De fato,
b*=a, =aecc=b=b0"=c"e =0b.
Logo,
b'=c"ec™=0"=z2x=y.
Esta tltima igualdade prova o que queriamos.

logo z 3

log, y 5

Exemplo: Se logsx = 3 e log, y = 5, log, x =

Observacées:

e Os logaritmos de base 10 sao chamados decimais. O logaritmo decimal
de um nimero = (com x > 0) é indicado por logz (pode-se omitir o 10 na
base).

e Os logaritmos de base e, sao chamados logaritimos naturais ou nepe-

rianos. O logaritmo neperiano de x ¢ indicado por ¢n x ou lgx.
Observacao:

O ntmero e é junto com o ntimero 7 os dois mais importantes ntimeros
da Matematica. O ntimero e, como o numero 7, é um namero irracional.

2,71 é o valor que aproxima e com trés casas decimais exatas.

Equacoes logaritmicas

Sao equagoes envolvendo logaritmos. A maioria das equagoes logaritmicas,
em nosso nivel de estudo, sao de trés tipos basicos, ou podem ser reduzidas a
estes tipos, fazendo algumas manipulacoes algébricas. Vamos aos trés tipos

basicos.
1° tipo  Logaritmos de mesma base
log, f(x) =log, g(x) = [f(x)=g(x).

Devemos sempre observar as restri¢oes

na base: a>0ea#l.

nos logaritmandos:  f(z) > 0e g(x) >0
Exemplo: log,(3z — 4) = log,(z + 4).
Solucdo: 3r—4=x+4 = z=4.

4

Restricbes: 3xr—4 >0 = z > 3 e r+4>0 = x> -4

Como z = 4 atende as restrigdes, entao o conjunto solucao S = {4}.
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22 tipo Aplicagao da definicao de logaritmo.

log, (f(z) =a = f(z) =",
Observando sempre as restrigoes:
na base: b>0eb#1
no logaritmando:  f(x) >0

Nestas equagoes, podemos ter variaveis no logaritmando e na base ao mesmo

tempo.
Exemplo: log,(z? — 3z +2) = 2
Solugdo: Temos que 72 —3x+2=22 = —32+2=0 = xz%
Restri¢oes:
e t>0ex#1 (base)
o 22 —3r+2>0

A equacdo 22 — 37+ 2 = 0 tem rafzes v = 2 e z = 1, logo

22 —3:+2>0 = x<loux>2

\J

‘ 1\/2 X

y

2 2
O valor z = 3 atende a estas condicoes, logo o conjunto solucao é S = {g}

32 tipo Substituicao de variavel.
Acontece quando uma substitui¢ao do tipo y = log, x reduz o problema
a uma equagao que sabemos resolver, como uma equagao do 2° grau.
Exemplo: (log, z)* — 2log, + —8 =0
Solucio: Substituindo y = log, x, temos y?>—2y—8 =0 = y=4ouy = —2.
logy =2 = x=2"=16
1

log, © = -2 = sz‘Q:Z

Portanto, o conjunto solugao é S = {1/4,16}.

Inequacoes logaritmicas

Sao inequagoes onde aparecem a funcao logaritmica envolvendo a variavel.

Vamos examinar algumas técnicas para resolver estas inequacoes.
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Em primeiro lugar, a fungao y = log, x, sendo inversa da exponencial,

é crescente b > 1 e decrescente quando 0 < b < 1. Assim,
esebh>1,
log, f(z) > log, g(x) = f(x) > gla)
ese<b<1
log, f(z) >log, g(x) = f(x) < g(x)
Isto respeitadas as restricoes para existéncia dos logaritmos. Quais sejam,
e b>0eb#1 (base)
o f(x)>0eg(x)>0 (logaritmando)

Observacio:

e Para reduzir uma inequagao a forma log, f(x) > log, g(z), temos que
usar propriedades do produto ou do quociente (para reunir dois logaritmos),

ou fazer substituicao de varidveis y = log, z.
e Note que
log, f(x) >a = log, f(x) > log, b*

pois a = log, 0°.

Exercicios resolvidos

1. Resolva a inequagao log;(2x — 1) < log, 5.

Solugdo: logg(2z — 1) <logy 5 = 2x—1<5 = 22 <b = <3

- 1 . ~ .
Restricdao: 2z — 1 > 0 = = > —. Portanto, o conjunto solucao S ¢é

2. Resolva a inequacao (logy 7)* = 3log, x4+ 2 < 0.

Solugdo: Fazemos a substituicao y = log, z, encontramos
P —3y+2<0 = 1<y<?2

1 2

(pois y = 1 e y = 2 sdo as raizes de y* — 3y + 2 = 0).
Portanto, 1 < log, = < 2.
logo ©>1 = logy, x >logy, 2 = z>2
logy © <2 = logy, x <logy, 4 = <4

A restricao no logaritmando é = > 0, logo o conjunto solucao é

S = (2,4).
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3. Resolva a inequagao logy(z — 1) +logy(z+ 1) < 3.

Solugdo: Usamos a propriedade do produto para juntar os dois logarit-

mos
logy(x — 1) +logy(z + 1) < 3
logy(z — 1)(z + 1) < log, 2% = log, 8
(x—1)(x+1)<8
r?—1<8
2 —9<0

As solucoes de 22 —9 =0sao z = &3 logo2° -9 <0 = -3 <z <3,

-3 3
As restricoes saor —1 >0 = rz>lex+1>0 = > —1

O conjunto solugao é

S =(=3,3)N(1,00) N (~1,00) = (1,3).

Cararcteristica e mantissa

Usando uma calculadora, vemos que log 6 ~ 0, 77815 (lembre que log 6 =

log,, 6). Sabendo disso, podemos calcular facilmente log 60, log 600 etc.
log 60 = log6 - 10 = log6 + log10 =1+ 0, 77815 = 1, 77815
log 600 = log 6 - 100 = log 6 + log 10? = 2, 77815
Os numeros log 6, log 60, log 600 etc, tém a mesma parte decimal, que

chamamos mantissa e diferem na parte inteira, que chamamos caracteristica.
Assim,
caracteristica: 2

mantissa: 0, 77815

log 600 tem

Nota: Observe que, se = tem 3 digitos, entao 100 < x < 1000 =
102 <2 < 10% = log10? < logx < log10® = 2 < logx < 3.

Portanto, se x tem 3 digitos, entao 2 < logx < 3. Em geral, se x ¢ um

inteiro positivo de n digitos, entao n — 1 <logzx < n
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Exercicios resolvidos

1. Usando loga = 0,3010 calcule
a) log 200
b) log0,0128
Solucdo:
a) log 200 = log2 - 10? = log2 + 2 = 2, 3010

b) log0,0128 = log128 x 107* = log128 + log10™* = log?2" — 4 =
44 7-log2=—4+7x (0,3010) = —1,893

2. Determine o ntimero de digitos do inteiro 2°°.
Solugdo: Calculamos seu logaritmo decimal,

log 20 = 50 x log2 = 50 x 0,3010 = 15,05 Como 15 < logy < 16,

250

entao ¢ um inteiro de 16 digitos.

Exercicios - Série A

1. Calcule:
1
a) log, 57 b) logys 125 c) log /64

2. Sendo f(x) = 3% e g(x) = log, z, calcule f(g(2)).

3. (UERJ-92) O valor de 4'°&29 é:
a) 81 b) 64 ¢) 48 d) 36 e) 9

4. Determine o dominio da funcao f(z) = log, =* — 3z + 2.

3
5. Sendo 1ogm a = 47 logx b=2¢ logz c= 1, calcule lOgI (Z)Z—Q) .
C

6. Resolva a equagao logs(2z — 1) — logs(5x + 3) = —1

7. (UNI-RIO 92) Se N(t) = Noekt, t > 0e N(2) = 3Ny, entdo o valor
de k é:
1 1 1
a) log, (g) b) 5 log. 3 ¢ 3 log, 3 d) 1 log. 4 e) log, e
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8.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

(UFRJ-98) Sejam z e y duas quantidades. O gréfico abaixo expressa
a variacao de logy em funcao de log z, onde log é o logaritmo na base

decimal.
logy

6 ,,,,,,,,,

log x

Determine uma relacao entre x e y que nao envolva a funcao logaritmo.

. Usando log3 = 0,4771, calcule:

a) log 3000 b) log 0,003 c) log0, 81
Calcule logg o, 125, usando que log 2 = 0, 3010.

Um ntmero = tem logaritmo igual a 4 na base a e tem logaritmo igual

a & na base g - Calcule z e a.

, r+y=7
Resolva o sistema
log, x + log, y = log, 12

Simplifique a expressao (log, 9) - (logg, 16) - (log, 3)
. 1
Resolva o sistema 24ty

log,(2x +y) =0

(UNI-RIO 93) Se = = log; 2, entdao 3* + 37% é igual a
8 5
Selog,, 30 = log,, 2+2log,, V/3—log,, €7, a alternativa que representa

o valor de z é:

a) —log, 2 b) —log, 5 «¢) —log, 15 d) —log, 20 e) —log, 30
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17. (UNI-RIO 94) Um explorador descobriu, na selva amazonica, uma
espécie nova de planta e, pesquisando-a durante anos, comprovou que o
seu crescimento médio variava de acordo com a férmula A = 40-(1,1)",
onde a altura média A é medida em centimetros e o tempo t em anos.

Sabendo-se que log2 = 0,30 e log11 = 1,04, determine:

a) a altura média, em centimetros, de uma planta dessa espécie aos 3

anos de vida;

b) a idade, em anos, na qual a planta tem uma altura média de 1,6 m.

18. (PUC 90) Se a = logg 225 e b = logg 15, entao:
a) 2a=0b b) 3a =2b c)a=1b d)2b=a e) 3b =2a

Exercicios - Série B

1
1. (UNI-RIO 99) Seja a fungao definida por f(z) = log, ril O valor

de = para o qual f(z) =1 é tal que:

1 1 1 1 1

0 — b) — — — -

2) 0 <@ <155 ) 100 <7< 10 )0 <T<3
1 3 3
d) = il il
)5<x<10 e)x>10

2. (UNICAMP 93) Calcule o valor da expressao log,(log, {/</n), onde
n é um numero inteiro, n > 2. Ao fazer o calculo, vocé vera que esse

valor é um numero que nao depende de n.

b 2
3. (FUVEST SP) Sendo a? 4+ b* = 70ab, calcule log; (a +b ) , em funcio
a
de m = logy 2 e n = logy 3.

4. (UFF 95) Sejam z, y e p ndmeros reais positivos e p # 1. Se
log,(z +y) = m e log, v + log, y = n, entdo log, (x i y) ¢ igual a:
Ty

a) m" b) — c)m-n d)m+n e)m—n
n

5. Resolva as equacoes:
a) log, (4x —4) =2

b) logaz—l—Q(xQ + 4) - 10g2:+2(3x2 + 1)
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10.

11.

12.

13.

(PUC 99) Sabendo-se que log,, 3 = 0,47712, podemos afirmar que o

ntimero de algarismos de 9% é:
a) 21 b) 22 c) 23 d) 24 e) 25
. 1 1,
Se loga + logb = P, entao o valor de log — + log 3 é:
a
1
a)ﬁ b) —P c) P d) P-1 e) P+1

Calcule o valor de log,q 3 + log;, 0,001 — log,; 104/10, sabendo que
log2 = 0,3010 e log3 = 0,4771.

(CESGRANRIO 90) Sendo a e b as raizes da equagao 2>+100x—10 = 0,

1 1
calcule o valor de log, <E + 5)

Sabe-se que log,, 3 = 0,477 e que log;, 103 = 2,013. O tempo no qual

triplicard uma populacao que cresce 3% ao ano é de aproximadamente:

a) 37 anos  b) 47 anos  ¢) b7 anos  d) 67 anos  e) 77 anos

(UNESP 92) A curva da figura representa o grafico da funcao y = log, x
(a > 1). Dos pontos B = (2,0) e C' = (4,0) saem perpendiculares ao
eixo das abcissas, as quais interceptam a curva em D e FE| respectiva-
mente. Se a area do trapézio retangular BC'ED vale 3, provar que a

1
area do triangulo ABD, onde A = (1,0), vale 3"
y

y = log,x

(UFRN 83) Considere log2 = 0,3010 e log3 = 0,4771. Entao, qual a

quantidade de algarismos do ntimero 3! x 212 x 6237

(PUC 93) Sabendo-se que log,, 3 = 0,47712 e que N = 3% podemos

afirmar que o ntimero de algarismos do inteiro N é:

a) 47 b) 48 c) 49 d) 50 e) 51
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14. (FUVEST 92) Seja z = 2'%%° Sabendo que log;, 2 é aproximadamente

igual a 0,30103, pode-se afirmar que o nimero de algarismos de x é:

a) 300 b) 301 ¢) 302 d) 1000 e) 2000

15. (PUC 93) Sabendo-se que log;, 3 = 0,47712 e que N = 3'%° podemos

afirmar que o nimero de algarismos do inteiro N é:

a) 47 b) 48 c) 49 d) 50 e) 51

Gabarito
Série A

1)a) =3 b) 2 ¢) -1 d)0 e -1 2)3 3)a 4) (0,1)U(2,00)
56 6)6 7)b 8)y=100z2 9)a)34771 b)—2,5229 ¢) —0,0916
10)b 1)a=9,2=9" 12)z=4ey=3ouz=3ey=4 13)log,3

14)z=5y=-9 15)a 16)b 17)a)b3,24 cm b) 15 anos 18)d

Série B

De 2) -2 3)3m+2n 4 e 5)a)2 b)i\@ 6) d

2,094 349
7) 0940, 8) —1,9771 9) 1 10) a 11) Demonstragao
1,398 0,233

12)29 13)b  14)c 15)b

Auto-avaliacao

Antes de passar a aula seguinte, vocé deve resolver todos os exercicios

da Série A. A Série B fica como exercicio de aprofundamento.

MODULO 1 -
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Aula 20 — Trigonometria

Introducao

O termo trigonometria significa, em uma traducao literal, medidas de
um triangulo. Mais especificamente, a trigonometria estuda relagoes envol-

vendo angulos e razoes dos lados de triangulos semelhantes.

Historicamente as primeiras relagoes trigonométricas ja eram conheci-
das pelos egipcios e babilonicos em 1600 A.C., aproximadamente. Na antigui-
dade, muitos avancos na trigonometria se devem principalmente as aplicagoes

em astronomia (ver [1], [2], [3] e [4]):

e Aristarco (310-230 A.C.), desenvolveu um consistente método para es-
timar o raio da lua e do sol bem como de suas distancias relativas a

terra.

e Eratdstenes (276-194 A.C.), por sua vez, calculou uma das mais famosas
estimativas para o perimetro da circunferéncia da terra e seu raio. Para
isso, comparou posicoes relativas de sombras exatamente ao meio dia do
solsticio de verao em duas cidades: Siene e Alexandria. Assim, obteve

que o angulo « da figura abaixo era cerca de 1/50 do circulo.

Sabendo que a distancia entre as duas cidades era cerca de 925 Km,
estimou que o perimetro da terra seria de cerca de 925 x 50 = 46.250

km, sendo que o valor correto é de 40.075 km.

e O astronomo grego Hiparco (180-125 A.C.) é considerado o pai da tri-
gonometria devido as suas importantes contribuicoes. A ele é atribuido
a construgao da primeira tabela trigonométrica e também uma das pri-
meiras referéncias a utilizar a medida do angulo em graus (sistema

sexagesimal).

231 CEDERJ




MATEMATICA
BASICA

CEDERJ

Trigonometria

e Claudio Ptolomeu foi o autor do mais celebre tratado de astronomia
(e trigonometria) da antiguidade: O almagesto. Nao ha registros pre-
cisos da época em que viveu Ptolomeu, mas seus trabalhos provavel-
mente foram realizados no século II. O almagesto apresenta o sistema
geoceéntrico, ou seja terra como centro do universo. KEssa teoria per-
sistiu até a idade média, sendo posteriormente substituida pela teoria
heliocéntrica de Nicolau Copérnico (1473-1543).

Agora que ja discutimos um pouco da histéria da trigonometria, va-
mos apresentar os primeiros conceitos trigonométricos. Para isso iniciaremos
discutindo o conceito basico de angulo e o sistema sexagesimal (unidade de
grau). Em seguida, apresentaremos as principais relagoes trigonométricas em
um triangulo retangulo: seno, cosseno, tangente, etc, bem como as principais

relacoes fundamentais entre esses elementos.

Angulos - Medidas
Angulo

Vamos considerar um angulo AOP como originario da rotacao da semi-
— —
reta OA da posigao inicial (P.I.) a posicao terminal OP (P.T.)

P

P.I.

P.T

P.IL

O angulo AOP é positivo se o sentido da rotacao indicado é anti-horério

e negativo se o sentido da rotacao é horario.
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MODULO 1 - AULA 20
Medida de angulo e arcos
Sistema sexagesimal (unidade graus)
e R P 1 -
Definicdo: Angulo de 1 grau denotado por 1° é o angulo 90 do angulo reto.

O grau admite dois submiiltiplos:

1
minuto denotado por ' e definido por 1’ = &0 do grau;

1 1
segundo denotado por” e definido por 1” = — do minuto = —— do segundo.
60 3600

Sistema circular (unidade radiano)

Definicao: Um radiano é o angulo central que subtende na circunferéncia um

arco cujo comprimento ¢ igual ao raio. Notacao: 1rd

h AB— arco AB
A A o~

AB — comprimento
do arco AB

AOB=1rd se AB=R

Se a ¢ um angulo em radianos que intercepta na circunferéncia um arco

de comprimento [, temos:

B
Angulo central Comprimento do arco
1rd = R
ard - l
Logo, |l = aR |
Conversao

O angulo de uma volta em torno de uma circunferéncia em graus é

360°. Vamos encontrar este angulo em radianos.
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Sabemos que o comprimento de uma circunferéncia é 2w R.

27 R
Daf, o = = = o = 2r.
al, &« [0

Portanto a relacao entre os sistemas é:

360° « 27r.
Exercicios resolvidos

1. Exprimir 120° em radianos.

360° — 2 120°-2r 2
120° — YT 3600 3

2
Resposta: grd.

2. Exprimir 60°15" em radianos. (Considere m = 3,14)
60°15" = 60° + 15 O = 60, 25°
a 60/

360° — 2n 60, 25° - 277
T=

= =1,05
60,25° - = 360°

Resposta: 1,05rd.
3. Exprimir 1rd em graus. (Considere m = 3, 14)
Solucao

360° 27?} 360° 180
= r=—"

| or 3,14

1800°0 | 314

2300 57°19'29”
102°

_ 60

6120/

2980’ Temos que 1rd é, aproximadamente, 57° 19/ 29”.

154
_ 60
9240”
2960

134"

CEDERJ
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4. Calcular, em graus, o angulo convexo formado pelos ponteiros de um

relégio que marca 3h 42min.

Solugdo: Note que em 1h (60’) o ponteiro pequeno percorre um angulo

de: 3(1580 = 30°.

Ponteiro pequeno tempo
0 S GRS LS e
=~ =
a 492/

Este angulo é o que determina o ponteiro das horas.

b=30-54+6-2=150+ 12 = 162°
Dai o angulo convexo pedido é:

r=0b—a=162°—21° = 141°

5. Calcular o menor angulo entre os ponteiros de um relégio que marca
12h e 20min.

Solucdo:
Ponteiro pequeno tempo
w0 s Lo 20,
=~ =
a 20

Temos que a +b=4-30=120= b= 120 — 10 = 110°.
Resposta: 110°.
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Exercicios propostos

1.

2.

10.

Exprimir 30° 15" para radianos. (Considere m = 3, 14)

Transformar 12° em radianos.

. Achar trés angulos, em graus, sabendo que a soma do primeiro com o

segundo é 12°; a do segundo com o terceiro é 9° e a soma do primeiro

., T
com o terceiro é % Td.

. Quantos graus mede, aproximadamente, um arco de 0, 105 rd?

2
Converter — em graus. (Considere m = 3, 14)
7r

Mostre que o angulo que o ponteiro das horas descreve, em graus, ¢ a

metade do ntimero que marca os minutos.

Encontre o menor angulo formado pelos ponteiros de um relégio as 2h

15min.

Encontre o menor angulo formado pelos ponteiros de um relégio as 9h

10min.

O ponteiro dos minutos mede 10cm. Determine o comprimento do
arco. Determine o comprimento do arco quando a sua extremidade

descreve 12 minutos.

A que horas, da noite, os ponteiros de um relégio coincidem entre os

numeros 8 e 9 do mostrador?

Gabarito

10.

CEDERJ

0,53rd 2. 0,2097d

40 8 10,

6°
36° 31
22° 30/
145°
12,56 cm

20h 43min 37,2 segundos.
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Funcoes trigonométricas de um angulo agudo

Seja um triangulo retangulo ABC' de lados a, b e ¢

Considere as seguintes notacoes:

C
seno — sen
COSSeNno — Cos

b N tangente — tg
secante — sec

A c B cossecante — c¢sc

cotangente — cotg

¢ cateto adjacente

~ b cateto oposto ~
senB:—:‘—p coth:—:
a hipotenusa b cateto oposto
~ ¢ cateto adjacente ~ a hipotenusa
cosB=—= - secB = - = -
a hipotenusa c  cateto adjacente
~ b cateto oposto ~ a hipotenusa
wB-l_ P s B & _ hipotemsa_
¢ cateto adjacente b cateto oposto

A partir das definicoes anteriores, é imediato que:

N . b N
senC = < = cos B cotgC =-=tgB
a c

= b fay ~ a ~

cosC'=—=senB secC = — =cscB
a b

~ c ~ ~ a ~

th’:gzcoth cscC = — =secB
c

Sendo B + C = 90° (angulos complementares) e as fungoes associa-

das em cada relagao chamadas de co-func¢oes. Entao co-fungoes de angulos

complementares sao iguais

Relagoes fundamentais

Seja x um angulo agudo. De acordo com as defini¢oes das fungoes,

podemos verificar que:

I) sen?r + cos’r = 1

1) tgr — sen
coS T
III) cotgz = 1 cosw Auxiliares:
tgx senx
2. _ 2
IV) seca — sec’r = 1+ tg*w
cos csc?z = 1 + cotg?x
1
V) cscx =
sen x

MODULO 1 - AULA 20
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Valores notaveis

sen 45°, cos45°, tg45°

Considere um triangulo retangulo isésceles de catetos [

—~

45

B

h

entdo [v/2 serd a medida da hipotenusa pois (B—C)2 =1 +1?= BC =12

Assim,
a) sengzg—czl%:%ésenéﬁozg.
b) cosﬁzg—gzizﬁécoslﬁozg.
c) tg§:%:§:1:>tg45°:1.

sen 60°, cos60°, tg60°

Considere um triangulo equilatero de lado [, entao 5 sera a medida

da altura pois
C
2 2 2
(AC)" = (AM)" + (MC) 30
2 32
MOP? =12 -— == ! !
= (MC) 1 1
= MC = @ 60° 609
A B
;2
Assim
- MC b3 3
a) sen A = B~ % = sen60° = g
~ AM L
b) cos A = e % = cos60° =
/3

CEDERJ
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sen 30°, cos 30°, tg30°

No triangulo AMC' do item anterior vem:

AM 4 1
a) sen30°:A—C:% = sen30°:§.
MO B8 3
b) COS?)OO:A—C:% = COS30°:§.
AM 1L 1 V3
tg30° = —— = 2 = — = tg30° = —.
c) tg C M g 3

Logo temos o seguinte quadro de valores:

xr |senx |cosx |t

o°
8

1

0| 1| V3| V3
2 2 3

pe | V2 V2
2 2
V3 1

60° | — — 3
2 2 \/_

Exercicios resolvidos

1. Duas rodovias A e B encontram-se em O, formando um angulo de
30°. Na rodovia A existe um posto de gasolina que dista 5 km de O.

Determine a distancia do posto de gasolina a rodovia B.

Solucdo:
rod B
d
30°
O 5 555T0 rod A
d 1
sen30°:g = d:5~§:2,5km

Resposta: 2,5 km
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2. Nas figuras, calcular h e d.

30° 60°
A" 40m B d C

Solucdo:

h
ABCD tg60° = - = h=dV3

h V3
AACD  te30° = — = h=Y140+4d
& 0+d 5 (40+d) =

3
d\/gz%(zuwrd) =d=20me h =203 m.
Resposta: d =20 m e h = 20v/3 m
5
3. Sabendo que tgz = D (x agudo), calcular sen x.

Solucdo:

Sabemos que 1 + tg?z = sec’r

14+ — =sec’s = sech—@ = sec:zc—E
144 144 12
N 12
COST = —
13
Usando a F.F. senz + cos?x = 1 temos
144 25
2 2
I — 1 = _
sen“x + 169 sen“x 169
= = —
sen 13
3 3

. . cos’a — sen’a
4. Simplificar a expressao y =

1+sena cosa
Solucdo:

(cosa — sen a)(cos?a + cos a sen a + sen’a)

1+ sena cosa

(cosa —sena)(l + cosa sena)
y = = cosa — sena
1+sena cosa

Yy = cosa — sena

CEDERJ
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Exercicios propostos

1. Considere o triangulo retangulo ABC' com as dimensoes a = 7,5 m,

b=4,5m e c=6m. Calcular o valor de tgzx.

C

A B

2. Uma pessoa de 1,70 m de altura observa o topo de uma &arvore sob
um angulo a. Conhecendo a distancia a do observador até arvore,

determine a altura da arvore.

3. Na figura, determine h, sendo dados «, 3 e d.

4. Sendo O o centro da circunferéncia de raio unitario, determine o valor

de z.

+b

a a—b
5. Sendo senx = e cscx = ——, mostre que o triangulo ABC, de
c

c
lados a, b e ¢ é retangulo.

6. Seja a funcao f, definida por
k
f(z) =senz + cosx + cotgx + cscx — tgx — secx, Va # %, ke 7.

Determine o valor de f (%)

7. Para que valores de m as raizes da equagao 4z + (2 — 3m)z +m? =0

sao a tangente e a cotangente de um mesmo angulo.

MODULO 1 - AULA 20
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8. Simplificar a expressao
sena —senb  cosa -+ cosb

cosa —cosb  sena-+senb

9. Duas criangas brincam em uma gangorra cuja tabua tem 3 m de com-
primento. Quando a gangorra toca o chao forma com ele uma angulo
de 30°. Determine a altura que se eleva a crianca que esta na outra

extremidade.

10. Determine o valor de

N sen®z N sen’zx
sen x
2 4
Gabarito
1. 0,75
2. 1,704+ a tga
dt t
g o dteatgf
tg 0 —tga
4. 0,5
6 V3 -3
' 2
7. =2
8.0
3 2senx
9. — 10, ——
2 1 4+ cos?z
Referéncias

1. Boyer, C. B., Historia da Matematica, 3o edicao, Editora Edgard Bliicher
Ltda, 1974.

2. Lima, E.L.. Meu professor de matematica e outras historias, 3* Edicao,
Publicacao SBM, 1997.

3. Wikipedia, A enciclopedia livre, http://pt.wikipedia.org

4. Lobo da Costa,N. M. A Historia da Trigonometria. Educagao Ma-

tematica em Revista - Revista da SBEM (Sociedade Brasileira de Educagao

Matematica) - Ano 10, Sao Paulo, p. 60 - 69, 01 mar. 2003.

CEDERJ




Funcées Trigonométricas

MODULO 1 - AULA 21

Aula 21 — Funcoes Trigonométricas

Introducao

Na secao anterior estudamos as relagoes trigonométricas que envolvem
os angulos agudos de um triangulo retangulo. Nosso objetivo ¢é estender estas
relagoes para definir as fungoes trigonométricas para qualquer ntimero real,
e nao apenas angulos de 0 a 90 graus . Para isso utilizaremos o importante

conceito de radiano apresentado na secao anterior.

No contexto historico, as fungoes trigonométricas como definiremos a
seguir surgiram como evolugao de diversos resultados. Entre eles podemos
destacar os trabalhos de Frangois Viéte (1540-1603) e principalmente de Le-
onhard Euler (1707-1783) em um dos seus mais importantes tratados: Intro-

ductio in analysin infinitorum(1748).

Para definirmos as fungoes trigonométricas, inicialmente apresentamos
o ciclo trigonométrico e as determinacoes positivas e negativas de uma arco.
A idéia central é que as funcoes trigonométricas serao definidas a partir de
uma outra funcao que associa a cada ntmero real um ponto sobre o ciclo
trigonométrico. Feito isso, na se¢ao seguinte, definiremos as fungoes seno,

co-seno, tangente, etc.

Ciclo trigonométrico - determinacgoes
Ciclo Trigonométrico

Chamamos de ciclo trigonométrico a uma circunferéncia de raio unitario

na qual fixamos um ponto (A) como origem dos arcos e a adotamos o sentido

\+

A (origem)

anti-hordrio como positivo.

Arco Trigonométrico
VR

Chamamos de arco trigonométrico AP ao conjunto dos infinitos arcos
de origem A e extremidade P. Esses arcos sao obtidos, partindo-se da origem
A e girando em qualquer sentido (positivo ou negativo) até a extremidade
P, seja na primeira passagem ou apoés varias voltas completas no ciclo trigo-

nométrico.
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Analogamente, chamamos de angulo trignométrico AOP ao conjunto

— —
dos infinitos angulos de lado inicial OA e lado terminal OP.
N
A
w

Conjunto das determinacoes de um arco

Seja P um ponto qualquer de um ciclo trigonométrico de origem A. A
VR
medida do arco AP, de origem A e extremidade P é, por convencao:
a) Positivo se o sentido do percursso de A para P for o anti-horario.

b) Negativo se o sentido de percursso de A para P for horério.

P P(60°) P(—300°)

A& A A \A ‘& A

O ponto P é extremidade de infinitos arcos de origem A e a medida de

VY

cada um deles é chamada determinacao. A medida oy do arco AP, tal que
0 < ag < 27 é chamada primeira determinacao positiva do arco.
P(ao)

A

Primeira determinacao positiva

Adicionando a primeira medida o nimero 27, que equivale a percorrer

uma volta do sentido anti-horario, obtém-se o nimero ay+27 que é a segunda
N

determinacao positiva de AP.
Plag + 27)

Al

Segunda determinacdo positiva
CEDERJ & & P
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Adicionando a primeira determinacao o nimero 2-2m = 4m, que equivale

a percorrer duas voltas no sentido anti-horario, obtém-se o niimero aq + 47
VY

que ¢ a terceira determinacao positiva do arco AP, e assim por diante.

Terceira determinacao positiva

Subtraindo da primeira determinacao positiva o nimero 27, que equi-

vale a percorrer uma volta no sentido hordrio, obtém-se ag — 27 que é a
VR

primeira determinacao negativa do arco AP.
(Oéo — 27T)

A

Primeira determinacao negativa

Subtraindo da primeira determinacao positiva o numero 2 - 27 = 4,
que equivale a percorrer duas voltas no sentido horario, obtém-se oy — 47

que ¢é a segunda determinagao negativa e assim por diante.
P

As infinitas determinacoes dos arcos de origem A e extremidade P sao:

Determinacoes positivas | Determinagoes negativas

primeira Qg oag— 127
segunda ap+1-271 ag — 221
terceira g+ 227 ag— 321
quarta ag+ 327 ag— 4271

Todas essas determinacoes sao do tipo a,+n-27, com n € Z, e portanto
VY

o conjundo das determinacoes do arco trigonométrico AP é:

{eeR|a=a,+n-2m, neZ}

MODULO 1 -
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Observacoes

a) Se a medida dos arcos for expressa em graus, devemos escrever a =
a, +n-360°n € Z.

b) O numero «,, utilizado no conjunto das determinacées pode ser o valor
de uma qualquer das determinacoes. E costume, porém, escolher o
valor da 1* determinacgao positiva ou negativa.

¢) A cada ponto P estao associados infinitos nimeros reais, mas a cada
nimero real esta associado um tnico P.

Se a e b sao duas determinacoes quaisquer, do conjunto das deter-
minagoes, determinar a relagao entre a e b.
Solucio: a=oy+mn; 21

b=oqay+ny- 2w
=a—b=2mn ou a—b=2360° neZ

= a—b=2mw(ny —ny), N €Z, ns €Z

Def. Dois arcos a e b sao congruos quando tem a mesma origem e a mesma
extremidade, isto é, diferem entre si por um numero inteiro de voltas na

circunferéncia.

Se a e b sao congruos entao: a—b = 2kmw, k € Zoua—b = 360k, k € Z.

Exercicios resolvidos

1. Determinar o conjunto das determinacoes dos arcos de origem A e

extremidade B assinalados na figura.

>,

2. Calcule a primeira determinagao positiva (ag) dos seguintes arcos:

7
A {xGRMc:g—I—n-ZW,nEZ}

1257 97w
1620° o7 _810° e
a) 1620 b) = ¢) =810 d) ——
Solucao
a) 1620° | 360° b) 1Zom | 2x
180° 4 1 g
11
157
= 180° _ o7
o W=
¢) —810° | 360° d) —¥x | Uz
—90° -2 _lm g
13
ap = 360° — 90° = 270° ap=2mr— L _ T
77
T
ap = 270° an = -
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3. Calcular a 3* determinacao positiva do arco 1910°.

1910° 360° = 1% det. positiva oy = 110°
110° bt
Como a 3% det. positiva é ag + 2 - 360° vem 110° + 720° = 830°.

4. Calcular a 4 determinacao negativa do arco 810°.
810° 360° = 1% det. positiva ag = 90°
90° 2
A 4% det. negativa é oy — 4 -360° = 90° — 1440° = —1350°.

Exercicios Propostos

1. Calcular a 1* determinagao positiva dos arcos.

a) 1630° b) —1430° ¢) 2300°

. L. . 37
2. Determine a 1 determinacao negativa do arco R

VR

3. Escrever o conjunto das determinagoes do arco AP.

) b) ¥

4. Escrever em uma unica expressao, o conjunto dos arcos assinalados,

com extremidade P e (), conforme o caso:

b) P
A
Q

5. Sabendo que ™ —x e 2x+ 7 sao dois arcos congruos. Determine o menor

valor positivo de z.

MODULO 1 - AULA 21
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Gabarito
1) a) 190° b) 10° c) 140°
o
2) 2=
) 3
3)a)2mn, n €Z b)27m—|—g,n€Z
3T
c)2rn+m, ne€Z d)27m—|—7,n€Z
4)a)V:{xER\x:lm+%, keZ}
b)V:{xeR\x:kﬁJrg, keZ}
2m
5) —
) 3

Funcoes Trigonométricas
Introducao

Consideremos, no ciclo trigonométrico de origem A, um sistema cartesi-
ano ortogonal XOY conforme mostra a figura (1). Os pontos A(1,0), B(0, 1),

A'(—-1,0) e B'(0,—1) dividem o ciclo trigonométrico em quatro quadrantes.

Quando dizemos que um arco AP pertence ao 2° quadrante, por exemplo,

queremos dizer que a extremidade P pertence ao segundo quadrante.

B

!

. < . .
B
Figura 1

B
O
seglindo
quadrante
.‘v

eiro
drante
IH |
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Definicao da funcao seno

VY

O seno de um arco trigonométrico AP de extremidade P é a ordenada

do ponto P. Representa-se: sen AP= ON
Y

sen AP

A cada numero real x corresponde um tnico ponto P, extremidade do
VR

arco AP de medida x. A cada ponto P, por sua vez, corresponde uma tnica
ordenada chamada seno de . A funcdo de R em R que a cada nimero real

associa a ordenada do ponto P é, por definicao, a funcao seno.

Em simbolo
f:R— R tal que f(z)=sen(x)=O0ON

NP P

senx

Observacio

A definicao acima é coerente com aquela no triangulo retangulo. De
T
fato, se 0 < x < ) entdo P € I° quadrante e além disso OP = 1 (raio) e
MP = ON.

Assim no triangulo OM P retangulo em M, temos:

cat. oposto MP MP
seny = ————— & senr = —— & senx = —— <& senx = ON
hipotenusa opP 1
N P
T h
0] M A
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Variacao da funcao seno

tabela a seguir, as varias situacgoes possiveis.

Enquanto o ponto P percorre a primeira volta, no sentido anti-horario,

o numero real x varia de 0 a 27 e o seno de x varia de —1 a 1. Observe, na

Medida do arco | Medida do ar- | Seno de z Propriedade No ciclo tri-
em graus co em radianos gonométrico
x=0° =0 senz =0 AP

O seno é cres- “ P

t 1° -

0° <z < 90° 0<;1;<E 0<senx <1 cemte o A

2 quadrante ‘v

P=N
x = 90° T = g senx =1 Valor maximo E%A
e
90° < z < 180° g<gg<7T 0<senz<1 | O seno ¢ de- 5 Ja
crescente
x = 180° T=7 senx =0 A
180° <2 < 270° | r<az<T |—1<senz<o| O somo ¢ de ‘h
2 crescente ‘
P!
3 . A
x = 270° = senx = —1 Valor minimo
P=N

mcmr| B om0 e | (o)
270° < 2 < 360 — <z <27 | —1<senz <0 S€no e cres A

2 |/

| P

cente
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Grafico

Note que sen z = sen(z=+2m), pois x e x 427 sdo as medidas de arcos de
mesma extremidade e de acordo com a tabela do item anterior, concluimos

que o grafico da funcdo f : R — R tal que f(z)=senz é:

e o conjunto imagem é {y e R | —1 <y <1}

Note que
sen 30° = sen 390°

N[

1
sen 30° = sen(30° + 360°) = sen 390° = 3

Propriedades

Do que foi apresentado anteriormente podemos concluir que a funcao

seno é:

a) positiva no 1° e 2° quadrantes; negativo no 3° e 4° quadrantes

100%
/\ 0°  sen40°>0  sen200° <0

4
5007 / senl100°>0  sen300° < 0
300°

b) crescente nos 1° e 4° quadrantes e decrescente nos 2° e 3° quadrantes.

¢) Impar pois sen(—z) = —sen

-
NLIY

(=2}
o
°

a

(=)
o
s}

d) Periédica de periodo 27.
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Exercicios Propostos

1. Calcule:
a) sen 0° b) sen 30° c) sen 45° d) sen 60°
e) sen 90° f) sen 120° g) sen 150° h) sen 180°

2. Calcular o valor de:

a) sen 420° b) sen 750°
Gabarito
1 V2 V3 V3 1
V3 1
2. — —
a) 5 b) 5
Funcgao Co-seno
Definicao

O co-seno de um arco trigonométrico AP de extremidade P, é a abscissa

do ponto P. Representa-se

cos AP=OM

A cada numero real corresponde um tnico ponto P, extremidade do

VR

arco AP de medida x. A cada ponto P, por sua vez, corresponde uma unica
abscissa chamada co-seno de z. A funcao de R em R que a cada ntimero real

x associa a abscissa do ponto P é, por definicao, a funcao co-seno.

Em simbolo
f:R—R tal que f(x)=cos(z) =0M

P

(o,
NI

Obs. A definicao dada é coerente com aquela apresentada no triangulo

i
retangulo. De fato, se 0 < x < — entao P pertence ao 1° quadrante e
além disso OP =1 (raio).
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Assim, no triangulo OM P retangulo em M, temos:

cat. adjacente OM M
COST = —— & CosT = —— & cosx = —— < cosr = OM
hipotenusa opP 1
P
xz
0 M A

Variacao da funcao co-seno

Enquanto o ponto P percorre a primeira volta no sentido anti-horario,
o numero real x varia de 0 a 27 e o co-seno de = varia de —1 a 1. Observe,
na tabela a seguir as varias situagoes possiveis.

Posicao do | Medida do arco | Medida do ar- | Co-seno de x Propriedade No ciclo tri-

ponto P em graus co em radianos gonométrico

P=A r=0° z=0 cosr =1 Valor maximo E

O co-seno é
Pe1°Q 0° < z < 90° 0< < g 0 < cosz <1 | decrescente no

1° quadrante

P

O co-seno é

0
-
— _— o} Tr 3 70
P=B =90 T=3 cosT = 5=3r 14
B

Pe2°Q 90° < 2 < 180° Tepen |—1<cosz<0
2 decrescente no
2°Q)
P=A x = 180° Tr=Tm cosz = —1 Valor minimo
3 O co-seno ¢
P e3°Q 180° < x < 270° T<x<— |—1l<cosz<O0
2 crescente  no
3°Q
3T
P=pB = 270° T = cosz =0
o o o 3 O co-seno ¢
P e4°qQ 270° < xz < 360 —<zxz<2r| O0<cosx<l1
2 crescente no
4°Q)
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Grafico
Note que cosx = cos(x £ 27), pois z e x + 27 s@o as medidas de arcos

de mesma extremidade, e de acordo com a tabela anterior, concluimos que o

grafico da funcao f: R — R tal que f(x) = cos(z) é:

e o conjunto imagem é {y e R | —1 <y <1}

Note que
120° 60°

1
cos 120° = cos(360° + 120°) = cos480° = — cos 60° = .

Propriedades

Do que foi apresentado, podemos concluir que a funcao co-seno é:

a) Positiva no primeiro e quarto quadrantes. Negativa no segundo e ter-

ceiro quadrantes.
1102 50°

cosH0° > 0 sen110° < 0
cos 220° < 0 sen 310° > 0

290° 310°

b) Crescente no terceiro e quarto quadrantes. Decrescente no primeiro e

segundo quadrantes.

c¢) Par, pois cos(—z) = cosx

cos(—40°) = cos 40°

d) Periédica de periodo 27

CEDERJ |




Funcées Trigonométricas

MODULO 1 - AULA 21

Exercicios Propostos

1. Calcule
a) cos 0° b) cos 30° c) cos45° d) cos 90°
e) cos 120° f) cos 150° g) cos 180°

2. Calcule o valor de:

a) cos 780° b) cos 1200°
Gabarito
V3 V2 1 V3
1 1
2. - b) —=
®) 5 ) 3

Funcao Tangente

Definicao
VY

Consideremos um arco AP com P # B e P # D e seja T a intersecao

da reta OP com o eixo das tangentes AT

Por definigao tg AP= AT

A funcao tangente é tal que
T
f:R—{kﬁ+§, kEZ}HR
y=tgx =AT

Observe que o ponto P, numa volta completa no ciclo trigonométrico,
faz o valor da tangente (AT") tender a +o00 (ou a —o0) quando o ponto P
se aproxima de B ou D (onde a tangente nao existe). A cada meia volta

verificamos que todos os valores da tangente se repetem.
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Conseqiiéncias

Da definicao da funcao y = tgx decorre que:
Dominio D(f):R—{km—kg, k:GZ}
Imagem Im(f)=R

Variacao da funcao tangente

x = 90°
0° <z < 90° P=B
T
A A
tgz =0 tgx >0 Atgx
90° < x < 180° x = 180° 180° < & < 27(°
P A=T
tgx <0 tgx =0
270° < x < 360°
&
Il
Q
A i
<t
P=A
Atgx tgx =0
Grafico : : : : :
}371- E7r 7!\’ 31!r 5:71'
IRV
Propriedades

O periodo da funcao tangente é 7.
A funcao y = tgx é impar tg(—x) = — tgx.

A funcao y = tgx é crescente no intervalo

k:ﬂ—g<x<k7r—l—g, ke Z.
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Sinais
A tangente de um arco é positiva no 1° e 3° quadrantes e negativa no

2° e 4° quadrantes.
Exercicios resolvidos

1. Completar o quadro abaixo:

T tgx

OO
30°
45°

60°
90°
180°

270°
360°

Solucao

—+
o
8

T
0°

30°
45°
60°
90°
180°
270°
360°

omom%»—w‘%o

2. Determinar o conjunto verdade da equacdo tgz = /3, no intervalo

0° <z < 360°

Solucdo: /3
60°

240°
tgx =3 = x=60° ou x =240°, 0° <2z < 360°
V — {600, 2400} 257 CEDERJ
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3 3T .
3. Setgr=—enm<x< > determine o valor de cosz — sen x.
Solucdo

Seja o triangulo retangulo temos:

N

3T
Tomando 7 < x < o teremos: tgxr =

3
Portanto cosxz — senx = < ) < 5

Exercicios propostos

SeNT = —— € COST = ——.
) D

\_/»Jkloo

1. Determine o conjunto verdade da equagao |tgxz| — 1 = 0 no intervalo
0<zx<2r.

2. Determine o conjunto verdade da equagao sen z+cosx = 0, no intervalo

[4,37].
3. Se0<a< g e sen o = a. Determine tg(m — «).

4. Na estacao de trabalho de pintura de pecas de uma fébrica, a pressao
em um tambor de ar comprimido varia com o tempo conforme a ex-

T
pressao P(t) = 50+ 50 sen (t — 5) , t > 0. Determine o instante ¢ que

corresponde ao valor minimo da pressao.

Gabarito
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Funcoes co-tangente, secante e co-secante

O estudo das fungoes co-tangente, secante e co-secante pode ser feito a

partir das trés fungoes ja estudadas (seno, co-seno e tangente).

Funcgao co-tangente

Sabemos que cotgxr = —.
tgx

Podemos concluir que a fungao y = cotgx = f(z), tem

D(f) =R —{km, k € Z} pois a fun¢ao co-tangente nao existe quando
a funcao tangente é zero
(tgrx =0 & x=km, keZ)

e Im(f) =R, pois a fun¢ao tangente tem imagem igual a R.

O periodo da funcao co-tangente é .

A funcado y = cotgx é impar, cotg(—z) = — cotg .

Sinais

A co-tangente de um arco é positiva no 1° e 3° quadrantes e negativa
no 2° e 4° quadrantes.

Funcgao secante

1

cosx
Podemos concluir que a fungao f(z) =y = secz, tem

Sabemos que secx =

e D(f)=R-— {lmr + g, ke Z} pois a funcao secante nao existe quando
a funcao co-seno é zero
(cosz =0 & IL‘:g—I—/{?TF, keZ)

o Im(f) ={y e R|y < —1 ouy > 1}, pois a fungdo co-seno tem
imagem com valores —1 <y < 1.

e O periodo da funcao secante é 2.
e A funcdo y = secx é par, sec(—x) = sec .
e Sinais

A secante de um arco é positiva no 1° e 4° quadrantes e negativa no 2°

e 3° quadrantes.
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Funcao co-secante

1

senz
Podemos concluir que a fungao f(z) =y = cscz, tem:

Sabemos que cscx =

D(f) =R —{knm, k € Z} pois a fungao co-secante nao existe quando a
funcao seno é zero
(senz =0 < x=km, k€Z)

Im(f)={y€R |y <—1 ou y>1}, pois a fungado seno tem imagem

com valores —1 <y < 1.

e O periodo da funcao co-secante é 2.
e A fungao y = cscx é impar, csc(—x) = —cscx.
e Sinais

A co-tangente de um arco é positiva no 1° e 2° quadrantes e negativa

no 3° e 4° quadrantes.

Exercicios resolvidos

1. Resolver a equagao secx = 2, x € [0, 27].
Solucao

secxr = 2 1
1 =

COs X

1
=2 = cosx = —
COS & 2

SeCxr =

Para 0 <z < 27, temos V = {g’?

3
ot
3
.“

2. Se x = %, calcular o valor da expressao
E = secz + cotg x + csc(3x)

Solucdo
2m
E = Secg +cotg€ +csc3 -

T

6
1 1

= —+—+ =3+

cosy  tgg sen 5

= SecC — CO — CSC —
6 &3 2
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3
3. Se cosx = Y e ?ﬂ < x < 2m. Determine o valor de cotg x.

Solucao
2
7 7 2 2
sen?s = 1 — cos?x = 1 — £ :1——:—:>senx::|:£,
3 9 9 3
3T 5 , cos T
como — < x < 27 entao senx = ——— e, dai, cotgx = =
g 2 3 sen x
e
_ V2 2
3
4. Resolver a inequacao 2senx — V3>0 para 0 < x < 27.
3
Solucdo 2senx — V3>0 = senz > g
21 ™
3 3
s 2
Para 0 < x < 27, temos: V:{x€R| ggazg?}
Exercicios propostos
s 2v/6 .
1. Se 5 <z <Tesenr = = determine o valor de sec x.
2. Resolver a inequagao 2cosx + 1 < 0, para 0 < x < 27.
1
3. Para que valores de x, 0 < x < 27, a funcdo f(z) = existe no

Vv senx

campo dos nimeros reais?

4. Resolver a inequacao tgz > 1, para 0 < z < 27.

Gabarito

1. =5
27 47
2.V = ER| — << —
{rer| o<y}

3. 0<e<m

4 7T< <7T 57T< <37T
.4_90 2ou 1 <z 5"
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| MODULO 1 - AULA 22

Aula 22 — Relacoes Fundamentais e Reducao

ao 1° quadrante

Relacoes Fundamentais
Introducao

As identidades trigonométricas estabelecem relacoes de igualdade en-
tre as fungoes trigonométricas. Através destas identidades é possivel, por
exemplo, simplificar expressoes. Ja estudamos as relagoes fundamentais para
triangulo retangulo. Vamos agora estudar as relagoes fundamentais no circulo

trigonométrico.

Relacoes Fundamentais envolvendo seno,co-seno e tangente

Teorema 1

Para todo =z € R, vale a relacao
sen’zr + cos’r = 1
Prova

k
a) Se x # g, k € Z temos o triangulo retangulo

OP, P, usando o teorema de Pitdgoras vem:

Yy
0] P, T
2 2 2 9 9
OP + PP =0P = | cos“xr+sen‘z =1

k
b) Se = = g, k € Z, podemos verificar diretamente

Sexr=0 = sen’r+cos’r=0+1=1
Se:p:g = senr+coslr=14+0=1
Sex =7 = sen’r +cos’r =02+ (—-1)2 =1

3
Se x = g = sen’r + cos’z = (—1)2+ 02 =1

Logo vale a relacao sen?x + cos?z = 1.
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Teorema 2

Para todo z € R, = # km + g, k € Z, vale a relacao

Prova
a) Se x # km, k € Z temos

AT
AOAT ~ AOPP @ .,

- (0] P
AT PP tgx  senx sen x
—_— = = = =>tgr =
OA OPF 1 cos T cos T
Vale a relacao em qualquer quadrante que estiver x.
sen
b) Se x = km, k € Z, temos tgz =0 =
cos T

Relacoes Fundamentais envolvendo cotangente, secante, cossecante

1. Dado um ntimero real x, x # kn, k € Z, seja M sua imagem no circulo
trigonométrico. Consideremos a reta OM e seja C' sua interse¢ao com

o eixo d da figura.

Denominamos cotangente de x e indicamos por cotg x a medida algébrica
do segmento BC. Denominamos cossecante de x e indicamos por csc x

a medida algébrica do segmento OC.

T
2. Dado um ntmero real z, v # km + =, k € Z, seja M sua imagem no

circulo trigonométrico. Consideremos a reta [ que passa pelos pontos

A e T da figura.
M
' T

Seja T' a intersecao da reta [ com OM. Denominamos secante de x e

T

indicamos por sec x a medida algébrica de OT'.
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Teorema 3
Para todo z € R, x # km, k € Z, vale a relacao

COS T

cotgr =
sen x

Prova
a) Sex#kw—l—g, k € 7Z temos

ANOBC ~ AOMM

BC MM cotgx  cosx
— j —

OB OM, 1 sen x
Vale a relacao em qualquer quadrante que estiver x.
b) Se x = km + E, k € Z, temos cotgx = 0 = oSt
2 sen x

Teorema 4
Para todo z € R, = # km + g, k € Z, vale a relacao

Prova
a) Se x # km, k € Z temos

ANOMM ~ ANOAT

OM OM, 1 COS T 1
= - = = = = secr =
oT

OA secx 1 Cos T
Vale a relacao em qualquer quadrante que estiver x.

b) Se x = km, k € Z, temos que secx = 1 = cosx (k par) ou secx = —1 =
cosx (k fmpar).
1
Logo, secx = :
cos
Teorema 5
Para todo z € R, = # km, k € Z, vale a relacao
1
cscxr =
sen x

MODULO 1 - AULA 22
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Prova

a) Sex;é/m—i-g, k € Z temos

AOM M ~ AOBC

oC OB csC T 1 1
= = cscx =

= e = —
OM  OM, 1 sen x sen x

Vale a relacao em qualquer quadrante que estiver x.

s 1
b) Sex = kn+—, k € Z temos cscx = =1 (k par), cscx =
) 2 sen sen x
(k tmpar)
(. km -
Corolério Para todo z € R, = # 5 valem as relagoes:
cotgr = —
tgx
tg?r + 1 = sec’x
1 + cotg’r = csc’x
5 1
COS“T = —————
1+ tg“x
,  tg'x
sen‘y = ———5—
14 tg*x
Prova
; COS T 1 1
cotgxr = = =
& sen x Senx tgx
Ccos T
2 2 2
sen“x sen“x + cos“x 1
tg?r + 1= +1= = = sec®x
cos?x cos?x cos?x
9 cos’z  sen’z + cos’x 1 9
14 cotgr =1+ = = = cscow
sen?x sen?zx sen?x
) 1 1
cos“xr = = —
sec?r  tgfr+1
2 2
sen“x tg x
sen’y = cos’x - = cos’r tg?r = ———— - tg’r = g72
cos?x 1+ tg*x 1+ tg*x
Exercicios resolvidos
3 7 . ~
1. Sabendo que senx = R e 5 < x < m, calcular as demais funcoes
circulares de .
. T
Solucdo §<x<7r = cosz <0
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Temos
9 4
cosr = —+v1—sen?z=—/1— — = —=
25 5
senx % 3
tgﬂf = — —y — _ _
COS T -z 4
CcoS T 4
cotgr = = ——
sen x 3
1 1 5
secr = - —_t
COS T —% 4
1 1 5
cscr = S
senz 23
3 ) ~
2. Sabendo que tgzr = 1°¢7 < x < > calcular as demais funcoes
circulares de x.
~ 1 4
Solucdo cotgr = — = 3 = -
tgx 53
[ 3T
Jaque7r<x<7 = secx <0
5 9 5
secx = —/1 +tg°e = — 1_|_1_6:_Z
1 4
cosT = ==
sec x 5
3 4 3
senx =tgr- cosr=—|(—=| =—=
4 5 5
1 5
cscx = = ——
sen T 3
3. Sabendo que cscx = 5 calcular o valor da expressao y = sen’z +
2tg2x
1 N 2 N ) 4
CSCT = sengy = —— sen‘r = —
sen x 3v2 18
4 14 L4 2
c:os,2x21—56112zzc:1—E:1—8 = tg%:%:ﬁ:?

18
Entao

4 2 4 4 28472 100 50
18 T 18 7 126 126 53

4. Calcular m de modo que senx =2m + 1 e cosx = 4m + 1.

Y

Solugdo sen’r +cosfr =1 = (2m+1)*+ (dm+1)*=1
—12 + /144 — 80
= 20m°+12m+1=0 = m= 0
N 1 1
m=—— oum=——
10
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1
. Sendo tga = 3 calcular y =

5. Dado que senz - cosx = k, calcular o valor de y = sen*x + cos*z e

2 = senz + cosbz.

Solucdo

Como a? + b* = (a + b)? — 2ab temos:

y = (sen’z)? + (cos’z)? = (sen’x + cos’r)? — 2sen’vcos’r = 1 — 2k?

Como a® +b* = (a + b)(a® — ab + b*) temos

z = (sen’r)? + (cos’z)® = (sen’z + cos®x)(sen*z — sen’wcos’z + cos’z)

4

2z =sen’x 4 cos’z — sen’zcos’s =y — k? =1 — 2k* — k?

Logo z = 1 — 3k?

Exercicios propostos

7 3
. Sabendo que senx = 35 em<x< 771" calcular o valor da expressao
B tgx - cosx
v (14 cosz)(1 —cosx)
vm—+1 .
. Sendo cosx = — e senx = ——, determinar m.
m m

csca — sena
sena — cosa

. Se 5secx — 3tg?x = 1, calcular cosz.

. Se senx +cosx =m e senx - cosx = n, obter uma relagao entre m e n,

independente de z.

Gabarito
25




Relacbes Fundamentais e Reducdo ao 12 quadrante

MODULO 1 - AULA 22
Identidades
Definicao

Sejam f e g duas func¢oes de dominios Dy e D, respectivamente. Dize-
mos que f éidéntica a g, e indicamos f = g, se e somente se f(x) = g(x), Va

em que ambas as funcoes estao definidas.
f=g9 & f(z)=g9(x), Yx € DyN Ds.

Existem basicamente trés processos para provar a identidade de f = g¢.
Conforme a dificuldade da demonstracao escolhemos o método mais ade-

quado entre os seguintes.

12) Partimos de um dos membros (geralmente o mais complicado) da iden-

tidade e o transformamos no outro.

2°) Transformamos o 12 membro (f) e, separadamente, o 2 membro (g),

chegando com ambos a mesma expressao (h).

32) Construimos a fun¢do h = f — g e provamos que h = 0.

Exercicios resolvidos

1. Provar que tgx + cotgx = secx - cscx.

Solucdo: Vamos aplicar o 1¢ método.
senz cosx  sen’z + cos’w 1 1

tg x+cotgr = + = = . = secx-CscxT
cosx senwx Sen T - cos T sen T cosT

= tgx +cotgwr =secx -cscw

2. Provar que (1 — cos’z)(1 + tg?z) = tg’r.

Solucao
(1 —cos’z)(1 + tg’z) = sen’z - sec’x = sen’r - —— = tg’x
cos’x
9 2
3. Provar que (senz + cosz)* = —— + 1
sec T - Csc

Solucdo

(senx + cosx)? = sen’z + 2senx cosz + cos’r = 1 + 2senx cos
2

41 =
Sec T Cscx

ﬁJrl:Qsenx cosx + 1

Cos T sen T

Logo, (senx + cosx)? = o — + 1.
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Exercicios propostos
1. Provar que

a) (1 —sen?z)(1 4+ cotg?z) = cotg’zx

(csc?z — cotg?x)(sec’r — tg2x)

b) =tgx + cotgx

COST -senx

C) sen4x — COS4l‘ = SGHQZL‘ — COSzl‘

Reducao ao 1° quadrante
Introducao

Dado um angulo no circulo trigonométrico é sempre possivel faze-lo cor-
. T N . (o
responder a outro no intervalo [O, 5] Desse modo, fungoes trigonométricas

sao calculadas para qualquer valor, reduzindo o angulo dado ao 1 quadrante.

Angulo no 2° quadrante

Vamos, por exemplo, calcular sen 150°.

Inicialmente, marcamos o angulo de 150° no circulo trigonométrico,

VR

determinando o arco AB.

Pela extremidade B do arco, tracamos uma paralela ao eixo x, obtendo
C. O angulo « ¢é o correspondente a 150° no 12 quadrante. Como o angulo

a é o suplementar de 150°, entao
a = 180° — 150° = a = 30°
S— 1
Logo, sen 30° = sen 150° = OM = 5 = sen 150°.
Note que se o angulo a é o correspondente ao angulo no 1= quadrante

entao

sen(180° — o) = sen a.
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Angulo no 3° quadrante
Vamos, agora, calcular cos 240°.

Inicialmente, marcamos o angulo @ = 240° no circulo trigonométrico,
/N

determinando o arco AB.

240°
Ve

B

Prolongando o raio OB, encontramos C' e determinamos o correspon-

dente de 240° no 12 quadrante.

240%/]0 AT

B

Como o angulo 3 é o explementar de 240°, entao [ = 240° —180° = 60°.

Considere a figura Y
C
Temos que AOMC = AOM'B pois |
240°% go°
5 A M AN
OB =0C Vo Mo Ja T
angulo de 90° nos dois triangulos (caso especial)
M'OB = MOC. B
1

Dai cos 240° = — cos 60° = —5

Note que qualquer angulo no 32 quadrante temos que
cos(180° 4+ 3) = —cos 3

onde 3 é o correspondente do angulo dado no 1= quadrante.
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Angulo no 4° quadrante

Vamos calcular tg 330°.

Inicialmente, marcamos o angulo @ = 330° no circulo trigonométrico,
VR

determinando o arco AB.

Y

Ry

B

T

Pela extremidade B do arco, tragamos uma paralela ao eixo y, obtendo
C. O angulo (8 é o correspondente de 330° na igualdade.

Y

w
w
=}

[S)

[ o

Como [ é o replementar de 330° entao 5 = 360° — 330° = 30°.
Considere a figura Y

Temos que AOAT = ANOAT’ pois
3302

~

30° 1A

angulo de 90° nos dois triangulos (ALA)
TOA = AOT'

[
jon)
:

OA comum

Entao [AT| = [AT7).
1
Logo, tg 330° = —tg 30° = 5

Note que para qualquer angulo no 4° quadrante temos que
tga = —tg(360° — ),
onde « é o correspondente do angulo dado no 1= quadrante.
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Resumindo:
Quadrante do angulo ¥ Angulo corresponde na 1% volta | Procedimento
2° suplementar a T 180° — &
32 explementar a ¥ T — 180°
42 replementar a T 360° — =

Exercicios resolvidos

1. Calcular
a) sen 135° b) cos 135° c) tg 135°

Solucao

Como 135° € 2° quadrante, vamos calcular o suplemento de 135°
a = 180° — 135° = 45°

No 2° quadrante o cosseno e a tangente sao negativos e o seno € positivo,

V2

sen 135° = sen45° = —

entao

2
2
cos 135° = — cos4h° = _\/7_

tg135° = —tg45° = —1

2z + tg*4
2. Calcular o valor da expressao y = cosZr +tg x’ sabendo que z = n
1+ sendz 3
7 7-180°
Solucdo x = % == 420°

Como 420° ultrapassa a 1% volta, vamos reduzi-lo 420° — 360° = 60°.

Substituindo o angulo (60°) na expressao, vem:

cos 120° + tg?240°
- 1 + sen 180°

Y (1)

Temos que cos 120° = — cos 60°, ja que 120° € 2° quadrante e o cosseno
¢é negativo.

tg240° = tg(240° — 180°) = tg60°, j4 que 240° € 32 quadrante e a
tangente ¢é positiva.

sen 180° = 0

Substituindo em (1) os valores obtidos, temos

_ 5B 5

1+0 2

6] CEDERJ




MATEMATICA
BASICA

CEDERJ
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3
3. Mostre que sen (g — x) = —CosT.

Solucdo
Considere um arco x € 1° quadrante.

e
N,

3T
A partir de x, marcamos - T.

! AONB = AOMC pois

3
2 - B
/ z OC = OB

O N x ~ __
J ONB =CMO = 90°
M ~ A~

T BON =COM

3 - -
entao sen (g — x) = —cosx ja que OM = —ON.

caso especial

T _

L — 1) - cos(m — x)

tg(—x)

sen (

4. Simplificar a expressao

Solucdo

Vamos simplificar cada uma das fungoes trigonométricas da expressao,

considerando x € 1° quadrante.

T ﬂ-" B ~ o
sen (——x) | AC= - -z
2 x| 2
N
Temos que AONB = AOMC.

Entdao ON = OM, dai sen (g — ZL‘) = cos .

cos(m — x) = —cosz, ja que T — x € 2° quadrante
tg(—z) = tg(360° — ) = —tgx, ja que 360° — = € 42 quadrante.
Substituindo esses valores na expressao dada vem:

cosz - (—cosx) —cos’x cos®x

__senzx
cosx

—tgx senx




Relacbes Fundamentais e Reducdo ao 12 quadrante

Exercicios propostos

1. Calcule:
a) cos 150° c) sen 240°
b) tg210° d) csc 300°

2. Calcule sen 1920°
3. Se cosx = g, calcular sen (g + :c)
4. Calcule z = c0s20° + cos40° + cos60° + ... + cos 180°

5. Calcule o valor das expressoes:

sen 60° 4 tg 315°
cotg(—45°) + cos 210°
sen 45° - tg 45° - cotg 45°
cos 210° - sec 240° - csc 300°

6. Simplificar a expressao:

a) y=

b) y=

sen(2m — z) - cos(m — x)

@) Y= tg(m — x) cotg(2m — x)

1
b) sen (97%) — COS (x + %) -sen(7m — x)

Gabarito
3 243
1. a) V3 b) V3 o) V3 d) _2V3
2 3 2 3
, V3
2
3
3. =
5
4. v = -1

5.a) 7T—4v/3 b) —

6. a) senx - cosx b) cos“x

MODULO 1 -

275

AULA 22

CEDERJ






Transformacdes
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Aula 23 — Transformacoes

Funcoes Trigonométricas de arcos: soma; diferenca; du-

plo; triplo; metade. Transformacao em produto

Formula da Adicao
Cosseno da Soma

Sejam C', D e F os pontos do ciclo associados aos nimeros a, a + b e
—b, respectivamente. Em relacao ao eixo cartesiano XOY as coordenadas

desses pontos sao:

Y
lf\(i\ C' = (cosa,sena)
o D = (cos(a + b),sen(a + b))
0 E = (cosb, —senb)
N s
B E

Os arcos AD e EC tém a mesma medida, portanto, as cordas AD e
C'FE sao iguais, entao:

dip = (xp =2a)* + (yp — ya)* = [cos(a +b) — 1]* + [sen(a + b) — O]
=2—2cos(a+0b)
d%e = (e —2p)*+ (yo — yg)? = [cosa — cosb]* + [sen a + sen b)?

=2—2cosa-cosb+2-sena-senb

Como dap = dpc = 2 —2cosacosb+ 2senasenb = 2 — 2cos(a + b).

Dai | cos(a + b) = cosacosb —senasenb |

Cosseno da Diferenca

cos(a —b) = cos(a+ (—b)) = cosa - cos(—b) —sena - sen(—b)

= cosacosb-+senasenb

entao | cos(a — b) = cosacosb + senasenb
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Transformacdes

Seno da Soma
sen(a +b) = cos (g — (a+ b)) = COS [(g — a) — b}

T T
= COS (5 —a) - cos b + sen (5—(1) -sen b

entdo | sen(a 4+ b) =sena - cosb+ senb - cosa

Seno da Diferenca
sen(a — b) = sen(a + (—b)) = sen a cos(—b) + sen(—b) cosa

Como cos(—b) = cosb e sen(—b) = —sen b entao

sen(a — b) = senacosb —senbcosa |.

Tangente da Soma

sen(a + b sen a cosb + sen b cos a
tg(a+b) = ( ) _

cos(a+b) cosacosb—sena sen b
Dividindo o numerador e o denominador por cosacosb # 0, vem

tga+tgb
tala+b) = 1—tgatgb

Observagdo: a, b e (a + b) devem ser diferentes de km + g, ke Z.

Tangente da Diferenca

tga + tg(—b)
Bla—b) = te(a-+ (1) = T E
Como tg(—b) = —tgb temos
tga —tgh
tgla —b) = ————
gla—b) 1+tgatgh

Observagdo: a, b e (a — b) devem ser diferentes de km + g, kel

Calculo de cotg(a + b)

te(a+b) cos(a+b)  cosacosb—senasenb
cotg(a = =
& sen(a +0b) senacosb-+senbcosa

Dividindo o numerador e o denominador por senasenb # 0, vem:

cotgacotgh — 1

cotg(a + b) =

cotg a + cotgb

Observagdo: a, b e (a + b) devem ser diferentes de kr, k € Z.
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Cotangente da Diferenca

cotga - cotg(—b) — 1

cotg(a — b) = cotg(a + (=b)) = cotg a1 cotg(—D)

Como cotg(—b) = — cotg b temos

cotga - cotgb+ 1

cotg(a — b) =

cotg b — cotga

Observagdo: a, b e (a — b) devem ser diferentes de km, k € Z.

Exercicios Resolvidos

1. Calcular
a) cos75°
b) sen 15°
Solucao
a) cos75° = cos(45° + 30°) = cos45° cos 307 — sen 45° sen 30° =
V2 VB VB L VB V2 Vo V3
=— — —— - =— —— = 0870’ = ————
2 2 2 2 4 4 4
b) sen15° =sen(45° — 30°) = sen 45° cos 30° — sen 30° cos 45°
V2 VB 1 Ve V-2
2 2 2 2 4
3 1
2. Calcular cos(a + b), sendo dado sena = —— e cosb = —3 sendo que

a € 3% quadrante e b € 3° quadrante.
Solucdo

12) Calculo de cosa
cosa = —v1—sen2a = _g
2°) Célculo de sen b
senb = —v1 — cos2 b = _¥
32) Célculo de cos(a + b)

4 1 2+/2
cos(a+b) =cosacosb—senasenb=——-|—=| — 3 ——\/_
3 3 3 3
4 6v2 4-6V2

~ 15 15 15
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2 4
3. Sabendo que tga = 3 esenb = — com b € 4° quadrante.

tg(a +0).

Solucdo

3
1°) cosb = +v1 —sen?b = +S

4
—2 4
2°) tgh=— = ——
) 8 +3 3
39 ta(a + b) tga+tgb %—% 6
— a = — —_
& I —tgatgh 1-2-(—3) 17

Exercicios Propostos

1. Determine o valor de:

a) sen 75° b) cos 15° c) tg 15°

2. Calcular y = sen 105° — cos 75°

Calcular

3
3. Calcular sen x, sabendo-se que x+y = Z eseny = —, x € 12 quadrante.

5
4. Se tg(x +y) = 33 e tgx = 3, determine tgy.

15

17 5
Calcular sen(x +y), cos(z + y) e tg(z + y)

5. Sabendo que senz =

6. Se a e b sao angulos agudos e positivos, provar que:

sen(a + b) < sena + senb.

Gabarito
6+ /2 6+ /2
|y VO V2 py YO+ v2 ¢)2— 3
4 4
V2
9. =22
Y=
2
, V2
10
4. 0,3
84 13 84
5. sen(r +y) = ===, cos(z +y) = ==, tg(r +9) = — 3

6. Demonstracao

CEDERJ
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Arco Duplo

Trata-se de obter as expressoes das fungoes trigonométricas dos arcos
da forma 2a. E um caso particular das férmulas de adicao, é suficiente fazer

a=b.

Célculo de cos2a

cos 2a = cos(a + a) = cosacosa — sen asen b = cos 2a = cos’a — sen’a

cos 2a = cos?a — sen’a

Célculo de sen 2a

sen2a = sen(a + a) = sena cosa + sen a cosa = sen 2a = 2sen a cos a

sen 2a = 2sena cosa

Célculo tg2a

tga+tga  2tga

tg2a = tgla+a) = [ tga tga ~ 1 tg%a

atkr L kel

2t 2
tg2a:7gi ;8 €
a;«élm—l—z, kelZ

Arco Triplo

Trata-se de obter as expressoes das fungoes trigonométricas dos arcos
da forma 3a.

Célculo de cos 3a

Sabemos que:

cos’a — sen’a = cos2a = cos2a = 2cos’a — 1 e sen2a = 2senacosa

Logo, cos3a = cos(2a+ a) = cos2acosa — sen2asena
= (2cos?a — 1) cosa — 2sen® acosa

=2cos*a — cosa — 2(1 — cos* a) cosa = 4cos®a — 3 cosa

Temos que | cos3a = 4cos®a — 3cosa
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Célculo de sen 3a
Sabemos que cos2a = 1 — 2sen®a pois cos2a = cos’a — sen’a e
cos’a =1 — sen?a.
Logo,
sen3a = sen(2a + a) = sen 2a cos a + sen a cos 2a

=2senacos’a+ (1 —2sena)sena

= 2sena(l —sen?a) + (1 —2sen?a)sena = 3sena — 4sen’a

Temos que: sen 3a = 3sena — 4sen® a

Célculo de tg3a

2tga
tg2a +t Tz, T tga
tg3a =tg(2a+a)= gratisa _ T

 1—tg2atga 1-— 282 tgq

1—tg2a
_ 3tga—tg’a
 1-3tg%a
a;«élm+z
, 3tga —tgda 2
Dali tgda = ———F5— |, e
1—-3tg“a T
a;ékarg

Arco Metade

Consiste em relacionar as funcoes de um arco b com as fungoes do arco

Destacam-se os seguintes casos:

b b b
Dado cos b, obter cos —, sen — e tg —.
2 2 2

b
Célculo de cos 3

b
Sendo cos2a = 2cos?a — 1, fazendo 2a = b e dai a = ) temos:

b b 1+COSb
b=2cos?= — 1 — =ty —
COS CcCOS 5 = COS2 9

b
Célculo de sen )

b
Sendo cos2a = 1 — 2sen?a, fazendo 2a = b e daf a = 3 temos:

b b /11— b
cosb=1—2sen’ - = | sen— = + o Cosh
2 2 2
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b
Célculo de tg B

_7, b#2kn+m, keZ.
Observacao:

Os sinais 4 das expressoes s6 tem sentido quando se conhece cos b, sem

conhecer b.

b
Dado tg (5) =t, obter senb, cosb e tgbh

Célculo de tgb

2t b
tg2a = %, fazendo 2a = b = a = 7
T
b# km+ =
2tg 2 2t 2t ’ 2
Logo,tgbzl_tgw:1_t2:>tgb:?t2; e (keZ)
? b+#2km+m

Célculo de senb

b
Sendo sen2a = 2senacosa, fazendo 2a = b e portanto a = 3 con-

b b
cluimos que sen b = 2sen 5 0855

2
QSGH%COSQ%
senb = ———=——=; (b#2kr+7, k€Z)

cos 3

2tg 2 2tg L

senb = giz g22b

sec’s  14tg*3

b 2t b # 2k k
Portanto, sen =15 (b#2kr+m, keZ)

Célculo de cosbd

1— ¢ km
142 .
COSb_L_1+t2’ (b;ré 2,kEZ)
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Exercicios Resolvidos

5
1. Calcular sen 2a e cos 2a, sendo dado cosa = X a € 1% quadrante.
Solucao

12) Calculo de sena

2
sena = +v/1 — cos? :g
2°) Célculo de sen 2a
2 V5 45
sen2a = 2senacosa=2-—-— - — = ——
3 3 9
32) Célculo de cos 2a
9 4 8 1
cos2a=1—-2sen“a=1-2-—=1——-=—
9 9 9
3 3 k
2. Simplificar a expressao y = Sen S 7 sen x, x # —W, ke Z.
cos3 x + cos 3z 2

Solucdo

3senz — 4sen® x + sen’ x 3senz — 3sen’ x

cos3x — (4dcosPx —3cosx) 3cosx —3cosPx

3senx(l —sen’r) senwxcos’z  cosz

Y = y = cotgxw

3cosx(l —cos?x) coszsen’xr  senx

1
3. Calcular cos 2z, sabendo que tgg =3 e r € 4% quadrante.

Solucao
tgzzj: /1 —cosx
Temos 2 1+ coszx
¢ r 1
8573

‘i 1 n 1—COS5L’:> 1\? 1—(:053::> 4
entao — = S -] = — cosT = —, j& que
3 1+cosz 3 1+ coszx 5"] 4

x € 42 quadrante.

4\ 2 7 7
Mas costchost—1:2(g) —1:%:>c052:c:2—5.

4. Calcular cos 22°30’

Solucdo

x /14 cosx
Temos que cos 5= + %

Fagamos g = 22°30' = x = 45°.

1 45° 2 2
Entao cos22°30" = +4/ + C;)S = -2|— V2
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5. Provar que _ osenw =sec2z -tgx
cos 3 + cosx
Solucao
De fato,
2senx B 2senx B 2senx
cos3z +cosz  4dcosdx —3cosr+cosx  4dcosdx — 2cosw

sen x senx

2cos?x —cosz  cosx(2cos?x — 1)
sen
= ———— =sec2zr-tgw
COS T - COS 2T

6. Calcular tg (g), sabendo-se que sen’z + cos?z = 1

Solucao
Sabemos que sen’z + cos?z = 1 = 2t + 1-# =1.t=t (E)
d N 1+ 142 0T ® '

Vem: 2t +1—-t2=14+t2=2t>—-2t=0=t=0o0ut=1.

Dai tggzo ou tggzl

Exercicios Propostos

4
1. Sesena = e calcular: a) sen 2a b) cos2a

1
2. Sesena — cosa = =3 calcule sen 2a

3. Sey=3+senzcosz, ) <z < g Determine o maior valor que y pode
assumir.
4. Calcular y = sen? T ot L +tg T + tg 14_7T
12 12 3 3

5. Se tgx =m e tg2x = 3m, m > 0. Determine o angulo z.

1
6. Se tga = e senb = , calcular tg(a + 2b).

1
V10
1++5

A

7. Sabendo que cos 36° = , determine cos 72°.

8. Sesenz - cosx = 0,04, determine cotg? 2z.
3 0w
9. Sabendo que senf = = €3 < 0 < 7, calcule
0
A=25senf + 10sen§

6+ 2cos4x

em funcao de tgx = t.
1 —cosdx

10. Simplificar y =
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Gabarito
24
1. a)sen2a = +— b) cos2a = _
25 25
24
2. —
25
5 !
2
4 V3

2

5. 180°k +30°, k € Z

6. 1
7.\/5_1
4
9

8. —
16
9. 15+ 3v/10
14+ ¢*
10. y = i

t2

Transformacao em Produto

O problema consiste em transformar certas expressoes, que aparecem

soma de funcoes trigonométricas de um ou mais arcos, em expressoes onde

aparecem apenas produto de fungoes trigonométricas dos mesmos arcos de

outros arcos com eles relacionados.

Ja sabemos que

(ili)+(iv) sen
)= (i

cos(a + b) 4 cos(a — b) = 2cosacosb
cos(a + b) — cos(a — b) = —2senasenb
a+b)+sen(a —b) = 2senacosb

) (a — )

sen(a + b) —sen(a — b) = 2senbcosa

cos(a +b) = cosacosb — senasenb

cos(a — b) = cosacosb+ senasenb

sen(a + b) = senacosb + senbcosa
(

sen(a — b) = senacosb — senbcosa

(
(
(
(

)

vii)

viii)

As expressoes assim obtidas chamam-se Férmulas de Reversao ou Formulas

de Werner.
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,_P+a
b= -
Fazendo ot b e resolvendo este sistema vem 2
a—b=yq p— P4
2
Das formulas de reversao vem:
cosp+cosq = 2cos <Z%) oS (Z%) (ix)
B p+q p—q
cosp—cosq = —2sen|——|sen|—— | (x)
2 2
senp+seng = 2sen (Z%) Cos (Z%) (xi)
B p+q p—q 3y
senp —senqg = 2cos — ) sen | —— (xii)
Temos que
tap+teq = Senp | seng _ senpcosq + cospsenq
cosp  €osq COSp - COS ¢
Dai
sen(p +
tgp+tgg = zen(p +9) (xiii)
COS P COS ¢
sen(p—q) .
tgp—tgg = ———= (xiv)
COS P COS ¢

De forma similar temos:

sen p - senq
sen\p —
cotgp —cotgq = _senlp—q) (xvi)
sen p - sen q

As férmulas de (ix) a (xvi) chamam-se Férmulas de Transformagoes em
Produto ou Formulas de Prostaférese.
Exercicios Resolvidos

1. Transformar em produto: senp — cosp

Solucdo

op— = >
:2cos%-sen<p 2):2§~sen( —Z):ﬂsen(p—g)

| Ll CEDERJ




MATEMATI CA Transformacées
BASICA |

2. Transformar em produto: 1+ tga

Solucdo
sen(%—l—a)_Qsen(%—i—a) ﬂsen(%—i—a)

l+tga = tg (Z)Hga = = =

cos § cosa V2cosa cos a
7 5
3. Calcular o valor da expressao y = 2sen 1—7; - COS %

Solucdo

Como 2senasenb = sen(a + b) + sen(a — b)

m 5w (77? 57?) (771' 571')
Y = 28en — cos — = sen + +sen | — -2

12 12 12 12 12 12
bsent —o4pto 1t
= sen sen — = — ==
m 6 272
1
L = —
0go, y 5
2 4
4. Simplificar y = sen 2v  sen A
cos 2x — cos4dx
Solucdo
_ sen2x +sendx 25en¥ cos 2242
Y= cos2r —cosdz -2 sen 2"”;41 sen 2"”;41
2sen 3z cos(—x) 2sen3x cosx ;
= = = CO €T
—2sen3xrsen(—z)  2sen3rsenz &
=y = cotgx

5. Determine a soma sen 75° — cos 75°

Solucdo
o} 1 o 0_1 o
sen 75° — cos 75° = sen 75° — sen 15° = 2 cos ol sen & 5 o
2 1 2
:2COS45O-SGD30022-§-§:§

Exercicios Propostos

cos 6x + cos4dx

1. Simplificar y =
sen 6x — sen4x

(\V]

. Calcular y = cos 20° - cos 40° - cos 80°

cos(a — 3b) — cos(3a — b)
sen 2a + sen 2b

w

. Simplificar

4. Transformar em produto: y = sen 3z + senx

T 8

. Calcul = — —
Calcular y cos 5+ €08 75

ot
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6. Se a e b sao angulos complementares, 0 < a < g, 0 <b< g e

b 3
sena +senb V3, determine sen - + cos 3b
sena — senb D

2

7. Transformar em produto: y = sen? x — sen? 3z

8. Calcular y = tg9° — tg27° — tg63° + tg 81°

Gabarito
1. y =cotgx
o 4 1
Y =3
3. 2sen(a —b)

4. y=2sen2x - cosx

- _<\/§+\/6>
| 3

6. V2

7. y = —sen2x -sendx

8. y=4
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Aula 24 — Equacoes Trigonométricas

Equacoes Fundamentais

Considere f e g duas fungoes trigonométricas. Resolver a equagao tri-
gonométrica f(x) = g(x) significa determinar o conjunto S, denominado
conjunto solu¢do dos nimeros r para os quais f(r) = ¢g(r) é uma sentenga

verdadeira.

Quase todas as equacoes trigonométricas reduzem-se a uma das trés
equacoes seguintes:
12) sena = sen b 22) cosa = cos b 32) tga =tgb

denominadas, por este motivo, equacoes fundamentais.

Equacao do tipo sena = sen 3

Se sen o = sen § = O P, entao as imagens de « e (3 no ciclo estao sobre

a reta r que é perpendicular ao eixo dos senos no ponto Py, isto é, estao em
Pou P

rPI

P Pr
[ Voo

N

H4, portanto, duas possibilidades:

T
~

12) @ e § tém a mesma imagem, isto é, sao congruos.
22) o e # tém imagens simétricas em relagao ao eixo dos senos, isto é,

sao suplementares.

Portanto

o= 0+ 2k
sen o = sen [ < ou , kel
a=m— [+ 2knw
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Exercicios Resolvidos

1. Resolver as seguintes equagoes em R.

T
a) senx = sen —

10
b) cscx = —2
c)sendz =1
Solucdo
T
=— +2k
- x 10+ ™
a) senx = sen — = ou
10 T o
ZE—W—E—I— T

Temos a solugao

9
S:{x€R|x:1+2k7r ou x:1+2kﬂ, kEZ}

10 10
b) cscax = —2
T
r=— 4+ 2km
1 T 6
=-—2=senxr=—— =sen— = ou
sen x 2 6 T

=7 — — +2k
x7r6+7r

Dai a solucao

7
S:{xER\ng—i—Wm ou xz—%—i—%m, kEZ}

7 T T 2km
¢) sen 3z sen o = 3z 2+ T=x 6+ 3

A solucao é

2k
S:{xERMc:g—i—%, kEZ}

2. Determine os valores de € R, que satisfazem a equacao 4sen*z —
11sen?x +6 = 0.

Solucdo
4sen*z — 1lsen?x+6=0

Considere sen? x = y, temos: 4y> — 11y +6 =0

11i\/121—96:> { 9
= y:
8

Y 3

1
Se y =sen?r = 2 = y = +/2 (Falso, jd que —1 < senx < 1)

2, 3 V3

Yy sen~ r 4 Ssen T B
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Resolvendo sen x = j:T, vem:

:v:2/’<:7r+z
o 3
senr = — = sen s = sen — = ou
2 3 T 2T
r=2kr+717——=2knr — —
3 3
4
x:2k7r—|——7T
3 7 3
senr = ——— = sen T = sen — = ou
2 3 An

Podemos escrever entao que a solucao S é:

S:{xERM::/mig, keZ}

Equacao do Tipo cosa = cosb

Se cosa = cos f = OPF,, entao as imagens de « e (3 no ciclo estao sobre
a reta r que é perpendicular ao eixo dos cossenos no ponto Ps, isto é, estao

em P ou P'.

r

—p P

by
N %

AP’ P'IN__

H& portanto duas possibilidades:

12) @ e § tém a mesma imagem, isto é, sao congruos.

22) o e (§ tém imagens simétricas em relagao ao eixo dos cossenos, isto
é, sao replementares.

Portanto

a =0+ 2km
cosa = cos § & ou , kel
a=—0+42kmw
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Exercicios Resolvidos

1. Resolver as seguintes equacoes em R

77
a) CoS T = oS —

20

2
b) secz = sec il

3
c) cosdr = —1
Solugdo

) = o8 — = 1 = 2kn + —
a) COST = COS 20 xr = 7 20

S:{xERMc:lei%, k:EZ}

21 1 1 21
b) secx = sec — = = :>cosx:cos?

COs ™ COSs 2{

2
S:{xGRMc:lei%, kGZ}

k
c)cos4x:—1:>4x:2]m+7r:>3;:§+%
kmw
S = Rlz=—+2 kel
{ZL‘E | z 2+4, e}

2. Resolver a equagao 2 —2cosx =senz -tgr em R
Solucdo

2—2cosx =senx-tgx

sen r

2 —2cosx =sent - = 2cosx — 2cos?x = sen’x

CoS
= 2cosx —2cos’r =1—cos’x = cos®’x —2cosx+1=0

2+ v4-4
2

1
COST = = COST = { . Logo, = = 2km.

S={xeR|z=2kn, keZ}
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Equacgao do tipo tga = tgf

Se tga = tg 3 = AT, entdo as imagens de a e 3 estdo sobre a reta r

determinada por O e T, isto é, estao em P ou P’

by,

H4, portanto, duas possibilidades:

12) av e B tém a mesma imagem, isto é, sdo congruos.

22) o e [ tém imagens simétricas em relagdo ao centro do ciclo, isto é,
sao explementares.

Portanto

a =0+ 2km
tga=tgf < ou Sa=0+kr, keZ
a=m+ 0+ 2krw

Exercicios Resolvidos

1. Resolver as seguintes equacoes:
a) tgbhr = tgdx
b) tg3z =1
c) tgdx = -3

Solucao

a) tghbr =tgdx = br =4do + kr = x =kr
S={zxeR|z=km keZ}

s s T km
:1: — = — = — JR—
b) tg 3z tg4:>3:c 4+li<:7r:>:c 12+3
T
= Rlz=—+-—,keZ
S {xe | © 3+12, € }
2 2 k
c)tg4x:—\/§:>tg4x:tg§:>4x:§+k7r:>3;:%+£
kmw
S = Rlz=—+—-, keZ
{xe | z 4+6’ € }
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2. Resolver a equacao sec?z = 1+ tgz.
Solucao
seclr=1+tgrx = 1+tg?r=1+tgr = tg?r —tgx =0

=tgr(tgr —1)=0=tgr=0outgr =1

Sz{xéRMczkw ou SL’II{?W—FZ, keZ}

Solugoes de uma equacao dentro de um certo intervalo

Quando tivermos resolvendo uma equacao pertencente a um determi-

nado intervalo I devemos fazer o seguinte procedimento:

1°) Resolvemos normalmente a equagao, nao tomando conhecimento do

intervalo I até obtermos a solucao geral.

2°) Obtida a solugao geral, atribuimos a k € Z todos os valores inteiros

que acarretem as solucoes estarem em [.

Exercicios Resolvidos

1
1. Determinar = € [0, 27] tal que sen 4z = 3

Solucdo

1
sen4x = 5 TE [0, 27]

T T 2km
_ T 6—|— ™ X 24+ 1
sen4xr = sen 3 = ou = ou
™ 57 2kmw
do =71 — — + 2k7 _ ot v
6 T=ort Ty

Vamos calcular as solugoes que pertencem ao intervalo [0, 27]

s 5% 37w 417
k=0=2=— = — k=3=2;=—— = —
Ty Ty Ty Ry
13 17 49 53
k‘:1:>a:3:2—;, x4:2—z k = 4 vamos achar 2—Ie2—j
25 29
k=2=x5= Q—I’ Tg = 2—2 Estas solucoes nao pertencem ao

intervalo fechado de 0 a 7.

g 7w bm 137 17m 257 297 37w 4lrx
1247 247 247 247 247 247 247 24

296
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2. Achar as solugoes de tg6x = tg2x para 0 < z < 27.
Solucdo
tg 62 = tg2x, = € [0, 27]

k
:>65L’=2:L’+k7r:>4x:k7rz>x:£

3 3
k=0=2=0 k=3=2=" k=6=2="
4 2
s s
k=1=x=-— k=4=ax=m k=T=x=—
4 4
T 5%
k::2:>x:§ k::5:>xzz k=8=x=21
) T 3w bmw Imw . .
Excluindo os valores —, —, —, — para os quais nao existem as

4’ 47 47 4
tangentes de 6x e 2x, vem:

3
S = {O, W, T, g, 27?}

3. Encontre a soma das raizes da equagao cos 2z = 0 no intervalo [0, 7].

DO |

Solucdo

cos2x =0

Temos que Ccos 2r = COS2 r — sen2 xZ.

Daf cos?x —sen?x =0 = cos2x =0
Portanto, 2z = 2km + g =>xr=kr+ % (Solugao Geral).

No intervalo [0, 7] temos as solugoes:

T T
Ek=0=2=0 - =
T 7T+4 1
T 37
k=l=ax=1——=—
T=m— 1
3
Assim, a soma das raizes é %Jrzﬂ =7

Equacoes Classicas
Sugestoes para resolver a equagao: asenz +bcosz = ¢ (a,b,c € R¥)

Método 1

Fazer mudanca de variavel
au+bv=-c
u?+0vt =1

Calculando u e v, determinamos os possiveis valores de x.

senxr = u e cosx = v e resolvemos o sistema {
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Método 2

b
Fazendo — = tg#, temos:
a

c c
asenx +bcosr =c=senx + —cosx = — = senz + tgfhcosx = —
a a a

sen 0

c c
ccosT = — = senzxcosf +senfcosz = —cosb

= senx +
cos 0 a a

c
= sen(z + 0) = —cos 6, e dai calculamos = + 6.
a

Método 3
2t 1—¢? 3
m € CcosT = m, entao:
1— ¢
1+ ¢2

= (c+b)t? — 2at + ¢ — b = 0 e recaimos em uma equagao de 2° grau

x
Fazendo tg 5= t, temos senx =

2t
asenz+bcosx =c= a- T t2+b ( ) = ¢ = 2at+b—bt? = c+ct?

em t. Observe que este método falha se 7+ 2k7 for solucao da equacao, caso

e~ m ~ .
em que a substituicao tg 5= t nao tem sentido.
Exercicio Resolvido

1. Resolver a equacio 3cosz + v3senz = 3.
Solucdo
Vamos resolver esse exercicio pelos trés métodos.

Método 1

Fazendo senx = u e cosx = v, temos:

3v+V3u=3 (1)
w40t =1 (2

3—3v
\/g :\/g_\/gv(E})

Substituindo (3) em (2) vem: (V3 —v/3v)? +0? =1
3—6v+3P+v’=1=4?-60+2=0=20"-3v+1=0

3+.9-28 {
V= =0V =

De (1) vem: u =

N[—= =

V3

Portanto, u = 0 ou u = -
Existem, assim, duas possibilidades:

cosr =1, senx =0= o =2k7
ou

_ ] = = 2 = 2kr + =
COSZL‘—Z, SEN T = B r = ™ 3

S:{x€R|x:2k7r ou x:2k7r—|—g, kGZ}
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Método 2

3
3cosz++v/3senx =3 = cosx—l—gsenx =1= cosz+tg30°senz =1

sen 30°

senx = 1 = cos 30° cos x + sen 30° sen x = cos 30°
cos 30°

3 3
= cos(30° —x) = g = cos(z — 30°) = %

= COS ¥ +

=z — 30° = 360°k + 30°
x — 30° = 360°k 4+ 30° = x = 360°k + 60°
ou

x — 30° = 360°k — 30° = x = 360°k

S:{x€R|x:2k7T ou ZL‘ZZk‘ﬂ'—I—%, kGZ}

Método 3
x 2t 1t _
Fazendo tg— = t, sabemos que senxz = e cosxr = ——, entao:
2 1+ 1+1¢2
V3senz = ki BV SO
3cosx + vV3senwr =3 = 3 T2 + 3-1+t2—3

= 3(1 —1?) + 23t = 3+ 3t> = 3 — 31> + 2¢/3t = 3 + 312

3
6t2 — 23t =0 = t:00ut:§

Setg§:0:>§:k7rz>x:2k:7r

x \/§ x T T
Setg — = — — =k — =2k —
eg2 3 5 7r+6:>:c 7r+3

=
S:{xER\x:Wm ou :L’:2k7r+§, kEZ}

Sugestao para resolver as equagoes

isen fi(x) =0 ou icos filx) =0

O método de resolucao consiste em transformar a soma em produto e

estudar as possibilidades do anulamento de cada fator.

1. Resolver as equagoes em R
a) sen 7z + sen br = 0

b) cos6x + cosdx =0
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Solucao

a) sen 7z +senbr = 0 = 2senbx-cosz =0 = sen6x = 0 ou cosz = 0.

Sesen6x:0:>6x:l€7T:>x:kf7T
Secosx:0:>x:k7r+g

S:{:EERMCZI%T ou IL‘:]{Iﬂ'-f-g, k:EZ}

b) cosb6x +cosdr =0 = 2cosbz-cosx =0 = cosbxr = 0 ou cosz = 0.

Se cosBz = 0= 5z — k4 & = = 0 4 T
e coshr = r=kr 5 T = z 10
Secosx:0:>x:k7r+g
S-dper|ztm T —krt o kel
=<z T = E 10 ou x=kr 5

2. Calcular x € R tal que sen z + sen 3x + sen 5z = 0.
Solucdo

Vamos transformar sen x + sen 5z em produto

sen x + sen bx = 2 sen 3z cos 2x

Daisenxz +sen3z +senbxr = 0 = 2sen3x cos2x +sen 3z = 0

= sen3z(2cos2x+ 1) =0 =sen3z =0 ou 2cos2x + 1 =0

Sesen&’ux:O:>Z:’ux:l€7T:>x:k?7T
1 T k+1)r =
SecosQ:p——é:>2x—(2k+1)ﬂ:t6:>x—T:tﬁ
km k+1)m 7w
- R|z="" VN IT L T ke
S {xe | x g ouz 5 12’ 6}

Sugestao para resolver a equagao do tipo senz + cos’z =a (a € R)

2
sen“2x
Vamos usar a identidade sen*z + cos*z =1 — 5 ()
Vamos provar ()
sen'z + cos’z = (sen®z + cos? z)? — 2sen? x cos® x
19 sen 2\ 2 1 sen® 2z
2 2
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Temos entao:

2
2
sen4x+cos4x:a:>1—m:a:>sen22x:2—2a:2(1—a)

S6 existe solugao se 0 < 2(1 —a) <1, ouseja, = <a < 1.

DO | =

Exercicio Resolvido

1
1. Resolver a equacao sen* z + cos* z = 3

Solucdo

1
Temos que sen? 2x = 2 (1 — 5) = 1. Portanto, sen2z = 4+1. Entao

2x:2k7rig:>x:k:7rj:£

S:{x€R|x:kﬁi%, kEZ}

Sugestao para resolver a equagao do tipo sen®z +cos®z =a (a € R)
3 sen? 2z
Vamos usar a identidade sen® z + cos®z =1 — — (%)

Vamos provar (xx)

sen® z + cos® x = (sen? x + cos? r)(sen z — sen? x cos’> x + cos? x) =

2 2 2
—sentz +costz —senzcosis =1 — oo 20 sew 2 1— Ssen” 2z
2 4 4
Temos entao
3sen? 2 4—4
sen6x+cos6x:a:>1—$ = a = sen’2r = 5 a4
.. - 4 —4a 1
Note que s6 existe relacao se 0 < <1, ou seja, 1 <a<l1
Exercicio Resolvido
5)
1. Resolver a equacao sen®z + cos® z = 3
Solucao
4 4 5 4 3 1
T 2 ==-(1l—-a)==-(1—=) === =—.
emos que sen” 2 3( a) 3 ( 8) 3°8= 3
2 5 s
Portanto, sen2x = j:7. Entao 2z = kn £+ 1
k
S:{xeRngig, keZ}
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Exercicios Propostos

1.

10.

Resolva as seguintes equacoes trigonométricas:
a) secxr = 2 c) sen(m —x) =0

b) senx:—% d) tg (2x+%) -

V3
3
Calcule = € R nas equagoes trigonométricas:

a) sec T = cosx

b) cosx = V3senx

Resolva as seguintes equagoes:
a) senx +sen2zx =0

b) cos’z - tgx = senx

c) cos2z —cos’x = —1

d) cotgx + tgax = secx - cscx
e

f

Ytgte —4tg?r +3=0
) cos2x = 3senx + 2

Achar as solugoes de senx — cosz = 1 para 0 < x < 27.

. Resolva a equagao 25" = (4%n*)s% gabendo que 0° < z < 360°.

. Determine as solucoes da equacao sen*z + cos*z = 1, satisfazendo a

condicao 0 < x < 27.

Sendo 0 < x < 2, determine a soma das raizes da equacao sen?z +
sen(—x) = 0.

Resolva as seguintes equagoes em R:

a) senz + sen 3z + sen 4z + sen 6z = 0

b) sen 7x + cos 3z = cos b — senx
. 0 7
Resolva a equacgao sen (x + Z> — sen (x - Z> =2 em R.

Resolva as seguintes equagoes:

a)cosr+coslr=—, —mT<z<T

4

b) senx +sen’z +senz + - =1, 0<$<g
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Gabarito

10.

a)S:{xER\x:Wmi%, kEZ}

4
:{x€R|x:2kw+?ﬂ ou szkW—g, k:EZ}

c)S={zxeR|z=7m(1-k), keZ}

{xERMc—— ke Z}

) ={reR|z=kn keZ}
{xER\lemng, keZ}
a) S = {xER\x:lmoux:(Qk—l—l)ﬂj:g,keZ}

b) S={zr € R |z =2kn, kEZ}
) S = xER|x—k7T+ kEZ}

—

d)S:{xER\x#k—,kEZ}
e) S = { €R|x—k7rj:g kEZ}

f) S = {:UER\:L’_WW—g ou x—kw—(—l)k%, kEZ}

fo 2]
2 2

S = {60°, 180°, 300°}

. S=10, 7, 27}
i
2
2k +1
a)S:{xER|x:2lmigoux:—( ;)W,kEZ}
km m
b)Sz{xERMc——oux—— — k:EZ}
2 8
0
T om
5={-3 3}
T
b) =
)6
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Aula 25 — Funcoes Circulares Inversas

Funcao Arco-Seno

A fungao seno, isto é, f : R — R tal que f(x) = sen x nao é sobrejetora,

pois nao existe € R tal que senx = 2, ou seja f(z) = 2.

. .. LT 3m T 3 )
A fungao seno nao é injetora, pois — # — e sen — = sen —, ou seja,
i 4 4 4 4

m 37 T 37
f(z>—f<z) I T
Para acharmos a funcao inversa da funcao seno, esta deve ser bijetora.

. . - , ) T T
Consideremos entao a funcao seno restrita ao intervalo [——, —} e com

contradominio [—1, 1], ou seja, ¢ : [—g, g} — [—1, 1] tal que g(z) = sen x.
senx
Tpeee s ‘
.
s s T T
2 2
- 1

Note que :
(1) g é sobrejetora, ja que Yy, y € [—1, 1], existe x € [—g,g} tal que
senx =y
g} se T1 # Ty = Senx; # sen .
Logo de (1) e (2) g ¢ bijetora, dai g admite inversa que vamos denotar
por g~
T

g~! tem dominio [—1,1], contradominio [——,—} e associa a cada

(2) g é injetora, ja que no intervalo [—g,

e vamos denominar de arco-seno.

e[-1,1], Jy € [—g, g} tal que y = arcsen .

™

s
Portanto y = arcsenz < seny =z e 3 <y< 5

Grafico da fungao arco-seno

Temos que os graficos de duas fungoes inversas entre si sao simétricas

em relacao a reta que contém as bissetrizes do 12 e 32 quadrantes.
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Gréfico de g(z) = senx Gréfico de ¢g7'(x) = arcsenx
sen x arcsenx
Tl
| S ) 2
2 1
5 o x o 1 {L
2
_________ 71 o
""""" 2

Exercicios Resolvidos

3
1. Calcular « tal que @ = arcsen g

Solucdo

V3 V3

T o T ca< T N T
emos v = arcsen — < sen @ = — — — Q= —
2 2 2 -2 3
1
2. Calcular cos (arcsen Z)
Solucdo
F d L = 1 T <a< T
azendo arcsen — = o = senq = — ¢ —— —
4 4 2 7 T2
/ \/15
Daicosaa =+v1 —sen?a =4/1 — 1_6 e
12
3. Calcular cos | arcsen — + arcsen '
Solucao
Consid 2 0 B 2 T < T
onsi erearcsen5—a sena—5e 2_&_2
2\? V21
=cosa=(/1—|(=|] =—
(3) -5
12 12
Considere arcsen 3= = [ = senf = 3 e —g 6 < g entao
144 5
cosf=4/1— —=—
169 13

2 12
Temos que cos (arcsen R + arcsen 1—3) = cos(aw+ ff) = cosacos 3 —

v2l 5 2 12 V21 24 5v21—24

senasenﬁ:T-ﬁ—g.E:?_%_ =
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Funcao arco-cosseno

A funcao cosseno, isto é, f : R — R tal que f(x) = cosz nao é

sobrejetora, pois nao existe x € R tal que cosz = 4, ou seja, f(z) = 4.
. . Y om s 51
A fungao cosseno nao é injetora, pois 3 #* 5 e cosg =cos, ou
) s o T 5w
seia, f(3) = 1 (?) °37 3

Para acharmos a funcao inversa da fungao cosseno, esta deve ser bije-
tora.
Consideremos entao a fungao cosseno restrita ao intervalo [0, 7] e com

contradominio [—1, 1], ou seja, g : [0, 7] — [—1,1] tal que g(z) = cosz.

CoOST

Note que:
(1) g é sobrejetora, ja que Yy, y € [—1, 1], existe x € [0, 7| tal que cosz = y.
(2) g é injetora, ja que no intervalo [0, 7] se x1 # X9 = COST; # COS Ta.
Logo de (1) e (2) temos que g ¢é bijetora, dai g admite inversa que vamos

1

denotar por ¢~ e vamos denominar de arco-cosseno.

g~' tem dominio [—1,1], contradominio [0,7] e associa a cada
€ [-1,1], Jy € [0, 7] tal que y = arccos x.

Portanto y = arccosx < cosy =rxre0< y <7

Grafico da fungao arco-cosseno

Temos que os graficos de duas fungoes inversas entre si sao simétricas

em relacao a reta que contém as bissetrizes do 12 e 32 quadrantes.

Gréfico de g(z) = cosx Grafico de g~ !(x) = arccos
COS T arccosx
1 ’\ A T
9 x | \
e s _
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Exercicios Resolvidos

2
1. Calcular « tal que v = arccos g

Solucao

(\V]

2 5 s
Temos quea:arccosgﬁcosa:Te()gagﬂentaoazz

3
2. Calcular tg (arccos Z)
Solucao

3
Fazendo arccosz =q = cosa = 1 e < a<m.

/ 9 VT
D { = 1 _—— = B
al sen « + 6 + 1

7 12
3. Calcular cos (arcsen — — arccos —)

25 13
Solucdo
. 7 7 7 7
Considere arcsen — = a = sena = — e —— < a < —
25 2 2
) 12 12
Considere arccos 5= 0= cosf = - e <<

49 24 144 5

T =+H/l-— =+=— =\/1- ==

€1mos que cos o 625 —|—25 e sen 3 169 13
24 12 7 5 323

D { - = = — e _ Y = -
ai cos(a — ) = cosacos F + sen asen [3 513 + 55 T3 307
12 323
Logo cos | arcsen — — arccos — | = —
( 25 13) 325

Funcao arco-tangente

A funcao tangente, isto é, f : {ZL‘ ER |z #kr+ g} — R tal que
f(z) = tgx é sobrejetora, pois Vy € R, Jr € Re x # kr + g, k € Z tal que
tgxr = y.

A funcdo f nao é injetora, pois 0 # 7 e tg0 = tgm.

Para acharmos a funcao inversa da funcao tangente, esta deve ser bije-

tora.

CEDERJ |




Funcées Circulares Inversas
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. . - , ) T T
Consideremos entao a funcao tangente restrita ao intervalo ] 35 [ e

T
com contradominio R, isto é, g : ] 35 [ — R tal que g(z) = tg .
Note que:

(1) g é sobrejetora
T

2) g € injetora, pois no intervalo |——, =, a fungao tangente se x1, xo €
2°2

] T

—575[7 T # o = tgx # tgws.

tgx

|
N
SE]
3
W
wl§
S

Logo de (1) e (2) g é bijetora, dai g admite inversa que vamos denotar
por g~
1

_ ;o ;o ™ T .
g~ tem dominio R, contradominio 55 e associa a cada

e vamos denominar de arco-tangente.

reR, Jy E]—g,g[tal que y = arctg x.

T s
Portanto y = arctge < tgy = x e 5 <y < 5

Grafico da funcao arco-tangente

Temos que os graficos de duas fungoes inversas entre si sao simétricas

em relacao a reta que contém as bissetrizes do 12 e 3% qaudrantes.

Gréfico de g(z) = tgz Grafico de g7 '(z) = arctg x
tgx arctg x
i i n
i i |2
_g 0 g x 0 z
a - = e
a a 2

Exercicios Resolvidos

3
1. Determine « tal que @ = arctg 3

Solucdo

w

T tg 3<:>tg 7T< <7T
€INos que «x = arc —_— o= ——€ —— (@ —-.
3 3 2 2

T
Entao o = —
6
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4 1
2. Calcular tg (arcsen E arctg Z)

Solucdo

Fazendo arcsen —=—a=senw =

3
Entaocosa_m_\/: 2 o Ena
25 5 cos «

Fazendo arctg——ﬁ:>tgﬁ—_ege}_5 5[

U‘l»-lk

4 1 t
Temos que tg (arcsen E T arctg Z) = tgla — f) = £

13

4
57 2
1+5-1 16

o] |
=

1 1
3. Provar a igualdade arctg 2 + arctg 3= Z
Solucdo
. 1 1
Consideremos « = arctg 3 [ = arctg =

3

T
Entao tga = —5,5[
T m

_5’5[

tgo +tg 8 %
1—tgatgﬁ 1—

Temos que tg(a + §) =

Logooz—l—ﬁ:%

- 1 1 =
Entao, arctg 5 + arctg 3 = 1

Exercicios Propostos

1

1. Determinar y tal que y = arcsen <—§)
1 3
2. Calcular y = sen |arcsen 5 + arcsen >

3. Encontre a solucao da equacao arcsen z = 2 arcsen —

- 2
4. Resolver a equagao: arcsen x = arccos <T$

5. Determine o valor de arcsen (cos 33%)

[SHIIISIIS

tga—tgf _
1+tgatg

[GURIN
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MODULO 1 - AULA 25

12
6. Calcular cos (3 - arcsen 1—3)

1 7
. Calcul — - —
7. Calcular cos (2 arccos 25)

1
8. Calcular tg (2 - arctg g)

. . ~ . T
9. Detemine o ntimero de solugoes da equagao arcsen v/ + arccos /r = 5

10. Calcular y = tglarcsen(—0, 6)]

Gabarito
1. —

2.y =

12
9. infinitas solucoes

3
10. —-
4
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Inequacdes Trigonométricas

MODULO 1 - AULA 26

Aula 26 — Inequacoes Trigonométricas

Os casos mais comuns de inequagoes trigonométricas sao:

12) senz > m 32) cosx >m 59) tgx >m
, meR
2°) senx < m 4°) cosx < m 6°) tgz < m

Esses 6 tipos sao denominados inequagoes fundamentais.

Inequacao do tipo senxz > m, m € R

Para resolver inequacao do tipo senx > m, procedemos da seguinte
maneira: marcamos sobre o eixo dos senos o ponto P tal que OP, = m.
Tracamos por P; a reta r perpendicular ao eixo dos senos. As imagens dos
numeros reais x tais que senx > m estao na intersecao do ciclo com o semi

plano situado acima de r.

Vi P, "
T A
!

Determinamos entao os intervalos que x pode pertencer, tomando o cui-
dado de partir de A e percorrer o ciclo no sentido anti-horario até completar

uma volta, descrevendo assim os intervalos que satisfazem o problema.

Exercicios resolvidos

1
1. Resolver a inequacao senx > —5

Solucao

Temos que

7
O—I—2k7r<x<2k:7r+% /
1
N\ 2

ou , kel

11
Tﬂ+2k7r<x<27r+2k7r %

S8l  CEDERJ
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Inequacao do tipo senz <m, m € R

Para resolver inequacao do tipo senx < m , procedemos da seguinte
maneira: marcamos sobre o eixo dos senos o ponto Pj, tal que OP; = m.
Tracamos por P; a reta r perpendicular ao eixo dos senos. As imagens dos

nimeros reais x tais que sen x < m estao na intersecao do ciclo com o semi-

plano situado abaixo de 7.

Py

Determinamos assim os intervalos que = pode pertencer, a partir de A

e percorrendo o ciclo no sentido anti-horario até completar uma volta.

Exercicios resolvidos
V2

1. Resolver a inequacao senx < -

Solucdo
Temos que
O—|—2k7r<:p<2k7r—|—% s 7 .
ou keZ
» R E O =27

3
£+2k7r<x<27r—l—2k7r

2. Resolver a inequagao |senz| <

DO | =

Solugéo
| n \<1<:> 1< n <1
Z __ Z
sen x 5 5 sen x 5

|
[SIE

o
N [—=
——

N [—=
—
-
3

7 C}_

5 7 11
S = {ZL‘ € R|2k7r+§ <z< 2k:7r—|—§ ou %—I—Qk‘ﬂ' <z < 2km+27 ou

042kr < 1 < 2kn+~ ke Z}
CEDERJ 6




Inequacdes Trigonométricas

3. Determinar os valores de x € [0, 27] tal que sen 3z > 0
Solucdo
Fazendo 3z =y, temos seny > 0
=2kn<y<2knm+m kel
_Y :
Como = = 3 resulta:

2k:7r< <2k:7r+7r
[ x [ —
3 3 3

Mas x € [0, 27| entao temos que k =0 ou k=1 ou k =2
k:O¢O<x<g
ou
2w
k::1:>?<x<7r
ou
4m om

k=2= — —
= 3 <r< 3

2 4 )
S:{:EER|O<x<gou§<x<ﬂou§<x<?ﬁ}

Inequacao do tipo cosz >m, m e R

Este tipo de inequacao se resolve da seguinte maneira: marcamos sobre
o eixo dos cossenos o ponto P, tal que OFP, = m. Tracamos por P a reta r
perpendicular ao eixo dos cossenos. As imagens dos reais x tais que cosx > m

estao na intersecao do ciclo com o semi-plano situado a direita de r.

Para finalizar, descreveremos os intervalos que convém ao problema.

MODULO 1 - AULA 26
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Inequacao do tipo cosz <m, m e R

Este tipo de inequacao se resolve da seguinte maneira: marcamos sobre
o eixo dos cossenos o ponto P, tal que OP; tal que OP, = m. Tracamos
por P, a reta r perpendicular ao eixo dos cossenos. As imagens dos reais x
tais que cosx < m estao na intersecao do ciclo com o semi-plano situado a
esquerda de 7.

.Ad.‘

Para finalizar, descreveremos os intervalos que convém ao problema.

Exercicios Resolvidos

1
1. Resolver a inequacao: cosz > 5

Solucdo

Ol

I
Do
3

5
Temosque2k7r§x<2k7r+gou?ﬂ+2k7r<x<2k7r+27r, keZ

. _ V2
2. Resolver a inequagao cosx < —5

Solucdo

Temos que

3 5
2k:7r+z7r<x<2k7r—l—zﬂ, kel

CEDERJ
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3. Resolver cos2z + cosz <0

Solucdo

cos 2z 4+ cosz < 0 = cos’z — sen’z + cosx < 0 &

& 2c08%r — 1+ cosz <0< 2cos’r +cosz —1 <0

—14+3
14+ /118 {7}_—1

cosxT = 1 s 1 %
2 2
1
™ 5% -1 0 2
S = ER| << —
{x |3_x_3} w
br

DO | —

4. Determinar = € [0, 27] tal que cos4dz <
Solucdo

Considere 42 = y = cosy <

| —

Temos que:

3
5
g+%m§y§—§+2Myk€Z ///T\T\
y O
Como = = 1 resulta:

7r+/<:7r< <57T+/{77T ke7 3
—_— —_— l‘ _— —_—
12 2~ T 12 27

Mas z € [0, 27| entao s6 interessam as solugoes em que k =0 ou k =1
ouk=2ouk=3

( T 5%
= — << < —
F=0=psrs33
ou
T 117
1 T T
h=l=psrs4
ou
137 177
k=2 <l < —
g =STETg
ou
197 231
k= e g il
\ 35 1o STS

S0 CEDERJ
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. Resolver a inequacao

5. Resolver a inequacio: 2°°% < /2 se x € [0, 7] z
Solucdo
1
2COS$§2%,com02>1:>cosx§§ O
5
Dai%+2kw§x§2kw+?ﬁ,kez A
3
Como x € [0, 7 ]temosquek—Oeserag<:p<7r Noteque§>7r

S:{xER|% <7r}

2cos? -1
Cos“T + cosx > 0se z € [0, 7]

cosx — 1
Solucdo
2cos’x + cosx — 1

Considere a inequacao dada >0 se xz €0, 7].

cosr — 1
Seja cos = a.
2a? —1
Temos:i>0
a—1
—14+4/1 =13 — 1
Resolvendo vem: 2¢’° +a—-—1=0=a¢= ———M— 1 aaL {—13 21
1 T
a—1=0=a=1
1

. 1 :
Temos entao —1 < a < +§ oua > 1, ou seja, —1 < cosx < 5 ou

cosx > 1

Mas nao existe = ¢ R | cosx > 1

Vamos entao resolver a inequacao: —1 < cosx < 3

Mas x € [0, 7] entao a solugao no grafico é:

N[

Temos entao que a solugao é:

S:{x€R|%<x<ﬂ}




Inequacdes Trigonométricas

Inequacao do tipo tgx >m, m € R

Este tipo de inequacao se resolve da seguinte maneira: marcamos sobre
o eixo das tangentes o ponto T, tal que AT = m. Tragamos a reta r = OT.
As imagens das reais = tais que tgz > m estdo na intersecao do ciclo com o

angulo réy.

Y

1,

Para finalizar, descreveremos os intervalos que convém ao problema.

Inequacao do tipo tgx <m, m € R

Este tipo de inequagao se resolve da seguinte maneira: marcams sobre
o eixo das tangentes o ponto T tal que AT = m. Tragamos a reta r = OT.
As imagens das reais z , tais que tgx < m , estdo na interse¢ao do ciclo com

o angulo yOr.

Y T
/‘B M
A’ 5 A
I
T B

Para finalizar descreveremos os intervalos que convém ao problema.

Exercicios Resolvidos

1. Resolver a inequacao tgx > —

- 3
Solucao 2
Q T 2k:7r+z<x<2k:7r+z
Temos que 6 2
ou , kel
A 7 3
2k7r+—7r <x<2k:7r+—7T
6 2
%7‘ > que podem ser escritas:
2 Sz{x\kﬁ+g<x<lm+g,k62}

MODULO 1 - AULA 26
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2. Resolver a inequagao tgxr < 1
Solucao

Temos que

5
S:{:L’E]R|2k7r+0§3:<2k7r+%ou2k7r+g<x<2k7r+zﬂou

3
2/m+§<x<2/m+2w, keZ}

3. Resolver a inequagao |tgz| < V3

Solucao
\tgaz\gx/gé—\/ggtg:ch/g r
Temos entao que: ) yt . /4
2 3
j V3
A X
4r ™ -V3
3 3
Ty

2 4
{x€R|2k:7r+0§x§2k:7r—l—gou2k7r+§§x§2k37r—l—?7rou

5
2k:7r+§§x<2k7r—l—27r, k:EZ}

4. Determinar x € [0,2n] tal que 1 < tg3z < /3

Solucdo

15
Considere 3z =y = 1 < tgy < /3
Temos que: 3/mm V3

kﬂ+%§y<kw+g,comox:%,vem

krm T kr w
— —<zr<— — kcEZl
5 Tp=ts3ty

CEDERJ
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Mas z € [0,27], entao sé interessam as solugoes em que: k = 0 ou
k=1louk=2ouk=3ouk=4o0uk=>5.

T T
5 4
97 7
137 107
177 137
217 167

5. Determinar x € [0, 7] tal que tgz > —1
Solucdo

Considere a inequacao: tgx > —1, z € [0, 7]

3
NotequexG[O,W]:>{:EER|O§$<§ ou ZWSZL‘STF}

Exercicios Propostos

1. Resolver as inequagoes abaixo:

a) senx > 0

2
b) | senzx| > g

DO | —

¢c) ——— < cosz <
2

5
d > —
) | cos x| 5

3
2. Resolver a inequacao sen 3z < 5 sex € [0, 27].

3. Para que valores de z € R existe log,(2senz — 1)?
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

. Determinar z € [0, 27] tal que

Resolver a inequacao em R, senz + cosx < 1.

CoS T
< 1.
CcoSs 2%

. . , . . 4sen’r — 1
. Determinar no conjunto dos nimeros reais o dominiode y = \/ ——,
COS T

0 <z <2m.

Resolver a inequacdo em R, —/3 < tga <

<&

Resolver a inequacao tg*2r < tg2x, x € [0, 27].

Resolver a inequacao senz > cosx, z € [0, 27].

Resolver a inequacdo em R, tg?z — (V3 —1)tgz — v/3 < 0.
Resolver a inequacao sen’r < 2senz, = € [0, 27].

. - 1
Resolver a inequagao em R, —— < 2tgu.
cos?x

Resolver a inequacao | cosz| > senz, x € [0, 27].

N | —

Para que valores de x € R, senz > 5 e CosT >
Resolver a inequagao |senx| > |cosz|, = € [0, 7].

Resolver a inequacio (senz + cosz)” > 1, = € [0, 27]

1
Resolver a inequacao sen 2z - (seczx — g) <0, x €10,2n].

3
Se 0 < a <, para todo x real, 2? + z + tg o > 1 entao

T
O<a<—
a) a<y

3m
4
e) nao existe v nestas condigoes

d) a




Inequacdes Trigonométricas

Gabarito

1.

10.

11.

12.

13.

14.

a) {x e R | 2kr < x <2kmw + 7}

3 5 7
b){xeR\zkw+§<x<2m+f ou 2lm+f<x<2/m+f}

5 7 5
c){xER|2kw+%§x§2kw+% ou 2kw+€§x§2kw—l—§}

d)S=10
2 T 8T 127 147
{:L’ER\—§x§—ou—§x§—ou—§x§2ﬂou
71_9 9 9 9 9
0< <_}
T=0

)
{xER\Zkﬂ+%<x<2k7r+%}

—

x€R|2k:7r+g<x<2k7T—l—27T}

T 2w 3m o 4dr T
{x|x—00uz<x<—ou—<a:<—ou—<:1:<—ou

3 4 4 3 4
T = 27?}
5T 7T 3T 117

{xER\—<:c<—ou—<x<—ou—<a:<—}

=

2 6 6 2 6
T 2T T
{x€R|2k7r§x§2k7r+gou2k7r+? <x§2k7r+gou
5
§+2k7r<x<2k7r+7r}

{ ‘0< < < <97T 37T< <137T 7T< <57r}
T <z 80u7r:1: 8ou2 T 8o2 <3

5
{xER\%<x<Zﬁ}

{x€R|kW—%<x<kw—l—g, kGZ}

{reR|0<z <7}

0
m
{ ER\O<:€<—0U—<:L’<27T}

x€R|2k:7T+6<x<2k7T+§ k:EZ}

MODULO 1 -
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15. dz € I<:c<@}

3
17. xER|O<x<§ouﬂ<x<§}

{rex
16{xeR\0<x<2}
{

18.

CEDERJ
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