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1. Introducéo:

Esse Plano de Trabalho sobre o conteddo de Matrizes e Determinantes destina-se
atender ao curriculo minimo para o 3° bimestre do 2° ano do ensino médio.

Estudar Matrizes € muito importante na area da computacdo grafica, onde
frequentemente a necessidade de alterar tamanho, posi¢cdo ou forma de uma imagem
computadorizada, e também nos circuitos elétricos, nas linhas de transmissdo e nos modelos
estatisticos.

O contetdo de Matrizes enfatiza a aplicabilidade em transformacdes geomeétricas
(translacdo, rotacdo e transformacdo por escala). No célculo de area de poligonos situado no
plano cartesiano, quando conhecidas as coordenadas dos vértices. E na resolucdo de alguns
tipos de sistemas de equacdes lineares.

Além de ser um instrumento de solucdo de problemas do cotidiano exerce um carater
abstrato importante na formacao do raciocino I6gico do aluno.



Estratégias adotadas no Plano de Trabalho:

Primeira semana

OPERACOES COM MATRIZES

Habilidade relacionada:
H33 — Efetuar calculos envolvendo operagcdes com matrizes.

Pré-requisitos:
Definigdo de matriz, operagdes elementares com ndmeros reais.

Tempo de Duracéo:
2 horas / aulas.

Recursos Educacionais Utilizados:
Lépis, papel, caneta, régua, quadro-branco, pilot, folha de atividade.

Organizacgdo da turma:
A tarefa deve ser realizada em grupo de 2 ou 3 alunos.

Objetivos:
Desenvolver as habilidades relacionadas as opera¢fes com matrizes.

Metodologia adotada:
Analisar situacdo-problema apresentada e associar jogo da velha, tabela ao conceito de
matrizes.

Atividade 1

Dois amigos Isac e Pitagoras estavam disputando o jogo da velha. Isac escolheu 0 niUmero
zero e Pitagoras o numero um. Os dois amigos comecaram a analisar o formato do jogo.

a)Diga vocé quantas linhas (horizontais) eles acharam?

b) E quantas colunas (verticais) eles acharam?



c)Para ganhar o jogo em qual linha e coluna Isac deve fazer a proxima jogada?

d)Para ganhar o jogo em qual linha e coluna Isac deve fazer a préxima jogada?

1] 1] 1

e) Agora Pitagoras reagiu, em qual linha e coluna deve fazer a proxima jogada?

f) Pitdgoras ganhou novamente e empatou, agora escreva o jogo abaixo em forma de
matriz.

1 0 1
0l 1 1
0 0 1

Podemos identificar os elementos desta matriz pelo simbolo a;; onde i = linhae j =
coluna.

a) Na matriz acima identifique o elemento a3,
b) Na matriz acima o elemento a;»,

¢) Namatriz acima o elemento ass,



Atividade 2

O CIEP Raul Seixas vai fazer uma festa junina e cada turma vai contribuir com alguns itens.
Veja a tabela.

Turno da manha

1001 | 2001 | 3001
Prendas 50 30 20
Refrigerantes | 30 40 30
Salgados 70 60 50

Turno da tarde

1002 | 2002 | 3002
Prendas 40 25 10
Refrigerantes | 20 35 25
Salgados 50 60 50

a) Quantas linhas (horizontal) a tabela possui?

b) Quantas colunas (vertical) a tabela possui?

c) Escreva uma matriz correspondente a cada tabela.

d) Marque e indique as linhas na Matriz.

e) Marque e indique as colunas na Matriz.

f) Na tabela do turno da manha identifique o valor da 1° linha e da 1°coluna.

g) Na tabela do turno da manhé identifique o valor da 3° linha e da 2°coluna.

h) Na tabela do turno da manha identifique o elemento a3,

i) Na tabela do turno da manha identifique o elemento a;,.

J) Na tabela do turno da manha identifique o elemento ass.



I) Na tabela do turno da manha identifique o elemento ay;.

OperacOes com Matrizes

a) Quanto de prendas a 1° série da manha e da tarde contribuiu?

b) Quanto de refrigerantes a 2° série da manha e da tarde contribuiu?

¢) Quanto de salgados a 3° série da manhd e da tarde contribuiu?

d) Usando o mesmo procedimento escreva a matriz que representa o total de itens que os
dois turnos contribuiram.

e) O item que ndo foram vendidos na festa foi a diferenca dos itens do turno da manha
com o da noite, escreva essa matriz.

f) O coordenador estimava que o turno da manha so vendesse a metade de seus itens,
escreva essa matriz.

g) Quanto que o colégio conseguiu arrecadar se os precos foram:

Prenda R$ 2,00
Refrigerante R$ 3,50
Salgado R$ 3,00

Escreva a matriz que representa a arrecadacéo.



MATRIZ INVERSA E CRIPTOGRAFIA

» Habilidade relacionada:
H33 — Efetuar célculos envolvendo opera¢Ges com matrizes.

* Pré-requisitos:
Conhecer opera¢Ges com matrizes.

= Tempo de Duracéo:
2 horas / aulas.

» Recursos Educacionais Utilizados:
Lapis, papel, caneta, régua, quadro-branco, pilot, folha de atividade.

» QOrganizagdo da turma:
A tarefa deve ser realizada em grupo de 2 ou 3 alunos.

= Objetivos:
Utilizar operacdes e propriedades das matrizes associando a codificacdo e
decodificagdo de mensagens.

= Metodologia adotada:
Apresentar propriedade da matriz inversa e exemplificar com a criptografia.

Atividade 3

Consideremos A e B uma matriz quadrada de ordem n. Sendo | a matriz identidade
de mesma ordem. Vamos verificar algumas propriedades efetuando as operacgdes:

{—1 2} {—3 2} {1 0}
A= B= | =

-1 3 -1 1 01
a) Al

b) B.I

c) LA

d 1B

e) O que vocé notou com essas operagdes?

a b
f) Dada uma matriz qualquer A = L d} . Calcule Al e IA. Qual a sua conclusao?



Entéo qualquer matriz A myn:
Al=1A=A

Uma matriz quadrada A, de ordem n, é invertivel se existe a matriz B tal que:
AB=BA=1

Se A é invertivel, a matriz B (que é Unica) tal que A.B = B.A = | é denominada inversa de A e
é indicada por A .

Vamos tentar encontrar a matriz A .

a)Calcule os valores a, b, ¢, d resolvendo o sistema. Sendo A. A *=1.
3 2 1 a b 10
A= A= =
75 c d 01

b) Verifiguese A AT=AT A =1,

c)Usando o mesmo procedimento ache a matriz inversa.

d)Verifique se existe a matriz inversa.
00
C=
00

Concluséo:

Matrizes com determinante igual zero nao € invertivel.
Nenhuma matriz nula € invertivel.
Toda matriz Identidade é invertivel e igual a sua inversa.



Atividade 4

Criptografia
E uma ciéncia muito rica e interessante que desenvolveu ao longo da histéria culminado
na maquina enigma usado pelos nazistas durante a 2° guerra mundial e aos modernos
computadores.

Primeiramente associam as letras do alfabeto aos nimeros, segundo a correspondéncia:

A B C D E F G H | J K L M N @)
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 (11 (12 |13 |14 |15
P Q R S T U Vv W | X Y Z . ! #
16 |17 |18 |19 |20 (21 |22 |23 |24 |25 (26 |27 |28 |29 |30
Isac e Pitagoras resolveram brincar de espido, combinaram enviar uma mensagem
31
codificada entre si utilizando A = {2 J, como matriz chave.
a) Imagine que vocé fosse Isac o que ele teria codificado essa mensagem seguindo a
tabela acima:
EIU|[#  AID/IM|I |[R|{O|#|S|U|A|S|# |l |ID|E|I |[A]|S
b) Organize a mensagem codificada na matriz M a11.
M= [ ]
c¢) Encontre a matriz A * inversa de A.
d) Obtenha a matriz codificada que Pedro devera enviar Maria, ou seja, a matriz C= A.M.
e) Maria conseguiria decodificar a mensagem usando A ™.C, tente vocé fazer.
: : : 3 .
f) Pedro e Maria enviou outra mensagem usando a matriz chave A = {2 6} , 0 que vocé
acha que aconteceu?
Atividade 5

a) Separar a turma em grupos de 2 ou 3 alunos e cada grupo vai escrever sua mensagem
criptografada e escolher um grupo adversario para desafiar.

b) A equipe deverd encontrar a matriz inversa associada a matriz chave e decifrar a
mensagem.



Segunda semana

TRANSFORMACOES GEOMETRICAS NO PLANO

» Habilidade relacionada:
H33 — Efetuar calculos envolvendo operagcdes com matrizes.

* Pré-requisitos:

Conhecer Plano Cartesiano e Funcgdes.
= Tempo de Duracéo:

2 horas / aulas.

» Recursos Educacionais Utilizados:
Lapis, papel, caneta, papel quadriculado, quadro-branco, pilot, régua, folha de
atividade.

= Organizagdo da turma:
A tarefa deve ser realizada em grupos de 2 ou 3 alunos.

= Objetivos:
Apresentar as Transformacgdes geométricas no Plano Cartesiano.

= Metodologia adotada:
Desenhar no papel quadriculado o plano cartesiano e colocar figuras para sofrer
transformacfes geométricas e depois aplicaremos o conceito de matriz para realizar
essas transformacoes.

Atividade 6

Com o progresso da informética, a teoria das matrizes tornou-se ferramenta basica na
area da computacdo grafica, na qual é frequente a necessidade de alterar tamanho,
posicdo ou forma de uma imagem computadorizada. As alteracbes em uma imagem
processada por computador sdo realizadas por meio de fungdes matematicas chamadas
de transformacdes geometricas.



Translacao

a) No papel quadriculado desenhe o plano cartesiano e marque o ponto P(2, 3) e
translade 1 unidade para a direita e 2 unidades para cima. Qual o valor de a e b na

operacao.
y y
5 5
_______________________ “
4 4 !
--------- 1 Pl !
3 I 3 : :
I X !
| : !
2 | 2 : i
| , !
1 : 1 i '
i i !
1 2 3 1 5 X 1 2 3 4 5 X

2 a 5
+ =

HENEA

b)Observe 0 mesmo ponto (2, 3)sendo transladado 1 unidade para a esquerda e 2
unidades para baixo. Qual o valor de a e b na operagao.

X
¢) Indicando cada ponto por (X,y) pela matriz[y} como podemos representar essa

translacdo em adicdo de matrizes?

d) No papel quadriculado desenhe o plano cartesiano e marque o ponto P(-1, -2) e
translade 1 unidade para a direita e 2 unidades para cima. Escreva vocé a matriz
correspondente.

e) No papel quadriculado desenhe o plano cartesiano e marque o ponto P(-1, -2) e
translade 1 unidade para a esquerda e 2 unidades para baixo. Escreva vocé a matriz
correspondente.
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Atividade 7
Escala

a) Observe o quadrado o que acontece se aplicarmos a transformacao escalar a todos 0s
pontos?

—_—————————

b)Observando a transformagdo do quadrado em retadngulo, Qual o valor de a e b na
operacao.

y ¥

b 5

4 4

ha_“D e E
L 2 | |
! 1 l l
! l l

1 ! 1 | i
! 1 1 1
H ! I | "
1 2 3 4 5 x 1 2 3 34 5 X

ke
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c)Observando a transformagéo abaixo, Qual o valor de a, b, ¢ e d na operagéo.

R e

b e —

T T

1 dy

1 |

1 |

M %)
e e o
e i e

—_—————————

a 0 |x|_|cx
0 bl |y| |dy
d) Indicando cada ponto por (X, y) pela matriz[ﬂ como podemos representar essa

transformacédo em escala pela multiplicacdo de matrizes?

Exemplo de Translagéo e Escala

T BT
10,10

v

Escala 1.2

v
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Terceira semana

TRANSFORMACOES GEOMETRICAS NO PLANO (ROTACOES)

Habilidade relacionada:
H33 — Efetuar calculos envolvendo operacdes com matrizes.

Pré-requisitos:

Conhecer Plano Cartesiano e FuncGes.
Tempo de Duragao:

2 horas / aulas.

Recursos Educacionais Utilizados:
Lapis, papel, caneta, papel quadriculado, quadro-branco, pilot, régua, folha de
atividade.

Organizacgdo da turma:
A tarefa deve ser realizada em grupos de 2 ou 3 alunos.

Objetivos:
Apresentar as Transformagdes geométricas no Plano Cartesiano.

Metodologia adotada:

Desenhar no papel quadriculado o plano cartesiano e colocar figuras para sofrer
transformacbes geométricas e depois aplicaremos o conceito de matriz para realizar
essas transformacoes.

Atividade 8

Rotacéo

No papel quadriculado desenhe o plano cartesiano Para rotacionar um ponto P (X,y)
de um angulo «, no sentido anti-horario, em torno da origem 0,efetuamos a seguinte
multiplicagdo:

cosa —sena| |[x
sena  cosa | |y

Exemplo
200 200 200
150 150
X +
100 — 100 ——
[ sen(30) cos(30) 50
50@ —cos(30) sen(30) 100
-50 0 50 100 150 50 0 50 100 150 50 150



a) Observe o ponto P, sabendo que sofreu uma rotacdo de 90° em torno da origem,
no sentido anti-horario, como escrever essa matriz?

b) Se agora o ponto sofresse uma a rotacdo de 30° em torno da origem, no sentido
anti-horario, como escrever essa matriz?

c) Se agora o ponto sofresse uma a rotacdo de 0° em torno da origem, no sentido
anti-horario, como escrever essa matriz?

d) Se agora o ponto sofresse uma a rotacao de 60° em torno da origem, no sentido
anti-horario, como escrever essa matriz?

14



MATRIZES E DETERMINANTES

» Habilidade relacionada:
H32 - Calcular o determinante de matrizes quadradas de ordem 2 ou 3.
H33 — Efetuar célculos envolvendo opera¢es com matrizes.

* Pré-requisitos:

Conhecer Plano Cartesiano, area do triangulo e determinante.
= Tempo de Duracéo:

2 horas / aulas.

» Recursos Educacionais Utilizados:
Lapis, papel, caneta, papel quadriculado, quadro-branco, pilot, régua, folha de
atividade.

»= QOrganizac¢do da turma:
A tarefa deve ser realizada em grupos de 2 ou 3 alunos.

=  Objetivos:
Calcular por determinante a area do triangulo situado no plano cartesiano.

» Metodologia adotada:
Resolver um problema de fisica usando determinante. E Desenhar no papel
quadriculado o plano cartesiano e o triangulo. Conhecidas as coordenadas dos seus
veértices e calcular a area por determinante.

Atividade 9

Quando a forca F age na mesma direcdo do deslocamento de um corpo, dizemos que
essa forca realiza um trabalho T sobre esse corpo. O valor desse trabalho pode ser

obtido se multiplicado o médulo da forga|F| pelo valor do deslocamento d sofrido

pelo corpo. No gréfico, o trabalho € numericamente igual a area do triangulo formado,
que representa a variagdo da forga em funcao do deslocamento.

A forca que age em determinado corpo, produzindo um deslocamento, esta
representada no gréafico a seguir:

15



e = = = i = —

0 15 ~ d[m]

a)Calcule o trabalho em joule realizado pela forca F durante o deslocamento de 0 a
10 metros usando a area do tridngulo.

b)Calcule o trabalho em joule realizado pela for¢a F durante o deslocamento de 0 a
15 metros usando a area do triangulo.

c)Calcule o trabalho em joule realizado pela forca F durante o deslocamento de O a
10 metros usando determinante.

d)Calcule o trabalho em joule realizado pela for¢ca F durante o deslocamento de O a
15 metros usando determinante.

e)O que vocé observou?

16



Atividade 10

a)Desenhe o plano cartesiano no papel quadriculado e o tridngulo da imagem abaixo e calcule
a sua area.

ek T

b)Agora monte uma matriz Msx3 em que a primeira coluna seja composta pelas coordenadas x
dos pontos A, B e C, a segunda coluna seja composta pelas coordenadas y dos pontos A, B e
C, e aterceira coluna seja composta apenas por numeros 1. Como segue,

xa ya 1
xbo yb 1
xc yc 1

c)Feito isso calcule o determinante da matriz M.

d) Vocé consegue perceber alguma relacdo entre o determinante encontrado e a area do
triangulo? Que relacdo é essa?

Conclusao
xa ya 1
i . 1 B |det(M)|
Area do triangulo = 5 xo yb 1|=—°—=
xc yc 1

e) Calcule a area do tridngulo por matrizes.

17



f) Calcule a area de cada um dos triangulos a seguir e diga qual é o tridngulo que possui a
maior area.

______________

_________

2. Avaliacdo:

18



a. Participacdo das atividades em sala de aula, resolugédo de exercicios do livro texto (lezzi,
Gelson. Matematica: ciéncia e aplicaces, 2: ensino médio. Sdo Paulo: Saraiva, 2010.).
Realizar em grupo de dois ou trés alunos para que as resolucdes sejam trocadas e
discutidas entre si promovendo um melhor entendimento.

b. Teste e prova.
Avaliar a evolucéo e crescimento do aluno, seus erros, suas dificuldades. Se necessario
retomar e recuperar conceitos e promover maiores discussdes em sala sobre o contetdo.

Modelo de Prova:

1) Uma industria de televisores possui duas filiais, A e B. Cada uma delas produz o modelo e
0 modelo 2. As tabelas abaixo apresentam as produgdes das filiais nos 3 primeiros dias do
més de fevereiro:

Filial A
Dial | Dia2 | Dia3 Dial | Dia2 | Dia3
Modelo 1 49 60 70 Modelo 1 49 60 70
Modelo 2 90 48 73 Modelo 2 90 48 73
Preco em reais
Modelo 1 1.200
Modelo 2 3.500

a) Qual foi a producdo total diaria das duas filiais represente em matriz.
b) Qual foi o valor total obtido com a venda do modelo 1.
¢) Qual foi o valor total obtido com a venda do modelo 2.

Descritor:

H33 — Efetuar calculos envolvendo operacdes com matrizes.

2)Determine a matiz inversa:

{3 2}
a)A=
7 5

19



Descritor:
H33 — Efetuar calculos envolvendo operagcdes com matrizes.

1 2 2 0 N
3)Se M = e N= , entdo calcule MN — NM .
01 11

Descritor:
H33 — Efetuar célculos envolvendo opera¢es com matrizes.

4)Calcule o determinante:

-8 2
a)A =

-5 3

2 5 -1
bB=13 4 -7

6 1 9

Descritor:

H32 - Calcular o determinante de matrizes quadradas de ordem 2 ou 3.
H33 — Efetuar calculos envolvendo operacdes com matrizes.

20



5) Calcule a area do triangulo abaixo a por meio de matrizes.

el A

Descritor:
H32 - Calcular o determinante de matrizes quadradas de ordem 2 ou 3.
H33 — Efetuar calculos envolvendo operacdes com matrizes.

21
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