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Toépicos de tratamento de dados

experimentais

Objetivos

As paginas que seguem, além de contribuirem para refrescar sua memoria,

fornecem as informacoes necessarias e, esperamos, suficientes para tratar de
maneira correta e rigorosa os dados fornecidos, direta ou indiretamente, pelas
experiéncias que voce realizarda durante sua vida de experimentador. O
livro do José Henrique Vuolo, “Fundamentos da Teoria de Erros”, inspirou
fortemente este texto complementar. Os exercicios do livro sao importantes
para melhor compreensao do conteiido: nao deixe de tentar resolve-los. Se
conseguir, 6timo. Se nao, pode pedir socorro: faremos todo o possivel para

ajudé-lo!

Introducao

Uma experiéncia s6 estd concluida apds a apresentacao correta e a
andlise (ou tratamento) dos dados. Nenhuma conclusdo pode ser tirada,
nenhum modelo pode ter suas predicoes verificadas sem uma discussao rigo-

rosa dos niimeros que a experiéncia forneceu.

A palavra Tépicos significa que este texto é somente um resumo de
uma literatura extensa sobre a matéria e nao um tratado exaustivo e auto-
suficiente. Recomendamos, em particular, que o livro de José Henrique Vuolo,
“Fundamentos da Teoria de Erros” [Vuolo(96)], esteja sempre ao seu alcance,
tornando-se (e por que nao?) seu “livro de cabeceira”. Espera-se que vocé
esteja familiarizado com os principios basicos e o vocabulédrio dessa area de
conhecimento. Aconselhamos, fortemente, que vocé estude os capitulos 1 a
7 e o capitulo 9 deste livro, pois grande parte do conteido desses capitulos

deve ser abordada, ou pelo menos mencionada, nos cursos de fisica.
Se vocé nao conseguir acompanhar o que serd visto agora, tem de dar
um tempo e “comecar pelo comeco”, isto €, entender os conceitos e principios

bésicos de estatistica e probabilidade.

APOSTILA
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Vamos agora comentar uma experiéncia virtual para entender porque

um resultado experimental nao pode ser, simplesmente, por exemplo:

a = 3,936

Exercicio 1

Neste resultado, informagoes estao faltando! Vocé poderia dizer quais?

Experiéncia virtual “luso-britanica™

Um portugués, Joaquim, e um inglés, Charles, recebem duas amostras
idénticas de uma cachaga com a tarefa delicada de determinar sua tempe-
ratura de ebulicao. No exato momento do aparecimento das primeiras bo-
lhas, nossos dois experimentadores anotam a tempetatura fornecida por seu
termometro. Satisfeitos, eles confrontam seus resultados, mas comecam a
brigar porque cada um acha que o outro errou! O que aconteceu? Amostras
idénticas, condi¢oes ambientais e procedimento experimental idénticos e . ..

resultados diferentes! Quem esta certo?

Al aparece o Zé-do-morro, brasileiro “malandro de praia ha 40 anos”.
Joaquim e Charles mostram seus respectivos resultados, joaquim = 87.5 ¢
tenaries = 190, ao Zé-do-morro que, olhando para os dois “brigoes”, comeca
a rir e convida todo mundo para beber essa cachaga (a original, e nao as
amostras fervidas!) pois, segundo ele, os dois parecem ter razao. Mas para
poder afirmar que os dois estao certos, o nosso amigo esperto faz somente

duas perguntas:

- Qual a unidade de temperatura utilizada?

- Qual a incerteza sobre sua medida?

Exercicio 2

Vocé pode responder estas perguntas?
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Ao ouvir as respostas, o malandro faz algumas contas, as que vocé devera
estar capaz de fazer ao final da leitura deste texto, e declara que tudo esta

em paz, pois, segundo ele, os resultados sao perfeitamente compativeis:
tjoaguim = (87.5 £0.5)°C

e = (87.78 +0.28)°C

charles

Para resolver o problema da discrepancia aparente, faltava indicar a
unidade e a incerteza (ou barra de erro) nos resultados! Enquanto Joaquim
utilizou um termometro graduado em graus centigrados (°C), o Charles,

naturalmente, forneceu a temperatura em graus farenheit (°F).

Sabendo disso, Zé-do-morro transformou os 190°F em 87.78°C, usando

a relagao conhecida (vocé conhece?)
5
°C'=("F —32)=
9
Em seguida, ele propagou a incerteza experimental de leitura

O¢ = 0.5°F

charles

do termometro do Charles, convertendo-a na incerteza

5

O-t/charles = §O—tcharles

= 0.28°C

expressa em graus centigrados. Era so isso !!!

Paciéncia, daqui a pouco vocé sabera propagar incertezas e entendera
também porque Zé-do-morro chegou a conclusao de que os resultados dessa
brincadeira experimental eram perfeitamente compativeis. O importante,
no momento, é vocé estar definitivamente convencido de que qualquer re-

sultado s6 tem sentido se acompanhado de suas incerteza e unidade.

Lembretes Fundamentais

No intuito de poupar muitas idas e voltas entre este texto e a referéncia
bibliografica sugerida, vamos lembrar conceitos e definicbes de maior im-
portancia, para poder, em seguida, aprender como propagar incertezas, ajus-

tar curvas téoricas a dados experimentais e testar hipoteses. Consideraremos

APOSTILA
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somente processos aleatorios discretos cujos resultados possiveis sao os va-
lores z; de uma variavel aleatoria discreta x. Evidentemente, os resultados

aplicam-se também a varidveis continuas, transformando as somas discretas

>~ em integrais |.

Observacao: somente incertezas estatisticas serao consideradas neste
texto, e vocé devera consultar as referéncias bibliograficas para lidar com

outros tipos de incertezas, como por exemplo as incertezas sistematicas.

e Valor Médio para Medidas Idénticas

Medidas idénticas de uma grandeza sao as realizadas n vezes, onde n
¢ um numero finito, pelo mesmo experimentador, com os mesmos

instrumentos e nas mesmas condicoes experimentais.

O valor médio T do conjunto de valores discretos z;(i = 1,n) da

varidvel z é definido como:
P-ly )
r = — ZT;
N

O valor médio verdadeiro ji,, obviamente impossivel de conhecer exa-
tamente, é dado por:

Uy =T, = lim T (2)

n—oo

Quando existe um erro sistematico nas medidas, em geral devido
ao uso de instrumentos descalibrados, o valor médio verdadeiro .,
nao é igual ao valor verdadeiro X de x. Define-se, entao, o erro
sistematico ¢, como

O = |pte — X| (3)

o que nao deixa de ser engragado pois nem p,, nem X sao conhecidos
de maneira exata, isto é, com precisao infinita. O maximo que podemos

fazer é obter a melhor estimativa possivel para esses valores.

Assume-se que a melhor estimativa possivel para
1z, quando se realizam n medidas idénticas, é .
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e Variancia para Medidas Idénticas

A variancia o2 do conjunto de n medidas idénticas é definida por:

7 =230 ) (1)

expressao que mostra que essa variancia é a média dos quadrados dos
desvios d; = z; — p, das medidas, em torno de seu valor médio ver-
dadeiro pt,.

O desvio padrao o = +V0? caracteriza a dispersao das medidas em
relacao a p,. Mostra-se que o desvio padrao no valor médio é dado

por:

Om = — = (5)

A melhor estimativa da variancia o2, de fato desconhecida, (a propésito,

vocé pode explicar porque?) é:

Exercicio 3

Demonstre a Equacao (6).

A variancia do processo de medida, ou variancia verdadeira, é o

limite, quando o niimero de medidas tende ao oo, da variancia do conjunto:

o2 = lim o? (7)

n—oo

APOSTILA
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ver o § 7.4 do Vuolo (96)
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e Covariancia para Medidas Idénticas

Considere um conjunto de n medidas de varias variaveis x,v, z,. .. Define-
se a covariancia desse conjunto para um par qualquer de variaveis,
xr e y por exemplo, como:
n
1
Oy = = Y (i = 1) (Yi — 1) (8)

n <
=1

A covariancia do processo de medida, ou covariancia verda-
deira, é o limite da covariancia do conjunto quando o nimero n de

medidas tende ao oo:

{Uzy}v = nh_{go Ozy (9)

Observacao: enquanto a variancia é sempre positiva, a covariancia pode

ser tanto positiva como negativa ou nula.

A melhor estimativa experimental da covariancia do conjunto é:

n

> (= T)(yi —7) (10)

=1

1
n—1

Opy

e Correlagao e Independéncia Estatisticas

Se duas variaveis aleatérias x e y , com distribui¢oes simétricas em
torno de seus valores médios verdadeiros p, e p,, forem estatisti-
camente independentes, isto é se nao existir correlagao entre os

desvios

dl’i =T — He € dyi =Yi — My (11)

entao os produtos d,,d, estao distribuidos aleatoriamente e si-
metricamente em torno de 0. Portanto, nesse caso, a covariancia de
conjunto oy, deve ser pequena e tender a 0 conforme o nimero n de

medidas aumenta e, pela definicao da covariancia de processo, tem-se:

{Uccy}v =0 (12)

Mas, CUIDADO, a covariancia o,, pode ser nula,
mesmo quando ha correlagao entre os desvios!!!

CEDERJ
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Exercicio 4

Mostre que numa correlacao total do tipo
dy, = dii + k (13)

onde k ¢ uma constante qualquer, a covariancia verdadeira {o,,}, € ri-
gorosamente nula. Vocé devera usar um resultado que serd demonstrado
mais adiante (Equagao 20): o valor médio verdadeiro p, de uma fungao
a(x,y, z,...) de vérias varidveis aleatorias é igual a fungao oy, by, fz, - - -)

dos valores médios verdadeiros das variaveis.

e Coeficiente de Correlacao

Define-se o coeficiente de correlacao entre duas variaveis aleatérias

r e y da seguinte maneira:

0y
Pzy = . (14)
040y

Vamos entender o significado mais profundo dessa simples defini¢ao
algébrica.

Considere por exemplo a Figura 1 a seguir, na qual uma distribuicao

de desvios d,, e d, ¢ representada no plano d, — d,,.

Apesar da dispersao observada nessa figura, vocé pode notar uma
tendéncia dos pontos experimentais a se distribuirem em torno de
uma certa direcao. Seja A; a distancia vertical de um ponto qualquer

a reta arbitraria R representada pela equagao d, =a d, :
Vamos tentar descobrir qual o coeficiente angular a,, que define de

maneira mais correta a direcao ,,; que os pontos experimentais

parecem indicar.

A soma dos quadrados das distancias A; é

S = zn: A2 (16)
=1

APOSTILA
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Y,
o
L L B L L L L L

Figura 1: Exemplo de variaveis aleatorias estatisticamente correlacionadas.

Daqui a algumas paginas vocé vai entender o que afirmamos a seguir,
ou seja:

o coeficiente angular a,,; ¢é aquele que minimiza a soma S,

ds
isto é, aquele que anula a derivada pk
a

Exercicio 5

s
Calcule a derivada 10 e utilize as defini¢oes da covarianca e da variancia
a
de conjunto para mostrar que:

_ Ty (17)

n
i=1
n 2
d? 7
T4
i=1

Qopt =

Agora é facil mostrar, usando as defini¢coes das variancias, covariancias

e coeficiente de correlagao, que
2 2
S = ngy(l - pmy) (18)

A soma S, sendo positiva ou nula, resulta em |p,,| < 1.
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Se o nimero n de medidas em qualquer experiéncia for finito, a co-
variancia de conjunto o, e, portanto, o coeficiente de correlacao p,, nao
sao nulos, mesmo se as variaveis x e y forem estatisticamente indepen-
dentes. Voceé teria de ter muita sorte para obter um coeficiente de correlacao
nulo com meia dizia de medidas! Entretanto, quando n — oo, p,, — o

para um par xy de variaveis independentes.

Mas cuidado, a reciproca nao é necessariamente verdadeira!

As duas figuras a seguir sao exemplos de coeficientes de correlacao
|pzy| < 1, tanto para desvios estatisticamente independentes, ou nao corre-
latos, Figura 2, como dependentes, ou correlatos, Figura 3.

1j . o ® . . ° i
» K ..o. .': . . o° .‘. ]
L R . . s ° .... |
08 j. ¢ ®ed ot o oo . i
e Dot
. °
[ o® ... e ° ¢ ° o * 1
. . * oo
0.6 ® . o, o . -
- [ o s . . 1
~° r . ° o o . 1
04l ¢ o e * ]
4 . 8
L %o . .. ° ® ° .o 1
° .0 °® .o

[ P ° ° .} [ o 7
[® s oo L3 .o' L i
0.27.0 . .o R ... e s 8
.- > o @ i
L o' .. " e® e |
r .. ® . . ®

® . e gl

0O 0.2 0.4 0.6 0.8 1

d

Figura 2: Exemplo de variaveis estatisticamente independentes, com coefici-

ente de correlacao p,, = —0,0293.

Contudo, se a correlagao estatistica for total (ou méxima), p,, = %1,
S =0 e os pontos experimentais no plano d, —d, estao todos situados na

reta R,y da Figura 1.

Neste ponto temos (quase!) todos ingredientes para atacar o problema
da propagacao de incertezas, desde que o conceito de derivada parcial esteja

claro na sua cabecal

APOSTILA
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5 | - —
L L 4
e e, ]
L e ° 4

T - ]
L L] .. _ [ ] [ ] ]
ST py==00775| & 1
[ oe e 0% ]

SRR T

[ ] (1]
=T LY ° ) 1
= L o ° |
L 0.: ° .?. o '.’:.: |

2 - * S % °, 7
r o 8% ‘ .o ]
L * e, R . J
: e . Vo :

1 - .::%. ° ~.~: _
L gl ) .o ]
L : ° il
L o " i

0 i ! ! “Q" ! ! 1

-4 ; 0 2 4
dx

Figura 3: Exemplo de varidveis estatisticamente dependentes.

Propagacao de Incertezas

Quando grandezas fisicas sao medidas diretamente com instrumen-
tos, as incertezas experimentais sao estimadas. A partir desses resultados,
formulas matematicas permitem medir indiretamente outras grandezas cu-
jas incertezas sao obtidas propagando as incertezas experimentais. Por
exemplo, medindo o comprimento [+ o; e o periodo T+ o7 de um péndulo

simples com uma trena e um cronometro, respectivamente, podemos deter-

l

minar o valor da aceleracao da gravidade g, pois sabemos que g = 47T2ﬁ
(isto é demonstrado no curso de Fisica 2B). O novo desafio consiste em de-
terminar a incerteza o, sobre o valor da medida indireta de g . Como? E

isso que vamos descobrir agora!

e Propagacao das Médias e das Variancias

Considere um conjunto de grandezas experimentais representadas pe-

las varidveis aleatérias x,y, z,..., médias verdadeiras fi , by , s - ..,
oA . 2 2 2 oA .
variancias o ,0, ,0;,... € COVATiancias ouy , 0z , Oys, - - -

Seja, agora, uma nova grandeza « = a(x,y,z,...) funcdo das primei-

ras. O desafio consiste em determinar seu valor médio & e estimar
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2

seu valor médio verdadeiro pu, e sua variancia o

, ou, em outras

palavras, propagar as incertezas experimentais.

Ao medir n vezes o conjunto x,vy, z, ..., obtém-se os resultados
[ Ti, Yis Ziy - -5 04(X4, Y3y 24, . . )] para =1, ...,n

Podemos expandir os «; em séries de poténcias dos desvios:

o = a(ﬂx> Hys Mz - - )

PR ) b o] )
— Ti — Uy — ;i — C.
0 lo=pia s 0y ly=py i~y
1 9%« 5 1 9%« 5
+ 5 @ m:,ux(xi — ,ux) -+ 5 8—y2 y:uy(yz- — ,uy) 4+ ...

(19)
E razoavel desprezar os termos de ordem > 2 se condigoes do tipo

0«

92 (r; — pe)?> =0  para (i — phz) == 04

T=Hzx

sao satisfeitas.

Nesse caso, as derivadas primeiras sao praticamente constantes para
desvios da ordem de +o,, £0,, *0.,..., em torno de iz, [y, [z - -,
respectivamente, isto é, a funcao « varia lentamente em torno do

ponto definido pelas coordenadas (i, (i, [tz ...

Voce pode se perguntar: o que acontece com as expansoes dos «; para
desvios maiores que os considerados até agora? A resposta é simples e
direta: nao tem o menor interesse, pois a ocorréncia de tais desvios é

ver os § 4.3 e § 8.3 do
muito pouco provavel! Vuolo(96).

Portanto, podemos escrever

1 O« 1
EZi:l Q; = O‘(ﬂm:ﬂyaum )+ o e n 2 (75 — piz)
n oo 1 — ( )+
ay T=py TN Hy

Quando n — oo, é facil mostrar que

CEDERJ




CEDERJ

Topicos de tratamento de dados experimentais

lim Zal >~ o flg, flys ooy - - )

n—oo N
pois os demais termos se anulam em conseqiiéncia direta da definicao
do valor médio verdadeiro de uma variavel.

O valor médio verdadeiro u, de « é, também por definicao,

lheo = lim 5 o
n—soo M

Assim, obtemos

o 22 a(fa s My, Hes -2 (20)

Da mesma forma, expandindo os «; em séries de poténcias dos desvios,
agora em torno dos valores médios de conjunto = ,7 ,% , ..., chegamos

a conclusao que
a ~ ax,y,z,...) (21)

Exercicio 6

Demonstre o resultado anterior e discuta-o com seu tutor.

Observacao: se os valores médios verdadeiros forem desconhecidos, o

valor médio de conjunto @ sera a aproximacao mais provavel do valor médio

de processo (ou verdadeiro) .

Temos agora de propagar as variancias, sabendo que, por defini¢ao:
1
02 = =3 (o — ua)? (22)
i=1

Usando as expansbes dos «; somente até a primeira ordem (ver

Equacao 19) e a expressao de p, (ver a Equagao 20), podemos escrever

(i

Jda |2
_ 2 it 2 + - 2
o) RS R ol e
(904 O
+ ax o ay _— (‘CEZ - :uﬂi)<yl - ,Uy) +
oo Oa
+ 2a—yw = e (i — py) (21 — p12) +
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Somando os dois membros da equacao anterior sobre ¢ = 1, . .. ,n
e dividindo-os por n, obtemos, lembrando as defini¢bes das variancias e co-

variancias de conjunto:

ol = 8_042 o2 8_042 o2 8_042 ol + ...
« ox T=[g v 83/ Y=/ly Y 0z 2=z z
(23)
28_a a—a Ogy + 28_@ @_04 Ogz +
ox T=[lg 8y Y=Ly i ox T=[lg 0z 2=/ xz

Podemos utilizar essa férmula geral (23) para encontrar as variancias de

quatro funcoes que vocé ja encontrou e cansard de encontrar. Os resultados

estao na Tabela 1 a seguir.

Funcao Variancia de conjunto
a=xzty Ui:0§+0§i20$y
2 2 2
a=az™y" {&} = m? {&} n? {—y} +2mnl®
a x Yy Ty
a =m sen(nx) o = {mn cos(nz)}*c?
l 2 (0,2
a=mlog,x =m n() 03:{ n } {U—}
In(a) In(a) x

Tabela 1: Exemplos de propagagao de variancias.

Exercicio 7

Deduza os resultados da Tabela 1.

Considerando o limite dessa Equacao (23) quando n — oo, obtemos

a variancia verdadeira de «:

APOSTILA
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Do |2 Oar|2 O |2
2 - 9, 2 . 2 — 2 DY
{O-a}v B a‘r x:/‘z{ax}v + ‘ (93/ y:)u‘y{o-y}v + 5’2 2=l {UZ}U +
aO{ aa 804 80[
2 v B p R ..
81’ T=pa ay y:iu‘y{o-xy}v + a(L' T=g aZ 22“2{0$Z}U +

(24)

Obviamente, as formulas da Tabela 1 se aplicam ao caso de variancias

verdadeiras.

e Propagacao das Covariancias

Seja agora uma outra fungdo [ = ((z,y,z,...) das mesmas varidveis
x, Yy, %, .... Obviamente, existe uma correlagao funcional entre as

variaveis o e (3 e, portanto, uma covariancia o, propagada a partir

P, 2 2 2
das varancias oy ,0, ,07 ,..

Por definicao, sabemos que

. e das covariancias 0y ,04: , 0y ,. ...

n

Ton = 3 (e = ) 5, 1) (25)

i=1
onde p, e pp sao os valores médios verdadeiros de o e 3, respecti-
vamente, o; = a(x;, Vi, Zi, --.) € B = B(zi, yi, 2iy -..). Outrossim,
lembrando a propagacgao das médias (Equacao 20), os valores médios

verdadeiros de « e [ sao funcoes dos valores médios verdadeiros

Has Py Hzy -

luOé = Oé(:uilh :uyv /1’27 . ) € /’Lﬁ = ﬁ(,u$7 ,LLy, ,uza c ) (26>

Expandido, somente até a primeira ordem, os «; e [; em séries

de poténcias de desvios das variaveis x;, v;, Z;,... em torno dos seus
valores médios verdadeiros correspondentes fiz, fty, (s, ... , temos:
oo Oa

N op op
ﬂi — 6(“:{:7 Moy fhzy - - ) + %(%—MI) + a_y<yl_:uy) + ..

onde as derivadas parciais sao calculadas nos valores médios verdadei-

ros de cada variavel.
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Usando as expressoes (26), podemos reescrever as duas equagoes ante-

riores da seguinte forma:

O — o - Ti— Mz) + » Yi — Hy) + ...
Bi — g =~ _%(:Ez — Ha) + _%(yz — ) + o

Transportanto, agora, estas duas expressoes na Equagao (25), obtemos:

1 { 8@3_5

a0
70 =5 X0\ Gr o o

(zi — pe)® + aya—y(?ﬁ—ﬂy)Q T o

Oadf  Odadf
¥ (Gugy t oy g = m) + -]

Lembrando, uma vez mais, as defini¢coes das variancias e das covariancias,

podemos concluir a propagacao das covariancias:

8_0685 2+a_&%02_|_

Oab 9z 0z ° oy oy Y
(27)
dadB Oadf }
{8x8y+ Oy Ox oy T o
Se as variaveis x, ¥y, z,... forem independentes, sabemos que suas

covariancias serao nulas. Portanto, o resultado anterior se torna mais

simples:

0008 ,  0adp

2 —_—— —_— 2
o8 = Prar Ov T ay ay (28)

Um pequeno lembrete: na pratica, usaremos sempre as médias,
variancias e covariancias de conjunto, uma vez que as de processo (ou

verdadeiras) s@o, por esséncia, desconhecidas.

Transferéncia de Incertezas

Uma situagao experimental bastante freqiiente é a da medida de duas
grandezas funcionalmente dependentes mas estatisticamente in-

dependentes. Por exemplo, o periodo 7' de um péndulo simples é
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uma fun¢do 7T'(I) do seu comprimento [ . Existe, portanto, uma
dependéncia funcional entre [ e T . Porém, essas grandezas sao
medidas de maneira diferente e com instrumentos completamente dife-
rentes (régua e crondmetro), sendo preciso atribuir-lhes desvios padroes

o, € o7 .

Vamos supor que vocé nao saiba qual a dependéncia funcional 7'(1), mas
que voce deseja descobri-la experimentalmente, realizando um conjunto
de medidas {l;, T;} . A Figura 4 mostra os resultados dessas medidas

com barras de erro 20, e 2o7,.

I\
&)

orrT——T—TT T

2.25

-

N

=

1.75

T (s)
5 N
o o

-

T
+

0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2
0 (m)

0.75

=

o
wn

-
IS

Figura 4: Periodo de um péndulo simples em funcao de seu comprimento [.

As barras de erro representam as incertezas experimentais.

Obviamente, vocé nao estd interessado em descobrir os valores ver-
dadeiros de [ e T

O que vamos fazer agora é transformar essa situacao experimental
real em uma outra situagao experimental que poderia ser real e na
qual todos os desvios padroes o;, sejam nulos. A representacao grafica
dessa nova situacao experimental pode ser vista na Figura 5, onde os
pares {l; , T;} sao naturalmente os mesmos que os das Figura 4,
mas onde as barras de erro 207, maiores que as 207, traduzem o

desaparecimento das incertezas sobre os [;.
O desafio consiste em determinar qual o valor Y2 que satisfaz &
equagao

2 _ 2 2
o, =op + T
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Figura 5: Periodo de um péndulo simples em fun¢ao de seu comprimento I,

apods a transferéncia das incertezas sobre o comprimento.

Para isso, introduzimos uma variavel aleatéria auxiliar

w=T-T()

onde T é a variavel aleatéria medida e T'(I) a dependéncia funcional
entre a variavel aleatéria [ medida e o periodo do péndulo simples.
Supondo [ e T estatisticamente independentes, temos, usando

a Equgao (23) com covariancia nula,
ow\ 2 ow\ 2
=Gt o+ {ap) o

AL

ou seja,

Seja agora [* o comprimento considerado sem incerteza. Podemos
escrever

T =T + (T - T(0)) = T(I*) +w

onde T™ representa o periodo numa aquisicao de dados sem incerteza

no comprimento /.
Assim, opgsy =0 e op- = 0, , 0 que demonstra que
dTl'y?
T2 = {—} ol
S
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Obtemos, entao, a resposta final, isto é, sabemos como transferir as

incertezas no comprimento [ para as incertezas sobre o periodo T :

dl' Y2
02 = o+ {ﬁ} o2 (29)

Apés a transferéncia, a nova variancia o¢2. ¢é chamada variancia

efetiva.

Entretanto, temos um pequeno problema, pois, nao conhecendo

(ainda!) qual a dependéncia funcional entre [ e T | nao pode-

mos calcular a derivada d—T O melhor que se pode esperar é estimar
essa derivada, seja chutando uma funcao que poderia representar a
dependéncia funcional experimental {/; , T;}, seja calculando os
coeficientes angulares das tangentes a uma curva suave tracada a olho
e passando o mais perto possivel dos pontos experimentais, como indi-

cado na Figura 6.

dr

Figura 6: Estimativa “grafica” das derivadas -

Uma tultima pergunta: qual incerteza transferir? No exemplo anterior,
transferimos a incerteza no comprimento [ para a incerteza no periodo
T, mas poderfamos ter feito o contrario. Como regra de conduta, é

razoavel transferir a incerteza experimental menor para a maior.
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Nessa altura do campeonato, de posse de um conjunto de dados, sa-
bemos estimar e propagar as incertezas experimentais, faltando agora des-
cobrir que lei explica o que foi observado, isto é, falta ajustar uma fungao

matematica aos dados.

Ajustes de Funcoes

Apresentaremos, a seguir, os dois métodos mais conhecidos, e con-
seqiientemente mais utilizados, para ajustar funcoes a um conjunto de dados
experimentais, o de Maxima Verossimilhancga e o dos Minimos Qua-

drados, sendo, o segundo, um caso particular do primeiro.

e Método de Maxima Verossimilhanca

A aquisigao cuidadosa e o tratamento rigoroso de dados experimentais
sao necessarios, mas nao suficientes, para desvendar os mistérios da
natureza. Falta entender e/ou explicar os resultados obtidos, isto
é, falta modelizar ou, em outras palavras, obter a funcao que melhor
descreve os dados. Essa tarefa, muitas vezes bastante delicada, chama-
se ajuste de uma funcao a um conjunto de dados ou regressao.
A priori, muitas fungdes podem ser ajustadas a um conjunto particu-
lar de dados, inclusive fungoes escolhidas arbitrariamente sem nenhuma
justificativa. Porém, a modelizacao implica a escolha de func¢oes com
formas predeterminadas. O ajuste, por sua vez, consiste em deter-
minar os parametros livres dessas funcoes. Vamos entender melhor

com um exemplo simples.

Suponhamos que vocé realizou uma experiéncia de queda livre, regis-
trando pares de dados espago-tempo, supondo a varidvel indepen-
Y
dente “tempo” sem incerteza e a variavel dependente “espago” com
incertezas. Examinando seu grafico, vocé pode pensar em ajustar um
polinomio. De que grau? Primeiro, segundo, terceiro, ...?7 Claro que,
com seus conhecimentos em Fisica (Segunda Lei de Newton !), vocé
vai tentar ajustar um polinomio de segundo grau, ou seja, uma forma
parabdlica. Pela “cara” do seu grafico, vocé ja descartou o de primeiro
grau, pois seus pontos, com certeza, nao estao alinhados numa reta.
Mas porque nao tentar uma regressao com polinomios de ordem maior
que 2 ou com fungoes do tipo hiperbdlico? A resposta vai ser dada logo

a seguir.
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Seja um conjunto de n  pontos experimentais {x; , v; , 0;}, a
varidvel independente x sendo considerada isenta de incerteza (caso
contrario, é so6 fazer uma transferéncia para a variavel dependente
y , como ja foi explicado). O desvio padrao o; é a incerteza es-
tatistica na varidvel y. Para ajustar a melhor funcdo f(z) aos
dados, é preciso ter um critério objetivo. O critério mais utilizado é o

de Maxima Verossimilhanga:

a funcao f(r) que melhor descreve o conjunto {z;, y;, o;} de
dados experimentais é aquela para a qual esse conjunto é o mais

verossimil possivel.

Admite-se implicitamente que, do ponto de vista estatistico, a ex-
periéncia forneceu os dados que tinham a maior probabilidade de ser ob-
tidos, descartando qualquer hipdtese de erros grosseiros ou sistematicos. Se
a forma funcional f(x) depende de parametros a;, com j =1,...,p, o desa-
fio é encontrar os valores dos @; que maximizam a probabilidade de acordo
entre os dados e a fungao. Para isso, temos de formular algebricamente essa
maximizagao, o que faremos a seguir introduzindo o método dos minimos

quadrados derivado do método de méaxima verossimilhanca.

e Método dos Minimos Quadrados

Considere o conjunto de n medidas {z; , ¥; , 0;}, com distribuicdes
gaussianas de erros na variavel dependente ¥ , e a melhor funcao
f(z;a1,a9,as,...,a,) cuja forma e nimero de parametros j& foram pre-

determinados por boas razoes fisicas.

A probabilidade P; de obter um resultado (z; , y; , 0;) é proporcional

a probabilidade gaussiana

1{%—/%'}2
pi_E 2 o;
0;

onde p; ¢é o valor médio verdadeiro de y; e K ¢é uma constante

de proporcionalidade.
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A probabilidade de uma experiéncia fornecer o conjunto {z; , v; , o;}
¢é igual ao produto das probabilidades P;:
n
1 Z Yi — i 2
K" 2 O;
P=——c¢ i=1 '
0109 ...0p
De acordo com o Método de Médxima Verossimilhanca, sendo f(z;ay,as,as, ..., ap)
a funcao verdadeira, os parametros 6timos sao os que maximizam a
probabilidade P que pode ser reescrita como
Kn 1 2
-5 X
01032 ...0p
onde . 2
n o f(xa ao. G a ) 2 O simbolo x* é chamado
X2 — 2 {yl gy WL, U2, W3, ...y P } (30) “qui quadrado”.
0

i=1

Como a probabilidade P ¢ uma funcao decrescente de y?2, temos que
minimizar o y?, isto é, temos de impor as p condicoes a seguir para
maximizar esta probabilidade.
o2
— =0 ara =1,..., 31
9, p j p (31)

Vamos agora aplicar esse método a regressao de fungoes lineares nos
parametros que sao, em muitos casos, excelentes aproximacoes de

fungoes quaisquer.

Ajuste de Funcoes Lineares nos Parametros

Essas fungoes sao, por defini¢ao, do tipo
p
f(z;a1,a9,as,...,a,) = Zajfj(:v) (32)
j=1

sendo as funges f;(x) funcoes e linearmente independentes.

As p condigoes simultaneas (31) que minimizam o x? escrevem-se:

p

_2;%2{% — Zakfk(fﬂz‘)} fi(xi) =0 para j=1 ..., p

k=1
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Colocando em evidéncia os parametros a;, podemos ver que temos de

resolver um sistema de p equacgoes lineares

P noop , " (s
Z{ZW}%:;% para j=1, ..., p

k=1 i=1

No intuito de tornar as expressoes menos pesadas, ¢ conveniente in-

troduzir a notagao seguinte nos somatorios sobre o index i:
fi = i)

Introduzindo as matrizes colunas

Zn:yiﬁ
(g2
i=1 ?
zn:yiﬁ
as n
Yif3
as Z 2
- o;
A=| ™ B L (33)
_— e = n
Zyzﬂ
(g2
i=1 ?
ap
zn:yifp
g2
i=1 ?
e a matriz quadrada simétrica de ordem p
2 & fife "~ fify
P D D BT D
i=1 & i=1 ¢ i=1 ¢
 fofi ~—~[? = fofy
POl Dt BRI D
i=1 1% i=1 & i=1 ¢
M = (34)

no g2
o1 Zf_p
p 22

n fpf n
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o sistema de equacoes lineares pode ser condensado sob a

forma matricial

MA- B (35)

A solugao deste sistema, dnica se as funcoes f; forem linearmente

independentes, é dada por
A= M'B (36)

o que significa que os pardmetros que minimizam o y? sao dados por

aj; = Z (Mfl)jk b para j=1, ..., p (37)

k=1

(M_l)jk sendo o elemento da linha j e da coluna k da matriz

inversa da matriz M e b, o elemento da linha k& da matriz

coluna B.

Neste ponto, supomos que vocé saiba inverter uma matriz. Caso contrario,

seria muito oportuno consultar seu curso de dgebra linear!

Variancias e Covariancias dos Parametros

Usando a definicio (33) da matriz coluna B, podemos reescrever os

valores 6timos dos parametros sob a forma:

para j=1, ..., p (38)

p n )
a; = Z (Mil)jk Z y;];k
k=1 i=1 i

Se as medidas y; forem consideradas independentes, isto é, se as
covariancias o;; forem nulas, as variancias dos parametros a; sao

obtidas aplicando a férmula geral de propagacao das variancias (23):

2:” %2 2
=3 (50

i=1

Mas, derivando as equagoes (38), temos:

O, _y~ ), L (39)
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Assim,
2 1 - -1 2
%:Z ?{ (M )jkfk}
i=1 t k=1

que pode também ser escrito como

R IEEPLUSIWATOWLUSHY

i=1 k=1 =1
ou, permutando os somatorios,

=30y (M), (M), Y

k=1 I=1 1=

Na expressao anterior, o tltimo somatério é simplesmente o elemento

(M)kl da matriz M. Portanto, podemos escrever

=YY (M), (M), (M),

ou, ainda, permutando os dois somatodrios,

=3 (M), {3 (M), (M)

=1 k=1

Vocé se lembra da regra de multiplicacao de matrizes? Pois bem, entao
voce deve ter notado que o ultimo somatoério é o elemento da linha j
e da coluna [ da matriz unidade I, pois o produto de uma matriz
pela sua inversa é, por definicao, igual a matriz unidade. Vocé sabe

também que este elemento, pode ser escrito como
(D1 = dju
onde o simbolo de Kroenecker d;; ¢ definido por:

(Sjjzl (&

051 para j # 1

I
o

Portanto,

=

Uzj = Z (M_l)jldﬂ

1=1
e, assim, chegamos a expressao final da variancia dos parametros ajus-
tados a;:

(40)
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Seguindo exatamente o mesmo procedimento, podemos calcular as co-
variancias 0g;q,,, supondo as medidas y; independentes. Para isso,

utilizamos a Equacao (28) que escrevemos agora:

Z day, Oa; 2
P dy: 0y’

Substituindo nessa expressao as derivadas parciais dadas pelas

Equagoes (39), temos:
Ralts M- i . VAR
Uajam_Z{Z ( )mk F}{Z ( )jl g}ai
i=1 k=1 i i
Reordenando os somatorios
-1 — fufi
Z Z M), D
k=1 =1 i=1 i
e lembrando a definicio da matriz M (ver a Equacao 34),

T =30 ST (MY, (M), (M),

k=1 I=1

-y, (), 0, )

l

isto é,

Assim, chegamos finalmente a expressao da covariancia dos

parametros ajustados:

Oa (41)

jam (M_l)jm

As duas Equagdes (40) e (41), justificam o nome de matriz das co-
variancias dado & matriz M. Seus elementos diagonais sao as

variancias dos parametros e os nao diagonais sao as covariancias.

A independéncia dos parametros implica covariancias nulas, ou seja,
uma matriz das covariancias diagonal. Nesse caso, sua inversa, a matriz

M, é também diagonal. Voltando & definicio dessa matriz (Equacao
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34), podemos concluir que a indepedéncia dos parametros é a con-
seqiiéncia de uma escolha judiciosa das funcoes f;(x), pois essas fungoes

devem satisfazer simultaneamente as seguintes condigoes:

S B o e (2w

e Caso particular de incertezas iguais

Quando as incertezas o; sao todas iguais a o , as expressoes das ma-

trizes B e M se simplificam:

Z vif1
i=1
Z i fo
i=1
Z Yifs
i=1

1

B = | o (42)
Z yif4
=1
Z yz’fp
=1

SN D> ff o > Ak

=1 =1 =1

me Zﬁ Zfzfp

M _ % i=1 i=1 =1 (43)

S hh > hA o DR
=1 =1

=1
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. o -1 .
A matriz das covariancias IV~ ¢, agora, proporcional a o2 e, por-

tanto, a matriz A dos parametros ajustados, solucido da Equacdo
matricial (36), nao depende da incerteza experimental dnica o. En-
tretanto, devemos notar que variancias e covariancias dos parametros,
por serem os elementos da matriz das covariancias, sao proporcionais

a o2.

Valor Médio e Variancia do >

Na Equacao (30) que define o x2, notamos a presenca de n medidas
e p parametros. Temos também um conjunto de p condigoes (31)
impostas para minimizar o x?. Define-se o niimero de graus de
liberdade v como

v=n-—p (44)

E possivel mostrar que o x?, com v graus de liberdade e considerado
como uma variavel aleatéria, é distribuido segundo uma fungao densi-
dade de probabilidade cuja forma depende de v. Também é possivel
demonstrar que o valor médio e a variancia do y? sao dados, respec-

tivamente, por

X2=v e 0% = 2v

Como sera mostrado mais adiante, essas propriedades podem ser utili-
zadas para avaliar a qualidade de um ajuste pelo método dos

minimos quadrados.

No caso de incertezas iguais (0; = o) e de um grande nimero n de

medidas, o x? pode ser aproximado por seu valor médio:

%Z{yi—f(mi)}gﬁV

2

Assim, podemos estimar a variancia ¢° nos pontos experimentais,

uma vez ajustada a funcao f(x):
1 < 2
o DS g f() (45)
i=1

Pois bem, vamos considerar agora uma categoria muito importante de

funcgoes lineares nos parametros, ou seja, polinomios de grau arbitrario.
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e Regressao Polinomial

Uma regressio polinomial consiste em ajustar, pelo método do x?,
um polinomio de grau m a um conjunto de n pontos experimen-
tais. Trata-se de um caso particular de ajuste de fungoes lineares nos

parametros, pois podemos escrever:

f(x) = a1 + asr +asx® + ...+ appa™

Comparando este polinomio a fungao linear definida pela Equagao (32),

deduzimos que:
fra(z) = 2 para [ =0, ..., m

Observamos que o nimero de paramétros a serem ajustados é m + 1.

Transportando essas fungoes f;(x) nas Equagoes (33) e (34), os parametros
ajustados serdo dados pela matriz coluna A, solucdo da Equacio ma-

tricial (36), sendo que as matrizes B e M escrevem-se agora:
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n

dom Zi
2 L 2 Z;
g; g;

i=1

1 m
o
=1
n
1 m+1
g

xm

ﬂo| —

As variancias e covariancias dos parametros continuam sendo os ele-

mentos diagonais e nao diagonais, respectivamente, da nova matriz das

covariancias M~

No caso particular de incertezas experimentais iguais, temos o; = o

qualquer que seja 7 = 1,

escrevem-se

., n. As matrizes B e M anteriores

i=1

(48)
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3

n

E T E i e gt
1 —
i=1

M= — i=1 i=1 (49)

n n n

E : m § m+1 E : 2m
l’z xz ) $Z

=1 =1 =1

Invertendo essa matriz, obtemos a matriz das covariancias e, portanto,

as variancias e covariancias dos parametros ajustados.

Uma caso particular de regressao polinomial, entretanto muito impor-
tante, ¢ o de regressao linear que consiste em ajustar um polinomio de
primeiro grau a dados experimentais. Em outras palavras, procura-se

a reta que melhor representa um conjunto de medidas {z;, y;}.

e Regressao Linear

Temos pela frente uma tarefa mais facil, a de ajustar uma fungao linear
f(z;a1,a2) = a1 fi(z) + azfo(x), onde fi(z) =1 e fo(x) =z

As Equagoes (46) e (47) reduzem-se, agora, a:

i=1 ¢ i=1 ¢

i=1 ¢ i=1 ¢
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Para tornar as equacoes mais “leves”, introduzimos as notagoes seguin-

"1

tes:

1 1,

1 1
Sy = Z;yz Say = Z;yi%

i=1 ¢ i=1 ¢

A matriz das covariancias, inversa da matriz VI, escreve-se, entao,

] Sy =S,
M'=—
A (53)
—S: S
onde
A=S8S2—52 (54)
¢ o determinante da matriz MM .
A regressao linear estd concluida, pois encontramos:
o0s parametros a; e ag, solu¢oes da Equacao matricial (36)
1
a, = Z {SIQ Sy — Sx Sacy}
1 (55)
ay = K {S S:py - Sx Sy}
as variancias s s
=X %0 = X (56)
e a covariancia s
. (57

Vamos, agora, simplificar ainda mais nossa tarefa, estudando a re-

gressao linear no caso em que as incertezas sao iguais.
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e Regressao Linear para Incertezas Iguais

Se 0y =09 =03 =...=0,assomas S, Sy, 52, Sy € Sy, definidas na

Equagoe (52), escrevem-se:

n
_ -2 2 2
S, = o E ; Spe= 0o E x;
= i=1

=1 (58)
n
_ -2 _ -2
Sy_ 0 " Y S:cy_ o E Yi T
i=1
Portanto, introduzindo as notagoes
s= o%8 s, = 025, S;2 = 02 8,2
s, = 0%8 Spy = 0°S, (59)
y = y ry = zy
_ _ / ~
temos A = o7% (ns,2 — s2) =0 1A e obtemos as novas expressoes
dos parametros ajustados,
1
a = 5 {S22 8y — Su Sayt
1 (60)
a = = {n s, — sz8,}
das suas variancias,
Sg2 n
2 _ Sz 9 2 2
0'041 F 0'041 = EO' (61)
e da covariancia,
Sz o
Oaray = ——50 (62)

Podemos notar que os parametros ajustados nao dependem da incer-
teza experimental o, o que nao ocorre para as variancias e a covariancia.
Esta incerteza, mesmo sendo a priori desconhecida, pode ser determi-

nada apds a regressao, usando a relacao (45):

1
n— 2

2N

Z {yi — ay — ag 2;}? (63)
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Nessa tultima expressao, os parametros ajustados sao fornecidos pelas

equagoes (60).

Sé falta considerar o caso mais simples, isto é, o ajuste de uma reta

passando pela origem.

¢ Regressao Linear com um sé Parametro

Trata-se agora de ajustar uma reta y = f(x) = @ £ a um conjunto
de n pontos experimentais. Obviamente, as matrizes (33) e (34)
se reduzem a numeros reais. O parametro ajustado e sua variancia

sao, respectivamente:

1
a = i—ij e 0-2:8—12 (64)

Se as incertezas forem iguais, obtemos, usando de novo as Equacoes

(58) e (59):

o = Su ¢ o2 = (65)
Sy2 Sy2

E agora? Saber ajustar uma fungao a um conjunto de pontos expe-
rimentais é, sem duvida, uma necessidade para qualquer experimentador.
Entretanto, isso nao é suficiente. E muito importante poder avaliar a quali-
dade do ajuste, tarefa nem sempre trivial, pois um excesso de subjetividade
pode levar a conclusoes erroneas. Por exemplo, muita gente fica feliz e sa-
tisfeita quando a regressao fornece um y? muito pequeno. Infelizmente,
como veremos em breve, essa felicidade s esconde uma grande ignorancia!
Vamos, entao, apresentar critérios objetivos que permitem decidir se, apds
ajustar uma func¢ao, ha ou nao motivo para felicidade e satisfagao do dever

cumprido.

Como avaliar a qualidade de uma regressao?

De posse de dados experimentais e usando o método dos minimos qua-
drados, impoe-se a forma f(x;aq,as,...,a,) dafungdo a ser ajustada, e a
regressao fornece os valores dos parametros e suas variancias e covariancias.
Se, por motivos diversos, nao ha duvida alguma sobre a forma geral da funcao,
o resultado do ajuste deve indicar se a experiéncia, isto ¢, a tomada de da-
dos foi bem realizada e se as incertezas foram estimadas e/ou propagadas de

maneira correta.

APOSTILA
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Entretanto, condigoes experimentais particulares e/ou dividas quanto
a forma da funcao podem obrigar a testar a verrossimilhanga de varios tipos
de funcao, sendo, portanto, importante dispor de critérios de avaliacao da
qualidade dos ajustes para poder escolher a fungao verdadeira e rejei-
tar as demais. Por exemplo, ao medir a velocidade de um corpo deslizando
sem atrito de escorregamento sobre um plano inclinado, os dados expe-
rimentais podem sugerir uma dependéncia temporal linear ou quadratica, a
dependéncia quadratica traduzindo a existéncia de um atrito viscoso de-
vido a resisténcia do ar: o experimentador deve analisar suas regressoes para

avaliar se os dados revelam a influéncia desta resisténcia.

Antes de ir mais adiante, vamos descrever algumas situacoes experimen-
tais, introduzindo, por comodidade, uma nova grandeza chamada
“x? reduzido” igual, por definicdao, ao valor do x? dividido pelo niimero

de graus de liberdade v da regressao (ver a Equagao 44):

2 X
Xred = W (66)
Observe atentamente as Figuras 7, 8 e 9 a seguir que ilustram os resultados
de experimentos realizados por trés experimentadores , o Joao (JO), a Sandra
(SA) e o Leandro (LE). Os pontos experimentais {z; , y;} dessas figuras
sao idénticos, porém as incertezas do Joao sao duas vezes maiores que as da
Sandra, que sao duas vezes maiores que as do Leandro. Cada experimentador

ajustou uma reta aos seus dados, obtendo os X2, seguintes:

X2.a(JO) = 0.36 X2.g(SA) = 1.44 2q(LE) =576  (67)

10 - y = ap + apt .

I a0, = (0.99 + 0.35) m ]
. a, =(0.17 £ 0.02) m/s ]

I X'=47 v=13 ]

v (m)

——
P
|

It

0 L. L - L - Ll ‘
0 5 10 15 20 25 30

t (segundos)
Figura 7: Ajuste linear realizado por Joao. A covariancia entre os parametros

| é igual a —0, 006, ou seja, nao hé correlagao estatistica entre os parametros.
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10; y = a, + a;xt
I g, = (0.99 £ 0.18) m
L a,=(0.17 £ 0.01) m/s
8 ¥ =187 v=13
6,
: {
~
al I !

t (segundos)

Figura 8: Ajuste linear realizado por Sandra.

parametros é igual a —0,002.

N S EO RS RS
10 15 20

A covariancia entre os

30

Qo
ay

10; y = Qo + ap*t

= (0.99 £ 0.09) m
= (0.174 + 0.005) m/s

X' =749 v=13

Figura 9: Ajuste linear do Leandro, com covariancia igual a —0.0004.

Estranhando a discrepancia visual entre os pontos experimentais e
as retas ajustadas, cada experimentador realizou uma regressao quadratica

usando os mesmos dados. As curvas ajustadas aparecem nas Figuras 10, 11

t (segundos)

e 12 e os novos valores de X2, sao:

Xrea(JO) = 0.06

Xrea(SA) =0.23

10 15 20

30

\ua(LE) = 0.94

APOSTILA
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L e B A T
10 L y = ap + a;xt + gt ]
I 9= (3.7 £0.5)m }
L a, =(-0.37 £ 0.08) m/s 1
8 - a0, = (0.0183 + 0.0025) m/s* /-
=07 v=12 ]
67 -
P
~ 4
4 - i
27 —
07""\HH\HH\HH\HH\HH
0 5 10 15 20 25 30
t (segundos)

Figura 10: Ajuste quadratico realizado por Joao,com covariancias muito pe-

quenas, 0gyq, = —0,033, 04, = —0,001 € 04,4, = —0,0002.
L L B B
0L y = 0o + a;xt + g,xt? ]
I a, = (3.72 £ 0.26) m }ﬁ
I a, = (—0.368 + 0.039) m/s ]
8 - a, = (0.0182 + 0.0013) m/s? -
I x'=2.8 v=12
6 -

L L TR S S R SO NI S L
0 5 10 15 20 25 30
t (segundos)

Figura 11: Ajuste quadratico realizado por Sandra. As covariancias entre os

parametros sao 0444, = —0,009, 0494, = —0,0002 € 04,4, = —0,00005.
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0L y = Qg + a,;xt + gt i

I a9, =(3.72 £ 0.13) m #

1 a, = (-0.368 + 0.019) m/s ]

8+ a, = (0.0183 + 0.0006) m /s> -

i =113 v=12 1

- 6 - 'y i
g | i
~ L 4
Al ]
o ]

0 I . L Ll Ll L L . ]
0 5 10 15 20 25 30

t (segundos)

Figura 12: Ajuste quadratico realizado por Leandro. As covariancias entre
0s parametros sao 044, = —0,0000, 0494, = —0,00002 e 04,4, = —0,00001.

A luz desses resultados, duas perguntas surgem:

- Qual a fungao que melhor representa os dados, a linear ou a
quadratica?

- Qual a melhor estimativa das incertezas experimentais: a do
Joao, a da Sandra ou a do Leandro?

Infelizmente, vocé nao tem como responder, de maneira segura e de-
finitiva, a estas perguntas, e a unica conclusao timida é que, a olho, os
pontos experimentais sugerem um comportamento quadratico. Precisamos,
entao, encontrar critérios objetivos para avaliar os resultados experimentais

e sua adequagao a modelos tedricos.

e Critério dos Cruzamento

Quando usamos o método dos minimos quadrados, assumimos que as

distribuigoes dos desvios A; = |y; — f(x;)| s@o gaussianas ou, em ou-

tras palavras, normais.

Sendo assim, sabemos que cada um desses desvios tem uma probali- _
Veja o § 4.4 do Vuolo(96)

dade, de aproximadamente 0,68 (ou seja, 2/3), de ser menor que seu

respectivo desvio padrao o;.

CEDERJ
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A principio, isso significa que a curva ajustada deve cruzar, em média,
2/3 das barras de erro. Entretanto, nem todos os n pontos experi-
mentais devem ser considerados independentes, pois p entre eles - p
sendo o numero de parametros ajustados - sao usados para definir a
curva. Por exemplo, numa regressao linear com dois parametros, os
dois pontos experimentais com menor desvio podem ser usados para

tracar a reta ajustada.

Assim, é mais correto considerar que o numero total esperado N de

cruzamentos “curva ajustada - barra de erro” é, em média, igual
3 2

ao numero de cruzamentos estatisticos, gy, acrescentado do nimero

de cruzamentos certos, p:

— 2 2 1
N, =—- = — — 69
3y+p 3n+3p (69)

onde v =n —p é o nimero de graus de liberdade da regressao.

Podemos usar este critério, que chamaremos critério dos cruzamen-
tos, para avaliar a verossimilhanga das regressoes lineares (Figuras 7,
8 ¢ 9) e quadraticas (Figuras 10, 11 e 12).

Contando o nimero de cruzamentos em cada uma dessas figuras, ob-

temos os seguintes resultados:
NGJo)y = 9 NEFTJO) = 13
(reta (SA) - 3 (parab (SA) — 9

N('reta) (LE) -0 N(parab) (LE) - 5

Se uma dependéncia linear y(t) = ag + a; t for imposta por um mo-
delo fisico, usando a Equagao (69), vemos que o nimero esperado de

(reta)
cruzamentos é N

= 10.7 . Portanto, assumindo uma dependéncia
linear, podemos dlzer que o ajuste do Joao é bastante verossimil com
9 cruzamentos. Sandra e Leandro subestimaram suas incertezas e seus

ajustes lineares sao pouco verossimeis.

E se a dependéncia funcional for quadratica? Neste caso, o nimero es-

——=(parabd)

perado de cruzamentos N, ¢ igual a 11, o que torna os resultados

da Sandra e do Joao os mais verossimeis.
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Na auséncia de um modelo, se cada experimentador confiar na estima-
tiva das suas incertezas e usar o critério dos cruzamentos, as seguintes
conclusoes sao verossimeis: para Joao, ambas as dependéncias linear
e quadratica sao verossimeis. A Sandra rejeita categoricamente a de-
pendéncia linear mas acredita que subestimou um pouco suas barras
de erro. Leandro concorda com Sandra, acreditando numa dependéncia

quadratica, mas acha que suas incertezas foram bastante subestimadas.

Para resumir, podemos dizer que o critério dos cruzamentos, simples
de ser utilizado, permite testar hipdteses (ou modelos) se as incerte-
zas experimentais forem corretamente estimadas, ou estimar a verossi-
milhanca da estimativa das incertezas se a dependéncia funcional for

conhecida a priori.

Entretanto, existem outros critérios como o do Nivel de Confianca do

x? reduzido, descrito a seguir.

Critério do Nivel de Confianca do x? reduzido

Tendo realizado um ajuste pelo método do x?, podemos reescrever a
Equacao (30), que define o x?, introduzindo as distancias normalizadas
dos pontos experimentais a curva ajustada

Yi — f(xz)

g;

Di:

O x? é, entao, igual & soma dos quadrados dessas distancias:
n
2 _ 2
X = E D;
i=1

Cada ponto experimental y; flutua em torno do seu valor médio 7;
com um desvio padrao o;. As distancias normalizadas D;, o x? e, ob-

viamente, o x? reduzido definido pela Equagao (66), flutuam também.

E possivel, embora nao trivial, mostrar que a funcao de densidade de

probabilidade da varidvel aleatéria y? é

v—2 1

1 —— =¥
6% = — 22 e 2 70
(x*) \/27r(§) {x} (70)

onde v é o numero de graus de liberdade do ajuste.
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A fungao I'(q), definida pela equagao

['(q) = / e % 21 dz (71)
0
pode ser também expressa por

Iq) = (¢=1)T(g—-1) = (¢g— 1!

com ra)=1 e ['(1/2) = m

Assim, podemos mostrar que

x2=v e Xog =1 (72)

Exercicio 8

Demonstre os resultados 72, utilizando a definicao do valor médio de uma

variavel aleatéria continua:

2 =/ X h(x?) dy?
0

e as Equagoes 70 e 71.

Exercicio 9

Resolvendo a Equacao

mostre que o valor mais provavel do x? para v >2 | é

(X2)mp =v—2

Exercicio 10

Mostre que

2
(X?ﬂed)mp =1--

<
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Exercicio 11

Mostre que a funcio de densidade de probabilidade do Y2, definida pela

Equacao (70), diverge na origem para v = 1.

De acordo com a teoria das probabilidades, a probabilidade de que a
varidvel aleatéria x? seja maior que o valor Y2 obtido num ajuste com v

graus de liberdade é dada por

o0

P(x* > xp) = / h(x?) dx* (73)
X0

onde h(x?) é a fungao de densidade de probabilidade definida pela equagao

(70). Em outras palavras, P(x? > x2) mede a probabilidade de se ter um

acordo entre dados experimentais e funcao ajustada pior que o obtido na

regressao. Isso significa que, quanto maior for esta probabilidade, maior sera

o nivel de confianca nos resultados.

Obviamente, essa probabilidade ¢é igual a probabilidade de que o X2,
seja maior que X240 = Xo/V -
Tabelas e gréaficos de P(x? > x2) podem ser encontrados na literatura

da 4rea.

O critério do nivel de confianca consiste em definir um valor minimo
arbitrario da probabilidade P(x? > x2) para aceitar um ajuste pelo método

dos minimos quadrados. O valor minimo geralmente adotado é de 5% .

As Tabelas 2 e 3 a seguir permitem analisar os resultados obtidos pelos

nossos experimentadores Sandra, Leandro e Joao.

Regressoes Lineares Joao Sandra | Leandro

X2ea(0) 0.36 | 1.44 5.76

P(XZed > X2ea(o) 98% | 18% |~107"%

Tabela 2: Niveis de confianca dos ajustes lineares.

APOSTILA

Veja por exemplo, Meyer(75)
ou Helene(81).
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Regressoes Quadraticas | Jodo Sandra | Leandro

X2ed(o0) 0.06 | 023 | 094

P(XZed > Xoea(o)) ~ 100% | 99% 61%

Tabela 3: Niveis de confianga dos ajustes quadraticos.

Pelo critério do nivel de confianca, a estimativa das incertezas do Le-
andro torna seus dados experimentais definitivamente incompativeis com a
hipétese de uma dependéncia y(¢) linear. Em contrapartida, as incertezas
do Joao parecem nitidamente superestimadas, pois os niveis de confianga ob-
tidos sao “bons demais”, tanto no caso da regressao linear quanto quadratica:
nao ha como escolher uma hipétese rejeitando a outra! As barras de erro pro-
postas pela Sandra favorecem a hipétese quadratica cujo nivel de confianca é
exageradamente alto, fato este que, de novo, sugere uma superestimativa das
incertezas experimentais. Do ponto de vista estatistico, as incertezas do Le-

andro parecem mais realistas e sua regressao quadratica bastante verossimil.

Define-se também um outro critério, o do Intervalo de Confianca do >

reduzido, preferido por muitos experimentadores e definido a seguir.

e Critério do Intervalo de Confianca do y? reduzido

Usando duas vezes a probabilidade definida pela Equagao (73), define-

se a probabilidade de que o x? esteja no intervalo [x3, x|

x3

P(xg<x*<xi) = /2 h(x?) dx* (74)
Xo
pois tem-se
X% oo ]
/ h(x?) dx* = / h(x?) dx* — / h(x?) dx* (75)
X3 X3 X3

Evidentemente, esta probabilidade é igual a probabilidade de que o
X%.4 esteja no intervalo [X?"ed(())7 X?«edu)]- Por exemplo, se Xzed(o)

e X2 d() correspondem aos Niveis de Confianca de 95 % e 5 %,
respectivamente, o Intervalo de Confiancga correspondente sera de
90 %.
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Uma maneira muito pratica de avaliar a qualidade de uma regressao é
a de utilizar figuras como a Figura (13) na qual o x? reduzido aparece

como fun¢ao do nimero de graus de liberdade v, em nivel de confianga

constante.
25 7\\\\ HH‘HH‘HH‘HH‘HH‘HH‘HH‘\HL
2.0 — —]
TR 5% —~—0nn
- -\
ivooL -
oL
- 95%—— |
0.5 |- —_—
0.07\ HH‘HH‘HH‘HH‘HH‘HH‘HH‘HH‘\HF

0 10 20 30 40

(o
e}

Graus de liberdade v

Figura 13: x? reduzido como funcao do ntimero de graus de liberdade para

niveis de confianca entre 1% e 99%.

Assim, com 90% de confianca, verificamos que

0.45 < x%, < 1.72 para v =13

0.43 < x%,<1.75 para v =12

Utilizando o Critério do Intervalo de Confianga, podemos analisar
de novo os resultados dos ajustes do Joao, da Sandra e do Leandro: com
90 % de confianga, rejeitamos as duas regressoes do Joao, a regressao
linear do Leandro e a quadratica da Sandra. Sobram entao a regressao
linear da Sandra e a quadratica do Leandro. Enquanto o x? reduzido
da regressao linear da Sandra encontra-se perto do limite superior do
intervalo de confianca de 90% para 13 graus de liberdade, o da regressao
quadrética do Leandro estd no meio desse mesmo intervalo para 12
graus de liberdade. Assim, chegamos de novo a conclusao de que a
hipétese mais verossimil é a quadratica, e que a melhor estimativa de

erros experimentais é a do Leandro.
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Para concluir, podemos dizer que avaliar a qualidade de uma regressao
significa:

- verificar a verossimilhanca da funcao ajustada, desde que as in-
certezas sejam corretamente estimadas e/ou calculadas, permitindo,

assim, escolher entre varias hipoteses fisicas, ou

- verificar se as incertezas foram corretamente estimadas e/ou calcula-
das, desde que nao haja divida sobre a forma da funcao ajustada.
Importancia das Barras de Erro

Considere as duas regressoes lineares realizadas pela Tatiana

(Figura 14) e pela Erica (Figura 15).

L L B B
10; y = Qo + axt i

0o = (3.28 £ 0.02) m
0, = (=0.171 £ 0.001) m/s

X =61.1 v=13

S S B G SRR BRI
0 5 10 15 20 25 30

t (segundos)

Figura 14: Ajuste linear feito por Tatiana.

LA A B
10; y = Qo + axt ]

G =(-1.7140.15) m
a, = (0.304 + 0.008) m/s

X =28.5 v=13

L P T T E N NSRS R
0 5 10 15 20 25 30

t (segundos)

Figura 15: Ajuste linear feito por Erica.
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Os pontos experimentais sao aqueles ja utilizados por Joao, Sandra e
Leandro (ver Figuras 7 a 12) mas as incertezas foram estimadas de maneira
estranha, porém didaticamente interessante. Em particular, na re-
gressao da Tatiana, a barra de erro do sexto ponto experimental, invisivel na
figura, é igual a 0.00001 metro, o que confere a este ponto um peso enorme no
calculo do x? (ver a Equacao 30). Nao hd diivida quanto & importancia das
incertezas, pois os resultados das regressoes, definitivamente inverossimeis,
sao completamente diferentes, as retas tendendo a se ajustar aos pontos de

menor incerteza.

Para terminar este texto complementar, vamos indicar, sem demons-
tracao, em que circunstancias, medidas podem ser descartadas de um con-
junto de pontos experimentais, antes de estimar médias, variancias etc ou

de realizar uma regressao.

Critério de Rejeicao de Chauvenet

Sendo um conjunto de n medidas y; com média de conjunto 7 e
desvio padrao o, o critério de rejeicao de Chauvenet estipula que, se um ,
> Veja Pugh(66).
desvio d; = |ly; — Y| > d,. , onde d,. é o limite de rejeicao de Chauvenet,
entdao a medida y; deve ser descartada do conjunto. A Figura 16 permite

determinar d,. em funcao da populacdo n do conjunto.

3.75
35F

325

10 102 10°

n

Figura 16: Limite de rejeicao normalizado de Chauvenet como fun¢ao do

numero de medidas.
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Conclusao

Vocé leu atentamente este texto? Consultou as referéncias sugeri-
das? Tentou resolver os exercicios propostos? Muito bem! Com certeza,
isso nao é suficiente para fazer de vocé um ezxpert, mas acreditamos que
deve estar pronto para tratar corretamente dados experimentais e concluir

suas experiencias.

BOM TRABALHO ...E NAO TENHA MEDO DE PEDIR
AJUDA!
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