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Introducao

Este plano de trabalho tem por objetivo permitir que os alunos percebes-
sem, através de assuntos cotidianos, a utilizacdo da matematica e que possam

entendé-la com mais clareza.

Foi elaborado visando a transmissédo do conhecimento através da cons-
trucdo feita pelos alunos, com resolucdes de situacdes problemas e generaliza-
cOes. Hoje temos que utilizar estratégias que tornem os conteudos mais atrati-
VoS, pois os alunos apresentam desinteresse e grande dificuldade de interpreta-

cao de questdes e raciocinio logico.

Obviamente ndo usaremos 0s numeros complexos em situacdes cotidia-
nas, mas é muito importante que os alunos saibam que 0 mundo dos nimeros se
expande além dos numeros reais, que existam problemas para 0s quais nao te-
mos a solucdo no conjunto dos NUmeros Reais mas temos solu¢do no conjunto
dos nimeros complexos. Ao diferenciar a aula, os alunos se interessam de mo-
do natural e esponténeo. Este conhecimento basico serve para saber que sem 0S
numeros complexos ndo seriam possiveis grandes avancos nas areas de Enge-
nharia Elétrica, Mecanica Quantica, Aerodinamica, Mecanca de Fluidos entre

outros.

Serdo utilizados exemplos praticos, para a totalizacdo do plano e também
serdo necessarios seis tempos de cinquenta minutos para o desenvolvimento do

conteudo e mais quatro tempos para avaliacdo da aprendizagem.




Desenvolvimento

Atividade 1 — Numeros Complexos

+ Habilidade relacionada — Identificar um nimero complexo; Efetuar adi-
cdo , subtracdo , multiplicacéo e a divisdo de numeros complexos na for-
ma algébrica. H-36.

+ Pré- requisitos — Reconhecer, interpretar, identificar, aplicar e resolucoes
de problemas que envolvem o conteddo.

+ Tempo de duracéo — 100 minutos.

+ Recursos educacionais — Livro didatico e Roteiros disponibilizados pelo
curso.

+ Organizacdo da turma — Dupla.

+ Objetivos — Mostrar aos alunos a importancia do tema estudado e sua a-
plicabilidade.

+ Metodologia adotada - Apresentar o video para os alunos com o objetivo
de informar todos os aspectos do tema que sera tratado.




Vocé sabia?

Os nameros complexos sao utilizados em varias areas do
conhecimento, tais como engenharia, eletromagnetismo, fisica
quantica, teoria do caos, além da propria matematica, em que sao

P estudadas analise complexa, algebra linear complexa, algebra de Lie
') complexa, com aplicacoes em resolucao de equacoes algébricas e

'.' . S equacoes diferenciais.

http://m3.ime.unicamp.br/recursos/1187

http://m3.ime.unicamp.br/recursos/1141

http://m3.ime.unicamp.br/recursos/1142



http://m3.ime.unicamp.br/recursos/1187
http://m3.ime.unicamp.br/recursos/1141
http://m3.ime.unicamp.br/recursos/1142

NUMEROS COMPLEXOS
7
Resolver aequagdo X~ —2x + 5=0.

SOLUCAO:
- x*-2x+5=0

Com: a= % =B Pr=71

b
- jzxz —2x + ? =0
- ax*—bx+¢=0
Como se sabe, toda a equacdo do 2° grau apresenta sempre 2 Raizes ou Soluces.
Obtemos as solucdes da equacao utilizando a formula quadratica:

Formula Quadratica

—b £+b? — 4ac
X =

2a

Substituindo:

—(=2)+/(-2)?—4 X 1X5

¥12 = 2x1
i} 2+V4-20 2:V-16 .
1.2 — = T 5 =V
B B I—b Fer cilculo ausifiar 1.
2+4.0i 201 +2.0) _
Xi2 = 2 = \g =1 + 2.1
I—F Fer cilculo susiliar 2.
x;=1-2.i
O

x1.2=1i2.i: x2:1—|—2i



http://4.bp.blogspot.com/-KEI--cYbhjI/TWEyD0jostI/AAAAAAAAAGg/Luij98e6wIg/s1600/inic_complexos_CA_.GIF
http://4.bp.blogspot.com/-KEI--cYbhjI/TWEyD0jostI/AAAAAAAAAGg/Luij98e6wIg/s1600/inic_complexos_CA_.GIF
http://1.bp.blogspot.com/-Jce5OodBRAU/TWEDFCUErjI/AAAAAAAAAFs/JdEsqEh_7bo/s1600/inic_complexos.GIF
http://3.bp.blogspot.com/-gp61bSrCAQA/TWEHWEim0XI/AAAAAAAAAF4/Lp1QJ6XgHjs/s1600/inic_complexos_solucao.GIF
http://2.bp.blogspot.com/--z8LLbcQ9Ao/TWEI-DVwAmI/AAAAAAAAAGA/bHtVz0pN_Tg/s1600/inic_complexos_solucao1.GIF
http://2.bp.blogspot.com/-GeV_UH1igEw/TWELEggklDI/AAAAAAAAAGE/G8OKcbpKAqY/s1600/inic_complexos_demo.GIF
http://4.bp.blogspot.com/-6YGHdkdfdp0/TWEOyKT2raI/AAAAAAAAAGM/YKH1yrl3UQY/s1600/Formula+Quadratica.GIF
http://3.bp.blogspot.com/-PlBPCU7NbL4/TWEqGceelfI/AAAAAAAAAGY/r-8jmiUa42U/s1600/inic_complexos_solucao1_.GIF

- CA1.(calculo auxiliar)

= nao existem raizes de numeros negativos,entdo, neste ponto vamos substituir o numero

negativopor i = V—L1.

= \v"—l6 = \;',16 X (—1) — \=’% X \"I'__l =4 X

- CA2.(calculo auxiliar)

214
2

= ndo estaria errado se se deixasse o resultado da equacdo, desta forma, X1 2 =
mas existe uma fraccao no resultado; dificultando o calculo.
Atencio: todos os elementos da fraccdo sdo multiplos de 2,e o denominador é o proprio 2.

colocando em evidéncia o 2 do numerador pode — se anular o denominador:

:{x[li’.i)=2x1i2x2.i=2i4.z'

Atividade Extra:

Em uma folha separada para ser entregue no final da aula, uma equacéo onde a solu-
cao tem numeros complexos para que eles possam resolver.

Atividade Proposta: Foi utilizado o livro didatico.




Atividade 2 — Numeros Complexos

+ Habilidade relacionada — Identificar um nimero complexo; Efetuar adi-
cao, subtracdo, multiplicacdo e a divisdo de nimeros complexos na forma
algébrica. H-36.

+ Pré- requisitos — Reconhecer, interpretar, identificar, aplicar e resolucdes
de problemas que envolvem o contetdo.

+ Tempo de duragdo — 100 minutos.

+ Recursos educacionais — Software Geogebra e Roteiros disponibilizados
pelo curso.

+ Organizacdo da turma — Dupla.

+ Objetivos — Mostrar aos alunos a importancia do tema estudado e sua a-
plicabilidade.

+ Metodologia adotada - Apresentar o video para os alunos com o objetivo
de informar todos os aspectos do tema que sera tratado.




NuUmeros Complexos

Conjunto de Numeros Complexos (C) é o conjunto formado pelos pares ordenados (X,
y) de nUmeros reais para 0s quais:
Graficamente, 0s eixos de representacdo das suas coordenadas x e y denominam-se: eixo de
numeros reais(x) e eixo dos numeros imaginarios(y).

z é complexo na forma ou algébrica ou binomial.
zZ=x+vyi
z é complexo na forma de par ordenado.
Sz=(F Y=+ 9yl
Onde:
X - parte real de z

y - parte imaginaria de z

REPRESENTACAO GRAFICA DE COMPLEXOS Z(x.y) = Z(n°real; n°imaginario)

Onde: a coordenada x = um nUmero real
a coordenada y = um nimero imaginério

Representacio Grifica
N®0s Complexos Zia;b)

o

| s85N SOP 0317

sorsufoue

Eirvo dos Ntos Reais

1] a bic d

Atividade Extra:

Laboratdrio de Informética - Software Geogebra - Dados 0s nimeros complexos :

z=-1+1i; w=3+5i



http://2.bp.blogspot.com/-Hr3jQ6dMP-M/TWE51aVyg2I/AAAAAAAAAGk/9g9aKaes_B4/s1600/complexos_z.GIF
http://3.bp.blogspot.com/-oI2Nb1V5tgo/TWE9bCbAV2I/AAAAAAAAAGs/g7j3stbh5Yw/s1600/complexos_z_par+ordenado.GIF
http://1.bp.blogspot.com/-N9vikJbzjRc/TWbZa_P_rXI/AAAAAAAAAIs/orJM_3_L6EI/s1600/Rep_grafica_Z.GIF

z1=6+3i; wl=2-4j
22 = -2 + 4i; w2 =3 -5i
z3=3-5i; w3 =-2 + 4i

Representar seus afixos no Plano de Argand Gauss.

Atividade Proposta: Foi utilizado o roteiro de acao 2.

Enxergando os nimeros complexos através de outros olhos: a Representacdo Polar

Observe a figura:

Nela vocé pode ver a representacdo de um nimero complexo qualquer, destacados o segmen-
to que liga o numero complexo a origem — indicado por r — e o angulo formado entre esse
segmento e o eixo X — indicado por 0.

1. Podemos afirmar que para cada nimero complexo temos um Unico tamanho e um Unico
angulo a ele associado? Troque ideias com seus colegas e registre-as a seguir.

2. A tarefa agora € escrever a parte real do nimero complexo em funcao de r e 0. Use as rela-
¢oes trigonométricas no triangulo retdngulo para escrever uma relagdo entre a, r € 6.

3. Utilizando ainda o triangulo retangulo indicado na figura acima, escreva a parte imaginaria
do nimero complexo em fungdo de r e 0.

4. Utilizando esses valores, escreva o nimero complexo em funcao der e 6.
Leia cada uma das perguntas a seguir troque ideias com seus colegas e registre as conclusoes.

5. Dado um ponto no plano, sempre havera um raio (tamanho) e um angulo associado a esse
ponto? Justifique sua resposta.

6. Dois pontos diferentes podem estar associados ao mesmo raio e ao mesmo angulo? Por
qué?

7. Dado um ponto no plano, o raio e o angulo a ele associados sdo Unicos? Em outras pala-
vras: pode um mesmo ponto ter mais de um raio ou mais de um angulo associados a ele? Jus-
tifique sua resposta.

8. Pense no numero 0. Qual seria a sua representacdo na forma polar? Ela é Unica? Como isso
é possivel? Troque ideias com os colegas e registre suas conclusoes.

10




Atividade 3 — Operacdes com 0s NUmeros
Complexos

+ Habilidade relacionada — Identificar um nimero complexo; Efetuar adi-
cao, subtracdo, multiplicacdo e a divisdo de nimeros complexos na forma
algébrica. H-36.

+ Pré- requisitos — Reconhecer, interpretar, identificar, aplicar e resolucdes
de problemas que envolvem o contetdo.

+ Tempo de duragdo — 100 minutos.

+ Recursos educacionais — Software Geogebra e Roteiros disponibilizados
pelo curso.

+ Organizacdo da turma — Dupla.

+ Objetivos — Mostrar aos alunos a importancia do tema estudado e sua a-
plicabilidade.

+ Metodologia adotada - Apresentar o video para os alunos com o objetivo
de informar todos os aspectos do tema que sera tratado.
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OPERACOES ENTRE COMPLEXOS

= Correspondéncia entre Complexe na forma de Par Ordenado{um ponto de um
grafice) e a Forma Algébrica

z = (a,b) = a + bi

=» Igualdade < Adigdo
(a.b) =(c.d) = a=cbi=di soma nlsreais
™ " - - ' - > i =" -
(a+bi)=(c+diy=a=cbi=di (ab)+(cd)=1{(a+bi+(c+di)
( ) ;
= Conjugado =» Divisdo soman-osimaginarios
= (a+b) + (b + d)i

z = al|t+|bi zy z,.2>
- = — = £ Ry T
7z = al—Ibi Z; Z3.Z; =» Multiplicagdo

2z, X 2, = (@ + bi) x (c + di)
= z; X 2z, = (ac — bd) + (ad + bc)i

EXEMPLQOS

Considere os complexos Z1 e Z2, onde Z1 é numero complexo na forma algébrica e Z2 é nu-
mero complexo na forma de par ordenado (uma coordenada cartesiana):

Z1=2+3i e 72(-4;5)

Determine: Z1+72; 71.72; 1721-6Z2

O primeiro passo € passar Z2 para a forma algébrica, e assim conseguir efectuar as operagoes
acima proposta, entéo:

Z2 =(-4;5)=-4+5i

Exemplo 1.

(+)+()=(-

— atribuindo-se o sinal do maior ndmerao (-4)

zZ,+ z, = (2 +?i) + (—4+5i)=-2+8i=(-2;8)
|
(+)+(+)=(+]

12



https://lh6.googleusercontent.com/-fEhwgzf5axk/TX5yqDrHBqI/AAAAAAAAAJo/wij803mI9Cs/s1600/Separador+_IntrComplexos_Ex1.GIF
https://lh4.googleusercontent.com/-b4YBlX7IaGc/TX5wx2i--qI/AAAAAAAAAJk/MUJGpBTFFrk/s1600/Ex_soma+complexos.GIF

Exemplo 2.

(#)x (+) = (+]

rih
o

(+)x(-}=()

T I
z,.2, =(2+3i) + (-4 +5i) = -8+ 10i — 1|2i +15i%
L
(+)x(-)={-) ‘
(F)x {+)=(+)

CA= i=v-1 = @?=(H-1)? > =1
=z,.72,=—8+10i —12i + 15.(—1) = -8+ 10i — 12i — 15

= z,.2, = —23 — 2i = (—23; —2)

Exemplo 3.

— lxi-)=(+)
7z, — 6z, =7.(2 4+ 3i) — 6.(—4 + 5i) = 14 + 21i + 24 — 30i
(-)x (+)={(-}

= 7z, — 6z, = 38 — 9i = (38;—9)

REPRESENTACAO GRAFICA Z1(2,3) e Z2(-4;5)

Complexos Z1 e Z2
o=

Z2{-4,3)
] | Z1(2,3)
vivo frmagihdrio—3— &
l -
f | ! | T |
-0 -4 -2 0 2 4 a

13



https://lh4.googleusercontent.com/-sm1dkaX5BBA/TX5zbwqaH5I/AAAAAAAAAJs/fFpxClmQ0oo/s1600/Separador+_IntrComplexos_Ex2.GIF
https://lh3.googleusercontent.com/-PBP33O-92zQ/TX6QVO3MXbI/AAAAAAAAAKI/MU04rkhYaZE/s1600/Ex_multiplica+complexos_1.GIF
https://lh5.googleusercontent.com/-7PFnkJDjpOM/TX54hdCxdQI/AAAAAAAAAJ0/v34HX4yhHTM/s1600/Ex_multiplica+complexos_2.GIF
https://lh3.googleusercontent.com/-l2vczxQD038/TX6PiwXNh2I/AAAAAAAAAKE/Z5yyIhW5bwk/s1600/Separador+_IntrComplexos_Ex3.GIF
https://lh5.googleusercontent.com/-ugqsgTLhE1o/TX6PXv1gfvI/AAAAAAAAAKA/Widobxsq-EI/s1600/Ex_multiplica+complexos_3.GIF
https://lh6.googleusercontent.com/-I4OSvZuG3ao/TX_v_QOREeI/AAAAAAAAAKM/kl8cClDr1rw/s1600/Rep_Z1eZ2.GIF

Complexe 21, I

v i1 4

HN3)

Comploxo 111612

i
1
1
i

i

FIAE )

Complexo 21 + I2
L
i
dia Imagiyarie
i
0
Representaco Grafica 21+ 22

Representagdo Grafica 21,22

Representagdo Grafica 721 - 622

EXERCICIOS DE FIXACAO — Foram utilizados os roteiros de acao 3.

[EEN

o}]

.2=3;w=5

o

.2=5w=3i

e.2z=3+5iiw=3+2i

N

az=6+3i;w=2-4j

C.z=3-5i;w=-2+4j

w

. Agora efetue as somas z + w abaixo:

b.z=2i;w=4i

d.z=2+3i;w=3

. Agora, efetue z — w nos casos abaixo:

b.z=-2+4i;w=3-5i

. Tente agora efetuar as seguintes operacoes:

z=15+54i;w=-3,1-1,2i

14




a- z+w. 1

b- z*w,comz=3+2iew=4

c- z*w,comz=2+4iew=3i

d- w—-z,com z=-n+5,17i; w=289 + 3,61

Dica: Tente fazer usando © = 3,14.
e- z-w+v,comz=443-18i;w=42+27i;v=-i
4. Bom tente efetuar a seguinte divisdo: z: w,comz =6 -4iew = 2.
5. Obtenha os valores de 15, i6, i7 e i8.
6. Efetue (2 + 3i)?

7. Efetue as operacdes solicitadas:

a)z*w,sendoquez=-1+i;w=3+5i b) z:w, sendoquez =5+ 4i;w=-i
c)w:z,sendoquez=2-2i;w=5+2i d)z*w,sendoquez=2+2i;w=2-2i
e)w:z,sendoquez=4;,w=4+3i f) 8, sendoque z=3 i

g) z2,sendo que z = 4 + 2i

Atividade Extra:

Laboratério de Informética - Software Geogebra - Dados os nimeros complexos :

z=-1+1i; w=23+5j

z1=6+3i; wl =2 -4j
72 =-2 +4i; w2 =3 - 5i
z3 =3 -5i; w3 =-2 +4i

Representar no Plano de Argand Gauss, opera¢fes com esses numeros complexos.




Avaliacao

A avaliacdo envolve aluno e professor e deve ser realizada de maneira
que ambos possam avaliar o quanto se desenvolveu cada uma das competéncias
relacionadas aos temas estudados.

O trabalho foi desenvolvido em sala de aula. A participacdo dos alunos
foi quase total. O video foi um dos elementos essenciais para o auxilio na apren-
dizagem e motivacédo dos alunos. Surgiram duvidas durante a exibicdo do video.
Em um momento oportuno, aplicar um exercicio individualmente.

Tenho costume de verificar os acertos dos alunos nas questdes, com isso,

posso verificar a aprendizagem do aluno.
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