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Introducéo

“Nao existem métodos fdaceis para resolver problemas dificeis.
René Descartes"

Apresentamos a presente atividade como uma alternativa para viabilizar, em
sala de aula, formas concretas de abordar conteludos matematicos a serem
trabalhados no Ensino Médio de escolas de modo a incorporar ao processo de
ensino-aprendizagem da matematica orientacdes teoricas advindas do campo da
Educacdo e da Educacdo Matematica, com énfase na utilizacdo de recursos
tecnoldgicos.

Uma das maiores dificuldades de nosso trabalho diario com professores é
despertar nos estudantes interesse e motivacdo em relagdo aos conteldos
matematicos a que sdo apresentados no dia-a-dia das aulas de matematica. A
despeito de todo o esforco e dedicagdo com que vimos desenvolvendo nosso fazer
docente, podemos constatar que, muitas vezes, os estudantes participam das aulas
de mateméatica de forma desinteressada e alienada. Na tentativa de cumprir as
exigéncias impostas pelas préaticas pedagdgicas homogeneizantes, grande parte
dos estudantes, limita-se a decorar regras, formulas e “macetes” e a desenvolver
algoritmos de forma mecanizada e rotinizada.

“E consensual a idéia de que ndo existe um caminho que possa ser
identificado como Unico e melhor para o ensino de qualquer disciplina, em
particular, da Matematica. No entanto, conhecer diversas possibilidades de trabalho
em sala de aula é fundamental para que o professor construa sua pratica.” PCN e o
recurso da resolucdo de problemas tém demonstrado que o aluno aprende com
mais motivacao.

Este Plano de Trabalho veio trazer uma metodologia diferente daquela que esta
acostumado, apenas utilizando regras, ou indo por este ou aquele caminho. A
intencdo € construir conceitos em conjunto, para que o aprendizado aconteca.




Objetivos

Competéncias e habilidades

Identificar e conceituar a unidade imaginaria.

Identificar o conjunto dos numeros complexos e representar um nuamero
complexo na forma algébrica.

Calcular expressdes envolvendo as operagdes com numeros complexos na
forma algébrica.

Calcular poténcias de expoente inteiro da unidade imaginaria.




Atividades

Habilidade relacionada:

Identificar e conceituar a unidade imaginaria.

Identificar o conjunto dos numeros complexos e representar um numero
complexo na forma algébrica.

Calcular expressdes envolvendo as operacfes com numeros complexos na
forma algébrica.

Calcular poténcias de expoente inteiro da unidade imaginaria.

Descritores

H36 - Efetuar calculo envolvendo operacdes com numeros complexos na forma
algébrica:
C1 - Efetuar a adicado de dois ou mais numeros complexos na forma algébrica;
C2 - Efetuar a subtracdo de dois ou mais numeros complexos na forma
algébrica;
C3 - Efetuar a multiplicacdo de dois ou mais niumeros complexos na forma
algébrica;
C4 - Efetuar a divisdo de dois ou mais numeros complexos na forma algébrica.

H46 - Reconhecer nimeros reais em diferentes contextos:
C1 - Localizar nUmeros racionais na reta numeérica.
C2 - Identificar nUmeros irracionais em intervalos na reta.
C3 - Comparar e/ou ordenar numeros reais.

Tempo de duracéo:

As atividades serdo realizadas em 6 tempos de aula e as atividades serdo
subdivididas em trés etapas.

Organizacao da turma:
As atividades serao realizadas em grupos de 4 alunos.

Objetivos:

Apresentar os numeros complexos como mais uma ferramenta matematica.

Pré-requisitos:

OperacOes elementares com numeros reais; identificacdo de raizes de uma
funcdo a partir da sua representacdo grafica; determinacdo das raizes de uma
funcdo a partir da sua representacdo algébrica; produtos notaveis.




Material necessario:
Folha de atividades, computador com Geogebra instalado e um Data show.

Desenvolvimento da 12 etapa

Nessa atividade, vocé observara as imagens projetadas por seu professor.
Essas imagens foram geradas num programa chamado Geogebra, que facilita o
nosso trabalho, pois dando alguns comandos ele traca os gréaficos. Para comecar,
vamos relembrar o que vocé ja estudou ha algum tempo: a determinacdo das
raizes de uma funcéo a partir da sua representacao grafica.

Vamos 1a?
Gréficol no Geogebra
Observe o gréfico projetado.

1. Vocé lembra o nome desse grafico? A qual funcéo ele estd associado? O que
VOCés poderiam dizer a respeito?.

Obs.: Espera-se que os alunos percebam que a funcéo representada é f(x) = x2 - 4.

2. O gréfico projetado é a representacado gréafica de uma funcao do tipo f(x) = x2 + a.
Repare que na tela temos um controle o qual permite variar o valor de a. Indique a
lei de formacédo da funcdo nesse caso.

Esse grafico tem interse¢cdo com o eixo X?

Vocé é capaz de indicar as raizes dessa fungdo? Indique-as.

Para a realizacdo do item 5, vocé deve posicionar o parametro a no valor -1.

5. Observe o grafico formado quando o parametro a vale -1. E agora:

a. O gréfico tem interse¢do com o eixo X?

b. A intersecdo € do mesmo tipo do gréfico anterior?

c. Vocé consegue indicar as raizes dessa funcdo? Quais sao?

Obs.: Os alunos devem perceber que a parabola intersecta o eixo das abscissas
em dois pontos, cujas abscissas (x 1=2e x,=2,quandoa=-4 ex;=-1ex,=1,
quando a=-1) correspondem as raizes da fungdo. Caso a turma apresente




dificuldade em relacdo a indicacdo das raizes, € conveniente fazer uma reviséao
sobre a representacédo gréafica de uma funcéo.

6. Acompanhe o movimento do gréafico quando o parametro é direcionado para o
valor zero. O que aconte?

a. O gréfico permanece intersectando o eixo x?
b. Como é essa intersecéo?

c. Quantas raizes essa fungdo possui?

7. Observando o grafico formado quandoa=0:
a. Quantas séo as raizes dessa funcéo?

b. Como é a intersecéo entre esse grafico e o eixo X?

8. Agora observe o que acontece quando o parametro é direcionado para um valor
positivo.

a. Ha intersecédo com o eixo X?

b. E agora? A funcao possui raiz?

9. Observe o gréfico projetado, ele € do tipo dos graficos estudados até agora?

10. Esse grafico é a representacao de funcdes do tipo f(x) = x3 - ax - b. Observe a
tela e indique a funcéo projetada. Para isso, observe os valores dos parametros
indicados.

11. Quantas raizes reais a funcéo associada a esse grafico possui? Quais sao
elas?
12. Observe 0 que acontece quando mudamos o parametro a para 8.

a. Quantas intersecdes esse grafico tem com o eixo X?

b. Qual é a quantidade de raizes reais da funcéo?

13. Observe agora o grafico formado quando a = 3 e b = 2. Nesse caso, a funcéo
possui raizes reais? Quantas?

14. Observe o que acontece quando alteramos os parametros a e b. Vocé é capaz
de indicar a quantidade minima de raizes das fun¢cdes assim formadas? Troque
ideias com seus colegas e registre-as a seguir.

15. Vamos agora estudar um caso especifico dessas funcdes. Observe a
representacdo gréafica da fungéo f(x) = x3 - 15x - 4.

a. Quantas raizes reais ela possui?

b. Ela tem alguma raiz positiva?

c. Verifique sua resposta, substituindo o valor de x na funcdo. Vocé deve
encontrar como resultado 0, vocé sabe por qué?

16. Vocé lembra como fazemos para obter uma raiz de uma funcgéo a partir da sua
férmula? Converse com seus colegas e responda a questao.




17. Escreva uma equacédo que determine as raizes da funcéo f(x) = x3 - 15x — 4.

Cardano e Tartaglia, no século XVI, desenvolveram uma férmula para resolver
equacdes polinomiais cubicas.

Dadaaequagdox®=ax+Dhb
Uma solucéo podia ser obtida pela férmula:

e O )

18. Escreva a equacédo obtida no item anterior na forma das equacdes de Cardano
e Tartaglia e indique os valores de a e b.

19. Utilizando a formula de Cardano-Tartaglia, indique a solucao da equacéo obtida
a partir da fungédo f(x) = x3- 15x — 4.

Obs.: Espera-se que os alunos cheguem a solucdo: X = %/2+\/—121+%/2—\/—121_

Oriente-0os para escreverem a solucdo mesmo com a presenca de uma raiz
guadrada negativa. Afinal, em geral, os alunos evitam 0s numeros negativos.
Esteja atento para que todos alunos cheguem a solucao esperada.

20. Observe que a solucdo encontrada possui raiz quadrada de nimero negativo.
Isso a primeira vista pode parecer estranho, mas nesse caso essa raiz negativa
n&o influenciara o resultado final! Para verificar isso, utilize o fato de (V-1)= -1 e
calcule o valor de (2+V-1)3 e (2-V-1)3.

21. Agora é a sua vez. Vocé pode determinar o valor de {2 ++/-121 utilizando o
calculo feito no item anterior. Entdo vamos Ia?

22. Determine também o valor de 3/2—-+/-121.

23. Utilizando os valores determinados nos itens anteriores, vocé saberia
determinar o valor da soluc&o obtida a partir da férmula de Cardano-Tartaglia?

Obs.: Os alunos devem chegar a:




x=J2+F21+3 -y -
eV e -y -
2122 1=

=2+2=4

Desenvolvimento da 22 etapa
Operacdes com numeros complexos

Duracdao prevista: 100 minutos

Objetivos: Compreender e efetuar operacdes com nuameros complexos em sua
forma algébrica.

Pré-requisitos: Operacfes elementares com nameros reais; compreensao sobre
as representacdes dos nimeros complexos.

Material necessario: Computador com data-show.
Organizacéo da classe: Pequenos grupos de dois ou trés alunos cada.

Atividade 01

Soma e Subtracdo de Niumeros Complexos

Nesta atividade, vocé tera contato com as operacdes de soma e subtracdo
envolvendo numeros complexos. Na verdade, vocé descobrird que elas muito se
assemelham a outros conceitos ja estudados anteriormente. Preparado?

Por exemplo, como fariamos a soma dos niumeros complexos z =2 e w = 4?

Uma vez que todo namero real € um nuamero complexo, tanto faz somarmos
complexos que possuam apenas a parte real, apenas a parte imaginaria, ou
ambas.

Um cuidado deve ser tomado: a unidade imaginaria i distingue a parte real da
parte imaginaria e, sendo cada parte de natureza distinta, ndo podemos
simplesmente uni-las. Assim, o procedimento de soma de dois nimeros complexos
se assemelha ao de soma de expressdes algébricas da forma ax + b.

Sob esta otica, temos, por exemplo:

z=2+3i;w=5+2i

z+w=2+3i+5+2i=(2+5)+(3+2)i=7+5i
1. Agora efetue as somas z + w abaixo:

a.z=3;,w=5

b.z=2iiw=4

C.z=5w=3i

dz=2+3i;w=3

e.z=3+5;,w=3+2i




Como vocé pdde perceber, somar numeros complexos pode ser tratado de modo
semelhante a soma de expressdes algébricas. Na verdade, descobriremos mais a
frente que a relacdo entre estes dois assuntos € ainda mais estreita.

Para o caso da subtracdo de numeros complexos, mantendo a relacdo citada
acima, basta a troca de sinal da parte real e da parte imaginaria, seguindo com o
agrupamento e soma dos termos semelhantes como anteriormente.

Por exemplo:

Z=5+2iiw=2+i

z-w=(5+2)-Q2+)=5+2i-2-i=(5-2)+(2-1)i=3+i
2. Agora, efetue z — w nos casos abaixo:

a.z=6+3i;w=2-4i

b.z=-2+4i;w=3-5i

C.z=3-5iw=-2+4i

Como vimos, o procedimento para soma e subtracdo de niumeros complexos
pode ser resumido a operar com a parte real e com a parte imaginaria
separadamente e, em seguida, juntar as partes para formar um novo ndamero
complexo.

As atividades que vocé acabou de realizar levaram em conta apenas valores
inteiros para as partes real e imaginaria dos numeros complexos. Mas 0s numeros
complexos sdo muito mais que isso!

Na realidade, os valores podem ser quaisquer nameros reais e, para realizar a
soma/subtracdo em cada caso, basta seguir 0 mesmo procedimento que vocé
realizou anteriormente, s6 que agora com quaisquer complexos.

3. Tente agora efetuar as seguintes operacoes:
a.z=1,5+5,4i;w=-3,1-1,2i. Sendo assim, determine z + w.
b.z=-m+5,17i; w = 8,9 + 3,6i. Sendo assim, determine w - z.

Dica: Tente fazer usando 11 = 3,14. Depois, calcule usando a representacio 11, sem
aproximacoes.

C.z=443-18i:w=4,2+ 2,7i;v=-i. Sendo assim, determine z - w + v.

Pronto! Agora vocé ja é capaz de realizar somas e subtra¢des entre nimeros
complexos quaisquer!

Vamos adiante?

Atividade 02

Multiplicacao e Divisao

Assim como fizemos na soma/subtracédo, podemos considerar a multiplicagao
e a divisdo como uma operacao envolvendo a forma algébrica, da mesma forma
gue fazemos com as expressodes algébricas.




E mais: vocé lembra da “racionalizagdo do denominador de uma fragao™?
Esse € um procedimento bastante efetuado no estudo de fragbes envolvendo
expressoes algébricas e numeros irracionais. Seré utilizado aqui também!

1. Inicialmente, tente efetuar a operacdo z*w,comz=3+ 2iew =4,
2. Agora vamos complicar um pouco. Efetue a operacédo z*w,comz =2 +4ie
w = 3i. Nao se esqueca que, como i =V -1, podemos considerar que i >= -1.

3.Efetuez*w,comz=2-3iew=5-|.

A partir deste ponto, vocé ja esta em condicbes de efetuar o produto entre dois
complexos na forma algébrica. Mas, e a divisdo?

4.Bom tente efetuar a seguinte divisdo: z:w,comz =6 —-4iew = 2.

Na divisdo onde o divisor € um numero real puro, basta dividir cada termo do
dividendo pelo divisor. Agora efetue:

5.z:w,comz=-9ew=3i.
6.z:w,comz=6-4iew=2i.

Para efetuar uma divisdo onde o divisor possui parte imagindaria, faremos uso de
um artificio que vocé conheceu durante o estudo de numeros irracionais: a
racionalizacdo do denominador.

A divisdo de numeros complexos na forma a + bi pode ser vista do mesmo modo
gue uma divisdo de numeros irracionais na forma de radicais. Neste caso, quem
executa a tarefa de eliminar a parte imaginaria é o conjugado do nimero complexo.

Procure efetuar a seguinte divisao, utilizando esta idéia:
7.z:w,comz=4-3iew=2+i

Com isto vocé ja tem condicBes de trabalhar com as 4 operacdes béasicas
dentro do conjunto dos nimeros complexos.

Uma nota final ainda cabe. Quando vocé aprendeu sobre a potenciacao,
provavelmente ouviu falar nela como “multiplicar repetidas vezes”. Na verdade,
vocé pode notar que elevar um numero complexo qualquer a uma dada poténcia
pode ser entendido como resolver um caso de Bindmio de Newton.

Mas antes, vocé deve saber como trabalhar com as poténcias da unidade
imaginaria.
Responda a sequéncia abaixo:

8. Qual o valor de i “?
9. Vocé pode, a partir do valor de i%, obter o valor de i*? Como?

10. Agora que vocé tem o valor de i3, é capaz de calcular i*? Como?

11. O que aconteceu no momento em que calculou o valor de i*? Vocé
consegue explicar o motivo?

12. Obtenha os valores de i°, i°, i’ e i,

Notou algo “estranho”? Acontece que as poténcias de i formam uma
sequéncia que percorre um ciclo de valores: i, -1, -i, 1. Com isto, para saber o valor




de qualquer poténcia de i, basta verificar em que ponto da sequéncia a poténcia
desejada se encontra.

Vamos verificar?
13. Calcule i%°.

Vocéjaviuquei®=1,it =i, i2=-1,i8=-,i* = 1, > = i, etc. Se continuarmos
com a sequencia, logo notamos que i10 deve ser igual a -1. Mas e se quiséssemos
o valor de i**? E necessario encontrar um modo de ndo precisar escrever a
sequencia completa todas as vezes... E hd um modo!!

Verificando os resultados das poténcias de i, podemos notar uma relagéo
entre os expoentes e os valores dos resultados.

14. Vocé consegue visualizar qual é esta relacdo? Explique a seguir.
Uma dica: esta relacdo refere-se ao “tempo” que leva até que um valor seja
repetido.

15. Encontre o valor das seguintes poténcias de i:
a) j21
b) 87
C) i221

d) i1024

Agora vocé ja pode calcular poténcias de nUmeros complexos em geral.
16. Efetue (2 + 3i)?

No caso do item 16, vocé pode ter optado por utilizar o produto notavel “quadrado
da soma’.
17. Efetue:

a. (2 + 3i)
b. (1-1i)3
Em a), perceba que basta multiplicar o resultado do item 16 por (2 + 3i) para obter

o cubo. Ja em b) vocé comeca a ter um pouco mais de trabalho...
18. Agora, efetue (2 — 3i)*.

Bem mais complicado, certo? Para este caso, vocé pode:

multiplicar (2 — 3i) quatro vezes;
fazer (2 — 3i)? e depois multiplicar por ele mesmo;
resolver direto (2 — 3i)*, via expansdo do Bindmio de Newton.

19. Agora que vocé ja sabe como efetuar multiplicagbes, divisbes e
potenciacOes, efetue as operacgdes solicitadas:

a)z*w,sendoquez=-1+i;w=3+5i
b)z:w,sendoquez=5+4i,w=-i

c)w:z,sendoquez=2-2i,w=5+2i
dz*w,sendoquez=2+2iw=2-2i




e)w:z,sendoquez=4;,w=4+3i
f) z3, sendoque z=3 —i
g) z2,sendoque z=4+ 2i

Desenvolvimento da 32 etapa

Jogo dos Cartdes Complexos

Duragdao prevista: 100 minutos

Objetivos: Que os alunos consigam realizar com autonomia as operacfes com
ndmeros complexos.

Pré-requisitos: Operacdes elementares com numeros reais; compreensao sobre
as representacdes dos numeros complexos.

Material necesséario: Folha A4; papel cartdo, cartolina ou papeldo de caixa de
supermercado; canetinha, cronémetro.

Organizacao da classe: Pequenos grupos de quatro alunos.

Atividade.

Cada grupo de quatro alunos faz outro subgrupo com dois a dois fazendo um
contra o outro. Cada grupo dos quatro recebe 15 cartdes com expressdes
complexas e uma folha A4 com as possiveis respostas certas e erradas. Os
cartdes ficam virados para baixo e cada subgrupo retira um cartdo com um tempo
cronometrado de 1minuto e 30 segundos para resolver a expressao e respondé-la,
marcando na folha A4 a resposta encontrada. Caso o subgrupo ndo termine dentro
do tempo ou responder a expressao errada, passa a vez para o0 outro subgrupo até
gue terminem todos os cartdes da mesa. A fiscalizacdo da resposta certa era feita
pelo outro subgrupo, mas nada impedindo que o professor realize a afericdo das
respostas.

Avaliacao

Evidente que as duas primeiras atividades auxiliardo os alunos a desenvolver a
terceira etapa do plano,contudo € apenas nela que a avaliacdo acontecera.

A avaliacdo girard em torno basicamente da ultima atividade onde os alunos
deveréo realizar com autonomia e sem a intervencdo do professor as operacoes e
expressdes complexas que irdo aparecer no jogo.
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