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Modulo 1

Ondas eletromagnéticas e polarizacao

Apresentacao do médulo

No curso de Fisica 4, Mdédulo 1, faremos uma introducgao a Optica,
estudando algumas propriedades da propagacao da luz, que é uma onda
eletromagnética. Vamos, entao, explicar para vocé o que é uma onda eletro-
magnética e quais sao as suas principais caracteristicas. Para que voceé possa
entender esses novos conceitos, precisamos completar a teoria do eletromag-
netismo, estudada nas disciplinas Fisica 3A e 3B. Portanto, na primeira aula,
vocé vai estudar o conjunto completo das quatro equagoes de Maxwell, do

eletromagnetismo, preparando o terreno para as aulas seguintes.

As ondas eletromagnéticas fazem parte da nossa vida atual e estao cada
vez mais presentes em nosso cotidiano. Como veremos no curso, uma carac-
teristica muito importante das ondas eletromagnéticas ¢ o seu comprimento
de onda: é ele que define a forma como elas interagem com as pessoas e com

os objetos.

A onda eletromagnética mais importante de todas é, com certeza, a
luz, ou, em outras palavras, aquela que tem o comprimento de onda perto de
0,5pum (1pum = 107%m é um milhao de vezes menor do que um metro). En-
tretanto, ondas eletromagnéticas com muitos outros comprimentos de onda
ja fazem parte do nosso dia-a-dia. As microondas do forno (comprimento
de onda em torno de lecm); as ondas de radio e televisao (comprimento de
onda em torno de 1m); os raios X (comprimento de onda em torno de 14
ou 107'%m); os lasers de infravermelho dos aparelhos de CD e DVD (com-
primento de onda em torno de 1um); os sinais que viajam nos cabos e fibras
Oticas das linhas telefonicas e da TV a cabo; as ondas dos sinais dos telefones

celulares etc.: todos esses sao exemplos de onda eletromagnétical

Nosso objetivo é entender como sao geradas estas ondas, como é que se
deslocam, ou se propagam através do ar, do espago vazio, e o que acontece
quando passam por aberturas em placas opacas, atravessam algum material,
como vidro, ou quartzo, quando encontram um espelho pela frente ou quando

duas ondas eletromagnéticas se combinam.

CEDERJ






As Equacdes de Maxwell

Aula 1 — As Equacoes de Maxwell

Meta da Aula

Apresentar as equacoes de Maxwell na forma diferencial, incluindo o
termo de corrente de deslocamento.

Objetivos

Ao final desta aula, vocé deverd ser capaz de:

e Explicar a Lei de Conservagao de Carga.

e Mostrar a necessidade da corrente de deslocamento para a consisténcia

da teoria eletromagnética.

e Escrever as quatro equacoes de Maxwell na forma diferencial e discutir

o significado fisico de cada uma delas.

Pré-requisitos

Como, nesta aula, faremos uma revisao de varios tépicos que voceé es-

tudou em Fisica 3A e 3B, seria interessante reve-los antes de comecar:

Permissividade elétrica, Aula 1 de Fisica 3A.

Lei de Gauss, Aula 5 de Fisica 3A.

Densidade de corrente elétrica, Aula 12 de Fisica 3B.

Lei de Ampere, de Fisica 3B.

Lei de Faraday-Lenz, de Fisica 3B.

Introducao

Nesta primeira aula do nosso curso, vamos completar a teoria do ele-
tromagnetismo apresentada nas disciplinas Fisica 3A e Fisica 3B. Também
serao revistos varios conceitos e resultados que vocé estudou nessas duas

disciplinas, preparando o terreno para o estudo das ondas eletromagnéticas.

MODULO 1 -

AULA 1
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As Equacdes de Maxwell

Vamos comecar pela Lei de Ampere. No final do século XIX, Maxwell
percebeu que era necessario modifica-la, acrescentando um termo adicional:
a corrente de deslocamento. Em razao da presenca desse termo, Maxwell
mostrou que os campos elétrico e magnético poderiam se propagar como
uma onda, com a velocidade da luz. Ele entao concluiu que a luz deveria
ser uma onda eletromagnética! Essa foi uma das mais importantes descober-
tas na histéria da ciéncia, e voce terd a oportunidade de estuda-la em detalhe

ao longo das proximas duas aulas.

Vocé precisard de varios resultados do céalculo diferencial e integral
para campos vetoriais. Para sua comodidade, apresentamos um apéndice ao
final da aula, resumindo os dois principais teoremas utilizados: o Teorema
do Rotacional, também conhecido como Teorema de Stokes; e o Teorema da
Divergeéncia, também conhecido como Teorema de Gauss, que nao deve ser

confundido com a Lei de Gauss, da eletrostatica.

A Lei de Ampere na forma diferencial

Experimente aproximar uma bissola a um fio que conduza uma corrente
elétrica. O ponteiro da bussola mostrara, de forma clara, que a corrente gera
um campo magnético B na sua vizinhanga. No curso de Fisica 3B, voce
estudou a situacao estacionaria, em que as densidades de carga e corrente
sao constantes no tempo. Nesse caso, a corrente I e o campo magnético

gerado B estao relacionados pela Lei de Ampere:

-

f{ B-dl = pol. (1.1)
C

No lado esquerdo desta equacao, temos a integral de linha do campo
magnético B sobre o caminho orientado fechado C'. O vetor infinitesimal %
é tangente ao caminho C' em cada ponto 7 de C, o seu sentido é determinado
pela orientacao de C, e o seu mdédulo representa o comprimento da secao

infinitesimal do caminho em torno de 7.

No lado direito da equagao, temos o produto da permeabilidade magné-
tica do vacuo o, que é uma constante fisica universal, pela corrente elétrica
I, que “fura”a superficie S, cuja borda é o caminho C, como mostra a
Figura 1.1.

A Lei de Ampere, na forma integral dada pela Equagao (1.1), contém

informacao global sobre os valores de B. A partir da Equacio (1.1), podemos

extrair informacao local sobre o campo B num dado ponto do espaco 7,
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MODULO 1 - AULA 1

Figura 1.1: Representacio geométrica da integral de linha do campo magnético B

sobre a curva orientada fechada C. O vetor d¢ é tangente a curva em cada ponto.

se a combinarmos com um resultado matematico importante: o Teorema do
Rotacional (ver apéndice no final da aula). Aplicando este teorema, podemos
escrever a integral de linha do campo magnético B em termos de uma integral

de superficie do rotacional de B:

]{B.Je:/ﬁxé.ﬂ. (1.2)
c s

No lado direito desta equagao, cﬁl ¢ um vetor perpendicular ao plano
tangente a superficie S em cada ponto 7 (veja a Figura 1.2), e com mddulo
igual a area da segao infinitesimal em torno de 7. O sentido do vetor cﬁl é
determinado pela regra da mao direita em funcao da orientacao do caminho
C. Se a orientacao de C' é invertida, todos os vetores d—x)él também sao inver-
tidos (assim como os vetores ﬁ), trocando o sinal em ambos os lados da
Equacao (1.2).

Figura 1.2: Vetor dA utilizado na integral de superficie.

CEDERJ
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Também podemos escrever a corrente elétrica I em termos de uma
integral de superficie, se introduzirmos a densidade de corrente J(7), que
contém informacao local sobre o transporte de carga elétrica em cada ponto

do espaco 7 :

J:/f-cﬁl. (1.3)
S

De acordo com esta equacao, a corrente I que “fura’a superficie S é
igual ao fluxo (ou integral de superficie) da densidade de corrente através de
S. Este resultado é consequiéncia direta da propria definicao de densidade de
corrente: o médulo |J(7)| representa a corrente por unidade de drea que atra-
vessa uma superficie infinitesimal, em torno do ponto 7, que é perpendicular
ao vetor J(7) (veja a Figura 1.3). A direcio e o sentido de J(7) sdo deter-
minados pela direcao e pelo sentido do transporte de cargas na vizinhanca

de 7, conforme mostra a Figura 1.3.

®
<|

—

Figura 1.3: Superficie infinitesimal para a defini¢io da densidade de corrente .J(7)




As Equacdes de Maxwell

Exercicio 1.1

Um fio de corrente retilineo tem uma secao reta circular, de raio a =
0, 50mm. Como mostra a Figura 1.4, o fio se estende ao longo da direcao
do eixo z. A densidade de corrente no interior do fio é uniforme (isto ¢, nao
varia de ponto a ponto no interior do fio), com [.J] = 1,0 A/mm?. Calcule
a corrente elétrica transportada pelo fio. Resolva o exercicio antes de ler a
solucao apresentada a seguir!

Solucao: Vamos usar a Equagao (1.3) tomando a seguinte superficie S: o
disco plano de raio a perpendicular ao eixo z (veja a Figura 1.4). Como

- _5

a superficie é plana, todos os vetores dA coincidem: dA= dA Z, onde Z é
o vetor unitario na direcao do eixo z. Como J também é paralelo a 2, o

produto escalar vale .J - dA = \ﬂdA. Temos, entao:

1= [ 17laa
S

mas, como |f\ é constante sobre S, podemos tira-lo da integral e obter:

I= W/dA: |J] x wa®> = 1,0 A/mm? x 0,79mm? = 0, 79 A.
S

j 2%
_’( s\ (5%»
e 7z

Figura 1.4: Densidade de corrente elétrica uniforme em fio de seciio reta circular.

Combinando as Equagoes (1.2) e (1.3), podemos escrever a Lei de

Ampere, Equagao (1.1), na seguinte forma:
/(6 x B — uoJ)- dA= 0. (1.4)
s

Como esta integral se anula para qualquer superficie S, o integrando deve
ser nulo em todos os pontos do espago. Obtemos, assim, a Lei de Ampere na

forma local ou diferencial:

MODULO 1 -

AULA 1
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V % B(F) = noJ (7). (1.5)

Esta equagao contém informagao local sobre o campo magnético num

ponto do espago qualquer 7, uma vez conhecida a densidade de corrente J(7)

nesse ponto.

A Lei de Conservacao de Carga

Vamos analisar agora uma conseqiiéncia importante da Lei de Ampere,
analisando a sua forma local, dada pela Equagao (1.5). Para isto, precisamos
do seguinte resultado matematico: o divergente do rotacional de um campo

vetorial F' é nulo:

A(V x F) =0. (1.6)

<

Exercicio 1.2
Demonstre a Equagao (1.6).
Solugao: combinando as definigdes do divergente e do rotacional (ver

apéndice), obtemos:

. 0 OF, OF,

.. 9
VR =aley T8 ey

y

oF, 8Fz) N g(% _OF,
0z ox 0z Ox oy

)+ o~ ( )-

Nas parcelas acima, podemos inverter a ordem das derivadas parciais. Por

exemplo,

225y = 208
or Oy’ Oy ox

Com isso, as seis parcelas acima se cancelam aos pares.

Tomando o divergente em ambos os lados da Equagao (1.5), vocé poderd

concluir que a densidade de corrente tem divergente nulo no caso estacionario:
V-J=0. (1.7)

Vamos escrever esse resultado de forma mais explicita:

aJ, 0J, OJ.

o + By + % = 0. (1.8)

CEDERJ




As Equacdes de Maxwell

Para entender o significado desse resultado, vamos supor que o vetor
densidade de corrente esteja alinhado com a direcao z em todos os pontos

(J, = J, = 0). Nesse caso, temos:

0J,

% = 0.

Como a derivada é nula, podemos concluir, neste caso, que .J, nao varia ao
longo do eixo z, como mostra a Figura 1.5. Essa propriedade tem uma
conseqiiéncia importante: a carga total compreendida no volume V' da figura
nao varia no tempo, pois toda a corrente que entra nele é compensada exata-
mente pela corrente que sai desse volume. Como vocé poderia esperar, a Lei
de Ampere, dada pela Equacao (1.1), implica que a carga total no volume V'
é sempre constante no tempo! Isso confirma o que voceé ja sabia: a Equacao

(1.1) s6 vale quando cargas e correntes nao variam no tempo.

-
J 14 J—>»Z
— —

Figura 1.5: Contabilidade de entrada e safda de corrente no volume V.

Com um pouco mais de matematica, podemos generalizar esse argu-

-

mento para densidades de corrente J(7) e volumes V' arbitrdrios. Vamos

-

comegar aplicando o Teorema da Divergéncia para J(r) :

[ﬁw%ﬁ%szﬂ, (1.9)

S

onde a superficie S agora representa a fronteira do volume V (superficie

—

que envolve V) e, portanto, é uma superficie fechada, com os vetores dA
apontando para fora. A integral sobre S representa a corrente elétrica liquida
para fora do volume V' - compare com a Equacao (1.3). Em outras palavras,
essa integral representa a contabilidade ou “balanc¢o” total de entrada e saida
de cargas por unidade de tempo. Se ela é positiva, ha mais saida do que
entrada, e, nesse caso, a carga total () contida no interior do volume V'
estarda diminuindo, a uma taxa proporcional a integral no lado direito da
Equacao (1.9). Em termos matemadticos, isso corresponderia a uma fungao

Q(t) decrescente, com derivada negativa igual a:

40 g
-g_—ﬁfmm (1.10)

MODULO 1 - AULA 1
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Essa equacao expressa a Lei de Conservagao de Carga Elétrica: a taxa
de variagao da carga no interior do volume V' ¢é igual a corrente elétrica

liquida (ou total) para dentro de V.

Exercicio 1.3

Considere novamente o fio de corrente retilineo que vocé analisou no
exercicio 1.1. Como antes, suponha que a densidade de corrente seja
uniforme no interior do fio. Tome o volume V' de forma cilindrica mostrado
na Figura 1.6. A carga (), no interior desse volume, varia no tempo?
Para responder a esta questao, calcule a corrente elétrica total para dentro
de V. Sugestao: mostre que o fluxo de J através das paredes laterais de
V é nulo. Para as duas superficies em forma de disco que completam o
bordo de V', use o resultado do Exercicio 1.1, tomando muito cuidado com

o sinal de cada parcela.

Figura 1.6: Volume V no interior do fio.

Na situacao em que vale a Lei de Ampere, a densidade de corrente tem
divergente nulo (veja a Equagao (1.7)), e entdo a contabilidade de entrada
e saida para qualquer volume espacial resulta sempre em “empate”. Mais
precisamente, pela Equagao (1.9), o fluxo de J é sempre nulo para uma
superficie fechada nesse caso. Pela Equagao (1.10), obtemos entao d@/dt = 0,
para concluir novamente que a carga () é necessariamente constante quando
vale a Lei de Ampere. Esse é o caso do exemplo que vocé examinou no
Exercicio 1.3, onde V-J= 0, porque J é uniforme, e, portanto, todas as
derivadas parciais se anulam. Por outro lado, no exercicio a seguir, vocé vai
analisar uma situacao fisica importante, em que a carga () nao é constante.

Assim, a Lei de Ampere nao se aplica a esse exemplo!
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Exercicio 1.4

Considere que o nosso fio de corrente retilineo dos Exercicios 1.1 e 1.3
carregue a placa de um capacitor. A superficie fechada S mostrada na
Figura 1.7 envolve completamente a placa e corta o fio de corrente bem
rente a placa. Portanto, a carga contida no volume V interior a S é a
carga da placa do capacitor ). Calcule d@/dt. Compare com os resultados
dos Exercicios 1.1 e 1.3. Sugestao: mostre que o fluxo de J é nulo em toda

a superficie S, exceto na regiao em que ela corta o fio de corrente.

uw

Figura 1.7: A superficie fechada S envolve uma das placas do capacitor.

Na verdade, podemos deduzir uma restricao ainda mais forte para a
Lei de Ampere. Nao sé a carga global (Q no volume V deve ser constante,
também a densidade de carga p(r) em cada ponto 7 no interior do volume,
que representa a carga por unidade de volume na vizinhanca de 7, deve ser

constante. A carga total em V é dada por:

Qt) = /Vp(F, t)d®r. (1.11)

Substituindo esta expressao no lado esquerdo da Equagao (1.10), obte-

mos:

/ %p(m) Pr — —ff- dA . (1.12)
|4 S

Para o lado direito da equacao acima, usamos o Teorema de Gauss para

a densidade de corrente (Equagao (1.7)), para obter:

MODULO 1 -

AULA 1
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=

/V(%p(mwﬁj) &*r = 0. (1.13)

Como a integral se anula para qualquer volume V', o integrando é iden-

ticamente nulo:

9
o’

-

7ty ==V - J(71). (1.14)

Esta é a expressao da lei de conservacao de carga local: num ponto em
que o divergente de J é positivo, a densidade de carga local tera derivada
temporal negativa e, portanto, estard decrescendo. Esse resultado esta rela-
cionado a nocao intuitiva do divergente de um campo. Onde o divergente é
positivo, como no ponto 7, mostrado na Figura 1.8, ha mais carga saindo
do que entrando na vizinhanca em torno de 7, mostrada na figura; logo, a

densidade de carga local estara diminuindo.

Figura 1.8: Densidade de corrente J na vizinhanca do ponto 7, com V - J() posi-
tivo. Em relagdo ao sistema de eixos coordenados mostrado na figura, o vetor 7 possui
coordenadas x, y e z.

CEDERJ
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Exercicio 1.5

Como nos Exercicios 1.1 e 1.3, um fio de corrente retilineo transporta uma
corrente elétrica. Diferentemente do que vocé fez nos exemplos anteriores,
suponha agora que a densidade de corrente nao seja uniforme e seja dada
por:

(a)

-

J(2) = Joexp[—(a® +y*) /°] &

(b) )
J(z) = Jpexp[—z/{] Z.

Para os dois casos, tome Jy = 1,0 A/mm? e ¢ = 1.0 cm. Calcule a taxa de
variagao da densidade de carga, O;p, num ponto qualquer do interior do
fio. Esse exemplo ajuda a entender a razao pela qual a corrente elétrica
é sempre bem uniforme ao longo do fio. Se isto nao ocorresse, como no
exemplo (b) discutido aqui, haveria actimulo de carga elétrica ao longo do
fio, produzindo um campo elétrico adicional que automaticamente tornaria
a corrente novamente uniforme. Por outro lado, a densidade de corrente
pode variar no plano perpendicular a diregao do fio, como no exemplo (a)

acima, porque, nesse caso, nao ha acimulo de carga.

Como mostramos na Equagao (1.7), a Lei de Ampere s6 pode valer
quando a densidade de corrente tem divergente nulo, e, neste caso, a densi-
dade de carga é constante no tempo em todos os pontos. O que acontece se
a carga nao ¢ constante, como nos Exercicios 1.4 e 1.57 Para dar conta dessa

situacao, é preciso modificar a Lei de Ampere!

A corrente de deslocamento de Maxwell

Maxwell modificou a Lei de Ampere para que ela se tornasse consistente
com a Lei de Conservagao de Carga, dada pela Equagao (1.14). Vocé ja
descobriu que a Lei de Ampere implica um valor nulo para V- f, 0 que 8o
é consistente com a Equagao (1.14) nos casos em que a densidade de carga

p(7,t) nao dependa do tempo.

Quando ha variacao temporal, o divergente de J deve ser diferente de

zero. Podemos relacioné-lo com o campo elétrico E(7,t), se combinarmos os
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resultados vistos nesta aula com a Teoria da Eletrostatica, que vocé estudou

na disciplina Fisica 3A. Vamos comegar lembrando a Lei de Gauss:

fﬁ(ﬁ 1)- dA= Q(t), (1.15)
S

€0

onde Q(t) é a carga total contida no volume V, cuja fronteira é a superficie
fechada S. Também aparece no lado direito desta equacao a constante e,
que representa a permissividade elétrica do vacuo.

Agora, volte algumas pédginas para tras, até a Equagao (1.11), que
relaciona a carga total Q(¢) com a integral de volume da densidade de carga

p(7,t). Substituindo essa equa¢ao no lado direito da Equagao (1.15), obtemos:

%SE(F,t)-d_/l:/ AT s, (1.16)

v €
Usando o Teorema da Divergeéncia, podemos escrever o lado esquerdo

dessa equacgao em termos da integral de volume do divergente de E:
.. 7 ¢
/ (v CE(Ft) - M) dr = 0. (1.17)
1% €0

Como essa integral se anula para qualquer volume V', o integrando deve

ser identicamente nulo. Obtemos, assim, a Lei de Gauss na forma diferencial:

S By =2 (1.18)

€0

Como voce aprendeu em Fisica 3A, a Lei de Gauss é um dos pilares
da eletrostatica. Aqui, estamos dando um passo nao trivial ao supor que ela

também vale no caso de densidades de carga dependentes do tempo.

Combinando a Lei de Conservagao de Carga, Equacao (1.14), com a
Lei de Gauss, Equacao (1.18), obtemos:

€0 (V-E)=—-V.J. (1.19)

Para comparar esta equagao com a Lei de Ampere, Equacao (1.5), é
interessante multiplica-la pela constante g, que, como ¢y, pode ser fatorada
para fora ou para dentro dos simbolos de derivacao. Podemos, ainda, inverter

a ordem das derivadas espaciais e temporal de E para obter

V - (1o + po€odE) = 0. (1.20)
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Compare cuidadosamente esse resultado com a Lei de Ampere, Equacao
(1.5) — agora vocé j& estd preparado para fazer a modificacao necessaria
dessa lei! Lembre que o lado esquerdo da Equacao (1.5) tem divergente
nulo. Vamos, entao, substituir o lado direito por uma expressao que também
tenha divergente nulo: a expressdo entre parénteses na Equacao (1.20), que

acabamos de obter! A Lei de Ampere modificada fica, entao, assim:

6 X g = ,u()j+ M0€OatE. (121)

Qual é a diferenca entre esse resultado e a Lei de Ampere original?

Para facilitar a comparacao, podemos escrever a Equagao (1.21) na forma

— —

V x B = po(J + Jy). (1.22)

onde

Ji = €, E (1.23)

¢ a densidade de “corrente”de deslocamento. Ela nao ¢ a rigor uma densidade
de corrente, no sentido original de transporte de cargas, e sim uma funcao
simples da derivada temporal do campo elétrico. Entretanto, jd tem a mesma
dimensao fisica que a densidade de corrente propriamente dita J e, portanto,
¢ medida em A /m? no Sistema Internacional de Unidades. Uma forma facil de
contar para um colega (experimente!) como a Lei de Ampere foi modificada
por Maxwell seria assim: “tome a Lei de Ampere original” (neste momento,
mostre a Equacio (1.5)) “e some a densidade de corrente J a densidade de

corrente de deslocamento .J; dada pela Equacio (1.23)”.
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Exercicio 1.6

Examine novamente o sistema descrito no Exercicio 1.4, em que um capaci-
tor estd sendo carregado. Suponha que a corrente que sai da segunda placa
seja igual a que chega a primeira. No item (a) deste exercicio, vocé vai
refazer um problema jé estudado na disciplina Fisica 3A (campo elétrico
entre as placas de um capacitor, Aula 9). Se ndo conseguir, use a resposta
fornecida abaixo e passe diretamente para o item (b).

a) Mostre que o campo elétrico (uniforme) vale

Q(t)
EoA i

entre as placas do capacitor e é nulo na regido externa. Q(t) é a carga da

E =

primeira placa (em destaque na Figura 1.7).

Sugestao: use a Lei de Gauss na forma integral, primeiro, quando ha apenas
uma placa. Em seguida, some vetorialmente os campos das duas placas
(principio da superposicao).

b) Calcule o fluxo da densidade de corrente de deslocamento Jy através da
superficie fechada S da Figura 1.7.

¢) Usando o resultado do Exercicio 1.4, mostre que
j{(fjt Ja)- dA= 0.
S

Voceé poderia obter esse resultado de forma bem mais rapida, diretamente
da Equagao (1.22)! Para isto, use o Teorema da Divergéncia no lado
esquerdo dessa equacao e o fato de que o divergente do rotacional é nulo

(como vocé mostrou no Exercicio 1.2).

O que acontece no caso estatico, em que nenhuma grandeza depende do
tempo? Como a corrente de deslocamento é proporcional a derivada temporal
de E, ela se anula nesse caso, e entao recuperamos a Lei de Ampere original.

Nés ja estavamos prevenidos de que ela sé valeria no caso estatico!

As Equacoes de Maxwell na forma diferencial

Na parte final desta aula, vamos rever e discutir o conjunto das quatro

Equacoes de Maxwell. Ja discutimos aqui a Lei de Gauss, da eletrostatica,
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que relaciona o divergente do campo elétrico E com a densidade de carga

elétrica. O andlogo a esta lei para o campo magnético B é a equagao

V-B=0. (1.24)

Comparando-a com a Equacdo (1.18), poderiamos imaginar que, em
seu lado direito, teriamos a densidade de “carga magnética”, em analogia
a densidade de carga elétrica p(7,t). A carga magnética estaria relacionada a
existéncia de monopodlos magnéticos. Até os dias atuais, nao foi encontrada
nenhuma evidéncia experimental para a existéncia dos monopélos, e, por isso,

tomamos o valor nulo no lado direito da Equagao (1.24).

Para completar o conjunto das quatro equacoes de Maxwell, vamos
relembrar a Lei de Faraday-Lenz:

%E- ai=—2 (/ B 54) . (1.25)
c dt \Js

No lado esquerdo desta equacao, a integral de linha do campo elétrico
representa a forca eletromotriz induzida pela variagao temporal do fluxo

magnético através da superficie S, cujo contorno é o caminho fechado C.

Podemos obter a forma diferencial ou local da Lei de Faraday-Lenz
usando o Teorema do Rotacional no lado esquerdo da equacao anterior. Va-
mos supor que a variagao temporal do fluxo magnético se deva exclusiva-
mente a dependéncia temporal do campo magnético B (e nao, por exemplo,
a uma variacdo da superficie S de integragao). Neste caso, podemos passar
o simbolo de derivacao para dentro da integral no lado direito da Equacao
(1.25), e obter:

/(ﬁ x B+ 8,B)- dA= 0. (1.26)
S

Como este resultado vale para qualquer superficie S, o integrando deve

ser nulo:

V x E =—9,B. (1.27)

Esta é a Lei de Faraday-Lenz na forma local.

Talvez vocé esteja pensando em aplicar o mesmo “teste”que fizemos
com a Lei de Ampere no inicio da aula: tomar o divergente de ambos os

lados desta equacgao. Como o divergente de um rotacional é nulo, obtemos
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que o divergente do campo magnético B é nulo, que é a lei expressando a
auséncia de monopdlos magnéticos, Equagao (1.24). Isso mostra que a Lei
de Faraday-Lenz seria modificada por um termo de “densidade de corrente

de monopdlos magnéticos”, caso esses existissem.

Vamos agora reunir as quatro Equagoes de Maxwell num tnico quadro:

Equacgoes de Maxwell

1) Lei de Gauss:

V. E="L. (1.28)

€0

2) Inexisténcia de monopdlos magnéticos:

V-B=0. (1.29)
3) Lei de Faraday-Lenz:

V x E = —8,B. (1.30)

4) Lei de Ampere com corrente de deslocamento:

V x B = u0f+ uoeoﬁtﬁ. (1.31)

Duas destas equagoes envolvem as fontes do eletromagnetismo: a densi-
dade de carga elétrica p(7,t), na Lei de Gauss, Equagao (1.28), e a densidade

de corrente elétrica J(7,t), na Lei de Ampere modificada, Equagao (1.31).

As outras duas equagoes, (1.29) e (1.30), ndo envolvem os termos de fonte.

As equacoes de Maxwell possuem solugoes nao-nulas dependentes do
tempo, mesmo nas regides do espago sem cargas ou correntes (isto é, com
p=20e J = 6) Essa importante propriedade decorre do efeito de inducao
associado a Lei de Faraday-Lenz e do termo de corrente de deslocamento in-
troduzido por Maxwell. Pela Equacao (1.30), quando um campo magnético
varia no tempo, nduz o surgimento de um campo elétrico. Esse campo
também depende do tempo e, portanto, faz aparecer uma corrente de deslo-
camento J:l, que é a segunda parcela no lado direito da Equagao (1.31). Essa

“corrente” gera, por sua vez, um campo magnético dependente do tempo,
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que gera um campo elétrico induzido, e assim sucessivamente. Temos entao
um efeito “domind”, tipico de propagacao de ondas, que vocé ja conhece, do
estudo de ondas mecanicas, tais quais, por exemplo, as ondas numa corda
vibrante. No eletromagnetismo, o efeito “domind”esta associado a inducao
mutua entre os campos E e é, que representamos de forma esquematica
na Figura 1.9. Em conseqiiéncia, uma determinada perturbacao eletro-
magnética pode se propagar como uma onda através de regioes do espaco
completamente vazias (vacuo). Isto explica por que é possivel observar a luz

emitida por estrelas tao distantes!

Lei de Faraday-Lenz

7N

B(r) 0

N

Corrente de deslocamento

Figura 1.9: Esquema da indugdo miitua entre os campos elétrico e magnético depen-

dentes do tempo.

A principio, poderiamos resolver as Equacoes de Maxwell para obter os
campos E e B, uma vez conhecidas as densidades de carga p(7,t) e corrente
J (r,t) em todo o espago e para todos os tempos. Entretanto, o problema
do eletromagnetismo é, em geral, mais complicado, porque a forma como as
cargas estao distribuidas espacialmente também depende dos campos elétrico
e magnético, ja que estes exercem forca sobre as cargas. Portanto, tipica-
mente p(r,t) e J (7,t) ndao sdo conhecidos a priori. Por exemplo, quando
analisamos os fenomenos eletromagnéticos na presenca de um meio material,
o campo elétrico aplicado polariza o meio material, provocando um rearranjo
da distribuicao espacial das cargas nos atomos ou moléculas que constituem
o meio. Assim, a densidade de carga p(7,t) no interior do meio material
certamente nao é dada a priori, mas depende do valor do préprio campo
elétrico. O mesmo tipo de efeito pode ocorrer para a densidade de corrente

J(7,t), que é modificada pela magnetizacao do meio material gerada pelo

campo magnético.

Felizmente, podemos contornar essa dificuldade de uma forma muito

simples na maioria das situacoes de interesse. A contribui¢ao da polarizacao
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do meio pode ser tratada de uma forma efetiva, se trocarmos a permissivi-
dade elétrica do vacuo €, pela permissividade elétrica do meio material €. De
forma andloga, o efeito da magnetizagao pode, em muitos casos, ser tratado
pela simples troca da permeabilidade magnética do vacuo pg pela permeabi-
lidade magnética do meio material u. € e p dependem das propriedades do
meio material considerado. Por exemplo, se o meio é um gas, € é proporcional
a densidade de moléculas ou dtomos que constituem o gas, além de depender
de parametros que caracterizam a intensidade da interagao entre as moléculas
(ou dtomos) e o campo elétrico. Estamos supondo aqui que o meio seja ho-
mogeéneo, isto é, que suas propriedades (tais como a densidade) nao variam
de ponto a ponto do espaco. Neste caso, a permissividade € e a permeabili-
dade p sao constantes, e as equacoes de Maxwell ficam com a mesma forma
das Equagoes (1.28)—(1.31), com as constantes universais €g e jo substituidas

pelas constantes € e u, que sao caracteristicas do meio material analisado.

Uma vez que a densidade de carga associada a polarizacao ja é levada
em conta pela troca de €y por €, ela precisa ser excluida da densidade de
carga total p que aparece no lado direito da Equacao (1.28) (Lei de Gauss).
Portanto, vamos trocar p pela densidade de cargas livres pivre, que representa
a diferenca entre a densidade de carga total p e a densidade de carga associada
a polarizacao do meio. Enquanto a densidade de carga de polarizacao se
origina de rearranjos das posicoes médias dos elétrons presos em atomos ou
moléculas, piye estd tipicamente associada a elétrons que podem circular
quase livremente pelo meio material. De forma andloga, é preciso trocar a
densidade de corrente total J pela densidade de corrente de cargas livres jlivre
na Equagao (1.31). Assim, as quatro Equagoes de Maxwell para um meio

material sao da seguinte forma:
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Equagoes de Maxwell para um meio material

1) Lei de Gauss:
V. E = e, (1.32)

€
2) Inexisténcia de monopdlos magnéticos:

V-B=0. (1.33)

3) Lei de Faraday-Lenz:
V x E =—8,B. (1.34)

4) Lei de Ampere com corrente de deslocamento:

V X B = piJivre + ped,E. (1.35)

Conclusao

Nesta aula, vocé teve um primeiro contato com o conjunto completo
das equagoes de Maxwell, que é a base fundamental do eletromagnetismo.
Esse conjunto inclui dois resultados que vocé ja conhecia das disciplinas de
Fisica 3: a Lei de Gauss, da eletrostética, e a Lei de Faraday-Lenz. Aqui,
apresentamos essas duas leis na forma local: elas contém informagodes sobre as
derivadas dos campos elétrico e magnético localmente, num ponto arbitrario

do espaco 7 e num tempo arbitrario ¢.

Vocé também ja conhecia a Lei de Ampéere. Mostramos, nesta aula, a
necessidade de modifica-la, de forma a torna-la consistente com as situagoes
envolvendo variagoes (ao longo do tempo) da carga elétrica numa determi-
nada regiao. Este foi o passo fundamental para que Maxwell unificasse a
eletricidade, o magnetismo e a 6tica num unico formalismo tedrico, a teoria

do eletromagnetismo.

E ao longo das préximas aulas...

. veremos varias aplicacoes das Equacoes de Maxwell para um meio
material. Voceé vai descobrir que elas de fato possuem solugoes ondulatérias.
A velocidade de propagacao das ondas eletromagnéticas sera obtida em ter-

mos das duas constantes caracteristicas do meio material em que elas se
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propagam: a permissividade elétrica € e a permeabilidade magnética .
Vocé também vai descobrir que as ondas eletromagnéticas podem se pro-
pagar mesmo nas regioes do espago desprovidas de qualquer meio material
(vécuo), e, neste caso, a velocidade de propagagao depende apenas das duas
constantes fisicas universais que aparecem nas Equagoes (1.28) e (1.31): a

permissividade elétrica ¢y e a permeabilidade magnética py do vacuo.

Atividades finais

1. Explique com palavras a Lei de Conservacao de Carga e escreva a

equacao correspondente.

2. Apresente um exemplo de sistema fisico para ilustrar a necessidade de

modificar a Lei de Ampere com o termo de corrente de deslocamento.

3. Explique por que o efeito “domind”de indugao mutua entre os campos
elétrico e magnético nao ocorreria na auséncia do termo de corrente de
deslocamento introduzido por Maxwell. Ao fazé-lo, vocé vai mostrar
que essa modificacao da Lei de Ampere introduzida por Maxwell foi
essencial para obter as ondas eletromagnéticas a partir do formalismo

tedrico.

4. Escreva as quatro equagoes de Maxwell para um meio material e discuta
o significado fisico de cada uma delas.

Resumo

A Lei de Ampere pode ser escrita na forma diferencial ou local, em
termos da densidade de corrente J| (7), que representa a corrente elétrica por
unidade de drea na vizinhanca do ponto 7. A Lei de Conservacao de Carga
relaciona o divergente de .J| (7) com a derivada temporal da densidade de
carga elétrica. Quando esta derivada é nao-nula, é necessario modificar a Lei
de Ampere, introduzindo o termo de corrente de deslocamento. Com isso,
completamos o conjunto das quatro Equagoes de Maxwell, que é a base da

teoria eletromagnética.
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Apéndice: Teoremas da Divergéncia e do Rotacional

Um campo vetorial associa um determinado vetor a cada ponto espacial
de coordenadas (z,y, z), como ilustra a Figura 1.10. Cada vetor é definido

por suas trés componentes cartesianas:

—

F(%%Z) - Fx(]},y,Z)i’ + Fy(x,y,z)gj + FZ(JI,y,Z)2,

onde &, § e Z sdo os vetores unitdrios (isto é, de médulo igual a unidade) ao

longo de cada um dos trés eixos cartesianos.

Figura 1.10: Campo vetorial F(7).

A divergéncia do campo vetorial F é, para cada ponto de coordenadas

(x,y, z) do espago, um nimero (ou escalar) dado por:

S L oF, O0F, OF,
V- F(z,y,z) = o + 0yy+ 55

O rotacional de F é o campo vetorial dado por:

oF, an)g§+ (8Fx B 8FZ)A (% _OF,
0z oy 0z oz Y ox dy

V x F(z,y,2) = ( )Z.
O Teorema da Divergéncia relaciona a integral da divergéncia de F

sobre um volume V com o fluxo de F através da superficie fechada S que

/§~ﬁd3r:j{ﬁ-d—/1.
Vv S

—

Nesta equacao, o vetor dA aponta para fora do volume V, como mostra a
Figura 1.11.

envolve o volume V :
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Figura 1.11: Superficie fechada S.
O Teorema do Rotacional relaciona o fluxo do rotacional de F através

de uma superficie arbitraria S com a integral de linha de F' sobre o caminho

C, que contorna S (as Figuras 1.1 e 1.2 ilustram essas defini¢oes):

/ﬁxﬁdAzj{ﬁ.ﬂ.
S C

CEDERJ
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| MODULO 1 - AULA 2

Aula 2 — Introducao as ondas eletromagnéticas

Meta da Aula

Derivar solugoes ondulatorias das Equacoes de Maxwell em meios dielétricos

transparentes e discutir algumas de suas propriedades.

Objetivos

Ao final desta aula, vocé deverd ser capaz de:

e Explicar o que é uma onda eletromagnética.

e Determinar a velocidade de propagacao de uma onda eletromagnética

em um meio dielétrico.

e Descrever como estao relacionados entre si os campos elétrico e magnético

associados a uma onda eletromagnética.

e Explicar por que as ondas eletromagnéticas em meios dielétricos trans-

parentes sao ditas transversais.

Pré-requisitos

Para melhor compreensao desta aula, sugerimos que voceé reveja os con-

ceitos de:

e Ondas, Aula 2 de Fisica 2B.

e Equacoes de Maxwell, Aula 1 de Fisica 4A.

Introducao

Nesta aula, veremos que as Equacoes de Maxwell na forma diferen-
cial possuem solugoes ondulatorias para os campos elétrico e magnético, que
podem se propagar até mesmo no espago vazio, e derivaremos algumas cara-
teristicas fundamentais dessas solucoes. Veremos também que a velocidade
de propagacao das ondas eletromagnéticas, em um dado meio, é determi-
nada apenas pela constante dielétrica € e pela permeabilidade magnética p

do meio e que, no vacuo, essas ondas propagam-se a uma velocidade idéntica
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a da luz. Esse fato levou Maxwell a concluir que a luz é um exemplo de onda

eletromagnética.

As ondas eletromagnéticas sdo campos eletromagnéticos propagantes.
Isto significa que qualquer variagao nos valores dos campos elétrico e magnético
em um dado ponto do espaco se repetira mais tarde em um outro ponto do
espago, e assim sucessivamente. As ondas eletromagnéticas sao muito se-
melhantes a qualquer outro tipo de onda, e as equacoes que as descrevem
também sao muito parecidas. Elas possuem vérias caracteristicas comuns as
ondas em cordas vibrantes, ondas na dgua e ondas de som, por exemplo. En-
tretanto, as ondas eletromagnéticas tém uma caracteristica que as distinguem
das outras. Elas sao ondas que nao necessitam de um meio de propagagao.
Por exemplo, o som precisa do ar ou da agua ou de algum outro meio ma-
terial para se propagar. No vacuo, nao poderiamos ouvir sons. Entretanto,
recebemos diariamente uma quantidade enorme de radiagao eletromagnética
vinda do espaco, inclusive a luz do sol, passando por regioes imensas vazias,

viajando através do vacuo.

De fato, o que chamamos de luz corresponde apenas a uma parte
infima do espectro de ondas eletromagnéticas. Outros tipos de ondas ele-
tromagnéticas levam nomes especiais, como as microondas, ondas de radio,
raios X, raios gama, infravermelho, ultravioleta etc. Contudo, a unica di-
ferenca entre elas é o comprimento de onda. Esta diferenca, no entanto, é
muito importante, pois € ela que determina as propriedades da interagao das

ondas com os objetos.

Veja, na Figura 2.1, uma representagao de algumas regioes interes-
santes do espectro eletromagnético, ou seja, os nomes especiais que algumas
faixas de comprimentos de onda recebem. Na parte de cima da Figura
2.1, temos os comprimentos de onda e, na parte de baixo, as freqiiéncias

correspondentes.
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Comprimento de onda - luz visivel (10°m)
700 600 500 400

vermelho amarelo verde azul violeta

Comprimento de onda (m)
10" 100 10° 10" 10 1|03 1|02 10 10 10 100 100 10" 1|0'5 1|0"’ 1|0'7 10' 1|0" 1|0'”’ 1p” 1|0‘2 10" 10" 10 1Id“

Ondas longas Ondas de radio Infravermelho Ultravioleta Raios X Raios gama

I I I I I I I I I I I I I I I I I I I I, 5 I, I
10 100 10’ 10° 10 10° 10 10 10 16" 10' 10° 10° 10° 1 16 10 16 1§ 16 16 16 16 10 16
Freqiiéncia (Hz)

Radio-comunicagio

A4
Radio AM TV e radio FM Faixa do cidadao
- - - - . - - b
10 10 10 10 10 10 10 10

Freqiiéncia (Hz)

Figura 2.1: Representacio esquemética do espectro eletromagnético ressaltando as
regioes de comprimento de onda mais importantes para o ser humano, tais como a luz

visivel e as ondas de radio.

Solugoes ondulatérias das Equacgoes de Maxwell

Como vimos na aula anterior, as Equacoes de Maxwell sao as equagoes
que descrevem o campo eletromagnético em qualquer situacao. No fundo,
quando dizemos que as equagoes descrevem os campos, estamos nos referindo
as relagoes matematicas entre os valores dos campos elétrico e magnético,
suas fontes, tais como cargas elétricas e correntes e eventuais objetos com os
quais interajam. Vamos retornar as Equacoes de Maxwell e mostrar que elas
prevéem a existéncia de ondas eletromagnéticas que podem se propagar no

espaco vazio.

Analisemos a situacao especial em que nos encontramos numa regiao
do espaco onde nao existam cargas livres nem correntes elétricas. Essa regiao
poderia ser o vacuo ou o interior de algum meio dielétrico transparente, na
situacao em que as fontes que deram origem aos campos elétrico e magnético
existentes se encontram muito distantes. Nesse caso, as Equagoes de Maxwell,
que descrevem o comportamento do campo eletromagnético nessa regiao,

podem ser escritas como:
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V-E = 0 (2.1
V.B = 0 (2.2)
. OB
V x BT (2.3)
. OF

B = i 2.4
V x pesr (2.4)

onde € e p sao, respectivamente, a constante dielétrica e a permissividade

magnética do meio.

Para que possamos nos concentrar nos fenomenos fisicos mais importan-
tes, sem precisar fazer uso de um aparato matematico pesado, procuraremos
solugoes das Equagoes de Maxwell que sejam tao simples quanto possivel,
dependendo apenas de uma coordenada espacial e do tempo. Isso significa
que, se escolhermos essa coordenada espacial como sendo z, procuraremos
solucoes do tipo E = E(z,t) e B = E(z,t). Note que isso nao significa que
os vetores campo elétrico E e magnético B nio possuam componentes nas
direcoes = e y. Apenas estamos supondo que os valores assumidos por todas
as componentes desses vetores dependam somente da coordenada espacial z

e do tempo t.

Vejamos, agora, como essa suposicao acerca da dependéncia espaco-
temporal dos campos Ee¢B simplifica nossos cédlculos. Suponha que tenha-
mos um vetor F qualquer que dependa apenas da coordenada espacial z e do
tempo t. A representacao do vetor ﬁ, no sistema de coordenadas cartesianas,
sera, entao:

F(z,1) = Fo(2,1) & + Fy(2, 1) § + Fa(2,1) 2,
onde deixamos explicita a dependéncia espaco-temporal de F. Como todas
as componentes do vetor F dependem apenas da coordenada espacial z, se
calcularmos o divergente e o rotacional de F em coordenadas cartesianas,

teremos:

- o OF,
. F = N 2
L OF,  OF,

Note como as expressoes para o divergente e o rotacional do vetor F' tornam-

se muito mais simples se comparadas com as expressoes para um vetor que
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dependa de todas as coordenadas espaciais. Note também que o vetor VxF

nao possui componente na dire¢ao do eixo z.

Exercicio 2.1
Demonstre as Expressoes 2.5 e 2.6. Sugestao: utilize as representagoes dos
operadores divergéncia e rotacional em coordenadas cartesianas e o fato de

que as componentes de F' dependem somente da coordenada espacial z.

— —

Tendo em mente que as relagoes 2.5 e 2.6 valem para os campos F e B,
voltemos as Equagoes de Maxwell e as escrevamos na representagao de coor-

denadas cartesianas. Neste caso, teremos:

OF,
_ o 2.
0z 0 27)
OB,
0z 0 (2:8)
OE, OB, 0B, 0B, 0B, _
I I P T R A A T (2:9)

9B, 0B M(@E% JE, 6EZA)' 210

0. " T e VT a T VT
Lembre-se agora de que dois vetores quaisquer A e B 6 sao iguais se suas
componentes correspondentes forem idénticas, ou seja, A, = B, A, = By e
A, = B,. Analisemos agora as Equacgoes (2.9) e (2.10). Em cada uma dessas
equacoes, o vetor do lado esquerdo nao tem componente na direcao z. Logo,
para que a igualdade seja vélida, a componente na direcao z do vetor do
lado direito de cada uma dessas equacoes deve ser nula. Podemos concluir,
portanto, que 0B, /0t = 0 e OF,/0t = 0. Combinando esses resultados com

as Equagoes (2.7) e (2.8), podemos escrever:

OE, OB,

0 = =0 (2.11)
B, 0B,

5. = =0 (2.12)

Essas equagoes nos dizem que E, e B, nao dependem nem da coordenada
z nem do tempo t. Isso significa que essas grandezas sao constantes. Quais
devem ser os valores dessas constantes? Note que se as componentes E, e B,
nao forem nulas, ou seja, se assumirem um valor constante diferente de zero,

terao esses mesmos valores em todos pontos do espaco e em todos instantes de
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tempo. Esse tipo de solugao nao nos interessa aqui, pois nao esta associada a
propagacao de uma onda de uma regiao do espago para outra. Por essa razao,
escolheremos os valores dessas constantes iguais a zero. Com isso, chegamos
ao primeiro resultado importante: E, = B, = 0. Os campos elétrico e
magnético, £ (z,t) e B (z,1), associados a solugoes puramente ondulatérias,

nao possuem componente na direcao z.

De posse dos resultados obtidos até agora, voltemos novamente as
Equagoes de Maxwell (2.1)-(2.4). Primeiro, apliquemos o operador rotaci-
onal aos dois lados da Equacao (2.3):

SxOxbo_vxB
ot

(2.13)
Olhe agora para o lado direito desta equacao e note que podemos trocar a
ordem em que os operadores de derivada temporal e o rotacional (derivadas
espaciais) sao aplicados ao campo magnético. Dizemos que estes operadores
comutam, pois a ordem em que sao aplicados nao altera o resultado final.
Assim, ficamos com:

VXxVxE=-— (2.14)
Podemos agora substituir V x B , nessa equagao, pelo lado direito da ultima

Equacao de Maxwell (2.4). Isso nos fornecera:

- O*E
V x VXE:—M(—:W. (2.15)
Veja que, dessa forma, chegamos a uma equacao independente para o campo
elétrico, ou seja, uma equacao em que apenas o campo E aparece. E muito
facil obter também uma equacao independente para o campo magnético B.
Para isso, basta repetir os procedimentos acima na Equacao de Maxwell (2.4).
Primeiro, apliquemos o rotacional aos dois lados dessa equacao e troquemos a
ordem em que os operadores de derivada temporal e o rotacional sao aplicados

ao campo elétrico:

V xV x B =pe (2.16)

Agora basta substituir V x E, nessa equacao, pelo lado direito da Equagao

(2.3), para obter a equagao desejada:

O OB
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Estamos quase prontos. Precisamos apenas de analisar o resultado da aplicacao
do operador rotacional duas vezes em sucessao aos campos EeB , nos lados
esquerdos das Equacoes (2.15) e (2.17). Lembre-se de que os campos E e
B dependem apenas da coordenada espacial z e do tempo t. J& calculamos,
na Expressao (2.6), o resultado do operador rotacional aplicado a um ve-
tor genérico F que tenha a mesma dependéncia espaco-temporal dos vetores
E e B. Para chegarmos ao resultado procurado, basta entao aplicarmos o
rotacional aos dois lados da Expressao (2.6). E facil ver que o resultado seré:
O*F, . 0°F,.

VXVXF:—aZQ:E— 52 - (2.18)

Exercicio 2.2

Demonstre a Expressao (2.18). Sugestao: utilize a representagao do opera-
dor rotacional em coordenadas cartesianas e aplique-a & Expressao (2.6),
levando em conta o fato de que as componentes de F dependem somente

da coordenada espacial z e do tempo t.

Aplicando esses resultados aos vetores EeB , podemos escrever as Equacoes
(2.15) e (2.17) na forma:

PE, 0K, QE,  O°E,

e ) = — ; i) - 2.1
92 " o2 Y He ( o ' o y) (2.19)
B, B, B, OB, .

— 52 I 6z2yy = —Me( BT T+ 6t2yy)' (2.20)

Note que, ao escrevermos essas equagoes, decompomos os vetores do lado
direito em suas componentes cartesianas. Além disso, usamos o fato de que
os campos elétrico e magnético nao possuem componentes na direcao do eixo
z. Igualando as componentes correspondentes nos dois lados dessas equagoes,
chegamos finalmente as equagbes que governam o comportamento de cada

componente dos campos elétrico e magnético, independentemente:

0*E, 0*E, .

92 Mo T 0

O*E O*E

8z2y o He 8t2y =5

9*B, 0*B,

o2 Map = 0; (2.21)
0*B 0*B

az2y —He 8t2y =0
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Pronto. Com isto, chegamos aonde queriamos. Note uma coisa muito inte-
ressante: todas as componentes nao nulas dos campos elétrico e magnético
satisfazem exatamente a mesma equacao diferencial! Essa equacao diferencial
¢ muito conhecida, e voceé ja a encontrou no curso de Fisica IIB: é a equagao
de onda. La, vocé aprendeu que qualquer funcao f que satisfaga a equacao

2f 1 0%f

—L__—Z 1Ly, (2.22)

0z v? ot?
com v constante descreve uma onda que se propaga ao longo da direcao
z com velocidade v. As Equagbes (2.21), portanto, afirmam a existéncia
de ondas eletromagnéticas, ou seja, nos dizem que qualquer perturbacao do
campo eletromagnético, em um dado ponto do espaco, se propagara para ou-
tras regioes do espaco com uma velocidade bem definida. Como os campos
elétrico e magnético associados as solugoes ondulatérias (2.21) ndo possuem
componente na direcao z, eles sao, a todo instante, ortogonais a sua direcao
de propagacao (direcao z). Isso significa que as ondas eletromagnéticas que
se propagam em um meio dielétrico perfeitamente transparente sao sempre
transversais. Se compararmos as Equagoes (2.21) com a Equagao (2.22), ve-
remos que a velocidade v de propagacao das ondas eletromagnéticas em um
dado meio dielétrico depende apenas da constante dielétrica e e permissivi-

dade p desse meio:

V= (2.23)

As constantes p e € podem ser facilmente medidas. Na época de Maxwell,
essas constantes haviam sido medidas para varios meios, inclusive o vacuo.
Ao substituir os valores conhecidos dessas constantes para o vacuo na Ex-
pressao (2.23), Maxwell teve uma grande surpresa: o valor obtido era muito
préximo ao valor conhecido para a velocidade da luz no vacuo. Baseado nesse
resultado, que corroborava algumas evidéncias observadas anteriormente por
Faraday, Maxwell concluiu que a luz era uma onda eletromagnética. Essa
suposicao foi confirmada posteriormente por intimeros experimentos. A ve-
locidade ¢ da luz no vacuo é hoje conhecida com extrema precisao. Esse
valor estd em perfeita concordancia com o valor previsto pela teoria eletro-
magnética:

1
c=——=23,0x10°m/s. (2.24)

v/ €olbo

Embora tenha sido utilizada inicialmente apenas para representar a veloci-
dade de propagagao da luz visivel no vacuo, a constante ¢ é atualmente usada

para representar-se a velocidade de qualquer onda eletromagnética no vacuo.
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Antes de continuarmos e examinarmos mais de perto algumas carac-
teristicas importantes das ondas eletromagnéticas, vamos relembrar uma pro-
priedade muito importante das solugoes da equagao de onda (2.22), que vocé
ja viu na Aula 2, do Médulo 2, do curso de Fisica 2B. Dada uma funcao qual-
quer f(z,t), para que ela seja solugdo da equacdo de onda (2.22), basta que
dependa das varidveis z e t da maneira f(z,t) = F(z £ ovt) e seja duplamente
diferenciavel com respeito a z e t. Note que a forma especifica da funcao F
nao importa, basta que a dependéncia de f(z,t) em relacao as varidveis z e
t seja da forma indicada. Essa é, portanto, uma propriedade muito geral da

equacao de ondas em uma dimensao.

Exercicio 2.3
Mostre que qualquer fun¢ao f(z,t) = F(z &+ vt), duplamente diferencidvel
com respeito a z e t, é solugao da equagao de ondas (2.22).
Solucao: vamos, simplesmente, substituir a fungao f(z,t) na equacao de
ondas (2.22) e mostrar que essa equagao ¢ satisfeita identicamente. Seja
f(z,t) = F(z £ vt) = F(¢), onde ¢ = z £ vt. Ao derivarmos a fungao f
com relacao a z e t, podemos aplicar a regra da cadeia:

g 990 0 090

9z 0206 = Ot  0tog
onde se subentende que os operadores diferenciais sao aplicados a fungao
f. E muito facil ver que d¢/8z = 1 ¢ 8¢/dt = +v. Logo,

) ) ) )
e R (2.25)
2 2 2 2

* 0 »? L0 (226

92— 9 o " 9gr
Se usarmos os resultados acima ao substituirmos a fungao f(z,t) na equagao
de ondas (2.22), obteremos:
PF 1 ,0°F O?°F O°F
0p? w2 0¢%  0¢*  0¢?

que é satisfeita por qualquer funcao F' duplamente diferencidvel com respeito

a z e t. Com isso, demonstramos o que foi pedido.
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O fato de a dependéncia espaco-temporal das solucoes da equacgao de
onda unidimensional ser necessariamente da forma f(z,t) = F(z + vt) é
que determina a caracteristica mais fundamental das ondas: o poder de
propagarem-se de um ponto do espago para o outro. Note que é a quan-
tidade ¢ = z 4+ vt, chamada fase da onda, que determina completamente o
valor da funcao f, pois, independentemente dos valores isolados de z e t, um

dado valor de ¢ determina completamente o valor de f.

Imagine, agora, que, num dado instante de tempo t; e numa dada
posicao zp, a fase ¢ tenha um valor bem determinado ¢y = 2o + vi. E claro
que, num instante de tempo posterior ¢, a fase nao terd mais o valor ¢y na
posicao zg. Em que nova posicao z a fase tera novamente o valor ¢g, no
instante de tempo posterior t7 E f4cil ver que essa posicao deverd satisfazer
a relacao z + vt = ¢, = zg + vty. Isso significa que z sera determinado pela
equagao z = zg Fu(t —to). Essa equacao é sua velha conhecida - é a equagao
horaria do movimento retilineo uniforme. Ela estd nos dizendo que a nova
posicao z desloca-se para a direita, se a dependéncia espaco-temporal de f for
f(z,t) = F(z—ut), ou para a esquerda, se f(z,t) = F(z+wvt), com velocidade
constante v. Isso significa que o valor assumido pela funcao f numa dada
posicao desloca-se continuamente para a direita ou para a esquerda com
velocidade constante v. Nisso consiste o fendomeno de propagacao de uma
onda. A Figura 2.2 nos dd um exemplo desse comportamento. Nesse caso,
f(z,t) = e“"(z_Qt)Q, descrevendo uma onda que se desloca para a direita com
velocidade v = 2m/s. Note que a forma da onda é uma gaussiana, dada pela
fungao F(¢) = e E o fato de as varidveis z e ¢ s6 aparecerem juntas
em F', na forma z — vt, que faz com que a gaussiana se desloque como um
todo para a direita, com velocidade v. As ondas, em geral, assumem as mais

variadas formas.

=v=2m/s

Figura 2.2: Onda de formato gaussiano propagando-se no sentido positivo do eixo z,

com velocidade v = 2m/s.
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Voltemos agora as solugoes ondulatérias (2.21) para os campos elétrico
e magnético. A primeira vista, parece que elas dizem que os campos elétrico
e magnético associados a uma onda eletromagnética sao completamente in-
dependentes um do outro, ja que as componentes desses campos obedecem a
equacoes independentes. Isso, no entanto, nao pode ser verdade. A existéncia
do termo de corrente de deslocamento, ou seja, a introdugao por Maxwell do
efeito “reciproco” a lei de inducao de Faraday, é essencial para a geracao
de ondas eletromagnéticas: um campo magnético variavel no tempo leva ao
surgimento de um campo elétrico. Esse campo elétrico também serd varidavel
no tempo e produzira, por sua vez, um campo magnético variavel no tempo,
e assim sucessivamente. Os dois componentes da onda — o campo elétrico e
o campo magnético — alimentam-se mutuamente, e isso faz com que a onda
se propague. Os campos elétrico e magnético associados a uma onda ele-
tromagnética devem, portanto, estar intimamente relacionados. Na verdade,

como veremos a seguir, um campo determina completamente o outro.

Conforme nossa discussao anterior, as solucoes gerais das Equacoes
(2.21) deverao ser da forma:

E(z,t) = Eu(z+uvt)i+ E,(z £ vt)j;

B(z,t) = Bu(z+uvt)i+ By(z +ot)j.
Sem perda de generalidade, vamos analisar as solugoes que representam on-
das propagando-se na direcao positiva do eixo z. Isso significa que vamos
usar apenas o sinal menos na frente de v, nas equagoes acima. Entretanto, o
mesmo raciocinio se aplicara as solucoes que representam ondas propagando-
se no sentido negativo do eixo x. Com essas solucoes, voltemos a Equacgao de
Maxwell (2.10), escrita na representacao de coordenadas cartesianas. Igua-
lando as componentes x e y do vetor do lado esquerdo as componentes cor-

respondentes do vetor do lado direito daquela equacao, obteremos:

0B, 0E, 1 0E,

2 - M T TE (2:28)
0B, _ 0E, 1 0E,

52 T M T a (229)

onde usamos o fato de que v = 1/,/ue. Fazendo uso da fase ¢ = z — vt e
utilizando a regra da cadeia (3.3) nas diferenciagoes, podemos reescrever as

equagoes acima nas formas:

OB, _ 10E,
o v 00 (2.30)
0B,  10E,
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Exercicio 2.4
Demonstre as Expressoes (2.30) e (2.31).

Como a fase ¢ determina completamente o valor das solugoes ondulatérias,
a Equagao (2.30) nos diz que as componente B, e E, passam seus valores
maximos e minimos exatamente na mesma posi¢ao e no mesmo instante de
tempo. Dizemos, entao, que elas estao sempre em fase. Da mesma maneira,
a Equacao (2.31) nos diz que as componentes B, e E, também passam por
seus valores extremos na mesma posicao e no mesmo instante de tempo. Sé
que, quando uma delas estd passando por um maximo, a outra esta passando
por um minimo. Dizemos, entao, que essas componentes estao sempre em

oposicao de fase. Note que podemos facilmente integrar as equagoes acima:

By(¢) = %Ez(¢)+cl; (2.32)
B.6) = —1By(9)+ e (2.39)

onde c¢; e ¢y sao constantes de integracao. Como B, e B, sao solucoes
ondulatorias, as constantes c¢; e ¢ devem ser necessariamente nulas. Caso
contrario, B, e B, nunca poderiam, por exemplo, representar um pulso pro-
pagante, ja que seriam diferentes de zero ao longo de todo o eixo z. Esse fato

nos leva a seguinte relacao entre as componentes de E e B:
1
By(z,t) = . E.(z,t); (2.34)
1
Bm(27t> = __Ey(z>t)7 (235)
v

onde retornamos as variaveis originais z e t. Se usarmos as regras do produto

vetorial, podemos reescrever essas relacoes em uma tnica relacao vetorial:
. 1. -
B(z,t) = = 2 x E(z,1). (2.36)
v

Esta equacao nos mostra o que ja esperavamos: os campos elétrico e magnético
associados a uma onda eletromagnética estao intimamente relacionados. Dado
o campo elétrico E , 0 campo magnético B estard completamente determi-
nado, e vice-versa. Por essa razao, costuma-se descrever uma onda eletro-
magnética apenas por meio de seu campo elétrico E associado. Como o pro-

duto vetorial de dois vetores é sempre ortogonal a eles, essa equagao também
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nos diz que os campos elétrico Ee magnético B sdo sempre ortogonais entre
si e a diregao de propagagao da onda. O fato de os campos E e B serem
campos vetoriais implica que, para que uma onda eletromagnética seja com-
pletamente determinada, precisamos descrever, a cada instante, a direcao
desses vetores no plano ortogonal a direcao de propagacao da onda. Essa
descrigao corresponde ao conceito de polarizacao da onda eletromagnética,

que voceé aprendera daqui a pouco.

\
Campo
magnético

Figura 2.3: Representacio esquemética de uma onda eletromagnética propagando-se

no sentido positivo do eixo z.

A Figura 2.3 mostra, em uma representacao esquematica, um exemplo
de onda eletromagnética propagando-se ao longo do eixo z do sistema de
coordenadas. O que se vé é a configuracao da onda em um dado instante de
tempo. Note que os campos elétrico e magnético sao ortogonais a direcao de
propagacao da onda. O campo magnético anda junto com o campo elétrico
(estao em fase), mas, enquanto o campo elétrico estd sempre alinhado ao eixo
x, 0 campo magnético fica sempre alinhado ao eixo y (sdo ortogonais entre
si). Se examindssemos a configuragdo dos campos em um instante posterior,

verfamos a mesma imagem em outra posi¢ao do eixo z.

Na realidade, o caso da Figura 2.3 é um caso particular, muito impor-
tante, de onda eletromagnética. Trata-se de uma onda plana monocromatica
e com polarizacao linear. Até o final deste modulo, teremos discutido o sig-

nificado de cada um destes termos.

Conclusao

Nesta aula, obtivemos solugoes ondulatérias das Equagoes de Maxwell
em um meio dielétrico transparente. Essas solugoes descrevem ondas eletro-

magnéticas que podem propagar-se até no espago vazio. Vimos também que
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a velocidade de propagacao dessas ondas é determinada apenas pela permis-
sividade € e pela permeabilidade p do meio dielétrico e que tal velocidade é
igual a velocidade de propagacao da luz nesse meio. Além disso, mostramos
que os campos elétrico e magnético numa onda eletromagnética estao inti-
mamente relacionados. Em particular, em um meio dielétrico transparente,
esses campos sao ortogonais entre si e a direcao de propagagao da onda.

A onda é dita, entao, transversal.

Atividades finais

1. Faga a experiéncia de explicar a um(a) colega o que é uma onda ele-

tromagnética.

2. Que grandezas determinam a velocidade de propagacao de uma onda
eletromagnética?
3. Como estao relacionados entre si os campos elétrico £ e magnético B

associados a uma onda eletromagnética?

4. Agora tente explicar a seu colega por que as ondas eletromagnéticas

em meios dielétricos transparentes sao ditas transversais.

Resumo

Nesta aula, sao derivadas solugoes ondulatorias das Equacoes de Maxwell
em situacoes especiais que levam a solugoes simples. A propagacao dessas
solugoes em um meio dielétrico transparente é estudada, e a velocidade de
propagagcao ¢ explicitamente calculada. Além disso, mostramos que relagoes
os campos elétrico e magnético associados a uma onda eletromagnética devem

manter entre si.

E ao longo da préoxima aula...

...introduziremos o conceito de onda plana. Vocé verd que existem
ondas planas especiais, chamadas ondas planas monocromaticas, que podem
ser usadas para descrever qualquer tipo de onda. Além disso, veremos que

as ondas eletromagnéticas transportam energia e momento linear.
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Referéncias

Se vocé quiser se aprofundar no tema desta aula, sugerimos a leitura

do livro Fisica basica 4, de H. Moysés Nussenzveig, editora Edgar Bliicher.
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Aula 3 — Representacao e propriedades das

ondas eletromagnéticas

Metas da aula

Apresentar as ondas eletromagnéticas planas e derivar algumas de suas

propriedades.

Objetivos

Ao final desta aula, vocé devera ser capaz de:

Explicar o que é uma onda eletromagnética plana.

Escrever o campo elétrico associado a uma onda plana monocromatica

propagando-se ao longo de uma dada direcao.

Calcular o vetor de Poynting associado a uma onda eletromagnética.

Calcular a pressao de radiagao exercida por uma onda eletromagnética

sobre uma superficie normal a sua direcao de propagacao.

Ondas planas monocromaticas

Na aula anterior, derivamos solucoes ondulatérias das Equagoes de
Maxwell na situagao particular em que a variagao espacial dos campos elétrico
e magnético era determinada somente pela variavel z. Nessas condigoes, vocé
viu que todas as componentes nao nulas do campo eletromagnético satisfazem

as seguintes equagoes:

E, 02E, .
g2 Mgp =0
0°E, 0°E,

o2 Mge =0
2B, 02B, .
02 Mgz =0
9°B, 9B,

02 Mgz = O

Todas essas equacoes sao exemplos da equagao de onda unidimensional,

¢ suas solucdes gerais sao da forma E(z,t) = E(z+vt) e B(z,t) = B(z+vt).

|
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Essas solucoes representam ondas eletromagnéticas deslocando-se ao longo
do eixo z com velocidade v. Vocé viu também que o valor da fase ¢ =
z + vt determina completamente o valor dos campos elétrico e magnético em
qualquer posicao espacial, num dado instante de tempo. Se fixarmos este
instante de tempo, digamos t = ty, podemos fazer uma “foto” da onda, ou
seja, podemos saber os valores assumidos pelos campos elétrico e magnético
em todos os pontos do espago naquele dado instante de tempo. Como seria
a “foto”?

Para saber isso, vocé deve notar que o campo elétrico serd o mesmo
em todos os pontos do espaco para os quais a fase ¢ = z + vty assume o
mesmo valor. A mesma coisa também acontecerda com o campo magnético.
A superficie formada por esses pontos, nos quais a fase tem o mesmo valor,
da-se o nome de frente de onda. No nosso caso, é muito facil descobrir quais
sao essas superficies. Elas sao geradas pelos conjuntos de pontos espaciais
para os quais a fase ¢ = z & vty assume um valor constante. KEsses pontos
sao dados pela expressao z = ¢¢ F vtg, onde ¢y é o valor constante assu-
mido pela fase. Essa expressao nos diz que as frentes de ondas sao planos
ortogonais ao eixo z. Na nossa foto, “veriamos”, entdao, uma infinidade de
planos ortogonais ao eixo z, onde, em cada um deles, os campos elétrico e
magnético assumem um valor fixo. Quando o tempo passa, todos esses pla-
nos deslocam-se, ao longo do eixo z, para a direita ou para a esquerda, com
velocidade constante v. Por esse motivo, chamamos ondas eletromagnéticas
planas aquelas descritas pelo campo elétrico E(Z, t) = E(z + ot). Isso sig-
nifica que as solugoes ondulatérias das Equagoes de Maxwell, obtidas sob
as condicoes especiais discutidas na aula anterior, representam ondas eletro-

magnéticas planas transversais propagando-se ao longo do eixo z.

Ao derivarmos tais solucoes, supomos que a variacao espacial dos cam-
pos elétrico e magnético era determinada somente pela variavel espacial z.
No entanto, como o espago ¢ isotrépico e nenhuma dire¢ao nele é especial,
poderiamos muito bem ter escolhido o eixo z em qualquer outra direcao ar-
bitraria. Podemos concluir, portanto, que, em situagoes mais gerais, devem
existir solugoes das Equacoes de Maxwell representando ondas planas trans-
versais deslocando-se ao longo de uma direcao qualquer, representada pelo

vetor unitario k. Como deve ser a representagao dessas ondas?
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Em situagoes gerais, pode-se mostrar que todas as componentes dos

campos elétrico e magnético satisfazem uma equagao de onda tridimensional:

O*E; N O*E; O°F; O*E;

or2  Oy? T 02 Mo T 0, i=uzy2
8QBZ 82BZ 82Bz 82.BZ .
a2 y? T o T Heap 0, i=wyz2 (3.1)

Seja f(z,y, z,t) qualquer uma das componentes dos campos elétrico
ou magnético. Mostremos que qualquer funcao f(x,y,z,t) = F(l% T —ut),
onde k é um vetor unitério e ¥ = x & + yy+ z 2, satisfaz a equacao de onda

tridimensional:

PP Pf 18f
52 "o T oV (3:2)

Para isso, basta suirmos o procedimento empregado no exercicio 2.3
da aula anterior, onde usamos a equacao de onda unidimensional. Seja
fla,y, zt) = F(k-7—ot) = F(¢), onde ¢ = k-7 — vt. Ao derivarmos
a funcao f com relacao a x,y, z e t, podemos aplicar a regra da cadeia:

0 _0969 0 _040 9 069 0 _0¢90
or  0xdp’ Oy Oydp 0z 0206 ot Ot I’
onde se subentende que os operadores diferenciais sao aplicados a funcao f.

Néo ¢é dificil ver que 9¢/dz = ky, /Dy = ky,, D)0z = k. e dp/dt = —v,

onde k;, k, e k. sao as componentes cartesianas do vetor unitério k. Logo:

0 ~ 0 0 ~ 0 0 ~ d 0 0
% = k’xa—(é,a—y—k’ya—(é,&—kza—gb,a——va—gb, (33)
2 R 2 2 . 2 2 R 2 2 2
LR S T L Y
02 002 0 vor 02 o o | 042

Se usarmos os resultados acima ao substituirmos a fungao f(z,v, 2,t)

na equacao de ondas (3.2), obteremos:

fy ry a9\ OPF 1 O*F
2 72 ]2 2 _
Agora, como k é um vetor unitério, 1%925 + /%5 + /%3 = \/%\2 = 1, e a equagao
acima se reduz a: , ,
OF  O°F
— — =5 =0, (3.6)
0p?  0¢?

que € satisfeita por qualquer funcao F' duplamente diferenciavel com respeito

a x,y,z et. Com isso, demonstramos o que queriamos.

CEDERJ




FISICA 4A

CEDERJ

Representacdo e propriedades das ondas eletromagnéticas

Examinemos agora que superficies representam as frentes de onda das
ondas descritas por f(x,y,z,t) = F(/% -7 — vt). Para isso, basta fixarmos
o instante de tempo, digamos t = 3, e descobrirmos para quais pontos do
espaco, descritos pelo vetor posicao 7, a fase ¢ = k- 7 — vty assume um
valor constante ¢g. Observe que esses pontos satisfazem a equagao k7=
¢o + vty. Essa, no entanto, é a equacao de um plano ortogonal ao vetor
l%, cuja distancia d, a origem do sistema de coordenadas, no tempo ty, ¢é
dada por d (ty) = ¢o + vty. Note que em um instante de tempo posterior,
t =ty + At, a distancia desse plano a origem de coordenadas mudard para
di(tg + At) = ¢o + v(tg + At) = d (tp) + vAt. Isso nos mostra que, quando
o tempo passa, os planos que representam as frentes de onda deslocam-se ao
longo da diregao positiva do vetor l%, com velocidade constante v.

Figura 3.1: Construcao de um plano perpendicular ao vetor k e contendo o ponto

representado pelo vetor posigdo 7p. Os vetores 7 e 7 representam pontos genéricos do

plano.
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Exercicio 3.1

Mostre que os pontos descritos pelo vetor posicao 7 que satisfaz a equacao
k-7=C , onde C' é uma constante e k é um vetor unitario, geram um plano
perpendicular ao vetor l%, cuja distancia a origem é dada por C.

Solucao: seja 79 o vetor posicao de um ponto particular de uma superficie
S e seja 7 o vetor posicao de um ponto genérico dessa superficie (veja a
Figura 3.1). Entao, a cada ponto da superficie, podemos associar um
vetor 7 — 7. Se cada um desses vetores satisfizer a equacio k- (F — ) = 0,
cada um desses vetores sera ortogonal ao vetor k, jad que seus produtos
internos com o vetor k sao todos nulos. Isso significa, no entanto, que
todos os vetores ¥ — 7y estdo em um mesmo plano, que é ortogonal ao
vetor k. Olhando para a Figura 3.1, é facil ver que, neste caso, os pontos
representados pelo vetor posicao 7 e todos os vetores posicao 7 geram um
plano perpendicular ao vetor k. Portanto, os pontos representados pelo
vetor posicao 7, que satisfaz a equacao k - (7" — 1) = 0, que pode ser
reescrita como k - 7 = k - 7o = C, geram um plano perpendicular ao vetor
k. Da Figura 3.1, também podemos concluir que C' = k - To é a distancia
do plano a origem do sistema de coordenadas.

Note que um plano é a superficie formada por todos os pontos, cujos vetores
posicao tém a mesma projecao ao longo de uma dada direcao, e isso é o que
nos diz a equacao k-7=C.

A onda descrita por f(z,y,z,t) = F(l% -7 — vt) é, portanto, uma onda
plana deslocando-se ao longo da direcao representada pelo vetor unitario k
com velocidade constante v. Se escolhermos o vetor k como k = Z, teremos
a situacao particular, discutida na aula anterior, de uma onda propagando-
se na direcao positiva do eixo z, com velociadade v, ja que 2 -7 = 2. Se

escolhermos k = —Z, teremos uma onda propagando-se na direcao oposta.

Com isso, respondemos a pergunta acerca da representacao de uma
onda plana propagando-se ao longo de uma direcao qualquer e também mos-
tramos que, mesmo em situacoes mais gerais do que aquelas descritas na
aula anterior, existem solucoes ondulatérias das Equagoes de Maxwell que
representam ondas eletromagnéticas planas propagando-se ao longo de uma

direcao arbitraria k. Essas ondas sao descritas por campos elétricos da forma:

E(z,y,zt) = E(7t) :E@-F—vt) : (3.7)

MODULO 1 - AULA 3
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Note que essas ondas ainda devem ter as mesmas propriedades que as
ondas planas deslocando-se ao longo do eixo z: os campos elétrico e magnético
ainda devem ser ortogonais entre si e a direcao de propagacao da onda. Isso
significa que o campo elétrico E(7,t) e o campo magnético B(7, ) ainda estao
relacionados um ao outro pela equagao:

B(7,t) = =k x E(F,1), (3.8)

SH N

onde v = 1/, /.

E importante salientar que, em contraposicao a equacao de onda
unidimensional, cujas solucoes gerais sao necessariamente ondas planas, a
equacao de onda tridimensional admite varias classes de solugoes, sendo
as solugoes de ondas planas apenas uma dessas classes. Como exemplos
de outras classes de solugoes, podemos citar as ondas esféricas e as ondas

cilindricas.

Vocé deve estar se perguntando por que estamos dando tanta énfase
as ondas planas. De fato, as ondas eletromagnéticas podem ser muito com-
plicadas em sua distribuicao espacial, evolucao temporal e propriedades de
interacao. Atualmente, as técnicas matematicas do eletromagnetismo clédssico
(ndo quantico) sao tao poderosas, que é possivel descrever, com grande qua-
lidade, fendmenos eletromagnéticos muito complicados, tais como o espalha-
mento de luz por particulas dielétricas de formato arbitréario e a interacao de

luz laser com cristais nao-lineares.

Para simplificar problemas tao complicados, normalmente decompo-
mos as ondas eletromagnéticas em somatoérios de ondas muito mais simples.
Desta forma, podemos analisar o comportamento de cada uma destas ondas
mais simples independentemente e, depois, podemos somar novamente estas
componentes. Com isso, obtemos o resultado final de um problema compli-
cado como uma soma de solucoes de problemas mais simples. Esta é uma
estratégia muito utilizada em matematica e fisica, nao apenas no eletromag-
netismo. Por exemplo, a luz gerada por um laser pode ser decomposta em
ondas planas. Em muitas situagoes podemos aproximar o feixe de luz laser

por uma Unica onda plana na regiao do espago proxima do centro do feixe.

O interessante é que tais ondas simples sao, geralmente, tipos espe-
ciais de ondas planas, chamadas ondas planas harmonicas ou ondas planas
monocromaticas. Dai o nosso interesse pelas ondas planas. Mas o que sao
ondas planas harmonicas? Note que, até o momento, na expressao da onda

plana f(7,t) = F(l% -7 — vt), nds nao especificamos a fungao F', que pode ser
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completamente arbitrdria. As ondas planas harmonicas, ou monocromaéticas,
sao aquelas para as quais a funcao F' mostra uma dependéncia senoidal com
a fase ¢ = k-7 — vt. Em outras palavras, as ondas planas harmonicas sao

aquelas que podem ser escritas como:
f(7.t) = A cos [k: (/2; 7= vt) + (bo}, (3.9)

onde a constante k é chamada de ntimero de onda, e A e ¢y também sao
constantes. Voce ja encontrou esse tipo de onda, no caso em que k= Z, no
curso de Fisica 2B. Mais especificamente, na Aula 2 do Mdédulo 2 daquele
curso. L& essas ondas foram chamadas ondas progressivas harmonicas. Nos
sugerimos a vocé que retorne aquela aula e relembre os conceitos relacionados
as ondas harmonicas, como freqiiéncia, periodo temporal, comprimento de
onda, numero de onda etc.. Freqiientemente, as ondas planas harmonicas

sao escritas de uma forma ligeiramente diferente da expressao acima:
f(7,t) = A cos <E-F—wt+¢0), (3.10)

onde k = kk é chamado vetor de onda, w = kv é a freqiiéncia angular
da onda, e ¢y é chamado constante de fase. E o fato de essa onda ter
uma freqiiéncia v = w/27 bem definida que lhe confere a denominacao de
monocromatica. De fato, nosso sentido da visao associa cores a uma certa
faixa de freqiiéncias das ondas eletromagnéticas que atingem nossos olhos.
Por exemplo, associamos a cor azul a ondas eletromagnéticas de freqiiéncia
em torno de v = 6,7 x 10*Hz, que corresponde a um comprimento de
onda A = 450nm (veja a Figura 2.1 da aula anterior). Lembre que A
representa a amplitude da onda e A = 27/k seu comprimento de onda. As
ondas eletromagnéticas elementares que discutiremos neste curso serao ondas
eletromagnéticas planas monocromaticas. Os campos elétricos e magnéticos
associados a uma classe importante dessas ondas serao, por exemplo, descri-

tos por:

—

E(ft) = Ey cos <E-F—wt+¢o),

—

B(ft) = B cos(E-F—wt—i—gbo), (3.11)

onde Ey e By sao vetores constantes e relacionados entre si através da ex-

pressao By = —k x Ey. Veremos, na proxima aula, que os campos acima
v

descrevem uma onda eletromagnética plana, monocromatica e linearmente

polarizada.
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Vetor de Poynting

Quando uma onda eletromagnética se propaga, transporta energia e
pode transferir esta energia para os corpos com os quais eventualmente inte-
raja. Em nossa vida diaria, temos varias experiéncias que comprovam esta
afirmagao. Um exemplo é a radiacao que vem do sol. Quando as ondas
eletromagnéticas que vém do sol interagem com o corpo humano, sentimos
imediatamente o calor provocado principalmente pela parcela de infraverme-
lho e de microondas presentes na radiacao solar. Além disto, a exposicao
ao sol provoca o bronzeamento, principalmente devido ao ultravioleta. To-
dos estes efeitos envolvem transferéncia de energia da onda eletromagnética
para o corpo humano. A transferéncia da energia da onda para um objeto
depende muito das propriedades do material de que o objeto é constituido.
Nesta secao, estudaremos a relacao entre a energia transportada por uma

onda e seus campos elétrico e magnético associados.

Uma onda eletromagnética existe dentro de alguma regiao do espaco.
Como sabemos que os campos elétrico e magnético podem armazenar energia,
podemos nos perguntar qual é a densidade de energia eletromagnética (ener-
gia por unidade de volume) na regiao ocupada pela onda. Pode-se mostrar
que a densidade de energia ug associada ao campo elétrico E e a densidade
de energia up associada ao campo magnético g, em um determinado ponto

do espaco, sao dadas por:

up = E-Ez%Ez . up=-—DB-B=—DB% (3.12)

N ™

Logo, a densidade de energia total u armazenada na regiao ocupada pela
onda eletromagnética é u = ug +up. Agora, numa onda eletromagnética, sa-
bemos que os campos E e B estao intimamente relacionados. Em particular,

para uma onda plana, sabemos que essa relacao é dada por:
— 1 ~ — A~ —
B=-kxFE=\/uck x E. (3.13)
v

Dado que k ¢ um vetor de médulo unitario, a relacao acima nos diz que

B = E/v = /ueE. Se substituirmos essa expressao na equacao (3.12) para
a densidade de energia up, teremos:

up = i B2 = 5—;E2 - %E2 = up. (3.14)

Veja que interessante! Em uma onda eletromagnética plana, a cada instante,

metade da energia estd armazenada na forma de energia elétrica e metade

na forma de energia magnétical
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Agora, que sabemos qual é a densidade de energia armazenada em
qualquer ponto dentro de uma regiao ocupada por uma onda eletromagnética,
podemos nos perguntar como ocorre o transporte dessa energia de um lugar
para outro, quando a onda eletromagnética se propaga. Chamemos .S o fluxo
de energia por unidade de tempo, através de uma area unitaria que esta
sendo atravessada por uma onda eletromagnética. Como podemos calcular
o valor de S?7 A Figura 3.2 mostra uma representacao esquematica de uma
onda eletromagnética viajando com velocidade v e atravessando uma certa
area A. Durante um intervalo de tempo muito curto At, apenas a energia
contida no volume v At A atravessara a area A. Essa energia serd dada por
AU = u (v At A). Assim, o valor de S seré:

AU uv At A

S=NAT AA

=uwv. (3.15)

Podemos modificar a forma da expressao anterior se lembrarmos que
u = up + ug = 2upg, dado que ugp = ug. Lembrando ainda que v = 1/,/Je,
podemos escrever:

1 1 1 1
S=2ugv=2x —B*x —— = BB =~ FEB, (3.16)

21 VHE  [i\/11€ p

onde usamos o fato de que B = /e E.

\\

o

—

Figura 3.2: Representacio esquematica do fluxo de energia eletromagnétcia através de

uma area A.

Agora, nds vamos supor que a energia eletromagnética flua ao longo da
direcao de propagacao da onda e introduzir um vetor associado a esse fluxo,
pela equagao:

S=—ExB. (3.17)

==

O vetor S é chamado vetor de Poynting, e seu modulo ¢ igual a grandeza

S, definida na equacdo (3.15). Além disso, a direcio de S define a direcao
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do fluxo de energia eletromagnética, ja que a direcao desse vetor coincide
com a direcao k de propagacao da onda eletromagnética. De fato, usando

a relagao B= ,/,uel;; X E, podemos escrever:
= € = P €, 2 = €, =2 ~ =
S:\/iEx<k;><E>: E-Ek— |S(E-bE, (3.18)
i

onde usamos a identidade vetorial Ax (Bx () = (A-C) B—(A-B)C. Como
nas situacoes tratadas neste curso, as ondas eletromagnéticas sao transver-

sais, os campos F e B sao ortogonais a direcao de propagacao das ondas.

Assim, E k= 0, e o dltimo termo da equacao (3.18) se anula, fornecendo:
= € 97 | R ~
S=,/—-Ek=—FEk=uvk, (3.19)

1 po
0 que mostra que S ¢ paralelo a direcao de propagacao da onda. Note que
o vetor de Poynting S tem o mesmo papel com relacao a energia eletro-

magnética que o vetor densidade de corrente J tem em relacao a corrente

elétrica. Ele representa a densidade de corrente de energia eletromagnética.

Intensidade de uma onda eletromagnética

No caso particular de uma onda plana monocromatica para a qual
E = Ej cos (E - —wt + ¢y), o vetor de Poynting serd dado por:

1 . P L k i
— [ cos® (k- 7 — wt + ¢o) k = 5—E; <1 +cos (2 - 77— 2wt + 2%)) £,
[ 2uv

Uy
I

de modo que o fluxo instantaneo de energia por unidade de tempo por uni-
dade de area oscila com o dobro da freqiiéncia da onda. A luz visivel tem
freqiiéncia de oscilacao da ordem de 10'°Hz. Para ondas eletromagnéticas
com essas freqiiéncias, o fluxo instantaneo de energia oscila muito rapida-
mente, tornando impraticidvel uma medida direta de seu valor. Os instru-
mentos rotineiros em laboratérios consuem apenas medir o valor médio (5’)
dessa grandeza, onde a média temporal é tomada sobre varios periodos de
sua oscilagao. Por esse motivo, é vantajoso introduzir o conceito de intensi-
dade I de uma onda eletromagnética, que ¢ dada pelo valor médio do vetor

de Poynting ao longo da direcao de propagacao da onda:

- ~

I=(8)-Fk. (3.20)

A intensidade é uma quantidade escalar. Assim como o médulo do

vetor de Poynting representa o fluxo de energia por unidade de tempo e de




Representacdo e propriedades das ondas eletromagnéticas

area, a intensidade representa o fluro médio de energia por unidade de tempo

e de area, considerando varios periodos de oscilagao da onda.

Para uma onda plana monocromatica, a intensidade sera dada por:

[= 2%@E@ (1 + <cos (2F - 7 — 2wt + 2¢0)>> . (3.21)

Os simbolos ( ) indicam que o valor médio da grandeza deve ser calculado.
O valor médio do cosseno, durante um ciclo completo, é nulo, pois essa fungao
assume valores positivos e negativos que se cancelam mutuamente ao final

de um ciclo. Assim, ficamos com:
I=—-FE}=-veE}. (3.22)

Noutras palavras, a intensidade é proporcional ao quadrado do médulo da

amplitude do campo elétrico.

Exercicio 3.2
Escreva a intensidade da onda eletromagnética como uma funcao da den-
sidade de energia ug armazenada no campo elétrico e também como uma

funcao da densidade de energia up armazenada no campo magnético.
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Exercicio 3.3

O feixe de luz produzido por um laser tem uma poténcia de P = 1mW e
se propaga no espaco vazio. A intensidade I do feixe é aproximadamente
uniforme na segao reta circular (perpendicular & diregdo de propagagao) de
raio R = 1mm, como mostra a Figura 3.3. Na regiao do espaco ocupada
pelo feixe, aproxime-o por uma onda plana para poder utilizar os resultados
obtidos nesta aula. Pode-se mostrar que essa abordagem ¢ vélida quando
o raio R ¢ muito maior que o comprimento de onda do feixe.

a) Determine o valor da intensidade I do feixe.

b) Determine a densidade de energia eletromagnética (soma das parcelas
elétrica e magnética) num ponto no interior da segao reta do feixe.

¢) Determine o médulo do vetor campo elétrico |E| em Vs/m num ponto

no interior da secao reta do feixe. Use o valor
€ = 8,85 x 1072C?/(m J)

para a permissividade elétrica do vécuo (lembre que 1V = 1J/C).
Solucao:

a) A drea da segao reta do feixe vale
A=7R*=314 x 10 °m*. (3.23)

A intensidade representa a poténcia por unidade de drea: I = P/A. Usando

o resultado da Equagao (3.23)

1073W Y
= = 318—. 3.24
3,14 x 10~5m? m? (3:24)

b) A densidade de energia eletromagnética vale (note que 1W = 1J/s)

I 318W/m?
u===

= = —11x107%]/m®. 3.25
¢ 3,0 10°m/s % /m (3:25)

c¢) A intensidade esta relacionada ao médulo do campo elétrico pela equacao

I = ¢y c|E)?. Temos entdo:

E|l =/ = 346—— = 346
|21 € C Cm

I J V
— 2
(3.26)
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_ky

Figura 3.3: Feixe de luz laser de raio R.

Pressao de Radiagao

Como vocé viu, uma onda eletromagnética carrega energia. Na nossa
experiéncia diaria, percebemos varios efeitos dos diferentes tipos de radiacao
sobre os objetos. Uma pergunta interessante seria se a luz é capaz de exer-
cer uma forca sobre os objetos. A resposta é afirmativa, porque as ondas
eletromagnéticas também transportam momento linear, além de energia. O
momento linear transportado por uma onda eletromagnética plana, através

de uma area A, normal a sua direcao de propagacao, é dado por:

—_— A ~
Ap= Y5 (3.27)

C

onde AU ¢é a quantidade de energia transportada pela onda, que atravessa
a area A. Note que o momento linear, que é uma grandeza vetorial, tem
a direcao e o sentido da propagacao da onda. Uma forma de visualizar o
transporte de momento linear seria imaginar que a luz é feita de minusculas
bolinhas e que cada bolinha, ao colidir com um certo corpo, transferiria
momento linear para ele, empurrando-o no sentido da propagacao do feixe de
luz. Obviamente, a teoria eletromagnética nao prevé que a luz seja composta
por bolinhas, mas sim uma onda continua. Mesmo assim, pode-se mostrar
que um feixe de luz transfere, sim, momento linear para um corpo, exercendo

pressao sobre ele como se fosse, por exemplo, um jato de agua.

Vamos, inicialmente, calcular o momento linear transferido por uma
onda eletromagnética, no caso em que toda a fracao de energia da onda
que incide sobre o corpo é absorvida por ele. Aqui faremos um tratamento
unidimensional, ou seja, vamos supor que todas as grandezas que sao ve-
toriais sejam paralelas a uma mesma direcao. Nesse caso, como toda a
energia eletromagnética que incide sobre o corpo é absorvida por ele, a

mesma, coisa acontecerd com o momento linear associado a essa energia.

MODULO 1 - AULA 3

CEDERJ



FISICA 4A

CEDERJ m

Representacdo e propriedades das ondas eletromagnéticas

Pela equagao (3.27), o momento linear transferido ao corpo sera:

A
Ap = —U, (3.28)

C

onde AU ¢é a quantidade de energia absorvida pelo corpo. Note que o mo-

mento transferido ao corpo aponta no sentido de propagacao da onda.

-

-k
-

=) = 1

s

Figura 3.4: Representacio esquemética da incidéncia, suida pela reflexao total, de um

feixe de luz laser sobre a face plana de um corpo.

Qual seria 0o momento transferido se o corpo, em vez de absorver toda a
energia da onda que incide sobre ele, a refletisse completamente? Este seria,
por exemplo, o caso se o corpo sobre o qual a onda incide, fosse perfeitamente
espelhado. Examinemos a situagao mais simples, em que a onda incide sobre
a face plana de um corpo, estando essa face orientada ao longo da direcao
normal a dire¢do de propagagao da onda (veja a Figura 3.4). Como a onda
é completamente refletida, ou seja, nenhuma fracao da energia incidente so-
bre o corpo é absorvida, ela retornara, propagando-se no sentido inverso,
transportando o mesmo momento linear que transportava antes. O vetor
momento linear, no entanto, aponta no sentido oposto ao sentido anterior.
A variacdo do momento linear transportado pela onda antes e depois da re-
flexdo serd, portanto, Ap = —2AU/c, onde AU/c é o momento transportado
pela onda até o corpo. Como o momento linear total do sistema formado
pelo corpo e pela onda deve ser conservado, a variacao, no momento linear
do corpo, deve corresponder, exatamente, ao oposto da variacao do momento

da onda. O momento linear transferido ao corpo sera, portanto:

A
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Observe que, neste caso, o momento linear transferido da onda para o corpo
¢ o dobro do momento transferido no caso de absorcao total da onda pelo

Corpo.

Se, ao incidir sobre um corpo, a onda causa uma mudanga no momento
linear do corpo, a onda exerce uma forga sobre o corpo. Podemos determir&r
o valor médio dessa forca calculando a quantidade de momento linear Ap
transferido da onda ao corpo durante um intervalo de tempo muito curto At:

s
Fo P (3.30)
At

Essa forcga, naturalmente, dependera da area do corpo, sobre a qual a
onda incide, pois, quanto maior essa area, maior a quantidade de energia que
incide sobre o corpo. Existe uma grandeza intimamente ligada a essa forga,
mas que apresenta a vantagem de ser independente da area do corpo. Essa
grandeza se chama pressdao de radiacao e é igual a forca média exercida pela

onda por unidade de area normal a direcao de propagacao da onda:

F

S 31
Pr=7 (3.31)

onde A é a area do corpo, normal a direcao de propagacao da onda. Note que
estamos usando o simbolo p, para pressao de radiacao e p para o momento.
Calculemos, agora, a pressao de radiagao sobre o corpo, nos casos discutidos
ha pouco, em que a onda é completamente absorvida ou completamente

refletida pelo corpo. No primeiro caso, teremos:

| =

Ap A
- (3.32)

Pr="4 7 ANt = cAAL’

onde usamos as equagoes (3.30) e (3.28). Podemos relacionar a energia AU
transportada através de uma area A, durante um certo intervalo de tempo
At, com a intensidade I da onda:

AU = TAAL. (3.33)

Substituindo a expressao anterior na equagao (3.32), obtemos, para o

caso de absorcao total:

I
pr=—. (3.34)
c
Como o momento linear transferido ao corpo pela onda, no caso de

reflexao total da onda, corresponde ao dobro do momento transferido na
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absorcao total, é facil ver que, nesse caso, a pressao de radiagao sera dada

por:

I
Py =2-. (3.35)

Exercicio 3.4

Suponha que o feixe de luz laser considerado no exercicio 3.3 incida sobre
um espelho plano, de drea muito maior que a area da secao reta do feixe, ao
longo da direcao normal ao espelho. Toda a poténcia incidente é refletida
pelo espelho. Calcule a pressao de radiagao e a forca exercidas pelo feixe
de luz.

Solugao:

A pressao de radiacao é dada por
1 -6 2
pr=—-=11x10"N/m". (3.36)
c

Esta pressao atua sobre a area iluminada pelo feixe, que € igual a area A da

sua secdo reta. Entao, o médulo da forga vale (lembre que 1pN = 10712N):
|F| = p, x A =3.33pN, (3.37)

e a sua direcao e sentido coincidem com a diregao e sentido de propagagao

do feixe.

Desta forma, podemos ver que um feixe de luz, ou uma onda eletro-
magnética qualquer, exerce uma pressao sobre o corpo, no qual ela incide.
Esta pressao é proporcional a intensidade da onda, como ja poderiamos in-
tuir. Experimentos foram feitos demonstrando a pressao de radiagao, e hoje
em dia esta idéia é tao bem aceita, que existem até projetos de naves es-
paciais que utilizam as chamadas wvelas solares. Sao naves equipadas com
enormes superficies refletoras. Ao incidir sobre estas superficies, a luz do
sol exerceria pressao de radiagao sobre as superficies, impulsionando a nave
no sentido de propagacao da luz solar. Esta forca seria pequena se com-
parada com os poderosos propulsores a combustao. FEntretanto, como no
espaco nao ha atrito e como a forca atua o tempo todo, o efeito acumulado
deste tipo de propulsao poderia levar uma nave a velocidades altissimas apods

algum tempo.
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Exercicio 3.5

Um veleiro solar possui um espelho plano de drea A = 400m?. A intensi-
dade da radiagao solar no topo da atmosfera terrestre vale I = 1.4kW /m?.
Calcule a forca exercida pela radiagao sobre o veleiro, quando o seu espelho
¢é perpendicular a direcao de propagacao da radiacao.

Solucao:

O modulo da forga é o produto da pressao de radiagao pela area do veleiro:
L] L
|F|=-A=1.9x107°N. (3.38)
c

A direcao e o sentido de F coincidem com a direcao e o sentido da pro-

pagacao da radiacao.

Conclusao

Nesta aula, obtivemos solugoes ondulatérias das Equagoes de Maxwell
mais gerais que as solucoes obtidas na aula anterior. Essas solucoes sao
chamadas ondas planas. Além disso, vocé viu que existe uma classe de on-
das planas muito importante, chamadas de ondas planas monocromaticas.
Também vimos que as ondas eletromagnéticas transportam energia e mo-
mento linear. A cada instante, a energia transportada por uma onda plana
estd igualmente dividida em energia elétrica e energia magnética. Introduzi-
mos o vetor de Poynting S, que tem o mesmo papel com relacao a energia
eletromagnética que o vetor densidade de corrente J tem em relacao a cor-
rente elétrica. Também introduzimos o conceito de intensidade de uma onda
eletromagnética. Além disso, vocé observou que uma onda, ao incidir sobre
um corpo, exerce uma pressao sobre ele, chamada pressao de radiacao, e

aprendeu a calcular essa pressao em algumas situagoes simples.

Atividades Finais

1. Faga a experiéncia de explicar a um(a) colega o que é uma onda plana
monocromatica. Deixe claro qual propriedade da onda esta relacionada
ao carater de onda plana e qual propriedade esta relacionada ao carater

de onda monocromatica.
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2. Defina o vetor de Poynting associado a uma onda eletromagnética e
descreva qual a relagao desse vetor com o transporte de energia eletro-
magnética pela onda.

3. Qual é a relacao entre o vetor de Poynting e a densidade de energia dos

campos elétrico e magnético?
4. O que ¢ a intensidade de uma onda eletromagnética?

5. Qual a relagao entre a intensidade de um feixe de luz e a pressao exer-

cida por ele sobre um corpo absorvedor e sobre um corpo refletor.

Resumo

Uma onda plana é uma onda, cujas frentes de onda sao planos or-
togonais a direcao de propagacao da onda. Existem classes de solucoes
das Equagoes de Maxwell que podem ser representadas por ondas planas
propagando-se ao longo de uma dire¢ao qualquer do espaco. Uma onda
eletromagnética, ao propagar-se, transporta energia e momento linear. O
transporte de momento linear pela onda da origem a pressao de radiacao,

que é proporcional a intensidade da onda.

E ao longo da proxima aula...

...voce aprendera o que é a polarizagao de uma onda e vera que exis-
tem varios tipos de polarizacao possiveis. Além disso, vocé ird analisar a

interacao da luz com varios instrumentos sensiveis a polarizagao.
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Aula 4 — Polarizacao

Meta da aula

Introduzir o conceito de polarizacao de uma onda eletromagnética.

Objetivos

Ao final desta aula, vocé deverd ser capaz de:

e Explicar o que é polarizacao de uma onda eletromagnética.
e Definir os estados de polarizagao mais comuns.

e Determinar, por meio da analise de duas componentes ortogonais do

campo elétrico de uma onda, o estado de polarizacao da mesma.

Estados de polarizacao

No final da Aula 2, vocé viu que, em meios transparentes, as ondas
eletromagnéticas sao transversais. Isso significa que, a cada instante, os
campos elétrico e magnético associados a uma tal onda devem ser ortogonais
a direcao de propagacao da mesma. Note que essa condicao exige apenas
que os campos elétrico e magnético estejam, a cada instante, em um plano
ortogonal a direcao de propagacao da onda. No entanto, os campos EeB
sao vetores e podem apontar, a cada instante, ao longo de qualquer direcao
contida nesse plano. Por esse motivo, para que uma onda eletromagnética
seja completamente determinada, precisamos descrever, a cada instante, nao
s6 o médulo, mas também a direcao desses vetores nos planos ortogonais a
direcao de propagacao da onda. Essa descri¢ao estd intimamente relacionada
ao conceito de polarizagao da onda eletromagnética, que nés discutiremos a

partir de agora.

Lembre-se de que os campos elétrico e magnético associados a uma onda
eletromagnética estao intimamente relacionados. Dado o campo elétrico E,
0 campo magnético B estard completamente determinado, e vice-versa. Por
essa razao, para descrever uma onda eletromagnética, basta descrever apenas
um desses campos. Costuma-se usar o campo elétrico E para descrever a
onda. Foi isso o que fizemos, ao discutirmos alguns aspectos relacionados

as ondas eletromagnéticas, tais como o transporte de energia e o vetor de
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Poynting, bem como a capacidade de uma onda eletromagnética de transferir

momento linear aos corpos sobre os quais ela incide.

Existe uma razao técnica, pela qual preferimos a descrigao pelo campo
elétrico: numa ampla faixa do espectro eletromagnético, o campo elétrico tem
um papel mais importante do que o campo magnético nas interacoes com a
matéria. Portanto, discutiremos a polarizagao da luz em termos do campo
elétrico. Além disso, vamos trabalhar com as ondas planas monocromaticas,
que nos permitem ter uma visao mais simples do que é a polarizacao e qual

¢ o seu papel na propagacao da luz e em suas interagoes com a matéria.

Figura 4.1: Representacio esqueméatica de uma onda plana propagando-se ao longo
do eixo z. Os dois planos representam frentes de onda. Em cada um deles, as setas
representam o vetor campo elétrico. Note que os tamanhos das setas (amplitude do campo)

variam de um plano a outro, mas nao dentro do mesmo plano.

Veja a Figura 4.1. Essa figura mostra uma representacao esquematica
de uma onda plana, propagando-se ao longo do eixo z. Sao mostradas duas
frentes de onda, que, nesse caso, sao planos ortogonais ao eixo z. Como vocé
viu na aula anterior, em uma tal onda, o campo elétrico E pode variar com
o tempo e com a posicao z, mas, em cada frente de onda, no nosso caso, em
cada plano ortogonal ao eixo z, o campo elétrico E deve ser constante. Além
disso, como a onda é transversal, o vetor campo elétrico deve estar contido
nesses planos, ou seja, nao possuir componente ao longo do eixo z. Desta
forma, em cada posicao z e para cada instante de tempo ¢, o campo elétrico da
onda é completamente determinado por suas componentes F,(z,t) e E,(z,1),
ao longo dos eixos x e y, respectivamente. Em particular, o angulo 6 entre
o vetor campo elétrico E e o eixo z é tal que tan(d) = E,(z,t)/E.(z,t). A
medida que a onda se propaga, o valor de cada uma dessas componentes,
numa dada posicao z, varia no tempo. Com isso, a direcao do vetor campo
elétrico E , na posicao z, que pode ser medida através do angulo 6, também

pode variar no tempo.
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A polarizacdo da luz (ou de qualquer onda eletromagnética) é determi-
nada pelo comportamento temporal da orientagao do vetor campo elétrico em
qualquer plano ortogonal a direcao de propagacao da onda. Assim, se em uma
dada posicao z, apenas o modulo e o sentido do vetor campo elétrico mudam
no tempo, permanecendo sua direcao constante, dizemos que a onda é linear-
mente polarizada. A direcdo da polarizacao é dada, nesse caso, pelo angulo
0 entre o vetor campo elétrico e o eixo z (veja a Figura 4.2.a). Também
podemos ter a situacao onde, em uma dada posicao z, o mddulo do campo
elétrico é constante no tempo, mas sua direcao varia periodicamente. Nesse
caso, a extremidade do vetor campo elétrico descreve um circulo no plano
xy. Dizemos, entao, que a onda é circularmente polarizada. O sentido de
rotacao do vetor campo elétrico pode ser tanto anti-horario quanto horario.
Para distinguir esses dois sentidos de rotacao, no primeiro caso dizemos que
a onda é circularmente polarizada a direita (Figura 4.2.b) no segundo caso,
dizemos que ela é circularmente polarizada a esquerda (Figura 4.2.c). Em
geral, tanto o médulo quanto a direcao do campo elétrico variam no tempo,
em uma dada posicao. Nesses casos, a extremidade do vetor campo elétrico

descreve uma elipse no plano xy. Dizemos, entao, que a onda é elipticamente

polarizada.
a) Ya b) Ya ) Ya
El 7o & £
1 E. > > Py

Figura 4.2: Representacio esquemética do comportamento temporal do vetor campo
elétrico em uma onda polarizada: a) polarizacio linear; b) polarizagao circular a esquerda;

¢) polarizacao circular a direita.

Muitos materiais, inclusive o sistema visual de alguns animais, sao
sensiveis a polarizagao das ondas eletromagnéticas. Além disso, como vocé

verd adiante, muitos efeitos Opticos dependem da polarizacao da luz.

Vejamos como deve ser a expressao do campo elétrico, para ondas de di-
ferentes polarizagoes. Para esse fim, introduziremos uma nova representacao,
chamada complexa, para os campos elétrico e magnético de uma onda plana

monocromatica, que facilitara a identificacao do tipo de polarizacao da onda.
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Algumas vezes, no decorrer de calculos mais longos, observamos que
é trabalhoso tratar com as funcoes seno e cosseno que descrevem as ondas
harmonicas. Nesses casos, € vantajoso usar uma representacao dessas fungoes
em termos de nimeros complexos. Por meio dessa representacao, as funcoes
trigonométricas sao substituidas por fungoes exponenciais, que sao muito

mais simples de serem tratadas. Com a ajuda da féormula de Euler,

e = cosf + i sen 6, (4.1)
podemos escrever uma representagao complexa dos campos elétrico E (7 t) e

magnético B (7,t) de uma onda plana monocromética, na seguinte forma:
EM)( i(F-tgo) it (4.2)

—

B

0 =
71 =

onde EO e éo sao vetores reais. Note que E® e BM sio grandezas complexas

ll

* EQ €
+ BO 67,(11:-7”4-(170)e—u;.)t7

e, como tais, nao podem ser diretamente identificadas com grandezas fisicas
mensuraveis, como os campos elétrico e magnético, que sao necessariamente
reais. Portanto, durante os calculos, usamos os campos complexos a fim de
tirar vantagem da facilidade com que podemos tratar funcoes exponenciais.
No entanto, terminados os calculos, se quisermos saber o valor, de fato,
de qualquer grandeza fisica mensuravel, devemos tomar a parte real das
expressoes resultantes. Nos casos em que um campo é multiplicado por outro
ou por si mesmo, devemos ter muito cuidado ao usarmos a representacao
complexa dos mesmos. Quando isso ocorrer, chamaremos sua atencao para

as devidas precaugoes a serem tomadas.

Se quisermos, por exemplo, saber quais os campos fisicos representados
pelos campos complexos das equagoes (4.2), basta tomarmos a parte real

daquelas expressoes:

E(7,t) = Re[E™) (7, 1)] = Re[Eye! E™<1490)] = i cos (k - 7 — wt + ),

Voltemos a nossa onda plana monocromatica, propagando-se ao longo
do eixo z. A representacao complexa do campo elétrico de uma tal onda

pode ser escrita como

—

EM) (2,y, 2,t) = Ey(2)e™™", (4.3)

onde Ey(z) é um vetor complexo, sem componente ao longo do eixo z. Note

que nao ¢é possivel, a priori, dizer qual é o tipo de polarizacao da onda plana
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representada, pois as componentes do vetor campo elétrico ao longo do eixo
x e do eixo y nao foram explicitamente especificadas. Devemos, entao, es-
pecificar estas componentes de tal forma que a identificagao do estado de

polarizacao da onda seja imediata:

EM(,y,2,t) = (Bu(2) @+ Ey(2)§) e (4.4)
= (Ege®" 3 + Eoyei‘z’yg)) gitkz—wt)

onde as componentes complexas F,(z) e E,(z) foram escritas nas formas:
E,(2) = Ege'®t9) o B, (2) = Fy,e "), (4.5)

com Ey, e Ey, sendo constantes reais. Podemos também fatorar o termo ei®s
na Equagao (4.4), ficando com

E(+)($, Y, %, t) = [EOrf% + EOy ei(%_%)ﬂ] ei(kz_WH_(z)z) (46)
= [Eo 2+ Eoy ei‘;g]ei(kz_‘”th).

Na passagem da primeira para a segunda linha da Equagao (4.6), defi-
nimos 0 = ¢, — ¢, a diferenca de fase entre as componentes E, e E, do
campo elétrico. Note, também, que podemos sempre escolher nossa origem
de tempo de tal maneira que a constante de fase ¢, se anule. Voce ja vera que
a diferenca de fase d entre as componentes £, e E, do campo elétrico tem um
papel fundamental no estado de polarizacao de uma onda eletromagnética
que se propague ao longo do eixo z. Para esse fim, tomemos a parte real do
campo complexo da Equagao (4.6), j& que é a parte real daquele campo que

corresponde ao campo elétrico fisico:
E(,y,2,t) = Re[EM) (2, y, 2,t)] = Re [(Eop & + Eg, ?5) ' ®==D] . (4.7)

Apo6s multiplicar, separadamente, cada componente do campo elétrico
complexo pelo termo exponencial, podemos reescrever o ultimo termo da

equacao anterior, para obter

—

E(z,y,z,t) = Re[Ey, gitkz=tg 4 F eilkzmwt+d) ]
= FEy, cos(kz —wt)t + Ey,cos(kz —wt +0)y.  (4.8)

Analisemos a tltima linha da Equacao (4.8). Ela nos diz que o vetor
campo elétrico tem componentes ao longo dos eixos = e y, que variam da
mesma maneira com a fase ¢ = kz — wt (lembre-se de que k é o ntimero de

onda, e w, a freqiiéncia angular da onda monocromatica). Note que existem
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duas diferencas entre essas componentes. A primeira ¢é a diferenca de fase ¢
entre elas. A segunda estd nas amplitudes Ey, e Ey, de cada componente.

Analisemos, agora, alguns casos concretos:

e Situacao em que § = 2nmw, com n = 0,+1, 42, ---. Nesse caso, como

cos (0 + 2nm) = cos (6), podemos escrever

—

E(x,y,2,t) = (Eow@+ Eoy7)cos(kz — wt) (4.9)
= Eycos(kz —wt),

onde Eo é um vetor constante. Observe que o campo elétrico é dado por
um vetor constante, multiplicado por uma funcao escalar, periédica, de
z e t. Sabemos que a multiplicacdo de um vetor por um nimero resulta
em um vetor paralelo ao vetor original. Logo, a direcao do vetor campo
elétrico na Equagao (4.9) é constante. Apenas seu médulo e seu sen-
tido variam periodicamente. Com isso, podemos concluir que, quando
d = 2nm, o campo elétrico (4.8) representa uma onda linearmente po-
larizada. Note também que, nesse caso, a direcao 6 da polarizacao da
onda é dada por § = tan~! (Ep,/Ep,). Como Ey, e Ep, sio constan-
tes positivas, o campo elétrico oscila ao longo de uma linha localizada
nos quadrantes 1 e 3. O caso especial em que Ey, = FEy,, ou seja, as
amplitudes das componentes E, e E, do campo elétrico sao iguais, ¢
mostrado na Figura 4.3.a. Essa figura mostra a trajetéria seguida pela
extremidade do vetor campo elétrico em um plano arbitrario z = z;.
E facil ver que quando Fy, = Ey,, a direcao de polarizacao ¢ 6 = 45°.
Além disso, quando Ej, ¢ nulo, a onda estd linearmente polarizada na
direcao x; quando Fjy, é nulo, a onda esta linearmente polarizada na

direcao y, nao importando valor de 9.

Situagao em que § = (2n + 1)m, com n = 0,£1,£2 ---. Nesse caso,
como cos [# + (2n + 1)7w| = — cos (#), teremos
E(z,y,z,t) = (Fopd — Eo, y) cos(kz — wt) (4.10)

— E! cos(kz — wt),

onde E{) também ¢ um vetor constante. Essa situagao ¢ bastante similar
a situacao anterior. A onda é linearmente polarizada. A tunica diferenga
é que, agora, a dire¢ao de polarizagao é dada por § = tan~* (—Ey, / Eo,).
Por isso, o campo elétrico oscila ao longo de uma linha localizada nos
quadrantes 2 e 4. O caso especial em que Ey, = FEy, ¢ mostrado na

Figura 4.3.d. Agora, a diregao de polarizagao é § = 135°.
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Figura 4.3: Representacio de alguns estados de polarizacio: a) polarizagdo linear a
45% com § = 0; b) polarizagao circular & direita, com § = 37’7; ¢) polarizagao eliptica, com
0= 37”; d) polarizacio linear a -45°, com ¢ = 7; e) polarizacio circular & esquerda, com

§ = Z; f) polarizacao eliptica, com § = J.

e Situagao em que Ey, = Ey, = Eyed = 5+2nm,comn = 0, £1,£2,---.
Nesse caso, como cos (0 + 5 +2nm) = —sen (f), podemos escrever,
usando novamente a Equagao (4.8):

E(z,y,2,t) = Ey[cos (kz — wt) & — sen (kz — wt) 7] . (4.11)

Note que, agora, o médulo do vetor campo elétrico sera

E = \/E2[eos? (kz — wt) + sen? (kz — wb)] = Ey. (4.12)

Portanto, nesse caso, o médulo do vetor campo elétrico sera constante;
apenas sua direcao poderd variar. Vejamos como a direcao do vetor
campo elétrico se comporta temporalmente. Para isso, sem perda de
generalidade, analisemos a situacao no plano z = 0. Sabemos que a
direcao 6 do vetor campo elétrico, em relacao ao eixo x, é dada por
tan (0) = E,/E,. Levando em conta que z = 0, teremos, entdo, usando
a Equagao (4.11):

E, —Eysen(—wt)
et = . 4.1
tan (6) B Fy cos (1) tan (wt) (4.13)

Resolvendo para 6, obtemos o comportamento temporal da direcao do

vetor campo elétrico, em relagao ao eixo x:
0(t) = wt + n. (4.14)

Essa equagao nos diz que o angulo # aumenta continuamente, com velo-

cidade angular constante w. Estando de frente para a onda, “veriamos”
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o vetor campo elétrico girar no sentido anti-horario, com velocidade an-
gular w, mantendo seu médulo constante. Conforme nossa discussao
anterior, a onda descrita pelo campo elétrico (4.11) é, entdao, uma onda
circularmente polarizada a esquerda. A Figura 4.3.e mostra, para esse
caso, a trajetoria descrita pela extremidade do vetor campo elétrico em

um plano arbitrario z = 2.

Situacao em que Fy, = Ey, = Eyed = 3§+2n7r, comn=0,+1,+£2,---.
Nesse caso, como cos (6 + 22 + 2n7) = sen (), teremos

E(z,y, 2 t) = Ey[cos (kz — wt) & + sen (kz — wt) §] . (4.15)
Essa situacao é bastante similar a situacao anterior. O moédulo do vetor

campo elétrico continuara sendo constante e dado por

E = \/E2[eos? (kz — wt) + sen? (kz — wb)] = Ey. (4.16)

Se fizermos uma analise semelhante a feita no caso anterior, veremos
que a unica diferenca entre essas duas situagoes é que, agora, o com-
portamento temporal da direcao do vetor campo elétrico, em relagao
ao eixo x, sera

0(t) = —wt + nm. (4.17)

Isso nos diz que, agora, o angulo 6 diminui continuamente, com veloci-

4

dade angular constante w. De frente para a onda, “veriamos”, agora, o
vetor campo elétrico girar no sentido horario, com velocidade angular w,
mantendo seu modulo constante. Essa onda, portanto, é circularmente
polarizada o direita. A Figura 4.3.b mostra a trajetdria descrita pela

extremidade do vetor campo elétrico, para esse caso.

Demais casos: Para valores de d, Fy, e £y, diferentes dos discutidos
até agora, pode-se mostrar que a onda sera elipticamente polarizada.
Por exemplo, para 6 = § + 2nm e Ey, # Ey,, o vetor campo elétrico
serd dado por

E(z,y, 2,t) = Egy cos (kz — wt) & — Egy, sen (kz — wt) . (4.18)
Dado que
E, = Ey,cos (kz —wt)z e E,=—Eysen(kz—wt)y,

é facil ver que

E\’ Ey\? 2 2
+ | = | =cos”(kz—wt) +sen” (kz —wt) =1. (4.19)
EOac EOy
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Essa equacao nos diz que a trajetéria descrita pela extremidade do vetor
campo elétrico, em um plano arbitrario z = 2y, € uma elipse de semi-
eixos Fy, e Fjy,, orientados ao longo dos eixos x e y, respectivamente.
E, também, facil observar que a trajetdria sera percorrida no sentido
anti-hordrio. A Figura 4.3.f mostra um exemplo de trajetoria para
esse caso. A mesma coisa acontecera para § = 37” + 2n7. Nesse caso,

no entanto, a elipse sera percorrida no sentido horario.

Agora voce ja sabe qual é a expressao do campo elétrico de uma onda plana
monocromatica de polarizacao arbitraria. E isso, tanto na representacao

complexa quanto na representacao real do campo elétrico.

Exercicio 4.1
Qual é a polarizacao das ondas descritas pelos campos elétricos a seguir?

No caso em que se aplique, diga qual ¢ a direcao de polarizagao.
o E(z,y,21t) = Ey (2 +V39) cos (kz — wt).
o BEM)(z,y, 2 t) = Ey (x +eid y) ilhz—wt),

Sugestao: Primeiro, verifique qual é a diferenca de fase entre as componen-
tes I, e I, do vetor campo elétrico. Depois, qual é a relagao entre as ampli-
tudes Ly, e Ey, dessas componentes. Reveja a discussao anterior e analise
em que caso os exemplos anteriores se encaixam. Lembre-se de que, no caso

de polarizagao linear, a diregao de polarizagao é 6 = tan™* (Eo,/FEo,).

Antes de continuarmos, gostarfamos de chamar sua atencao para um
fato muito importante, que voceé, talvez, nao tenha percebido. Se voltarmos
a Equacao (4.8), que descreve o campo elétrico de uma onda de polarizagao
arbitraria em suas representacoes complexa e real, podemos dizer que aquele
campo ¢ a soma de dois campos. Um campo Ex, de uma onda linearmente

polarizada na direcao z, dado por
Ez(x, y,z,t) = Re [on ei(kz_‘”t)ﬁ:] = Fo, cos (kz —wt) T
e um campo Ey, de uma onda linearmente polarizada na dire¢ao y, dado por

E,(x,y,2,t) = Re [Ey, e ®=*9g] = Fy cos (kz — wt + ) §.

MODULO 1 - AULA 4

CEDERJ



FISICA 4A

CEDERJ

Polarizacio

Isso significa que a superposicao de duas ondas planas monocromaticas de
mesma freqiiéncia e com polarizacoes lineares em diregoes ortogonais pode
dar origem a uma onda com qualquer polarizacao. Para isso, ¢ bastante que
os coeficientes dessa superposicao sejam adequadamente escolhidos. Diz-se,
por esse motivo, que dois estados de polarizacao linear ortogonais entre si
formam uma base para os estados de polarizacao da luz, ou seja, qualquer
estado de polarizagao pode ser gerado por uma combinagao adequada desses
dois estados. Assim, podemos chamar os vetores unitarios = e y de vetores
de polarizacao linear. Além disso, qualquer combinacao desses dois vetores

gera um outro vetor de polarizagdo (nao necessariamente linear).

Exercicio 4.2

Mostre que os vetores

(4.20)

€2 = ﬁ(f_?/)

também formam uma base para os estados de polarizagao de uma onda
plana monocromatica, propagando-se ao longo do eixo z. Isso significa que
qualquer estado de polarizacao também pode ser escrito em termos desses
dois vetores.

Sugestao: Mostre que os vetores €; e €3 tém as mesmas propriedades dos
vetores T e y: eles sdao unitarios e ortogonais entre si. Isso é suficiente
para que esses vetores formem uma base para os estados de polarizacao.
Lembre-se de que dois vetores sao ortogonais se seu produto escalar é nulo.
Para ser completo, escreva as representagoes dos vetores de polarizacao & e

7 em termos dos vetores €, € €.
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Exercicio 4.3

Qual é a polarizacao das ondas descritas pelos seguintes campos elétricos?
o EM)(z,y, 2 t) = Egeilkz—wtg,
o EM)(z,y, 2 t) = Eyeilk=—whg,

onde €; e & foram definidos no Exercicio 4.2.

Sugestao: Proceda da mesma maneira que na resolucao do Exercicio 4.1.

Para simplificar o entendimento da polarizacao, restringimo-nos a ondas
propagando-se ao longo do eixo z. E muito simples, agora que vocé entendeu
o que ¢é a polarizacao da onda, estender a discussao a ondas propagando-
se ao longo de uma direcao arbitraria k. Dado o carter transversal das
ondas eletromagnéticas que nos interessam, o vetor campo elétrico, a cada
instante, tem, necessariamente, de estar em um plano ortogonal ao vetor k.
Se, nesse plano, escolhermos duas direcoes ortogonais entre si e representa-
das pelos vetores unitarios €; e €5, qualquer onda plana monocromatica de
polarizacao arbitraria podera ser representada como uma superposicao de
duas ondas, linearmente polarizadas nas direcoes €; e é5. No caso de uma
onda propagando-se ao longo do eixo z, os vetores €; e €5 terao, exatamente, o
mesmo papel para a polarizacao que os vetores = e y tém tudo o que dissemos
sobre o estado de polarizacao de uma onda continua vélido, se trocarmos &

por €; e g por €s.

Conclusao

Nesta aula, vocé viu que, devido ao carater vetorial dos campos que se
propagam em uma onda eletromagnética, uma descricao completa da mesma
exige que se descreva, a cada instante, nao sé6 o modulo, mas também a
direcao desses vetores nos planos ortogonais a direcao de propagacao da onda.
Viu, também, que o conceito de polarizacao estd intimamente ligado a essa
descricao. Definimos a polarizacao de uma onda eletromagnética e estudamos
os estados mais comuns de polarizacao. Aprendemos a descrever um estado
qualquer de polarizacao em termos de superposicoes de dois estados de po-
larizacao linear ortogonais entre si. Para facilitar tal descrigao, nés também
introduzimos a representacao complexa dos campos associados a uma onda

eletromagnética plana e monocromaética.
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Atividades Finais

1. Faga a experiéncia de explicar a um(a) colega o que é a polarizagao de

uma onda eletromagnética.

2. Quais sao os estados de polarizacao mais comuns e qual trajetéria é

descrita pela extremidade do vetor campo elétrico em cada um deles?

3. Escreva a expressao para o campo elétrico de uma onda circularmente
polarizada a esquerda, em termos de suas componentes ao longo de

duas diregoes ortogonais entre si.

E, ao longo da préxima aula...

...voceé estudard a interagao da luz com alguns instrumentos sensiveis a

polarizacao da mesma.

Resumo

O estado de polarizacao da luz esta associado ao comportamento tem-
poral do vetor campo elétrico em um plano ortogonal a direcao de propagacao
da mesma. A diferenca de fase entre duas componentes ortogonais do campo
elétrico, juntamente com a razao entre suas amplitudes, definem univoca-
mente o estado de polarizacao. Ha trés tipos de estados de polarizacao:

linear, circular e eliptica.
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Aula 5 — Polarizadores e placas birrefringentes

Metas da aula

Apresentar meios polarizadores e birrefringentes, e discutir seus efeitos

sobre a luz polarizada.

Objetivos

Ao final desta aula, vocé deverd ser capaz de:

e Explicar o que é um polarizador e qual o seu efeito sobre a luz que

incide sobre ele.
e Definir luz nao polarizada.

e Descrever as agoes de uma placa de meia onda e de uma placa de um

quarto de onda sobre a luz que as atravessa.

Interacao da luz polarizada com polarizadores

e polardides

O fato de que uma onda luminosa pode ter seu campo elétrico oscilando
ao longo de uma unica direcao ou realizando trajetorias circulares e elipticas,
em um plano perpendicular a sua direcao de propagacao, tem importantes
conseqiiéncias sobre a maneira como a luz interage com os objetos. Alguns
objetos especiais sao chamados polardides e polarizadores, por causa da sua
acao sobre a luz polarizada. Um exemplo deste tipo de material sao os po-
laréides de polimeros, muito usados em associacao com técnicas fotograficas.
Estes polardides sao compostos por longas moléculas que se alinham em uma
determinada direcao. As componentes do campo elétrico da luz nesta direcao
serao absorvidas quando a mesma incidir sobre este material. Ja as compo-
nentes do campo elétrico na direcao ortogonal serao transmitidas. Veja a

Figura 5.1 que mostra uma ilustracao esquematica deste tipo de situacao.

CEDERJ
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Figura 5.1: Representacio de uma onda plana polarizada linearmente, incidindo sobre
um polardide que absorve as componentes do campo elétrico orientadas ao longo da direcao
vertical da figura.

O objeto circular é um polardide e as linhas verticais (diregao ¢) repre-
sentam a dire¢cao de alinhamento médio de suas moléculas. As componentes
do campo elétrico nesta direcao serao, portanto, absorvidas, enquanto as
componentes na direcao ortogonal serao transmitidas. Por convencao, o eizo
do polardide define a diregao de transmissao (direcao Z, na figura). Nesta
mesma figura esta representado o campo elétrico de uma onda luminosa, po-
larizada linearmente ao longo da direcao que forma um angulo # com o eixo
do polardide. A onda incide, em um angulo normal, sobre o polaréide. Sabe-
mos que parte do campo elétrico da onda sera absorvida e parte, transmitida.
Qual serda a expressao do campo elétrico da onda, apds atravessar o polardide
e que fracao da intensidade incidente sera transmitida? Para descobrir isso,
expressemos o campo elétrico incidente em termos de suas componentes ao

longo da direcao paralela () e da diregao ortogonal () ao eixo do polardide:

E = (Eycosf i+ Eysenf ) cos (kz — wt), (5.1)
onde Ej é a amplitude do campo incidente. Note que, segundo a Equagao (3.22),

da Aula 3, a intensidade da onda incidente é:

1
Iy = §evEg, (5.2)

onde € é a constante dielétrica do meio onde a onda se propaga e v sua
velocidade nesse meio. Como a componente do campo ortogonal ao eixo do
polaréide serd totalmente absorvida, o campo elétrico da luz transmitida sera
dado por:
E = Eycosfcos (kz — wt) & 5.3
CEDERJ | 0 ( )T (5-3)




Polarizadores e placas birrefringentes

sendo, portanto, paralelo ao eixo do polardide. Por sua vez, a intensidade da

luz transmitida sera:

1
I = §ev(E0 cos 0)?.

Comparando com a Equagao (5.2), obtemos:
I = I,cos®#.

Assim, vocé pode observar que, quando luz linearmente polarizada incide
sobre um polardide, e o angulo entre o eixo do polardide e a direcao de
polarizacao da luz é 6, a razao entre a intensidade da luz transmitida e a

intensidade da luz incidente é dada pelo cosseno ao quadrado do angulo 6:

— = cos?0. (5.4)

Esta relacao é conhecida como a lei de Malus. E importante ressaltar que,
independente da polarizagao da luz incidente, a fracado da onda luminosa que
atravessa o polardide sera linearmente polarizada na direcao em que o campo
elétrico nao ¢ absorvido, ou seja, na direcao do eixo do polardide. Outros
materiais tém o mesmo efeito ao interagir com um feixe de luz polarizada e

por isso sao chamados de polarizadores.

Aqui, fizemos uma distin¢ao de cardater técnico entre os polardides e os
polarizadores. Os polarizadores sao cristais que possuem indices de refracao
especiais e por isso sao capazes de realizar o mesmo tipo de operacao que os
polardides. A principal diferenca entre eles é que o polarizador nao absorve
a componente de polaricao que nao é transmitida, mas sim, a reflete. Isto é
um detalhe técnico que pode se tornar importante, quando por exemplo a luz
incidente é proveniente de um laser de alta poténcia. Se uma componente de
polarizacao for absorvida, devido a alta intensidade, o polaréide podera nao
ser capaz de dissipar o calor gerado e se queimara. Ja o polarizador, como
nao absorve luz idealmente (na prética todo material absorve um pouco de
luz) néo estara sujeito a danos devidos a alta poténcia da luz incidente. De
agora em diante, entretanto, nao faremos mais esta distincao e chamaremos
de polarizador qualquer objeto que transmita apenas a componente do campo

elétrico incidente, paralela a uma dada direcao.
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Etienne Louis Malus
nasceu em Paris, Franga, no
ano de 1775. Suas principais
contribuic¢des para a ciéncia

ocorreram no campo da

6ptica. Em particular, no
estudo da propagacgao da luz
em cristais birrefringentes.
Em 1809 estabeleceu a lei
que leva seu nome. Também
em 1809 descobriu a

polarizagao por reflexao.

CEDERJ



FISICA 4A

CEDERJ m

Polarizadores e placas birrefringentes

Exercicio 5.1

Luz linearmente polarizada incide, em um angulo normal, sobre um con-
junto de dois polarizadores, paralelos entre si e com seus eixos alinhados em
diregoes ortogonais. Se o angulo entre o eixo do primeiro polarizador e a
diregao de polarizacao da luz incidente é 6, calcule a fracao de intensidade
da luz incidente que é transmitida pelo conjunto de polarizadores.
Solucgao: como o angulo entre a direcao de polarizacao da luz incidente
e 0 eixo do primeiro polarizador é #, a luz que atravessa o primeiro pola-
rizador terd uma intensidade I; = I cos? (f), onde I é a intensidade da
luz incidente. Mais importante ainda, a luz que atravessa o primeiro pola-
rizador estara linearmente polarizada na direcao do eixo desse polarizador
(veja a Figura 5.3). Portanto, ao incidir sobre o segundo polarizador,
o angulo entre a direcao de polarizacao da luz e o eixo do mesmo serd
f# = 90°. Assim, apds atravessar o segundo polarizador, a luz tera uma
intensidade Iy = I, cos? (90°) = 0. O conjunto de dois polarizadores, com
os eixos ortogonais, nao deixa passar nenhuma fracao de luz. Note que

isso independe da polarizagao da luz incidente.
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Figura 5.2: Luz linearmente polarizada incide sobre um conjunto de dois polarizadores,

cujos eixos sao ortogonais entre si.
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Exercicio 5.2

O que acontecera se, entre os dois polarizadores do problema anterior,
for introduzido um terceiro polarizador, com seu eixo fazendo um angulo
0 = 45° com os eixos de cada um dos polarizadores? Esta situacao é
ilustrada pela Figura 5.3, onde indicamos os eixos dos polarizadores por
segmentos de reta de cor cinza.

Sugestao: proceda da mesma maneira que na resolucao do problema an-
terior, analisando o que a contece com a luz, ao passar por cada um dos
polarizadores. Vocé descobrird algo muito interessante: a introducgao de
mais um objeto na trajetéria da luz, que pareceria dificultar ainda mais
a passagem da mesma pelo sistema, permite que parte da luz incidente,

agora, atravesse o conjunto de polarizadores!

Figura 5.3: Luz linearmente polarizada incide sobre um conjunto de trés polarizadores.

Pelo que discutimos até agora, uma onda eletromagnética deveria ser
sempre polarizada, nao importa se linearmente, circularmente ou eliptica-
mente. No entanto, dizemos que a luz natural, que vem do Sol, é nao po-
larizada. Em geral, a luz emitida por qualquer fonte térmica — como uma
lampada incandescente, as estrelas, corpos muito quentes etc. — é nao pola-
rizada. Vocé deve estar se perguntando como isso pode acontecer, se, afinal

de contas, o vetor campo elétrico de qualquer onda eletromagnética descreve
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uma trajetéria bem determinada, em cada plano ortogonal a direcao de pro-
pagacao da onda. Isso estd relacionado com a maneira pela qual esse tipo de
luz é gerado. Nas fontes térmicas de luz, a mesma é gerada por um nimero
extremamente grande de atomos e moléculas. Cada um emitindo, de ma-
neira completamente independente, sua luz. Além disso, cada atomo leva,
em média, 10 8seg para emitir luz. Precisando, depois disso, ser novamente
excitado, para iniciar um novo processo de emissao. Em cada processo de
emissao, a luz emitida por cada atomo tem uma polarizacao bem definida.
No entanto, na préxima emissao, o atomo emitird luz de polarizacao com-
pletamente independente da polarizacao do processo anterior. Vocé pode
imaginar, entao, o que acontece. A cada instante, existe um conjunto muito
grande de atomos emitindo luz. Durante esse processo de emissao, que dura,
em média, 10~8seg, a luz resultante tem uma polarizacao bem definida. Logo
apos esse tempo muito curto, um outro conjunto de dtomos comega a emi-
tir luz, com uma polarizacao completamente independente da polarizacao
anterior. Como resultado, a polarizacao da luz emitida por essas fontes
muda constantemente, de maneira completamente aleatoria, a cada intervalo
médio de tempo de 1073seg. Esse tempo é muito curto para que se possa
medir qualquer efeito devido a polarizacao da luz. Se a polarizacao muda
mais rapidamente do que o tempo que precisamos para detectd-la, é como
se nao houvesse polarizacao alguma. Por isso, dizemos que essa luz é nao

polarizada.

A geracao de uma onda de rddio por uma antena emissora, por exemplo,
¢ um processo completamente diferente. Em uma antena, um nimero muito
grande de elétrons é forcado a oscilar conjuntamente ao longo da mesma.
Como todas essas cargas oscilam na mesma dire¢ao, o campo elétrico da onda
resultante oscilarda ao longo de uma direcao bem determinada. As ondas de

radio sao, por isso, linearmente polarizadas.

Vejamos, agora, o que acontece, quando luz nao polarizada incide so-
bre um polarizador. Nesse caso, podemos imaginar que a luz incidente ¢é
linearmente polarizada em alguma direcao. Sé que, a direcao de polarizacao
muda constantemente a cada intervalo de tempo muito curto. Além disso,
como tal processo é completamente aleatorio, cada direcao de polarizacao
tem a mesma probabilidade de ocorrer. Para uma direcao de polarizacao
fazendo um angulo 6 com o eixo do polarizador, a intensidade transmitida
sera I1() = Iocos? (0), onde I ¢ a intensidade da luz incidente. Como o
angulo # muda rapidamente no tempo, detectaremos apenas o efeito médio

de todas essas diregoes de polarizacao:
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I = Iy{cos*(0)), (5.5)

onde I ¢é a intensidade média transmitida pelo polarizador e (---) significa
que devemos tomar a média de cos? (6), sobre todos os angulos 6, entre 0 e

2m, considerados igualmente provdveis. Como (cos? (f)) = 3, obtemos:

Portanto, se luz nao polarizada incide sobre um polarizador, metade da
intensidade incidente serd transmitida, independentemente da orientagao do
eixo do mesmo. Esse fato nos permite descobrir se uma dada onda luminosa
é polarizada, ou nao. Basta fazé-la incidir sobre um polarizador e girar o eixo
do mesmo. Se a intensidade transmitida nao variar, ha duas possibilidades:
ou a luz é nao polarizada ou ela é circularmente polarizada (discutiremos
essa situagao no exercicio a seguir). Note que, apés atravessar o polarizador,
a luz incidente nao polarizada sera linearmente polarizada na direcao do eixo

do polarizador. Dai o nome desse instrumento.
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Exercicio 5.3

Luz polarizada circularmente a esquerda e com intensidade I incide so-
bre um polarizador. Mostre que nao ¢é possivel distinguir essa situagao
daquela onde luz nao polarizada e de intensidade [, incide sobre o mesmo
polarizador.

Solugao: vocé viu que o vetor campo elétrico de uma onda circularmente
polarizada a esquerda mantém seu médulo constante, enquanto gira com
velocidade angular w, num plano ortogonal a direcao de propagacao da
onda. Se tal onda incide sobre um polarizador, a intensidade transmitida,

no tempo t, sera:
I(t) = Iycos® §(t) = Iycos? (wt + bp), (5.6)

onde 0y depende da orientacao do eixo do polarizador. Aqui, fizemos uso
da Equagao (4.13). A intensidade transmitida ird, portanto, oscilar entre
Iy e 0, com a freqiiéncia w. Para a luz visivel, w é da ordem de 10'°rad/s.
Isso significa que a intensidade transmitida ird oscilar com uma freqiiéncia
tao alta, que nenhum aparelho serd capaz de medir seu valor instantaneo.
Apenas seu valor médio, tomado sobre varios periodos de oscilagao, sera

medido. Esse valor sera dado por:

1
I =1, <cos2 (wt + 90)> = 510, (5.7)

onde usamos, novamente, o resultado (cos? (wt + 6y)) = % Perceba que a
intensidade média transmitida é independente da orientagao do eixo do po-

larizador. Esse resultado é idéntico ao da incidéncia de luz nao polarizada.

Placas de meia onda e um quarto de onda

Discutimos, até agora, o caso em que um feixe de luz polarizada intera-
ge com certos materiais, de tal maneira que apenas a componente do campo
elétrico em uma certa direcao é transmitida e a componente ortogonal nao.
Vamos discutir agora casos em que ambas as componentes sao transmiti-
das, mas devido a mudanga de velocidade da luz, ao se propagar dentro do

material, o estado de polarizacao se altera.
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Veja a Figura 5.4:

Figura 5.4: Representacdo de uma onda plana polarizada linearmente, na direcdo
+45°, incidindo sobre uma placa de onda em que a componente do campo na direcao x se

propaga com uma velocidade diferente da componente na diregao .

Suponha que uma onda plana polarizada linearmente ao longo da direcao
que faz 45 graus com o eixo vertical y atravesse o material de espessura d.

Vamos representar o campo elétrico da onda incidente por:

EM) (2,y,2,t) = E(& + )e't=1), (5.8)

onde E representa a amplitude do campo. Para o calculo que iremos fazer,
o termo de oscilagao temporal nao desempenhard nenhum papel e, portanto,

podemos deixar de representa-lo, para aliviar a notacao.

O efeito que desejamos discutir agora esta ligado ao fato de que al-
guns materiais podem possuir indices de refracao diferentes para diregoes
de polarizacao ortogonais entre si. Tais materiais sao ditos birrefringentes.
Suponhamos que tais diregoes sejam as diregoes = e y. Assim, ao penetrar
no material, as componentes do campo elétrico nessas duas diregoes verao
indices de refracao diferentes. A mudanca no indice de refracao faz com que a
velocidade de propagacao da luz, dentro do material, mude. Dessa maneira,
as componentes da onda, polarizadas nas diregoes = e y, se propagarao com
velocidades diferentes. Isso levard ao atraso de uma componente em relagao

a outra, introduzindo, assim, uma diferenca de fase entre elas.

A maneira mais simples de levar em conta este aspecto da propagacao

da onda dentro do material é tratar separadamente a propagacao espacial,
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que é feita pelo termo e**, para cada direcao de polarizacdo. Se lembramos
que, num meio de indice de refracdo n, o nimero de onda k, de uma onda
monocromatica, é k = nkg, onde ky é o nimero de onda no vacuo, podemos
designar um numero de onda diferente para as polarizacoes = e y da onda.
Escreveremos ki = ngyko e ko = nyko para designar esses nimeros de onda,
onde n, e n, sao os indices de refracao do material para cada polarizacao.
Com isso, o campo dentro do material, apds percorrer a distancia d e prestes

a sair para propagacao livre, pode ser escrito como:
EM (2,y, 20 4 d) = Ee™* (¢*1g 4 ¢i*2dg), (5.9)

onde zy ¢é a coordenada da face do material sobre a qual a onda incide.

ik1d

Podemos, agora, fatorar o termo e e reescrever o campo elétrico

CcOomao:

—

E(+) (.Z', Y, 20 + d) = Eei(kzo+kld) (i. + eiég)
= E'(i+e%), (5.10)

onde 6 = (k, — k;)d = (n, — n,)kod. Note que o termo exponencial, comum
as duas componentes do campo elétrico, foi englobado em E’ = Eei(kzotkid)
Esse termo nao é importante, pois uma fase global (ou seja, uma exponencial
complexa que multiplica todo o campo) nao altera o estado de polarizacao

da onda, nem sua intensidade.

A Equacao (5.10) nos diz, como ja haviamos previsto, que o efeito da
propagacao da luz através do material birrefringente é a introducao de uma
diferenca de fase adicional entres as componentes = e y do campo elétrico. E
importante salientar que essa defasagem adicional aparecerd, independente
da polarizacao da onda incidente. Nao é, portanto, necessario que a onda

incidente seja linearmente polarizada a 45°, como no nosso exemplo.

Dependendo do valor da defasagem adicional §, podemos ter qualquer
estado de polarizacao na saida do material. Um dos casos mais importantes
é aquele em que 6 = w. Neste caso, se o campo incidente for linearmente

polarizado a 45°, o campo na saida do material sera:

EM (2,y, 20+ d) = E'(Z — ), (5.11)
pois e™ = cosm +isenm = —1. A passagem pelo material inverte o sinal
da componente do campo na direcao y e mantém o sinal da componente na
direcao x inalterado. Com isto, a polarizagao sofre uma rotacao em torno
do eixo z, passando de 4+45° para —45°. Veja a Figura 5.5, que ilustra este

efeito.
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Figura 5.5: Representacio de uma onda plana polarizada linearmente na direcio +45°
incidindo sobre uma placa de meia onda. A polarizagdo gira em torno do eixo y e passa a
ser de —45°.

Chamamos os objetos que produzem uma defasagem 0 = 7 de placas
de meia onda (ou meio comprimento de onda), pois uma fase 7 corresponde

a metade de um ciclo completo de 27, de oscilagao da onda eletromagnética.

Nos laboratorios de pesquisas e aplicacoes de 6tica, freqiientemente
utilizamos as placas de meia onda para manipular a polarizacao de um feixe
de luz. Elas sao fabricadas a partir de materiais especiais, com espessura d

especifica para um determinado comprimento de onda da luz incidente.
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Exercicio 5.4

Luz circularmente polarizada a esquerda incide sobre uma placa de meia
onda, como aquela mostrada na Figura 5.5. Qual é o estado de polarizacao
da luz, apds atravessar a placa?

Solugao: como a onda luminosa, ao chegar a placa de meia onda, é circu-

larmente polarizada a esquerda, seu campo elétrico pode ser escrito como:
E+(x,y7z7t) = Ey (j —G—Zgj) gilkz—wt)

Apos atravessar a placa, a componente y do vetor campo elétrico da onda
terd adquirido uma defasagem 6 = 7 em relacdo a componente x. Logo,

apds atravessar a placa, o campo elétrico da onda sera dado por:
Et (z,y,z+d,t) = Ej (i + ie'™ g}) gilhz—wt) — E, (& —1iy) gilkz—wt)

uma vez que ¢'™ = —1. Esse campo, no entanto, descreve uma onda circu-
larmente polarizada a direita. A placa de meia onda, assim, transforma a
polarizacao circular a esquerda, da luz incidente, em polarizagao circular a
direital

Exercicio 5.5

Luz linearmente polarizada ao longo do eixo x da Figura 5.5 incide sobre
uma placa de meia onda, como aquela mostrada na mesma figura. Qual é
o estado de polarizacao da luz, apds atravessar a placa?

Sugestao: proceda como na resolugao do exercicio anterior.

T
5
defasagem, se o campo incidente for linearmente polarizado a 45°, o campo

Um outro caso muito importante é aquele em que 6 = Para esta

na saida do material sera:

EM(z,y,z4d) = E'(Z +1i7), (5.12)

. s . . . . . .
pois €2 = cos§ +iseng = i. Isto significa que a luz deixa o material

w3

circularmente polarizada a esquerda. Veja a ilustracao na Figura 5.6.
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Figura 5.6: Representacio de uma onda plana polarizada linearmente na direcao +45°,
incidindo sobre uma placa de um quarto de onda. Apdés a placa, a polarizacao fica circular

a direita.

Os objetos que produzem estas defasagens sao chamados de placas de
um quarto de onda. De fato, a fase § representa uma evolugao correspondente
a um quarto de um ciclo completo de 27, portanto, em termos das oscilagoes
de uma onda, representa um quarto do comprimento de onda. As placas de
um quarto de onda sao também muito importantes nos laboratorios de 6ptica
e também sao fabricadas de acordo com o comprimento de onda especifico

utilizado.
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Exercicio 5.6

Luz circularmente polarizada a direita incide sobre uma placa de um quarto
de onda, como aquela mostrada na Figura 5.6. Qual é o estado de pola-
rizacao da luz, apds atravessar a placa?

Solugao: como a onda luminosa, ao chegar a placa de meia onda, é circu-

larmente polarizada a direita, seu campo elétrico pode ser escrito como:
E""(% Yy, 2, t) = F, (j; _ ZZQ) ei(k:z—wt)

Apos atravessar a placa, a componente y do vetor campo elétrico da onda
terd adquirido uma defasagem 0 = 7/2 em relagao a componente z. Logo,

apds atravessar a placa, o campo elétrico da onda sera dado por:
B¥(a,y, 7+ d,1) = By (& — ieiF ) 020 = B (3 + §) o),

iﬂ . . . , . .
uma vez que €2 = i e (—i)-i = 1. O campo elétrico acima descreve
uma onda linearmente polarizada a 45°. A placa de um quarto de onda,
portanto, transforma a polarizagao circular a direita, da luz incidente, em

polarizagao linear a 45°!

Exercicio 5.7

Luz linearmente polarizada ao longo da direcao que faz um angulo # = 30°
com o eixo x da Figura 5.6 incide sobre uma placa de um quarto de onda,
também mostrada nessa figura. Qual é o estado de polarizagao da luz, apds
atravessar a placa?

Sugestao: proceda como na resolucao do exercicio anterior.
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Exercicio 5.8

Vocé viu, no Exercicio 5.3, que nao é possivel distinguir entre luz nao po-
larizada e luz circularmente polarizada, usando apenas um polarizador.
Mostre que o conjunto formado por uma placa de um quarto de onda e um
polarizador pode fazer essa distingao.

Solugao: vejamos, primeiro, qual é o efeito da placa de um quarto de onda
sobre a luz nao polarizada. Sabemos que a placa introduz uma defasa-
gem de ¢ = 7 entre as componentes & e § do vetor campo elétrico da luz
incidente. Como na luz nao polarizada o valor dessas componentes esta
variando continuamente de uma maneira aleatéria, a introducao de uma
defasagem 0 entre elas nao terd nenhum efeito mensuravel. Portanto, a luz
continuard nao polarizada apds atravessar a placa de um quarto de onda.
Ja a luz circularmente polarizada serd transformada em luz linearmente po-
larizada, ao atravessar a placa de um quarto de onda. Isso foi mostrado no
Exercicio 5.6 para a luz circularmente polarizada a esquerda (mostre que
isso também vale para a luz circularmente polarizada a direita). Assim, se
colocarmos a placa de um quarto de onda na frente do polarizador, podere-
mos distinguir entre a luz nao polarizada e a luz circularmente polarizada: a
primeira ainda chegard nao polarizada ao polarizador, enquanto a segunda
chegara linearmente polarizada. Basta girarmos o eixo do polarizador para

distinguir uma da outra.
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Conclusao

Nesta aula, discutimos alguns objetos, cuja interacao com a luz depende
fortemente do estado de polarizacao da mesma. Nesse contexto, introduzimos
objetos chamados de polarizadores e estudamos o que acontece quando luz
polarizada incide sobre os mesmos. Vocé viu que apenas a componente do
campo elétrico incidente, paralela ao eixo do polarizador, sera transmitida.
Isso faz com que a luz que atravessa o polarizador seja linearmente polarizada
na dire¢ao do seu eixo. Também discutimos o que ¢é a luz nao polarizada e
o que acontece quando tal luz incide sobre um polarizador. Finalmente,
analisamos a propagacao da luz em meios birrefringentes, que sao meios que
apresentam indices de refracao diferentes para duas direcoes de polarizacao
da luz incidente. Vimos que esses meios sao capazes de mudar a polarizacao
da luz que se propaga nos mesmos e apresentamos instrumentos 6pticos, que

fazem uso de tal efeito.

Atividades Finais

—_

. Faga a experiéncia de explicar a um(a) colega o que é luz nao polarizada.

2. O que é um polarizador e como ele atua sobre o campo elétrico de uma
onda incidente?

3. O que é a lei de Malus e qual a sua expressao matematica?
4. O que é uma placa de meia onda?

5. O que é uma placa de um quarto de onda?

E ao longo da préxima aula...

...vocé estudard o papel da polarizacao da luz nos processos de reflexao

e refracao.

Resumo

Polarizadores sao dispositivos que transmitem apenas a componente
do campo elétrico paralela a uma direcao caracteristica. Apds atravessar um
polarizador, a luz fica linearmente polarizada na direcao do eixo do polariza-

dor. A fracao de intensidade transmitida pelo polarizador é dada pela Lei de




Polarizadores e placas birrefringentes

Malus. Materiais birrefringentes sao aqueles que possuem diferentes indices
de refracao em duas direcoes ortogonais entre si. Dispositivos feitos com tais
materiais podem ser usados para introduzir uma defasagem extra entre duas

componentes ortogonais do campo elétrico da luz que os atravessa.
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Aula 6 — Papel da polarizacao nos processos de

reflexao e refracao

Metas da aula

Apresentar uma abordagem ondulatéria dos processos de reflexao e

refracao da luz, e discutir o papel da polarizacao nesses processos.

Objetivos

Ao final desta aula, vocé devera ser capaz de:

e Explicar como as leis de reflexao e refracao da luz podem ser derivadas

a partir de um tratamento ondulatorio da luz.
e Definir amplitude de reflexao e refletividade.

e Explicar o que é o angulo de Brewster para uma dada interface entre

dois meios dielétricos.

e Determinar a polarizagao da luz refletida na interface entre dois meios

dados, sabendo o angulo de incidéncia e a polarizacao da luz incidente.

e Determinar o angulo critico para reflexao interna total em uma dada

interface entre dois meios dielétricos.

Quando uma onda eletromagnética atinge a interface entre dois meios
dielétricos diferentes, como acontece quando a luz, propagando-se no ar,
atinge a superficie de um lago, parte é refletida e parte é transmitida (re-
fratada). Esses efeitos estdo intimamente ligados ao fato de que os campos
elétrico e magnético associados a onda devem satisfazer certas condigoes de
contorno na interface que separa os dois meios. Isso significa que os campos
em um lado da interface devem estar relacionados aos campos no outro lado
por relacoes fixas, que valem em todos os instantes de tempo e em qual-
quer ponto da interface. As propriedades das ondas refletidas e refradas po-
dem ser divididas em duas classes: propriedades cinematicas e propriedades
dinamicas. As primeiras, relacionadas as diregoes de propagacao das ondas
refletidas e refratadas, sao conseqiiéncias imediatas do fenomeno ondulatério
e do fato de que existem condicoes de contorno a serem satisfeitas. No en-

tanto, nao dependem de que condigoes de contorno, especificamente, devem
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ser satisfeitas, nem da natureza da onda. Valem, portanto, para qualquer
fenomeno ondulatério. Essas propriedades estao reunidas na lei de reflexao
e na Lei de Snell para a refracao. As propriedades dinamicas estao relaci-
onadas as mudancas de polarizacao e fase das ondas refletidas e refratadas,
bem como a intensidade dessas ondas. Essas propriedades sao conseqiiéncias
diretas da natureza dos campos elétrico e magnético da onda, bem como da
natureza especifica das condi¢oes de contorno que esses campos devem satis-
fazer. Nesta aula, vocé estudara os processos de reflexao e refracao, levando
em conta o carater ondulatério da luz. Em particular, discutiremos os efeitos

desses processos sobre polarizagao da luz.

Lei de Snell

No curso de Introducao as Ciéncias Fisicas, vocé foi apresentado as
leis de reflexao e refracao da luz na interface entre dois meios de indices de
refracao diferentes. L4, isso foi tratado no ambito da Otica geométrica, e essas
leis foram apresentadas como evidéncias experimentais. Relembremos a Lei
de Snell, que relaciona as dire¢oes de propagacao dos feixes de luz incidente,
refletido e refratado em uma interface entre dois meios com indices de refragao

diferentes (veja a Figura 6.1):

01 |0r=01

)

Figura 6.1: Representacio esquemdtica de um feixe de luz que muda de meio de

propagacao respeitando a lei de Snell.

As diregoes de propagagao da luz incidente e da luz refratada (trans-

mitida) estao relacionadas por:
nq sen@l = Ny SGI’IQQ, (61)

onde ny é o indice de refracao do meio de onde vem o feixe incidente, e no

¢ o indice de refragao do meio para o qual o feixe é transmitido. O angulo
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0, define a direcao de propagacao do feixe incidente com relacao a normal a
interface, que, na nossa figura, é a linha vertical. O angulo 65 é o angulo de
refragao, que define a direcao de propagacao do feixe no meio 2 e também é

medido com relacao a normal.

Além disso, a Lei de Snell nos diz que o feixe refletido emerge na dire¢ao
definida pelo angulo 6,, de tal maneira que 6, = 6;, ou seja, o angulo de

reflexao ¢ igual ao angulo de incidéncia.

Vejamos como essa lei pode ser derivada apenas do fato de que a luz
¢ uma onda e de que alguma condi¢ao de contorno deve ser satisfeita pelos

campos associados a onda na interface entre os dois meios.

(3.2
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Figura 6.2: Representagio esquematica das diregoes de propagacio das ondas incidente,
refletida e refratada. O plano de incidéncia, gerado pela normal & interface e a diregao de

propagacao da onda incidente, também ¢é mostrado.

Considere a situagao mostrada esquematicamente na Figura 6.2, onde
uma onda eletromagnética plana, propagando-se ao longo da direcao k; em
um meio dielétrico de indice de refracao nq, encontra a interface plana que
separa esse meio de um outro meio dielétrico de indice de refragao ny. Para
simplificar, localizamos a interface plana no plano z = 0. Ao atingir a inter-
face, parte da onda incidente é refletida, propagando-se no meio 1 ao longo
da direcao l;:,n, e parte da onda é transmitida para o meio 2 e propaga-se ao
longo da direcao k.

Suponhamos que a onda plana incidente seja monocromatica, com
freqiiéncia angular w;, e linearmente polarizada ao longo de uma direcao
arbitraria. O campo elétrico associado a essa onda pode, entao, ser escrito

Ccomao:

— —

EZ-(F, t) = Ey; cos (k; - 7 — wgt), (6.2)
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onde Ey; é um vetor constante, paralelo a direcao de polarizacao da onda,
e k;, seu vetor de onda. Sem fazer qualquer suposicao sobre as direcoes
de propagacgao, amplitudes e freqiiéncias das ondas refletida e transmitida,

podemos escrever os campos elétricos associados a elas da seguinte maneira:

— —

E.(rt) = E,, cos (k.
E_?t(f’; t) - E()t COS (Et . F— wtt), (63)

7 — wp, t)

onde F, é o campo elétrico associado a onda refletida, e w,, sua freqiiéncia
angular. Da mesma maneira, F; e w; estao associados a onda transmitida.
Os vetores Fy, e Ey sao vetores constantes paralelos, respectivamente, as

direcoes de polarizacao da onda refletida e da onda transmitida.

A teoria eletromagnética leva a certas condigdes que devem ser satis-
feitas pelos campos elétrico e magnético dos dois lados da interface. Essas
condigoes sao chamadas de condicoes de contorno. Especificamente, na si-
tuacao descrita pela Figura 6.2, uma dessas condigoes exige que a compo-
nente do campo elétrico E(F, t) que é tangencial a interface seja continua.
Isso significa que a componente tangencial do campo elétrico total E (7, t) em
um lado da interface deve ser igual a componente correspondente do outro
lado da interface. E importante salientar que essa igualdade deve ser vélida

em qualquer ponto da interface e em qualquer instante de tempo.

Como ja dissemos anteriormente, a lei de Snell resulta apenas do fato de
que a condicao de contorno deve ser satisfeita em todos os instantes de tempo
e em qualquer ponto da interface, nao importando a natureza especifica da
condi¢ao de contorno. No entanto, no intuito de facilitar a compreensao
dos argumentos utilizados na derivacao dessa lei, usaremos a seguir expli-
citamente a condicao de continuidade da componente tangencial do campo
elétrico.

Em termos dos campos elétricos incidente, refletido e transmitido, a
condicao de continuidade da componente tangencial do campo elétrico total

pode ser escrita como:
EN7 1) + EN7,t) = E)(7,1), (6.4)

onde EZ“, EU e Et” sao, respectivamente, as projecoes de Ei, E, e E, sobre a
interface que separa os dois meios. Aqui, fica subentendido que essa igualdade
sO vale nos pontos 7 que estao na interface. No nosso exemplo particular, isso
significa que a igualdade s6 vale para pontos pertencentes ao plano z = 0.

Se usarmos as equagoes (6.2) e (6.3), a relagao acima se torna:

2l I 7

I cos (k; - 7 — wit) + EQT cos (k- 7 — wyt) = B cos (ky - 7 — wit).  (6.5)
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Note que a tnica maneira de essa relacao ser satisfeita em todos os pontos

7 da interface e em qualquer instante de tempo t é que os campos elétricos
: Ao iy Al 7l

envolvidos tenham a mesma dependéncia espaco-temporal, ja que Ey,, Ey, e

Egt sao vetores constantes. Temos, entao:
cos (EZ -7 — w;t) = cos (Er T — w,t) = cos (Et ST — wyt). (6.6)

Como a origem 7 = 0 estd no plano z = 0, a Equacao (6.6) deve valer também

nesse ponto. Isso leva a:
cos (w;t) = cos (w,t) = cos (wyt). (6.7)
No entanto, essa relacao deve valer para qualquer instante de tempo t. Isso
sO é possivel se:
W; = W, = Ws. (6.8)
Potanto,a onda refletida e a onda transmitida tém a freqiiéncia angular que
a onda incidente!

Como a Equagao (6.6) deve valer para qualquer instante de tempo t,

ela deve valer, em particular, para t = 0. Logo:
cos (k; - 7) = cos (K, - ) = cos (Et - T). (6.9)
Essa relagao implica:
ki T =k F=ky T (6.10)
Utilizando o primeiro e o segundo termo da equacao anterior, podemos es-
crever:
(ki — k) -7=0. (6.11)
Como foi mostrado no Exercicio 3.1, da Aula 3, a equacao anterior nos diz
que os pontos representados pelo vetor posicao 7 formam um plano perpendi-
cular ao vetor Ei—ET. No entanto, na Equacgao 6.11, os pontos representados
pelo vetor posicao 7 sao pontos da interface plana entre os dois meios. Logo,
podemos concluir que o vetor /;Z-—I;T é perpendicular a interface que separa
os dois meios. Isso significa que o vetor /%—ET é paralelo ao vetor unitdrio
n, normal a interface (reveja a Figura 6.2). Lembrando que o produto ve-
torial entre dois vetores paralelos é nulo, podemos representar a condigao de
paralelismo desses vetores da seguinte forma:
(ki — k) x 7 = 0. (6.12)

—

A primeira conseqiiéncia do paralelismo dos vetores k; —k, e n é que
os vetores k;, k, e n devem estar localizados em um mesmo plano (veja a
Figura 6.3). Esse plano, chamado plano de incidéncia, é o plano gerado

pelos vetores k; e n.
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Figura 6.3: Disposicao espacial dos vetores ki, kv, ki — ke .

Podemos reescrever a Equagao (6.12) como:
ki x f=k, X f. (6.13)

Dado que o médulo do produto vetorial entre dois vetores quaisquer é dado
pelo produto dos médulos dos vetores pelo seno do angulo entre eles, a

Equagao (6.13) permite escrever (veja a Figura 6.4):
k;sen; = k.sen (m — 0,) = k.sen0,, (6.14)

onde usamos o fato de que n é um vetor unitario.

2) b) o
0, 2k,
A
ﬁ\/eiz N o ﬁ\/et E

Figura 6.4: Representagao dos vetores ki, Ky, Ky e .

Como, num meio de indice de refracao n, o nimero de onda k, de uma onda
monocromatica de freqiiéncia w, é k = nw/c, segue da Equagao (6.14) que:

nlﬂ sen 0; = nlﬂ send,, (6.15)
c c

dado que a onda incidente e a onda refletida se propagam no mesmo meio
(meio 1) com a mesma freqiiéncia angular w;. Apds simplicagao, a equagao

acima nos fornece a lei de reflexao:

0, = 0,, (6.16)
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que nos diz que o angulo de reflexao, em relacao a normal a interface, é igual

ao angulo de incidéncia.

Voltando a Equagao (6.10) e utilizando o primeiro e o terceiro termo,
podemos escrever

(ki — ky) -7 = 0. (6.17)

Através dos mesmos argumentos utilizados anteriormente, vemos que o ve-

tor k;—k; também & ortogonal a interface entre os dois meios. Com isso,

concluimos que o vetor /;t também estd localizado no plano de incidéncia,

juntamente com os vetores k; e k,. Da mesma maneira, a Equacio (6.17) nos
permite escrever:

k;sen6;, = k;sen 6. (6.18)

Levando em conta que k; = naw;/c, ja que a onda transmitida propaga-se no

meio 2 com a mesma freqiiéncia angular da onda incidente, temos que:
w; w;
ni— sen f; = ny— sen ;. (6.19)
c c
Apés simplicacao da equacgao anterior, obtemos a Lei de Snell:
ny sen ; = ngysen b, (6.20)

relacionando o angulo de refracdo ao angulo de incidéncia, através da razao

entre os indices de refracao dos dois meios.

Com isso, concluimos a derivacao da Lei de Snell a partir de um tra-
tamento ondulatério da luz. Embora tenhamos usado explicitamente uma
condi¢ao de contorno particular para o campo elétrico na interface entre os
dois meios, a natureza especifica dessa condicao de contorno nao foi essen-
cial a derivacao dos resultados obtidos. Essencial foi a exigéncia de que
essa condicao de contorno fosse valida em qualquer ponto da interface e em

qualquer instante de tempo.

Note, também, que os resultados independem da direcao de polarizacao
da luz incidente. Isso significa que eles sao validos para qualquer polarizacao
da luz incidente, ja que qualquer estado de polarizacao da luz pode ser escrito

como a combinacao de dois estados de polarizacao linear, ortogonais entre si.

Mais ainda, as leis de reflexao e refracao valem para outros tipos de
onda, tais como as ondas sonoras, justamente porque elas nao dependem
do tipo especifico de condicao de contorno na interface. Por outro lado, as
propriedades dinamicas discutidas a seguir sao caracteristicas das ondas ele-

tromagnéticas e envolvem as propriedades de polarizacao de forma essencial.
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Propriedades dinamicas dos processos de reflexao e

refracao

Voltemo-nos, agora, para outras propriedades das ondas refletida e re-
fratada, além de suas freqiiéncias e direcoes de propagacao. Gostariamos
de saber, por exemplo, como as fracoes de intensidade refletida e refratada
dependem do angulo de incidéncia da luz, bem como dos indices de refracao
dos dois meios. Também gostariamos de saber se, e como, essas grandezas
dependem da polarizagao da luz incidente. Essas propriedades sao chamadas

propriedades dinamicas dos processos de reflexao e refracgao.

Como dissemos no inicio desta aula, essas propriedades dependem ex-
plicitamente das condigoes de contorno especificas que devem ser satisfeitas
pelos campos elétrico e magnético associados a onda luminosa. Ao derivar-
mos a Lei de Snell, ja usamos uma dessas condigoes de contorno, ao exigir
que a componente tangencial do campo elétrico total E(F, t), de um lado da
interface entre os dois meios, fosse igual a componente correspondente do ou-
tro lado da interface. Para responder as perguntas apresentadas no paragrafo
anterior, precisamos, também, fazer uso de alguma condicao de contorno para
0 campo magnético B (7, t). Podemos, por exemplo, usar a condigao de con-
tinuidade da componente tangencial do campo H (rt) = E(F, t)/p através
da interface de separagao entre os dois meios. Similarmente a condigao para
o campo elétrico, essa condicao de contorno nos diz que a componente tan-
gencial do campo B /1, de um lado da interface, deve ser igual & componente
correspondente do outro lado da interface. Essas duas condigoes de contorno
sao suficientes para a determinacao das relagoes entres as amplitudes dos
campos incidente, refletido e refratado, em funcao da polarizacao do campo

incidente, do angulo de incidéncia e dos indices de refracao dos dois meios.

Como ja discutimos na Aula 4, qualquer estado de polarizacao da luz
pode ser escrito como uma superposicao de dois estados linearmente polari-
zados em diregoes ortogonais. Portanto, qualquer que seja a polarizacao dos
campos incidente, refletido e refratado, poderemos sempre escrevé-los como
uma superposicao de um campo linearmente polarizado em uma direcao pa-
ralela ao plano de incidéncia e um campo linearmente polarizado em uma
direcdo perpendicular ao plano de incidéncia (veja a Figura 6.5). Esse fato
nos permite investigar as relacoes procuradas, tratando cada uma dessas
polarizacoes independentemente. Se conhecermos as relagoes entre as am-
plitudes dos campos incidente, refletido e refratado, para cada uma dessas
polarizacoes, podemos determinar essas relagoes para qualquer estado de po-

larizacao da luz.
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Figura 6.5: Decomposicio dos campos incidente, refletido e refratado em suas compo-
nentes perpendiculares (L) e paralelas (]|) ao plano de incidéncia.

Agora, escreveremos os campos incidente, refletido e refratado, que sao
linearmente polarizados em uma direcao paralela ao plano de incidéncia, da

seguinte maneira:

E’LH(F? t) = EO’L” CoS ( T — wt)éZ”
Er||(F7 t) = Egcos (ET ST = wi)ey (6.21)
Et”(ﬁ t) = E0t|| CoS (Et 7 — wt)et”,

onde Ey;|, Eo,| e Eyy sao, respectivamente, as amplitudes dos campos inci-
dente, refletido e refratado, e &, é,| e & sao vetores de polarizacao paralelos
ao plano de incidéncia. Da mesma maneira, escreveremos os campos que sao

linearmente polarizados em uma direcao perpendicular ao plano de incidéncia

como:
Ey (7,t) = FEpiL cos (/ZZ ST —wt)é; )
ETJ— (F; t) = EOM_ COS (Er ST — wt>é“_ (622)
5, (Fit) = By cos (ky - 7 — wt)éy

onde é;,, €., e €, sao vetores de polarizacao perpendiculares ao plano de
incidéncia.

Nesse ponto, para obtermos as relagoes entre as amplitudes dos campos
incidente, refletido e refratado, em cada uma das duas situacoes anteriores,
deveriamos utilizar as condi¢oes de contorno para os campos EeB /s, de
uma maneira similar aquela utilizada na derivacao da Lei de Snell. Embora
nao sejam especialmente complicados, os calculos sao bastante longos. Por
esse motivo, nao os realizaremos explicitamente e apresentaremos apenas os

resultados finais.
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As grandezas que nos interessam sao a razdo r = FEy./FEy entre a
amplitude do campo refletido e a amplitude do campo incidente e a razao
t = Egy/ Eo; entre a amplitude do campo transmitido e a amplitude do campo
incidente. A grandeza r é chamada amplitude de reflexao, enquanto a gran-
deza t é chamada amplitude de transmissao. Note que quanto maior r, maior
a fracdo de luz incidente que é refletida. Da mesma maneira, quanto maior

o valor de t, maior a fracao de luz transmitida.

Para a luz polarizada perpendicularmente ao plano de incidéncia, as

amplitudes de reflexdo e de transmissao sao dadas por (reveja a Figura 6.5):

Eo o ny cos8; — ng cos b,
r, = =
+ Eoi 1 ny cos 6; + no cos O,
E, 2n, cos 0,
to= 22 = i (6.23)
Eoi 1 ny cos 0; + ngy cos 6,

By ngy cos 8; — ny cos O,
r = —t =
I Eo| ny cos 0, + ny cos b;
fo= E0t|| . 271,1 COS GZ (6 24)
= Eu ny cos 0; + nycosb; ’

Se utilizarmos a Lei de Snell, dada na Equagao (6.20), podemos simplificar

notacionalmente as expressoes:

__sen(6; —0,)
T Ten (0; + 0,)
tan (62 — ‘9t>
r =

tan (61 + Qt)

2sen 0, cos 0;
t, = ——— 6.25
- sen (0; + 6) (6:25)

2sen 6, cos 0,

g sen (0; + 6;) cos (6; — 6;)

As Equagoes (6.23) e (6.24), ou equivalentemente as Equagoes (6.25),
sao chamadas Equacoes de Fresnel e sao vélidas para quaisquer meios dielétricos
homogéneos. Analisemos, agora, o comportamento dessas equagoes em fungao

do angulo de incidéncia e dos indices de refracao dos dois meios.
Em primeiro lugar, note que os coeficientes 7, e 7| podem ser negativos.

Lembrando que esses coeficientes representam a razao entre a amplitude do

campo refletido e a amplitude do campo incidente, que sao grandezas reais
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positivas, como devemos interpretar as situagoes em que eles se tornam nega-
tivos? Veja que, na Figura 6.5, nds escolhemos arbitrariamente os sentidos
dos vetores ET 1, Er||, Et L e Et”. Esses vetores poderiam muito bem estar
apontando no sentido oposto ao escolhido por nds. Se invertermos o sentido
de um desses vetores, o coeficiente correspondente trocara de sinal. Portanto,
quando r; ou 7| se tornarem negativos, o sentido correto do vetor E} L ou
do vetor Er” sera o inverso daquele escolhido na Figura 6.5. Mais especifi-
camente, se, por exemplo, r, for negativo, entao, na interface entre os dois
meios, E; L e ET 1 serao antiparalelos, e, portanto, haverda uma diferenca de
fase 0 = 7 entre eles (lembre-se que cos (¢ + m) = — cos ¢). Dizemos, nesses
casos, que ha uma mudanca de fase 6 = 7w no campo refletido em relagao ao

campo incidente.

Examinemos o comportamento das amplitudes de reflexdo e trans-
missao, quando o angulo de incidéncia #; varia de 0 a w/2. Na incidéncia
normal a interface (6; = 0), nds temos que cosf; = cosf, = 1. Nesse caso, as

equagoes (6.23) e (6.24) nos fornecem:

Ng — 1
= LS (6.26)
277,1
ty = tL = . 6.27
| + Ng + Ny ( )

Isso significa que, na incidéncia normal, a fracao de luz incidente, que é
refletida ou refratada, nao depende da polarizacao da luz. Depende apenas

dos indices de refracao dos dois meios.

0,75

k.
6

T
3

k.
2

Figura 6.6: Comportamento das amplitudes de reflexdo e transmissdo, em funcao do

angulo de incidéncia 6;, em uma interface ar-vidro.

Para outros valores de 6;, é vantajoso estudar separadamente os casos

em que n; < Ng € Ny > Na.
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Situacao I: n; < ns.

Essa é uma situacao muito comum onde a luz, propagando-se no ar,
incide, por exemplo, sobre agua ou vidro. Como conseqiiéncia da Lei de
Snell, Equagao (6.20), nesse caso, temos 0; < 0; para todos os valores de
0;. Utilizando as Equagoes (6.25), é facil ver que 7 serd negativo sempre,
alcancando seu valor minimo r; = —1 na incidéncia rasante ( 0; = 7/2).
Esse comportamento ¢ ilustrado na Figura 6.6 para uma interface ar-vidro,
onde n; = 1 e ny = 1,5. Observe que o fato de r, ser sempre negativo
significa que, nessa situacao, a luz polarizada perpendicularmente ao plano
de incidéncia sofrera uma mudanca de fase 6 = 7 na reflexao, para qualquer

valor do angulo de incidéncia.

O comportamento de 7| também pode ser estudado com a ajuda das
Equacdes (6.25). Como 6y < 6;, | ¢ inicialmente positivo e decresce mono-
tonicamente com 6;. Quando 6; atinge o valor #; = w/2 — 6, o coeficiente
7 se anula. Isso acontece por que tan(6; +6;) = tan7/2 = oco. O valor
particular do angulo de incidéncia, para o qual isso ocorre, se denota fp e
é chamado angulo de Brewster ou angulo de polarizacao. A partir desse
valor do angulo de incidéncia, 7| torna-se negativo e atinge seu valor minimo

r| = —1 também na incidéncia rasante.

Observe que, se a luz incidente for polarizada paralelamente ao plano
de incidéncia, nas vizinhancas do angulo de incidéncia 6 apenas uma fracao
infima de luz serd refletida (o valor de r| é muito préximo de zero). Para
0; = O nao havera luz refletida. Toda a luz sera transmitida! Isso signi-
fica que, se a luz incidente tiver uma polarizacao arbitraria, no angulo de
incidéncia g apenas sua componente de polarizacao perpendicular ao plano
de incidéncia sera refletida. Logo, a luz refletida serd necessariamente po-
larizada perpendicularmente ao plano de incidéncia. Note que isso também
vale para luz natural, nao polarizada. E por esse motivo que #p é também
chamado angulo de polarizacao. Nao importa a polarizacao da luz incidente,
a luz refletida sera linearmente polarizada em uma direcao perpendicular ao
plano de incidéncia. Esse efeito é utilizado para varias aplicacoes praticas.
Um exemplo é seu uso na fotografia. Afixando-se um polarizador na frente
da lente de uma maquina fotogréafica, pode-se eliminar reflexos indesejaveis
de superficies planas. Em torno do angulo de Brewster, a maior parte da
luz refletida esta polarizada perpendicularmente ao plano de incidéncia. Se o
eixo do polarizador for orientado perpendicularmente a essa dire¢ao, a maior

parte da luz refletida nao atingira a lente da maquina.
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Podemos obter o valor de g, para uma dada interface, usando a relacao
Op + 0, = /2 e a Lei de Snell:

nysen g = ny sen B, = ny sen (g - 93) = ngy cos Op. (6.28)

Isso nos fornece:

fp = arctan (@) (6.29)

ni
Em uma interface ar-vidro, 5 = arctan (1,5) ~ 56, 3°.

Quando 0; = 0, entao, necessariamente, ;+0p = 7/2. Se levarmos em
conta que o angulo de reflexao é igual ao angulo de incidéncia, isso significa
que, quando a luz incide sobre uma interface no angulo de Brewster 0p, a
luz refletida e a luz refratada propagam-se em diregoes ortogonais entre si
(veja a Figura 6.7). Esse resultado é conhecido como Lei de Brewster, em

homenagem a David Brewster, que o descobriu em 1815.

Figura 6.7: Relacio entre as direcdes de propagacio da luz refletida e da luz refratada,
na situagao em que a luz incide sobre a interface no angulo de Brewster 6.

E importante ressaltar que, mesmo que a luz incida sobre uma interface
em um angulo diferente do angulo de Brewster, a luz refletida terd, em geral,
uma polarizacao diferente da luz incidente. Para ver isso, lembre-se que o
estado de polarizacao da luz é determinado pela razao entre as amplitudes,
bem como pela diferenca de fase, entre as componentes do campo elétrico
em duas diregoes ortogonais entre si. Se usarmos a definicao da amplitude
de reflexao r, podemos facilmente obter a razao entre as amplitudes das
componentes do campo elétrico paralela e ortogonal ao plano de incidéncia,
na luz refletida, em funcao da razao entre essas grandezas na luz incidente:

Eory 11 EoiL

— . (6.30)
Eor 7 Eo
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No entanto, como ¢ ilustrado na Figura 6.6, a razao r, /rj varia com o
angulo de incidéncia e s6 ¢ unitaria quando a incidéncia é rasante ou normal a
interface. Isso mostra que a razao entre essas componentes do campo elétrico
nao ¢ a mesma na luz refletida e na luz incidente. Além disso, existem valores
do angulo de incidéncia, para os quais r e r| tém sinais contrarios, levando,
também, a uma modificacao da diferenca de fase, na luz refletida, entre a
componente do campo elétrico que é paralela ao plano de incidéncia e a
componente que é ortogonal. Resumindo, a polarizacao da luz é, geralmente,

modificada quando a luz é refletida na interface entre dois meios dielétricos.
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Exercicio 6.1

Se a luz linearmente polarizada incidir sobre a interface separando dois
meios dielétricos, a luz refletida também serd linearmente polarizada, em-
bora sua diregao de polarizacao seja, geralmente, diferente da direcao de
polarizacao da luz incidente. Se a direcao de polarizacao da luz incidente
fizer um angulo «; com o plano de incidéncia, qual serd o angulo «, que
a direcao de polarizacao da luz refletida fard com o plano de incidéncia,
para um dado angulo de incidéncia 6;? Os angulos «; e «, sao chamados
azimute de incidéncia e azimute de reflexdo, respectivamente. Do ponto de
vista de quem esta olhando de frente para a onda luminosa, os azimutes de
incidéncia e reflexao sao considerados positivos na direcao anti-horaria.
Solugao: conforme nossa discussao dos estados de polarizagao, na Aula 4,
o azimutes de incidéncia «; e reflexao «, sao determinados pela razao entre
as amplitudes da componente do campo elétrico perpendicular ao plano de
incidéncia e da componente paralela ao plano de incidéncia, na luz incidente

e na luz refletida. Especificamente:

Eoi 1
tana; =

Eo)

EOTJ_
tana, =

Eop

Se usarmos a Equacdo (6.30), podemos escrever:

1
tan o, = TT tan o;. (6.31)
T

Finalmente, com a ajuda das Equagoes (6.25), obtemos:

cos (6; — 0;)

tan o, = " cos (0; + 6;)

tan . (6.32)

A relagao acima é geral e fornece a direcao de polarizacao da luz refletida em

funcao da direcao de polarizacao da luz incidente e do angulo de incidéncia.

Até agora, estivemos discutindo o comportamento da razao entre as
amplitudes dos campos refletido e refratado e a amplitude do campo inci-
dente. Seria interessante também, conhecer a fracao da intensidade luminosa,

incidente sobre uma dada area da interface, que é refletida e que é transmi-
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tida. Essas quantidades sao dadas, respectivamente, pela refletividade R e
a transmissividade T'. Usando a expressao para a intensidade de uma onda

eletromagnética, dada na Aula 3, podemos obter o valor de R:

1/261’01E02i - Eozz 9

R— - -
1/2€1U1E§T Egr T

(6.33)

onde usamos o fato de que as ondas incidente e refletida propagam-se no
mesmo meio (o meio 1) com a mesma velocidade v;. Como os meios que
estamos considerando sao transparentes, a fracao da intensidade incidente

que nao ¢ refletida deve ser, necessariamente, transmitida. Logo:
T=1-R=1-7r% (6.34)

Analisemos, agora, o comportamento da refletividade R em funcao do
angulo de incidéncia 6;. Novamente, faremos isso para a polarizacao ortogo-
nal e a polarizagao paralela ao plano de incidéncia, separadamente. Com a

ajuda das equagoes (6.25), podemos escrever:

R sen? (0; — 0;)
T sen?(6; + 6,)
tan2 (61 Qt)

Na incidéncia normal & interface, as duas refletividades sao iguais e dadas
por:

ng — M ?

R =R = <7) , (6.36)

N9 + Ny
onde usamos a Equacao (6.26). Em uma interface ar-vidro, por exemplo,
teremos, na incidéncia normal, R1 = R = 0,04. Isso significa que, nessa
situacao, apenas 4% da luz incidente é refletida e a maior parte é transmitida.
Note que, na incidéncia normal, a refletividade aumenta com a diferenca en-
tre os indices de refracao dos dois meios. O diamante, por exemplo, tem um
indice de refracao n ~ 2,4. Assim, numa interface ar-diamante, aproxima-

damente 17% da luz é refletida na incidéncia normal.

As equagoes (6.35) mostram que R; aumenta monotonicamente com
o angulo de incidéncia 6; e alcanca seu valor méaximo R; = 1 na incidéncia
rasante (¢; = 7/2). J& R decresce inicialmente com o aumento de 6; e se
anula quando o angulo de incidéncia é igual ao angulo de Brewster 6g. Para
esse angulo de incidéncia, a luz refletida torna-se linearmente polarizada na

direcao ortogonal ao plano de incidéncia. A partir do angulo de Brewster, o
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valor de R aumenta monotonicamente com 6; e alcanca seu valor maximo
R =1 também na incidéncia rasante. A Figura 6.8 ilustra esse comporta-

mento para uma interface ar-vidro. Os comportamentos de 2, e R explicam,

1
0,8
0,6

0,4

02 Ru

Figura 6.8: Comportamento das refletividades R, e R), em fungao do angulo de
incidéncia #;, em uma interface ar-vidro.

por exemplo, por que, estando a beira de uma piscina e olhando diretamente
para baixo, podemos ver o fundo da piscina. Enquanto, ao olharmos para a
outra extremidade da piscina, nao podemos ver o fundo, pois a superficie da
piscina funciona quase como um espelho. Na primeira situacao, o angulo de
incidéncia esta proximo da normal, e a refletividade é muito baixa. Por isso,
a luz que vem do fundo da piscina e é transmitida na interface com o ar, nao
é perturbada pela luz que, propagando-se no ar, é refletida na interface com
a agua. Ja na segunda situacao, o angulo de incidéncia da luz refletida que
chega a nossos olhos estd proximo da incidéncia rasante, e a refletividade é
bastante alta. Essa luz, portanto, é muito mais intensa que a luz que vem

do fundo da piscina e chega aos nossos olhos.

Situacao II: n; > ns.

Essa situacao acontece, por exemplo, quando a luz, propagando-se
no vidro ou na agua, encontra uma interface com o ar. Agora, teremos
0, > 6; para todos os valores do angulo de incidéncia #;. Examinando as
equagoes (6.25), vemos que, nesse caso, r; é sempre positivo e aumenta mo-
notonicamente com o angulo de incidéncia 6;, em contraposi¢ao ao caso em
que nq < no. Agora, no entanto, r| atinge seu valor maximo a um angulo de
incidéncia 6, = sen~! (ny/n;), chamado angulo critico, menor que o angulo
de incidéncia rasante 6; = 7/2. Ja r| é inicialmente negativo, crescendo

monotonicamente com 6;. Agora, esse coeficiente faz o caminho inverso ao
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daquele feito no caso em que n; < no, indo de valores negativos a valores
positivos. Durante esse percurso, exatamente como no caso anterior, ele se
anula no angulo de Brewster fp = tan™! (ny/n;). Em uma interface vidro-
ar, por exemplo, o valor desse angulo é 0g =~ 33,7°. A partir desse valor
do angulo de incidéncia, r| se torna positivo e alcanca seu maximo r| = 1
também no angulo 6.. Esse comportamento ¢ ilustrado, para uma interface
vidro-ar, na Figura 6.9.

Note que, agora, é a polarizacao paralela ao plano de incidéncia que
sofrerda uma mudanca de fase § = 7 na reflexao, para valores do angulo de
incidéncia entre 6; = 0 e #; = 0p, enquanto a polarizacao ortogonal ao plano

de incidéncia mantera sua fase.

0,8
0,6
0,4

0,2

_0’2 ; L ) ) 0

Figura 6.9: Comportamento das amplitudes de reflexao r; e 7|, em fungao do angulo

de incidéncia 6;, em uma interface vidro-ar.
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Exercicio 6.2

Mostre que o angulo de Brewster fg, para a luz propagando-se de um
meio com indice de refracao n; para um meio com indice de refracao no, é
complementar ao angulo de Brewster 65 para a luz propagando-se do meio
de indice de refracao no para o meio de indice de refracao n;. Lembre-se
de que dois angulos 0 e 05 sao complementares se 6, + 6, = /2.

Solugao: usando a Equagao (6.29), podemos escrever:

n
tan@B = 2

n

n 1
tan@, = —

No B tanfp

Como tan (7/2 — ¢) = 1/ tan 6, podemos concluir que 6 = 7/2 — fp. Isso
mostra que o angulo de Brewster numa interface ar-vidro, por exemplo, é

complementar ao angulo de Brewster numa interface vidro-ar.

O que acontece quando o angulo de incidéncia 6; fica maior que o angulo
critico 6.7 Pode-se mostrar que, nesse caso, as amplitudes de reflexao r, e
7| tornam-se nimeros complexos de médulo unitario. As refletividades R, e
Ry|, agora definidas como o quadrado dos médulos das amplitudes de reflexao,
tornam-se entao constantes e unitarias, como mostra a Figura 6.10, para

uma interface vidro-ar.

IF
08 |
0,6 |
04 |
02 | R.
RII
0, : — n - 4
0 NN I 1_01
6 0 3 2

Figura 6.10: Comportamento das refletividades R, e R, em func¢do do éngulo de
incidéncia #;, em uma interface vidro-ar.

Nessa figura, podemos ver que, quando o angulo da incidéncia 6; se

aproxima do angulo critico 6., as refletividades ) e R crescem rapidamente
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até atingirem um valor unitario exatamente no angulo critico. A partir desse
angulo, as refletividades se mantém unitarias. Isso significa que, quando o
angulo de incidéncia se aproxima do angulo critico, a quase totalidade da
luz incidente é refletida. A partir do angulo critico, nenhuma luz é transmi-
tida, havendo 100% de reflexdo. Esse fenomeno é conhecido como reflexdio
interna total e ja foi apresentado a vocé na Aula 2, do Médulo 1, do curso

de Introdugao as Ciéncias Fisicas.

E facil derivar o valor do angulo critico 6., para uma dada interface,

usando a Lei de Snell:

sen f; = "2 en 0;. (6.37)
n

Como ny > nq, é facil ver, na equacao acima, que 6, > 6;. Assim, a medida
que o angulo de incidéncia #; aumenta, o angulo de transmissao #; se aproxima
de seu valor méximo 6, = 7/2 e o alcanca antes de 6; atingir seu maximo
valor permitido (veja a Figura 6.11). A partir desse ponto, toda a luz é

refletida. O angulo critico 6. é o angulo de incidéncia, para o qual §; = 7/2.

Logo:
N9 ™ N9
sen . = — sen <—> =—. (6.38)
nq 2 nq
‘ Reflexdo Interna Total ‘
0
2 02 62
2 2 2
1 1 1
sl
01161 61 [ 61
01 01

Figura 6.11: Representagio esquematica da reflexdo interna total.
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Exercicio 6.3

Suponha que um feixe de luz incida em uma interface como aquelas mos-
tradas na Figura 6.11, vindo de uma regiao 1, onde o indice de refracao
ny é maior do que o da regiao 2, que suporemos ser o ar (ny = 1). Calcule
o indice de refracao n; necessario para que se comece a ter reflexao interna
total a partir do angulo de incidéncia 6; = 50°.

Sugestao: use a Equacao (6.38). Vocé devera obter o valor n; = 1,3.

A reflexao interna total tem varias aplicacoes préaticas. O vidro comum
tem um indice de refracaon = 1, 5. Logo, em uma interface vidro-ar, o angulo
critico é 6, = sen™! (2/3) = 41,8°. Isso significa que, se a luz, propagando-se
no vidro, incidir sobre uma interface com o ar a um angulo acima de 41, 8°,
sera totalmente refletida. O prisma de reflexao total, que é um prisma de
vidro com angulo de abertura de 45°, faz uso desse resultado para refletir
a totalidade da luz incidente perpendicularmente a uma de suas faces (veja
a Figura 6.12). Esse artefato substitui os espelhos metdlicos em vérios

instrumentos 6ticos.

45 45°

Figura 6.12: Luz sendo desviada por um prisma de reflexido total.

Outra aplicacao tecnologicamente muito importante da reflexao interna
total é a propagacao da luz em fibras oticas. Uma fibra ética é um cabo
cilindrico, que pode ser muito fino, cujo niicleo é algum material transparente,
como plastico, quartzo ou silica. Esse nticleo é envolvido por outro material

transparente de indice de refracdo menor que o nicleo. A luz propaga-se
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na fibra através de intimeras reflexoes totais na interface do nicleo com o

material que o envolve (veja a Figura 6.13).

.,

O >~

JPEREE

Clas

Figura 6.13: Propagacio da luz em uma fibra ética.

Conclusao

Nesta aula, voceé estudou os processos de reflexao e refracao da luz a
partir de um tratamento ondulatério. Vocé viu que a lei de reflexao e a Lei
de Snell resultam apenas do fato de que a luz é um fenomeno ondulatoério
e de que seus campos associados devem satisfazer alguma condicao de con-
torno na interface que separa dois meios dielétricos. Ja as relacoes entre as
amplitudes da luz incidente, refletida e refratada, bem como possiveis mu-
dancas de fase na luz refletida e na luz refratada, sao conseqiiéncias diretas
das condigoes de contorno especificas que devem ser satisfeitas pelos campos
elétrico e magnético na interface entre os dois meios. Essas relacoes depen-
dem fortemente da polarizacao da luz incidente, levando, com isso, a uma

modificacao da polarizacao nos processos de reflexao e refracao.

Atividades Finais

1. Faga a experiéncia de explicar a um(a) colega por que, ao olharmos
através de uma janela de vidro, com nossos olhos apontando em uma
direcao normal a superficie da janela, podemos facilmente ver o que esta
do outro lado, enquanto, se nossos olhos apontarem em uma direcao
proxima da tangente a superficie de vidro, esta funciona como um es-
pelho quase perfeito, dificultando a visao do que esta no outro lado da

janela.

2. Em que situagao pode ocorrer a reflexao interna total da luz? Dé um

exemplo de uso pratico desse fendmeno.

3. Descreva a alguém o que deve ser feito para que, através de uma unica
reflexdo em uma interface, possamos transformar um feixe de luz nao

polarizado em luz linearmente polarizada.
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E na préxima aula...

...voce fard experimentos com a polarizacao da luz.

Resumo

A Lei da Reflexao e a Lei de Snell sao conseqiiéncias do fato de que a
luz é uma onda e seus campos associados devem satisfazer alguma condicao
de contorno na interface de separacao entre dois meios quaisquer. Por esse
motivo, elas valem também para outros fenomenos ondulatérios como, por
exemplo, o som. A fracao da intensidade luminosa incidente que é refletida ou
refratada na interface entre dois meios depende do angulo de incidéncia e da
polarizagao da luz. A polarizagdo da luz é, geralmente, modificada quando
ela é refletida ou refratada na interface entre dois meios dielétricos. Se o
angulo de incidéncia da luz for igual ao angulo de Brewster para uma dada
interface, a luz refletida serd linearmente polarizada na direcao ortogonal ao

plano de incidéncia.
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MODULO 1 - AULA 7
Aula 7 — Experimentos com a polarizacao

da luz

Meta da aula
Introduzir experimentos de éptica, com medidas relacionadas a pola-
rizagao da luz.
Objetivos

Ao final desta aula, vocé devera ser capaz de:

e Verificar experimentalmente a Lei de Malus para a polarizacao da luz.

e Medir o efeito de uma placa de onda sobre um feixe de luz com pola-

rizagao linear.

Pré-requisitos

Para realizar as atividades experimentais propostas nesta aula, vocé

precisara dos conceitos apresentados nas Aulas 4 e 5.

Introducao

Como voceé viu nas aulas anteriores, a direcao ao longo da qual o campo
elétrico da luz oscila é muito importante. Ea dire¢ao de polarizagao. Po-
demos ter vérios estados de polarizacao para uma onda eletromagnética:
polarizacao linear, polarizacao circular e polarizagao eliptica. Vamos agora

fazer experimentos em que a polarizacao tem um papel decisivo.

Atividade experimental: Lei de Malus

Procedimento

1. Comece posicionando a fonte de luz branca e as lentes L.1 e L2 montadas
sobre os suportes, de tal maneira que o feixe fique aproximadamente
colimado (propagando-se sem divergéncia) entre as duas lentes e depois
seja focalizado no detector. Isto pode ser obtido colocando-se a lente
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L1 a uma distancia da fonte aproximadamente igual a sua distancia

focal. Veja a Figura 7.1.

Figura 7.1: Representacdo esquemética da montagem experimental: posicionamento
das lentes.

2. Introduza o polarizador P1 na regiao do feixe entre as duas lentes. Varie
01, o angulo entre o eixo do polarizador e a vertical, e faca a leitura
da intensidade detectada. Note que, neste caso, nao ha variacao da
intensidade (os detectores em geral medem a poténcia luminosa, que é

proporcional a intensidade do feixe). Veja a Figura 7.2.

Figura 7.2: Representacio esqueméatica da montagem experimental: polarizando a luz
nao polarizada.

3. Introduza um segundo polardide, P2, entre o polardide P1 e a lente L2,

que focaliza o feixe no detector. Veja a Figura 7.3.

Figura 7.3: Representacio esquemética da montagem experimental: medindo o estado

de polarizacao.
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4. Mantendo 6; fixo, varie 6, o angulo entre o eixo do polarizador P2 e
a vertical, em passos de 10°, de tal forma que uma rotacdo de, pelo

menos, 180" seja realizada.
5. Para cada posicao angular 5, anote o valor da intensidade medida.
6. Gire o polarizador P1 de 90° e repita as medidas de intensidade em

funcao do angulo 6,.

Atividade experimental: placas de onda

Procedimento

Figura 7.4: Representacio esquemética da montagem experimental para medidas de
polarizacao da luz.

1. A fonte de luz branca serd substituida por um laser de diodo. Veja a
Figura 7.4. Antes de colocar qualquer componente sobre o trilho, faca
o alinhamento do feixe de laser com o detector, de modo que o valor

da poténcia luminosa medida seja maximo.

2. Insira agora o polarizador no feixe, proximo ao detector, e gire o polari-
zador até que um maximo de intensidade transmitida seja encontrado.
Isto significa que a direcao do eixo do polarizador estd alinhada com a
polarizacao linear produzida pelo laser. Na Figura 7.4, o angulo da

polarizacao inicial do laser com relacao a vertical foi chamado 6.

3. Insira, entre o laser e o polarizador, uma placa de um quarto de onda
(A/4). Gire a placa, até que um méaximo de intensidade seja encontrado.

Nesta posicao, a placa nao estard introduzindo nenhum atraso entre as
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componentes verticais e horizontais da polarizagao e, portanto, a po-
larizacao linear incidente nao seréd alterada pela placa. Vamos chamar

esta posicao angular 6; = 0°.

4. Varie #,, o angulo do eixo do polarizador em relacao a vertical, em
passos de 10 graus e faca medidas da intensidade transmitida em fungao

do angulo.

5. Gire a placa de onda para 6, = +22,5°. Vamos convencionar que o
sentido positivo de rotacao seja dado pela regra da mao direita: com
o polegar apontando para o sentido da propagacao da luz, os outros
dedos indicam o sentido positivo de rotacao. Refaca as medidas de

intensidade versus angulo do analisador 6.

6. Ajuste a placa de onda para 6; = +45° e faca mais uma vez as medidas

de intensidade versus angulo do analisador 5.

7. Substitua a placa de um quarto de onda (A/4) pela placa de meia onda
(A/2). Gire a placa e encontre a diregdo em que a poténcia transmitida
¢ maximizada, realizando o mesmo procedimento que foi realizado para
a placa de um quarto de onda (A/4). De novo, chamaremos esta posi¢ao

angular 6, = 0°.

8. Faca, também para a placa de meia onda, as medidas de intensidade
transmitida em funcao do angulo do analisador #,, para as trés posicoes

angulares do eixo da placa de meia onda: 0°, +22, 5% + 45°.

Analise dos dados

Lei de Malus

1. Qual é a equacao que relaciona a intensidade I da luz transmitida por
um polardide cujo eixo estd orientado ao longo da direcao €5, com a
intensidade Iy de um feixe de luz polarizado linearmente ao longo da

direcao #; que incide sobre ele?

2. Explique por que a intensidade nao varia quando o polarizador P1 é

girado.

3. Faga uma tabela contendo colunas para as seguintes grandezas: 61, 6o,
0y — 01 e I (a intensidade medida).
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4. Faga um grafico da intensidade medida I em funcao de 6#,, para cada
uma das posicoes angulares de P2. Observe que sao duas curvas, uma
para cada um dos seus dois conjuntos de dados, mas elas devem ser

tragadas no mesmo grafico.

5. Qual é a razao para que as duas curvas sejam diferentes?

Placas de onda

1. Faca duas tabelas para as suas medidas com as placas de onda, uma
para as medidas com a placa de um quarto de onda e outra com a placa
de meia onda. Estas tabelas devem conter colunas com as grandezas:
01, 05, I (medido).

2. Faca um grafico da intensidade medida I em funcao do angulo do po-
laréide 65 com os resultados das medidas feitas com a placa de um
quarto de onda. Serd um grafico com trés curvas, sendo uma curva

para cada valor de 6.

3. Analisando o gréafico e sabendo que a polarizagao incidente era sempre
linear, como podemos saber que tipo de estado de polarizacao foi obtido
apos a passagem pela placa de um quarto de onda?

Sugestao: defina o parametro visibilidade das curvas:

V= (Ima:c - Imzn)/(Imax + Imzn)a

onde I,,,, ¢ o valor maximo da intensidade medida e I,,;,, o valor
minimo na mesma curva. Procure associar os valores deste parametro
para cada curva, com possiveis estados de polarizacao, tais como po-
larizacao linear, circular e eliptica. Por exemplo, se o estado de pola-
rizagao apds a placa de onda for circular, ao medir a luz transmitida
pelo polardide em varias diregoes, o valor de intensidade transmitida
sera sempre o mesmo. Logo, a visibilidade sera zero. Nao saberemos,

entretanto, se a polarizacao é circular a direita ou a esquerda.

4. Faga um gréfico da intensidade medida I em funcao do angulo do po-
laréide Oy com os resultados das medidas feitas com a placa de meia
onda. Serd novamente um grafico com trés curvas, sendo uma curva

para cada valor de 6.
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5. Analisando o grafico, e sabendo que a polarizacao incidente era sempre
linear, como podemos saber que tipo de estado de polarizacao foi obtido
apos a passagem de meia onda pela placa?

Sugestao: note que, desta vez, as visibilidades sao iguais e as curvas
apenas se deslocam.

6. Tendo em vista apenas os resultados obtidos em nosso experimento,
quais sao os tipos de estado de polarizacao que poderemos obter com
uma placa de um quarto de onda se incidirmos sobre ela luz com po-
larizacao linear? E quais tipos de estado poderemos obter com a placa
de meia onda?

E ao longo da préxima aula...

...voceé iniciard o Mddulo 2, onde estudara os processos de interferéncia
e difracao da luz.
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Modulo 2

Interferéncia e difracao

Apresentacao do médulo

Agora que voceé ja estd familiarizado com as ondas eletromagnéticas
e sabe o que é uma onda plana monocromatica, conhece a representacao
complexa dos campos e também o conceito de polarizagao da luz, vamos

discutir os efeitos de interferéncia e difracao.

Os fenomenos de interferéncia e difracao sao manifestagoes do carater
ondulatério da luz. Nas situacoes em que estes fendomenos ocorrem, podemos
fazer uma analogia perfeita entre a luz e uma outra onda qualquer, tal como
uma onda na agua ou uma onda sonora, por exemplo. De fato, a descoberta
do fenomeno de difracao da luz e, mais tarde, a descoberta de que a luz
também pode interferir em si mesma, como as ondas em geral, foram muito
importantes para decidir uma longa e acalorada discussao sobre a natureza

da luz.

A luz sempre foi muito importante para o ser humano e desde tempos
remotos vem despertando a nossa curiosidade. Objetos épticos, tais como
espelhos feitos de metais polidos, foram encontrados em ruinas de piramides
egipcias. Filésofos gregos, como Pitagoras, Democrito, Empédocles, Platao,
Aristételes e outros, desenvolveram teorias sobre a natureza da luz.

Os modelos mais elaborados para descrever a luz comecaram a ser de-
senvolvidos por volta do século XVI. Para descrever o fenomeno da refragao,
Descartes publicou um trabalho em 1637, tratando a luz como se fosse uma
onda de pressao. Nesse mesmo século, outros pesquisadores, como Francesco
Grimaldi e Robert Hooke, estiveram envolvidos em experimentos em que se
observava a difracao da luz, fendmeno que mostrava, pela primeira vez, que
a luz nao se propaga necessariamente de maneira retilinea. Entretanto, a
discussao sobre a natureza ondulatéria ou corpuscular da luz ganhou forca
com os experimentos de Isaac Newton, que tendia a preferir uma teoria cor-
puscular para a luz, ou seja, a luz seria composta de pequenas particulas.
Entretanto, apesar da grande importancia que a opiniao de Newton tinha,
sobretudo na comunidade cientifica da Inglaterra, Christiaan Huygens, na
Holanda, desenvolvia a teoria ondulatoéria da luz, considerando inclusive a

sua polarizagao.
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Entre 1801 e 1803, Thomas Young realizou os primeiros experimentos
que mostravam, de maneira convincente, que a luz devia ser um fenéomeno
ondulatorio. Ele mostrou que, sob certas condigoes, dois feixes de luz podem
interferir. Em outras palavras, a intensidade resultante da combinacao de
dois feixes nao € igual a soma de suas intensidades individuais, pois ela pode
ser maior que a soma das mesmas ou até nula. Essa, no entanto, é uma
propriedade caracteristica da superposicao de ondas ja conhecida na época
por meio da observacao de varios fenomenos ondulatérios. Thomas Young
demonstrava, assim, uma propriedade da luz que era incompativel com a teo-
ria corpuscular da mesma. De forma independente, o francés Jean Augustin
Fresnel também havia verificado comportamentos ondulatérios na luz. Além
disso, Young e Fresnel verificaram que estas ondas deveriam ser transversais,
e nao longitudinais como o som, por exemplo. Em 1818, Fresnel deu mais
um passo importante para a consolidacao da teoria ondulatéria da luz, ao

aplicar com sucesso essa teoria para explicar os fenomenos de difracao.

O coroamento da teoria ondulatoria da luz ocorreu varias décadas mais
tarde, quando James Clerk Maxwell apresentou, em 1861, as equagoes que
regem todo o eletromagnetismo. Estas equacgoes previam a existéncia de on-
das eletromagnéticas propagando-se com a velocidade da luz. Tal fato levou
Maxwell a inferir que a luz era uma onda eletromagnética. Suas previsoes
foram verificadas nos experimentos realizados por Heinrich Rudolf Hertz, em
1888.

E interessante observar que a teoria corpuscular voltou a cena no inicio
do século XX, com o surgimento da Mecanica Quantica. A teoria quantica
mostra que, em algumas situacoes, a luz se comporta como um feixe de
particulas de energia minima e indivisivel hrv, onde h é a constante de Planck
e v é a freqiiéncia da luz. Muito mais recentes foram as primeiras demonstra-
¢oes experimentais do cardter quantico da luz, realizadas por Leonard Mandel
em 1977 e 1978 e seguidas por varios outros. Atualmente, no contexto da
Mecanica Quantica, é possivel conciliar estes dois tipos de comportamento.
A luz se comporta como onda ou como particula, dependendo do tipo de

experimento realizado.
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MODULO 2 - AULA 8

Aula 8 — Interferéncia

Metas da aula

Apresentar o principio da superposicao e mostrar sua aplicacao na de-
terminacao da intensidade da onda resultante da superposicao de duas ondas

luminosas. Analisar a experiéncia de dupla fenda de Young.

Objetivos

Ao final desta aula, vocé deverd ser capaz de:

e Enunciar o principio da superposicao e aplica-lo na determinacao da in-
tensidade da onda resultante da superposicao de duas ondas luminosas

em uma dada regiao do espago.

e Determinar em que situagoes a interferéncia entre duas ondas sera cons-

trutiva ou destrutiva.

e A partir da andlise das polarizacoes de duas ondas quaisquer, determi-

nar se elas poderao, ou nao, interferir.

e Justificar quantitativamente os resultados obtidos na experiéncia de
Young.

O fenomeno de interferéncia entre ondas estd intimamente ligado ao
fato de que a equacao que rege a propagacao dessas ondas é linear. Na Aula
2 do Mddulo 1, mostramos que as componentes dos vetores campo elétrico e
magnético associados a uma onda eletromagnética satisfazem uma equacao
do tipo

2 2 2 2
o°f n o°f n o°f 10°f

52 "o T o Y (8.1)

Como voceé ja sabe, essa é a equagao de onda tridimensional. Ela é
uma equacao diferencial linear e, como tal, possui uma propriedade muito
interessante: se fi(x,y, 2z, 1), fa(x,y, 2, t), ..., fu(z,y, 2, t) sdo suas solugoes in-
dividuais, entdo qualquer combinagao linear dessas solugbes f(z,y,z,t) =
> Aifi(x,y, z,t) em que os coeficientes A; sdo constantes também sera uma
solucao da equacao. Essa propriedade, conhecida como principio da super-

posi¢cao, garante que, se varias perturbagoes ondulatérias se superpoem em
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algum ponto, a perturbacao resultante também sera ondulatéria e sera dada
pela soma algébrica das perturbagoes originais. Assim, se, por exemplo, duas
ondas eletromagnéticas se superpoem em alguma regiao do espago, nessa
regiao, o campo elétrico associado a onda resultante sera dado simplesmente
pela soma dos campos elétricos associados as ondas originais. O principio
da superposicao também garante que, fora da regiao onde ocorre a super-
posicao, as ondas originais voltem a assumir sua forma anterior, como se

nada houvesse acontecido.

Exercicio 8.1

Mostre que se fi(x,y, z,t) e fo(z,y, 2z,t) sdo solugoes individuais da Equagao
de ondas (8.1), entao f(x,y, z,t) = fi(x,y, z,t)+ fo(z,y, 2,t) também é uma
solugao daquela equacao.

Sugestao: substitua f(x,y,z,t) na Equagao (8.1) e use o fato de que

fi(z,y, z,t) e fa(x,y, 2, t) satisfazem individualmente aquela equagao.

Para ilustrar o principio de superposicao, analisaremos, agora, uma
situacao com a qual voce estd bastante familiarizado: a interferéncia de ondas

na agua, por exemplo, na superficie de um lago. Veja a Figura 8.1:

a)

/

Figura 8.1: Simulacio de padroes de interferéncia com ondas de dgua produzidas por

dois agitadores. Nas Figuras (a) e (b), apenas um dos agitadores est4 ligado. Na Figura

(c), os dois agitadores sao ligados simultaneamente, produzindo o padrao de interferéncia.
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Ela mostra a situagao em que temos dois agitadores de agua, que podem
produzir ondas harmonicas de mesma frequiéncia. Nas Figuras 8.1.ae 8.1.b,
um dos agitadores esta desligado. Nesse caso, observamos as ondas circulares
produzidas individualmente pelo outro agitador. Na Figura 8.1.c, os dois
agitadores atuam simultaneamente, de forma sincronizada, resultando num
novo padrao ondulatério, associado a interferéncia das duas ondas produzidas

por cada agitador, mostradas em 8.1.a e¢ 8.1.b.

Nessa situacao fisica, o que se propaga como uma onda na agua é a per-
turbagao da superficie aquosa, causada pelos agitadores. Essa perturbacao
consiste no deslocamento da superficie da agua para baixo e para cima.
E esse deslocamento que se propaga pela dgua com uma dada velocidade.
Segundo o principio da superposicao, quando as duas ondas se encontram
num dado ponto, o deslocamento resultante da superficie da agua sera dado
pela soma dos deslocamentos correspondentes a cada uma das ondas. As-
sim, se em um dado ponto os deslocamentos correspondentes a cada uma
das ondas forem para cima, o deslocamento resultante da superficie da agua
sera maior ainda e também dirigido para cima. Este é o caso dos centros das
regides escuras mostradas na Figura 8.1.c. A mesma coisa acontecerd se
os deslocamentos correspondentes a cada uma das ondas forem para baixo
— 0 deslocamento resultante serd maior e dirigido para baixo (centro das
regioes claras na Figura 8.1.c). Nestes dois casos, dizemos que as ondas

interferiram construtivamente.

Contudo, também pode acontecer que os deslocamentos corresponden-
tes as duas ondas sejam em sentidos diferentes. Nesse caso, o deslocamento
resultante terd o mesmo sentido que o maior deles, mas serd menor em
modulo. Em particular, se os deslocamentos correspondentes as duas on-
das forem da mesma altura, o deslocamento resultante sera nulo. Neste caso,
dizemos que houve interferéncia completamente destrutiva das duas ondas.
As linhas cinza aproximadamente radiais na Figura 8.1.c correspondem a
pontos do espaco onde a interferéncia entre as duas ondas é sempre com-
pletamente destrutiva. Ao longo dessas linhas, a superficie da agua estard

sempre em repouso.

Vejamos agora, de uma maneira mais quantitativa, o que acontece
quando duas ondas luminosas se superpoem em alguma regiao do espaco.
Considere duas ondas planas harmonicas, de mesma freqiiéncia w e linear-
mente polarizadas, descritas pelos campos elétricos El(F, t) e EQ(F, t). Se
usarmos a representacao complexa dos campos, apresentada na Aula 4 do

Médulo 1, podemos escrever os campos associados a essas ondas como
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EP(7t) = By e®rHmeivte (8.2)

ESD(7t) = Egpe®rieiotg,

em que 07 e 09 sao constantes de fase e €; e é; s@ao vetores de polarizacao
linear. Para simplificar a notagao nos calculos a seguir, vamos representar
a dependéncia espacial dos campos elétricos acima pelas fungoes complexas

U, (7) e Uy(r), de modo que a Equagao (8.2) possa ser reescrita como

t) = ‘Pl(fje_i”tél (83)
BV t) = Wy(Pe ™',

Cco1m

Uy (F) = Eg F7H0) (8.4)
\112(7:> — E02 62'(];77-%52).

Suponha que as ondas luminosas, descritas pelos campos elétricos
E{Jr) (7,t) e E§+)(F, t), se superpoem em alguma regidao do espago. Entao,
segundo o principio da superposicao, o campo elétrico E(”(F, t), associado a

onda resultante, serd dado por
E®(F 1) = ED(7 1) + EST (7 1) = (U1 (F) & + Ua(F) &) e ™. (8.5)

Como ja discutimos, na Aula 3 do Mddulo 1, os campos elétricos as-
sociados a uma onda luminosa oscilam com freqiiéncias extremamente altas.
Por essa razao, a maioria dos instrumentos disponiveis possibilita apenas a
medi¢ao da média temporal desses campos. No entanto, essa média tempo-
ral é nula, devido ao fator cos (E -7 — wt), presente na expressao dos campos
elétricos, cuja média temporal se anula. Devido a esse fato, na maioria das
vezes estamos interessados na medicao da intensidade da onda luminosa, que
também é a grandeza detectada por nossos olhos. Como vocé ja aprendeu, a
intensidade de uma onda luminosa representa o fluxo médio de energia ele-
tromagnética por unidade de tempo, através de uma area unitaria normal a
direcao de propagacao da onda.

Se usarmos a representacao complexa dos campos, a intensidade de uma

onda eletromagnética representada pelo campo elétrico E® (7,t) é dada por

1 -
I= iev\EH)(ﬁ t)[2, (8.6)
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em que € é a permissividade elétrica do meio e v é a velocidade de propagacao
da onda (reveja a discussao sobre a intensidade de uma onda eletromagnética,
feita na Aula 3 do Mdédulo 1). Note que, como o vetor E®) ¢ complexo,
o quadrado de seu médulo serd dado por |[EM[2 = EG . EC) em que
E) ¢ o vetor complexo conjugado de E®), Usando a Equagao (8.5) para o
campo elétrico associado a superposicao das duas ondas, podemos ver que a

intensidade luminosa na regiao de superposicao das ondas sera dada por

1 - 1
I = §EU|E(+)(F, ) = €U (7) &+ Wa(7) &l (8.7)
Note que o termo e~ ** tem mddulo unitério e, por isso, sumiu da expressao

anterior. Calculando explicitamente o médulo na Equacao (8.7), teremos

I = L) a+ () 6) - (Vi) 4 + B &)

= %Ev[\‘lfl(f?|2+\‘112(77)|2 + (U5(7) Ua () + W1 (F)W5(7) €1 - €] - (8.8)

Se usarmos a representacao exponencial de ntimeros complexos para Wy (7)
e Wy(F), podemos escrever essas grandezas como Wy ,(7) = [y o(F)|e'¥2,

resultando em

1 , , o
I — 56’0 U\I’l(r—')‘2+|q]2(r—')‘2 + |\Ifl(’l?>H\I’2(7’_‘)‘ (€Z(¢2—¢1) + e—z(¢2—¢1)) € - 62} )
(8.9)

#® = 2cos#, para escrever final-

Podemos, agora, usar o fato de que e + e~

mente
I= %EU[|\I/1(F>|2+|\I/2(f>|2 + 2| W (F)|| o (7)| cos (g2 — ¢1)é1 - &] . (8.10)

O primeiro e o segundo termos da expressao acima correspondem, respecti-
vamente, a I; e I, as intensidades das ondas individuais. Além disso, com
a ajuda da Equacao (8.4), podemos ver que ¢o — ¢ = dy — 01, sendo por-
tanto igual a diferenca de fase entre as duas ondas. Com isso, vemos que a
intensidade da onda resultante da superposicao de duas ondas luminosas de

mesma freqiiéncia é dada por
]:Il+]2+2\/]1]QCOSA€1'éQ, (811)

em que A = d; — 01 é a diferenca de fase entre as duas ondas.
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Exercicio 8.2
Faga explicitamente a passagem da Equacao (8.10) para a Equagao (8.11).
Sugestao: use a Equagdo (8.6) para determinar a intensidade das ondas

associadas a Eﬁ)(ﬁ t)e E§+)(F, t).

O dltimo termo da Equacao (8.11) é chamado termo de interferéncia, e
essa equacao descreve, de forma condensada, a propriedade fundamental da
interferéncia entre duas ondas luminosas. Ela mostra que a intensidade da
onda resultante da superposicao de duas ondas pode ser maior ou menor que
a soma das intensidades individuais, dependendo da diferenca de fase entre
as ondas que estao interferindo. Se as ondas tiverem a mesma polarizagao,
quando A = 2nm, com n =0, 41,42, ..., teremos cos A = 1, e a intensidade
resultante serd maxima. Nesse caso, dizemos que hé interferéncia construtiva.
Quando A = (2n + )7, com n = 0,41, +2, ..., teremos cosA = —1, e a
intensidade resultante sera minima. Dizemos, entao, que h& interferéncia

destrutiva. Esquematizamos a seguir o que acontece nessas situacgoes:

e Interferéncia construtiva:
A = 2nm;n=0,+1,42, ...
[ = <\/71+ 12)2 (8.12)
e Interferéncia destrutiva:
A = 2n+1)m;n=0,+1,42, ..

[ = <\/71—\/72>2 (8.13)

Observe que, se as duas ondas possuem a mesma intensidade, ou seja,
I, = I3, o quadro acima nos diz que, no caso de interferéncia construtiva,
a intensidade resultante serda I = 41[;, sendo, portanto, o dobro da soma
das intensidades individuais. Quando a interferéncia for destrutiva, teremos

I = 0, significando que luz sobre luz pode resultar em escuro completo.
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Esses dois casos particulares mostram, de maneira extrema, como o fato de
a luz poder interferir em si mesma esta em aberta contradicao com a teoria
corpuscular da luz, que prevé que a intensidade resultante da superposicao

de dois feixes de luz é igual a soma das intensidades individuais.

Se olharmos para o termo de interferéncia na Equacao (8.11), veremos
que o mesmo depende do produto escalar € -€; entre os vetores de polarizagao
das duas ondas. Por isso, a contribuicao desse termo para a intensidade
resultante da superposicao dessas ondas dependera de suas polarizacoes. Seu
modulo atingird seu valor méaximo, 24/1; 5, somente quando as ondas tiverem
a mesma polarizagao. Se as ondas forem polarizadas em diregoes ortogonais
entre si, o termo de interferéncia serd nulo, e a intensidade resultante sera,
simplesmente a soma das intensidades individuais. Neste caso, dizemos que

as ondas nao interferem.

Vamos estudar, nesta aula, um exemplo importante de experiéncia de
interferéncia com luz: a experiéncia de Young. Para podermos analisi-la de
forma quantitativa, precisamos do principio de Huygens para a propagacao
da luz, que aqui sera usado para estudar a propagacao através de um pequeno

orificio.

Principio de Huygens

O principio de Huygens estabelece um método para analisar a pro-
pagacao da luz. A questao é a seguinte: dada uma certa frente de onda em
uma determinada regiao do espago e em um certo instante de tempo, como
é possivel prever as caracteristicas desta frente de onda em um instante de
tempo posterior? Esta questao parece simples, mas é, na verdade, fundamen-
tal para tudo que se faz em 6ptica, pois a luz esta sempre se propagando, e
sempre precisamos saber o que acontece com ela quando vai de um ponto a

outro.

Huygens, com seu principio, deu o primeiro passo para a solucao dessa
questao. O principio de Huygens estabelece que cada ponto de uma frente
de onda funciona como uma fonte secundaria de ondiculas esféricas que se
propagam com a mesma velocidade da onda-mae. Dada uma frente de onda
inicial, a frente de onda, em um instante posterior, sera dada pela envoltéria
das ondas esféricas secundarias, oriundas de pontos da frente de onda ori-
ginal nao obstruidos por qualquer obstaculo. Note que a envoltéria de uma

familia de superficies é a superficie que em cada ponto é tangente a uma das

MODULO 2 - AULA 8

Thomas Young nasceu em
Milverton, Inglaterra, em
1773. Contribuiu em varias
areas do conhecimento:
Medicina (Young era
médico), Arqueologia,
Filologia, dentre outras. Na
Fisica, introduziu métodos
experimentais para a
determinagao das
propriedades elédsticas de
meios materiais (médulo de
Young) e contribuiu com
experimentos que
demonstravam a natureza
ondulatéria da luz, como
no exemplo de interferéncia
em fenda dupla discutido
nesta aula.

Christiaan Huygens
nasceu em 1629, em Haia,
Holanda. E um dos mais
importantes fisicos do século
XVII, pelo desenvolvimento
da teoria ondulatéria da luz.
Contribuiu com resultados
importantes na Mecanica
(periodo de oscilagdo de um
péndulo, rotagao de um
corpo rigido, dentre outros).
Também é conhecido

por ter descrito e
interpretado corretamente os

anéis de Saturno.
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Augustin - Jean Fresnel
nasceu em 1788 em Broglie,
Franga. Contribuiu com
resultados tedricos e
experimentais fundamentais
para a ()ptica, relacionados
a polarizagao da luz (e seu
papel na reflexdo e refraco)
e a difragdo. Por meio deste
conjunto de resultados,
Fresnel visava a demonstrar
que a luz era uma

onda transversa, varias
décadas antes da teoria
eletromagnética de Maxwell,
que confirmou este resultado
essencial sobre a natureza
da luz.

Gustaf R. Kirchhoff
nasceu em 1824 em
Konigsberg, Prussia (atual
Kaliningrado, Russia). Em
colaboracdo com o quimico
Robert Bunsen, seu colega
docente na Universidade de
Heidelberg, contribuiu de
forma significativa para

o desenvolvimento da
espectroscopia, aplicando os
seus resultados nesta area
para a descoberta de novos
elementos quimicos.
Também é muito conhecido
por suas contribuigoes na
teoria de circuitos elétricos
e na teoria da radiagao

térmica.
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superficies da familia.

Embora possua varias limitacoes, o principio de Huygens permite a de-
rivacao correta das leis de reflexao, refracao e também da conta corretamente
da propagacao da luz no espaco livre. Posteriormente, Fresnel aperfeicoou
o principio de Huygens, introduzindo a possibilidade de interferéncia entre
as ondiculas secundarias. Pouco tempo depois, Kirchhoff mostrou que esse
novo principio, conhecido como principio de Huygens-Fresnel, é conseqiiéncia

direta da Equacao de Onda, colocando-o sobre uma base matematica sélida.

As Figuras 8.2.a e 8.2.b mostram a aplicacao do principio de Huygens
para determinar, respectivamente, as propagacoes de uma onda plana e de

uma onda esférica no espaco livre.

a)

VAt

t, t, + At

t, + At

Figura 8.2: Representacio esquemaética do principio de Huygens aplicado a: a) uma
frente de onda plana; b) uma frente de onda esférica.

Na Figura 8.2.a, vemos que cada ponto da frente de onda de uma
onda plana gerard ondas esféricas que se propagarao adiante com a mesma
velocidade. Em um instante de tempo posterior, todas as ondas secundarias
terao percorrido a mesma distancia, de modo que sua envoltéria serd um
plano situado a distancia vAt da frente de onda original. A Figura 8.2.b
mostra o mesmo procedimento para a determinagao da propagacao de uma

onda esférica.

Experiéncia de Young

Em 1801, Thomas Young realizou uma experiéncia que mostrou, de ma-
neira inequivoca, que a luz pode interferir em si mesma. Young fez com que

a luz proveniente de uma fonte puntiforme incidisse sobre um anteparo onde
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havia dois pequenos orificios muito proximos entre si. A luz que atravessava
os orificios incidia sobre um segundo anteparo colocado atras do primeiro.
Ao analisar a distribuicdo da intensidade luminosa sobre o segundo ante-
paro, Young viu que, em vez de ser simplesmente a soma das intensidades da
luz proveniente de cada um dos orificios, o padrao de luminosidade sobre o
anteparo apresentava regioes claras e escuras, mostrando que a intensidade
luminosa passava por maximos e minimos. Usando uma analogia com a in-
terferéncia de ondas na agua, Young mostrou que a luminosidade observada
podia ser explicada como resultado da interferéncia da luz proveniente dos

dois orificios.

A experiéncia de Young recria, para a luz, a mesma situagao que aquela
mostrada no inicio desta aula para ilustrar a interferéncia com ondas na agua.
Veja a Figura 8.3, que mostra uma representacao esquematica do arranjo

experimental:

Figura 8.3: Representacio esquemética do experimento de Young, mostrando as frentes

de onda geradas pelas aberturas.

A onda plana monocromatica, proveniente da fonte, propaga-se livre-
mente até encontrar o anteparo com dois pequenos orificios. Segundo o
principio de Huygens, cada orificio funcionara como se fosse uma nova fonte
de luz, emitindo ondas esféricas. As ondas luminosas provenientes de cada
uma dessas novas fontes vao se sobrepor na regiao em que esta o segundo

anteparo, podendo interferir.

Com o que aprendemos até aqui sobre a interferéncia de ondas lu-
minosas, estamos em condicoes de analisar quantitativamente o resultado
dessa experiéncia. Antes de iniciarmos essa andalise, vamos discutir bre-

vemente o que é uma onda esférica. Conforme haviamos comentado na
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Aula 3 do Médulo 1, a equacao de onda tridimensional admite varias classes
de solugoes, sendo as ondas planas apenas uma dessas classes. Uma ou-
tra classe importante de solugoes é formada pelas ondas esféricas. O campo
elétrico associado a uma onda esférica harmonica, de freqiiéncia w, pode ser
escrito como

—

E
E(7,t) = =2 cos (kr — wt) é, (8.14)
T

em que € é um vetor de polarizacao. Supomos aqui que a fonte dessa onda
estd localizada na origem do sistema de coordenadas. Portanto, r representa
a distancia da fonte ao ponto de observacao. Note, também, que a ampli-
tude de uma onda esférica, em um dado ponto do espaco, decresce com a
distancia r desse ponto a fonte da onda, sendo inversamente proporcional a
essa distancia. Se usarmos a representacao complexa dos campos, o campo

elétrico E (7, t) sera representado por
. E, .
EM(7 1) = 2eilbr—et) ¢ (8.15)

A fase da onda associada ao campo elétrico dado pela Equagao (8.15)
é ¢ = kr — wt. Note uma diferenca importante entre essa fase e a fase de
uma onda plana. Para a onda plana, a fase depende do produto escalar k-7
entre o vetor de onda e o vetor de posicao, enquanto aqui aparece o produto
dos mddulos dessas grandezas. Como voce ja aprendeu, em um dado instante
de tempo t, a frente de onda de uma onda qualquer é dada pela superficie
formada por todos os pontos do espaco onde a fase ¢ assume um mesmo valor.
Logo, as frentes de onda de uma onda esférica sao as superficies formadas
por todos os pontos do espaco para os quais kr — wt = ¢, em que ¢g € o
valor constante da fase. Esses pontos estao sobre a superficie gerada pelos

pontos:

r——+£t
ok kT

Esta é a equacao, em coordenadas esféricas, de uma esfera de raio R =
¢o/k+ (w/k)t e centro na origem. Portanto, as frentes de onda de uma onda
esférica sao esferas com centro na posicao ocupada pela fonte. Quando o
tempo passa, essas esferas se expandem com uma velocidade v = w/k. Dai
vem o nome dado a essas ondas. Quando uma fonte emite luz uniformemente
em todas as diregoes, essa luz pode ser muito bem descrita por ondas esféricas.

Essa é a situagao quando temos uma fonte puntiforme.

Voltemos a analise do experimento de Young. As ondas esféricas pro-
venientes dos dois orificios irao se superpor sobre o segundo anteparo. Para

determinarmos a intensidade luminosa resultante em um dado ponto P do
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anteparo, precisamos apenas determinar os valores dos campos elétricos as-
sociados a cada uma das ondas e usar os resultados obtidos na discussao da

interferéncia de duas ondas luminosas, feita anteriormente.

A Figura 8.4 mostra uma representacao esquematica do arranjo expe-

rimental, com todas as varidaveis importantes para nossa analise:

A

—

N

®

Figura 8.4: Representacio esquemética do experimento de Young, apresentando as
variaveis utilizadas.

Dada a simetria do arranjo, uma frente de onda da onda plana que
se propaga da esquerda atinge simultaneamente os dois orificios. Como ao
longo de uma frente de onda o campo elétrico associado a onda tem o mesmo
valor, as ondas esféricas secundarias que emanarao dos dois orficios devem ter
a mesma intensidade quando detectadas a mesma distancia de cada um dos
orificios. Por isso, conforme a Equacao (8.15), podemos escrever o valor do
campo elétrico El(P, t) associado a onda emitida pelo orificio 1 no ponto P
do anteparo e o valor do campo elétrico EQ(P, t) associado a onda proveniente
do orificio 2 como

- Ey .
Ef(Pt) = T—fe“’“’“l—wt) é

7
. E, .
ESO(Pt) = Z2eilbra—wt g (8.16)
T2
Note que quando r; = re, 0s campos acima terao a mesma amplitude e a
mesma, fase. Além disso, eles tém a mesma polarizacao. Tudo isso é con-

seqiiencia de as ondas esféricas secundérias terem sido originadas de uma

mesma frente de onda.

Como fizemos anteriormente, podemos reescrever os campos como

Ef(Pt)=W(P)e ™ e ; Ey7(Pit)=Wp(Ple™e, (817

MODULO 2 - AULA 8

137

CEDERJ



Interferéncia

FISICA 4A |

em que

= &eik” i Wy(P) = Lo

1 ]

W, (P) ekre, (8.18)

No experimento de Young, a distancia d entre os orificios ¢ muito menor
que a distancia R entre o centro do primeiro anteparo, igualmente distanciado
dos dois orificios, e qualquer ponto P do segundo. Em geral, R é varias ordens
de grandeza maior que d. Por isso, podemos supor que os raios ry € ry, na
Figura 8.4, sao aproximadamente paralelos ao raio R, fazendo, assim, o
mesmo angulo # com a horizontal. Com essa aproximacao, podemos escrever
rn = R —(d/2)senf ¢ 15 = R + (d/2)senf, conforme vocé mostrard no

exercicio a seguir.

Exercicio 8.3

Mostre, a partir da Figura 8.4, que, se superpusermos que 7, o € R sao
paralelos, entdao 1 = R — (d/2)senf e ro = R+ (d/2)senf. Observe que
R, r1 e ry serao, de fato, aproximadamente paralelos quando R > d, na
Figura 8.4.

Sugestao: na Figura 8.4, primeiro trace uma reta do centro do orificio 1
até o raio R, de maneira que a reta encontre o raio R em um angulo reto.
A partir do triangulo retangulo resultante, mostre a relagao entre r; e R.
Em seguida, prolongue este trago até que ele encontre o raio r. Como este
raio é aproximadamente paralelo a R, o angulo neste cruzamento também é
reto. A partir deste segundo triangulo retangulo, obtenha a direnca ro —17.
A sua figura deve ficar semelhante a Figura 8.5. Lembre-se de que estamos

supondo que r; e ro também formam um angulo # com a horizontal.

Como R > d, podemos desprezar d/2 em rela¢gdo R nos denominadores
de Uy (P) e ¥5(P), na Equagao (8.18), e escrever

Ey . E, .
U, (P) = f%ﬂm ; Uy(P) = E%M. (8.19)
Note que, com isso, |Uy(P)| = |¥y(P)|. Logo, a aproximagao que fizemos

consiste em considerar que, em qualquer ponto P do segundo anteparo, a
luz proveniente do orificio 1 tem a mesma intensidade da luz proveniente do
orificio 2, ou seja, I;(P) = I5(P).

Vocé deve estar se perguntando: “Por que nao substituimos r; e ry por
R também nas fases de Uy (P) e Uy(P) (termos exponenciais na Equagao (8.18))?”

CEDERJ |
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Figura 8.5: Relacdo entre os comprimentos r1, 1o e R.

Note que, nos argumentos das fungoes exponenciais, r; e 7y estao multiplica-
dos pelo nimero de onda k. Como k = 27 /), em que A é o comprimento de
onda da luz, se substituissemos r; e r por R, estariamos desprezando termos
da ordem de 27w (d/)). Para a luz visivel, teremos d/\ > 1, e o erro feito ao

desprezarmos esse termo seria apreciavel.

Como o campo elétrico £ (P,t) associado & onda resultante no se-
gundo anteparo ¢ dado pela soma dos campos associados as ondas emanadas
de cada um dos orificios, temos

ED(Pt) = EV(Pt) + ESP(Pt) = (U,(P) + Uy(P)) e ™ e, (8.20)

Agora, basta usarmos as Equagoes (8.7)—(8.11) para calcularmos a in-

tensidade luminosa resultante no segundo anteparo. O resultado final sera

[(P) = I,(P) + L(P) + 2 /T,(P) Io(P) cos A, (8.21)

em que, agora, a diferenca de fase A entre as duas ondas é dada por
A = Ek(rg —ry). (8.22)

Note que, no experimento de Young, a diferenca de fase entre as ondas
provenientes dos dois orificios, na regiao do segundo anteparo, é simplesmente
proporcional a diferenca de percurso de cada um dos orificios até o ponto onde
a luz esta sendo detectada.
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Como [1(P) = I,(P), podemos reescrever a Equacao (8.21) como
I(P) = 2L(P)(1+cosA)
A
= 4I,(P) cos® (5) (8.23)

em que usamos a identidade 2 cos® (6/2) = 1 + cos (26).

Ao variarmos verticalmente a posicao do ponto P no segundo ante-
paro, a diferenca de fase A entre as ondas luminosas provenientes dos dois
orificios mudara, e a intensidade resultante passard por maximos e minimos
varias vezes. A intensidade serd maxima quando cos® (A/2) atingir seu valor
méximo cos? (A/2) = 1. Isso acontecera para A = 2nm, comn = 0, &1, 42, ...
A intensidade serd minima quando cos?(A/2) = 0. Isso acontecerd para
A= (2n+ 1)m, com n = 0,+1,42, ... Essa situagdo pode ser resumida com
a ajuda do quadro a seguir:

e Interferéncia construtiva:
A = 2nm;n=0,+1,4+2 ..
I(P) = 4L(P). (8.24)
e Interferéncia destrutiva:

A = 2n+1)r;n=0,+1,+2, ..

I(P) = o. (8.25)

Note, mais uma vez, que nas posi¢coes onde ocorre interferéncia constru-
tiva, a intensidade resultante é o dobro da soma das intensidades individuais.
Nas posicoes em que ocorre interferéncia destrutiva, a intensidade é nula, em-
bora a intensidade de cada uma das ondas seja diferente de zero. A primeira
vista, parece nao haver conservacao da energia luminosa proveniente das duas
fontes, pois ha pontos em que a intensidade resultante é maior que a soma
das intensidades individuais. Voce deve estar se perguntando de onde vem
a energia em excesso. Observe, no entanto, que existem pontos em que a
intensidade luminosa é menor que a soma das intensidades individuais. Por-

tanto, o que acontece é que a interferéncia entre as duas ondas luminosas
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redistribui a energia eletromagnética transportada pelas ondas ao longo do
plano do segundo anteparo. Se calcularmos o valor médio da intensidade
resultante, na Equacao (8.23), ao longo de uma regiao do anteparo onde a
diferenca de fase A entre as ondas individuais varie por varios multiplos de
27, obteremos

< I>=2L(P). (8.26)

Isso mostra que a intensidade média sobre uma regiao grande do anteparo

ainda ¢ igual a soma das intensidades individuais.

Podemos facilmente determinar as posicoes de méaximos e minimos da
intensidade resultante, no segundo anteparo, em funcao do angulo 6 entre o
raio R, que vai do centro do primeiro anteparo até o ponto P do segundo
anteparo, e a direcao horizontal. Para isso, basta susbstituir os valores r; =
R — (d/2)senf e ro = R+ (d/2)senf na expressao para a diferenca de
fase A:

A =k(rg —ry) = kdsenf. (8.27)

Se lembrarmos que k = 27/, podemos escrever as condigdes para maximos

e minimos da intensidade como

o Maximos:

dsenf =mA ; m=0,£1,+2, .. (8.28)
e Minimos:
1
dsenf = (m—|—§))\ ;o om=0,£1,42, ... (8.29)

Logo, o padrao da intensidade luminosa sobre o anteparo consiste em
uma regiao central clara, correspondendo ao maximo de ordem zero, rodea-
da de regioes escuras e claras, intercaladas, correspondendo a minimos e
maximos de ordens maiores. A Figura 8.6 mostra um exemplo de padrao

de interferéncia tipico para o experimento de dupla fenda de Young:
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Figura 8.6: Simulacio do padrao de interferéncia com fenda dupla: grafico de tons de
cinza que simula uma foto da figura de interferéncia e um grafico de intensidade em funcao

da posicao sobre o anteparo.

Pelo resultado do Exercicio 8.3, sabemos que o comprimento dsenf
representa a diferenga entre as distancias percorridas pela luz de cada orificio
até o ponto P de observacgao: d = ry — ry (reveja a Figura 8.5). Assim, as
Equagoes (8.28) e (8.29) mostram que a intensidade resultante serd méxima
quando a diferenca de percurso entre cada orificio e o ponto de observacao
P no anteparo for um muiltiplo inteiro do comprimento de onda. Da mesma
maneira, a intensidade resultante serd minima quando a diferenca de percurso
for um multiplo impar da metade do comprimento de onda. KEssa é uma
situagao bastante geral, que é valida nao apenas na situacao do experimento
de Young: quando duas ondas, que inicialmente apresentam uma diferenca
de fase nula entre si, se superpoem apos percorrerem trajetos diferentes, de
modo que a diferenca de percurso seja um muiltiplo inteiro do comprimento
de onda, continuarao apresentando uma diferenca de fase nula. Por isso,
a interferéncia resultante sera construtiva. No entanto, se a diferenga de
percurso for um multiplo impar da metade do comprimento de onda, as ondas
acumularao uma diferenca de fase A = 7, fazendo com que sua interferéncia
seja destrutiva. Na proxima aula, teremos a oportunidade de analisar outras

situacoes em que isso acontece.
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Exercicio 8.4

Um feixe de luz de comprimento de onda A = 632nm incide sobre uma
fenda dupla, de separacao d = 0,20mm. A intensidade é medida ao longo
da diregdo = (paralela a direcao que liga as duas fendas) de um anteparo
que estd a z = 2,0m do plano das fendas. Determine as posicoes dos
quatro maximos e minimos de intensidade mais préximos do maximo central
(x =0).

Sugestao: calcule, inicialmente, as posicoes angulares dos maximos e
minimos, usando as Equagoes (8.28) e (8.29).

Solugao: o maximo central, que corresponde a direcao # = 0, é obtido
tomando m = 0 na Equacdo (8.28). Os quatro maximos mais préximos do
maximo central sao obtidos tomando m = =+1, +2 nesta mesma equagao:
senf = 40,00316; send = +0,00632. As posicoes dos maximos ao longo
do eixo x no anteparo de observacao sao calculadas a partir do triangulo
retangulo mostrado na Figura 8.7: x = ztgf. Como os angulos sao muito
pequenos, podemos aproximar os valores da funcao tangente pelos valo-
res da fungao seno (vocé pode testar esta aproximagao num computador ou
numa boa maquina de calcular), para obter as posi¢oes dos dois maximos de
cada lado do méaximo central: z = £6,32mm e x = +12, 6mm. As posicoes
dos dois minimos mais préximos de cada lado sao obtidas de forma analoga,
a partir da Equacao (8.29): x = +3,16mm e x = +9,46mm. Observe
que sempre hd um minimo entre dois méximos consecutivos (reveja a
Figura 8.6).

@

Figura 8.7: Triangulo retangulo para o célculo das posicdes de méximos e minimos de

interferéncia.
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Conclusao

Nesta aula, vocé estudou a interferéncia entre ondas luminosas, tendo
como base a experiéncia de dupla fenda de Young. Essa experiéncia mos-
trou, pela primeira vez, de maneira inequivoca, que a luz é um fenomeno
ondulatério. Mostramos que o fenomeno de interferéncia entre duas ondas
esta intimamente ligado ao principio da superposicao. Vocé viu também que
a grandeza determinante para a interferéncia entre duas ondas luminosas ¢ a
diferenca de fase entre elas. E o valor da diferenca de fase que determinard
se a interferéncia serd construtiva ou destrutiva. Podemos mostrar que o
padrao de luminosidade sobre o anteparo, na experiéncia de dupla fenda de
Young, é resultado da diferenca de caminho que cada onda luminosa tem de
percorrer do orificio onde foi originada até o anteparo, resultando em uma

diferenca de fase variavel entre as duas ondas.

Atividades Finais

1. Faca a experiéncia de explicar a um colega por que a experiéncia de
dupla fenda de Young estd em contradicao com a teoria corpuscular da

luz.

2. Cite uma situacao em que duas ondas eletromagnéticas se superpoem
em uma dada regiao do espaco e, mesmo assim, nao interferem. Isso
significando que a intensidade resultante serda dada simplesmente pela

soma das intensidades das ondas individuais.

3. Descreva, de maneira detalhada, qual é a origem do padrao de lumino-

sidade claro-escuro na experiéncia de Young.

Resumo

O fendémeno de interferéncia entre ondas é conseqiiéncia do principio
da superposicao. Esse principio garante que, se varias perturbacoes ondu-
latérias se superpuserem em algum ponto, a perturbacao resultante também
serd ondulatoria e serd dada pela soma algébrica das perturbacoes originais.
Ondas polarizadas em direcoes ortogonais entre si nao interferem. A dife-
renca de fase entre as ondas que se superpoem em alguma regiao do espago
determina se a interferéncia sera construtiva ou destrutiva. A interferéncia

sera construtiva quando a diferenca de fase for um miultiplo inteiro de 27;
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seré destrutiva se a diferenca de fase for um multiplo fmpar de 7. Quando
a interferéncia é construtiva, a intensidade resultante pode ser maior que a
soma das intensidades das ondas que interferem. Quando a interferéncia é
destrutiva, a intensidade resultante pode ser nula, embora as intensidades
individuais das ondas que interferem sejam diferentes de zero. O padrao de
luminosidade claro-escuro, na experiéncia de dupla fenda de Young, é re-
sultado da diferenga de caminho que cada onda luminosa tem de percorrer
do orificio onde foi originada até o anteparo, resultando em uma diferenga
de fase varidvel entre as duas ondas. Quando a diferenca de caminho é um
multiplo do comprimento de onda, a intensidade luminosa no anteparo é
maxima. Quando a diferenca de caminho é um miultiplo impar da metade

do comprimento de onda, a luminosidade no anteparo é nula.

E ao longo da préxima aula...

...estudaremos a interferéncia da luz em peliculas delgadas. Essa in-
terferéncia é reponsavel pelas cores maravilhosas da plumagem de algumas

aves, por exemplo.

MODULO 2 -

145

AULA 8

CEDERJ






Interferéncia em peliculas delgadas

Aula 9 — Interferéncia em peliculas delgadas

Metas da aula

Discutir a interferéncia da luz em laminas delgadas de material trans-

parente e analisar o interferometro de Michelson.

Objetivos
Ao final desta aula, vocé deverd ser capaz de:

e Explicar a diferenca entre o percurso realizado pela luz em um dado

meio e caminho éptico correspondente a esse percurso.

e Determinar as condi¢oes de maximos e minimos de interferéncia na luz
refletida e na luz transmitida por uma pelicula delgada de material

transparente.
e Explicar o que sao os anéis de Newton.

e Mostrar quantitativamente como o interferometro de Michelson pode
ser usado para determinar o indice de refracao de um material trans-

parente colocado em um dos seus bragos.

Na aula anterior, discutimos as condi¢oes gerais para a interferéncia da
luz e analisamos o experimento de dupla fenda de Young. Esse experimento
é, possivelmente, o exemplo mais importante de interferéncia da luz. Em

parte por seu carater historico e em parte por ser bastante didatico.

De fato, a interferéncia de ondas eletromagnéticas é um fenémeno bas-
tante presente no nosso dia-a-dia, manifestando-se de varias maneiras. Nesta
aula, estudaremos mais dois exemplos importantes de manifestacao desse
fenomeno. Primeiro, estudaremos o processo de interferéncia da luz, quando
a mesma atravessa peliculas delgadas de materiais transparentes. Este tipo
de interferéncia é responsavel pela coloracao de asas de borboletas e peque-
nos passaros como o beija-flor, por exemplo. E também este fenomeno que
leva, ao aparecimento do padrao complexo de cores na superficie de bolhas

de sabao e manchas de dleo.

Para entender esse fenomeno, considere uma pelicula de espessura uni-
forme d, feita de um material de indice de refracao n, como mostra a Fi-

gura 9.1.
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Ey

Figura 9.1: Multiplas reflexdes em uma pelicula delgada.

Considere, agora, a situagao onde uma onda plana luminosa, cujo campo
elétrico associado é representado por Ejy, propagando-se no ar, atinge a face
superior da pelicula, no angulo de incidéncia 6. Conforme o que vocé apren-
deu no Mdédulo 1, deste curso, parte da onda serd refletida e parte sera
refratada, penetrando na pelicula. Novamente, ao atingir a face inferior da
pelicula, parte da onda que foi inicialmente refratada sera refletida e parte,
refratada. A parte refratada serd transmitida para o ar e a parte refletida con-
tinuara propagando-se na pelicula, até encontrar a face superior da mesma.
Novamente, parte dessa onda serd refratada, propagando-se no ar em uma
direcao paralela a primeira onda refletida, e parte serd refletida de volta a
pelicula. Esse processo continuard indefinidamente, gerando as ondas refle-
tidas Fig, Fog,... € as ondas transmitidas Eyr, Eor,... No entanto, se o
angulo de incidéncia 0 nao for muito grande, na maioria dos materiais de que
sao feitas essas peliculas, a refletividade serd muito baixa. Assim, a inten-
sidade das ondas refletidas e transmitidas cai rapidamente a cada processo
de reflexao/transmissdo. Essa diminigdo de intensidade é representada na

Figura 9.1 pela diminuicao do tamanho das setas.

Para saber qual é o resultado final deste processo, do ponto de vista
de um observador que veja a luz refletida pela pelicula, teriamos de calcular
o campo elétrico resultante no ponto de observacao, considerando as con-
tribuigoes de todos os campos refletidos, F1r, Esg, ... Entretanto, como as
intensidades das ondas refletidas diminuem rapidamente, podemos ter uma
boa idéia do que vai acontecer, usando apenas as contribuicoes de F1r e Fopy.
Como voceé viu na aula anterior, haverd interferéncia entre as ondas represen-
tadas pelos campos elétricos E1r e Esg, € a intensidade luminosa resultante

dependera da diferenca de fase entre as duas ondas, no ponto de observacao.
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Aqui, de maneira analoga a experiéncia de Young, a diferenca de fase entre
as duas ondas resulta da diferenca de percurso feito por cada onda, a partir
do primeiro ponto de contato entre a onda incidente e a pelicula, e o ponto

de observacao.

Na aula anterior, mostramos que a diferenca de fase A entre duas ondas,
devido a uma diferenca de percurso realizado por cada uma das ondas, ao se

propagarem entre dois pontos do espaco, ¢ dada por:

A=k(ry—r) = 27”(7*2 —71), (9.1)

onde ro e r; sao as distancias percorridas por cada uma das ondas, ao se
propagarem de um ponto ao outro; k ¢ seu nimero de onda e A é seu com-
primento de onda no meio onde se propagam. Com base nessa expressao,
podemos afirmar que se a diferenca de percurso ro — r; fosse um multiplo
do comprimento de onda A, a diferenca de fase A seria um multiplo de 27 e
a interferéncia entre as duas ondas seria construtiva. Em contrapartida, se
a diferenca de percurso fosse um multiplo impar de A/2, entao A seria um
multiplo impar de 7 e a interferéncia entre as duas ondas seria destrutiva.
Naquela ocasiao, consideramos que as duas ondas estavam se propagando no
ar, que tem um indice de refracao n ~ 1. No entanto, existem situagcoes,
como agora, em que as ondas se propagam em meios de indice de refacao n
arbitrario. Nestes casos, devemos levar em conta que o comprimento de onda
A depende do indice de refragao do meio: A = \g/n, onde Ay é o comprimento
de onda no vdcuo. Com isso em mente, podemos reescrever a Equagao (9.1)
como:
27 27

AZT(TQ_TI):)\_OTL

As grandezas nre e nry sao chamadas caminho dptico percorrido pelas

(ro —ry). (9.2)

ondas. Note que o caminho 6ptico é igual a distancia percorrida pela onda,
multiplicada pelo indice de refracao do meio onde houve a propagacao. No
vacuo e, aproximadamente, no ar, o caminho 6ptico é igual ao percurso

realizado pela onda.

A Equagao (9.2) nos permite reformular as condigoes para interferéncia
construtiva e destrutiva entre duas ondas que realizaram percursos diferentes
entre dois pontos de um meio qualquer, da seguinte maneira: se a diferenca
de caminho optico A = nry —nry for um multiplo do comprimento de onda A
no vdcuo, a interferéncia sera construtiva. Por outro lado, se a diferenca de
caminho 6ptico A = nry —nr; for um miltiplo impar de A\g/2 , a interferéncia

serd destrutiva. Essa condicao é bastante geral e se aplica também quando as
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duas ondas se propagam em meios com indices de refracao diferentes. Nesse
caso, a diferenca de caminho éptico serda A = nayry — nyry, onde ny e ny sao
os indices de refragao dos meios.

Aplicando o resultado anterior ao nosso problema concreto, vemos que a
intensidade luminosa resultante da interferéncia entre as ondas refletidas F;r
e Fyr dependera da diferenca de caminho éptico percorrido pelas mesmas.
A Figura 9.2 mostra a geometria do problema em detalhe. Repare que,
enquanto Eig propaga-se apenas no ar, Fyr propaga-se também dentro da

pelicula.

Figura 9.2: Reflexdo em pelicula delgada: detalhe do percurso realizado por cada uma
das ondas.

A diferenca de percurso entre as duas ondas é dada pela diferenca entre
trajeto realizado dentro da pelicula pela onda que dara origem a Esg, depois
que a onda incidente Ej se divide, e o trajeto percorrido fora do material
pela onda Eigr, até o ponto em que Eip e For se propagam juntas, em
trajetorias paralelas e no ar. Estes dois trajetos estao marcados com as linhas
reforgadas na Figura 9.2.a. Na Figura 9.2.b, desenhamos somente estes
dois percursos, para mostrar de maneira clara que a diferenca de percurso
entre as ondas é dada por ABC — AD. Segundo nossa discussdo anterior, a
diferenca de caminho dptico seré, entdo, dada por A = nABC — AD, pois o
percurso ABC' é feito num meio de indice de refracdo n e o percurso AD ¢é
feito no ar (n ~ 1).

Nosso problema, agora, consiste em determinar o valor da diferenca de
caminho 6ptico A = nABC — AD. A Figura 9.3 nos ajudard a fazer esse

calculo. Veja o que acontece com uma onda plana propagando-se de dentro
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E, E.

2) b) X

Figura 9.3: Reflexdo em pelicula delgada: argumento para o calculo da diferenca de

caminho éptico.

para fora do material do nosso problema, na Figura 9.3.a. Quando uma
frente de onda plana chega na interface com ar, e a incidéncia nao é normal,
parte da onda é refratada e é transmitida para o ar, propagando-se em uma
direcao diferente da direcao da onda incidente. Entretanto, uma parte da
frente de onda chega mais cedo na interface do que a outra e experimenta
uma variagao na velocidade de propagacao, devido a diferenca entre os indices
de refracao do meio e do ar. A outra parte continua dentro do material e,
portanto, ainda nao sofreu mudanca de velocidade. Sabemos que a refracao
nao altera a forma da frente de onda e, portanto, se ela era plana dentro do

material, deve continuar plana fora também.

Sendo assim, o tempo que a parte da frente de onda original que se
propaga no ar leva para realizar o percurso AD, na Figura 9.3, deve ser
igual ao tempo que a parte da frente de onda que ainda esta se propagando
dentro da pelicula leva para realizar o percurso XC. Se nao fosse assim, a
frente de onda se distorceria e deixaria de ser plana. No entanto, se uma
onda realiza dois percursos quaisquer num mesmo intervalo de tempo, entao
os caminhos épticos associados a esses percursos sao necessariamente iguais.
Podemos, entdo, concluir que AD = nXC, pois o percurso AD é realizado
no ar (ng ~ 1) e o percurso XC é realizado num meio de indice de refracao
n. Se substituirmos esse resultado na expressao para a diferenca de caminho

6ptico A, teremos (veja a Figura 9.3.b):

A=nABC —AD =nABC —nXC =n (AB + BX). (9.3)
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Exercicio 9.1

Mostre que, se uma onda luminosa leva o mesmo tempo para realizar dois
percursos quaisquer em meios diferentes, entao os caminhos 6pticos associ-
ados a esses percursos sao iguais.

Sugestao: use a definicao de caminho 6éptico e o fato de que a velocidade
v da luz em um meio de indice de refragao n é dada por v = ¢/n, onde ¢ é

a velocidade da luz no vacuo.

b)
Y B

Figura 9.4: Reflexdo em pelicula delgada: calculo da diferenca de caminho éptico.

O problema, agora, se reduz a um problema de geometria. Veja na Fi-
gura 9.4, que AB é o cateto adjacente ao angulo ¢ de refracio, no triangulo
retangulo AYB. Assim, podemos relacionar o comprimento AB com a espes-

sura da pelicula d, por meio da relacgao:

— d

B = (9.4)

cos ¢’

Ja BX é o cateto adjacente ao angulo 2¢ do triangulo retangulo ABX

e pode ser relacionado a AB por:

BX = AB cos 2¢. (9.5)

Calculando, finalmente, a diferenca de caminho 6ptico A, obtemos:

A = n (4B + BX) :n(
COS

+ AB cos 2¢) : (9.6)

Substituindo o valor de AB, obtemos finalmente:

nd

A= (14 cos2¢) = 2nd cos ¢, (9.7)

COS

onde usamos o fato de que (1 + cos 2¢) = 2 cos? ¢.

CEDERJ |




Interferéncia em peliculas delgadas

Embora tenhamos calculado adequadamente a diferenca de caminho
Optico, ainda nao podemos estabelecer as condicoes de interferéncia constru-
tiva e destrutiva. Falta ainda levar em conta possiveis mudancas de fase dos
campos nas reflexdes. Essa questao foi analisada detalhadamente na Aula
6, do Modulo 1, quando discutimos as propriedades dinamicas dos processos
de reflexao e refragdo. Sugerimos que, caso tenha alguma dificuldade para

entender a discussao a seguir, voce releia parte daquela aula.

Na Aula 6, do Mdédulo 1, vocé viu que podemos investigar as possiveis
mudancas de fase na reflexao da luz, ao encontrar a interface que separa dois
meios de indices de refragao diferentes, discutindo separadamente as situacgoes
onde a luz incidente é polarizada paralelamente ou perpendicularmente ao

plano de incidéncia. Relembremos brevemente os resultados 14 obtidos:

e Situacao em que n; < nq: quando a luz, propagando-se em um meio
de indice de refracao nq, é refletida na interface com um meio de indice
de refracao no > ny, a componente de polarizacao perpendicular ao
plano de incidéncia sofre uma mudanca de fase 6 = 7, para qualquer
angulo de incidéncia. Ja a componente de polarizacao paralela ao plano
de incidéncia nao sofre la qualquer mudanca de fase, se o angulo de
incidéncia for menor que o angulo de Brewster. Noés nos restringiremos

a angulos de incidéncia menores que o angulo de Brewster.

e Situacao em que m; > no: quando a luz, propagando-se em um
meio de indice de refracao ni, é refletida na interface com um meio de
indice de refracao ny < mq, a situacao se inverte. A componente de
polarizacao perpendicular ao plano de incidéncia nao sofre nenhuma
mudanca de fase, para qualquer angulo de incidéncia. Ja a componente
de polarizagao paralela ao plano de incidéncia sofrera uma mudancga
de fase § = m, se o angulo de incidéncia for menor que o angulo de

Brewster.

Vejamos, entao, o que acontece com os campos refletidos, em nosso
problema concreto, mostrado na Figura 9.2. Suponhamos, primeiro, que a
onda incidente Fy seja polarizada perpendicularmente ao plano de incidéncia.
Neste caso, ao ocorrer a reflexdo na primeira interface entre o ar e a pelicula,
a onda refletida Eig sofrerda uma mudanca de fase § = 7 em relacao a onda
incidente FEy, ja a onda refratada, nao sofrerd nenhuma mudanca de fase. Ao
atingir a segunda interface entre a pelicula e o ar, essa onda estara vindo

de um meio com indice de refracao maior que o ar. Logo, ao ser refletida,
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nao sofrera nenhuma mudanca de fase. Essa onda se propagara de volta na
pelicula até ser refratada na primeira interface, dando origem a onda Fsp.
Como na refragao nunca hd mudanga de fase, a onda Fyr nao terd sofrido
nenhuma mudanca de fase, por reflezao, em relacao a onda incidente Fy, e,
portanto, a onda Eg terd sofrido uma mudanca de fase 6 = 7 também em

relacao a onda Fsg, devido apenas a reflexdo na primeira interface.

Suponhamos, agora, que a onda incidente Fj seja polarizada paralela-
mente ao plano de incidéncia. Nesse caso, ao ocorrer a reflexao na primeira
interface entre o ar e a pelicula, a onda refletida F1r nao sofrerd qualquer
mudanca de fase em relacao a onda incidente Fy. A onda refratada se propa-
gard na pelicula até encontrar a segunda interface, onde serd refletida. Como
a onda esta vindo de um meio com indice de refracao maior que o ar, a parte
refletida sofrera uma mudanca de fase 6 = 7 em relagao a onda incidente Ej.
A onda refletida se propagard de volta na pelicula até encontrar a primeira
interface, onde sera refratada dando origem a onda Fsr. Lembrando que nao
ha mudancas de fase na refracao, as ondas E1r e Fog terao, novamente, uma

diferenca de fase 6 = 7 entre si.

Isso mostra que, nao importa qual seja a polarizacao da onda incidente,
as ondas refletidas F1r e For adquirem uma diferenca de fase adicional 6 = 7,
devido as reflexdes nas interfaces. Essa diferenca de fase deve ser adicionada
a diferenca de fase gerada pela diferenga de caminho 6ptico percorrido pelas
duas ondas, ao determinarmos as condigoes para interferéncia construtiva e
destrutiva. Como uma diferenca de fase 6 = m equivale a uma diferenca de
caminho 6ptico igual a £+, nés incorporaremos a diferenca de fase § na
diferenga de caminho 6ptico A, resultando na diferenca de caminho 6ptico

efetivo Ar: \ \
AT:A—?0:2ndcosgb—?0. (9.8)

Podemos, agora, anunciar as condi¢oes de maximos e minimos da in-

tensidade luminosa resultante da interferéncia entre Eir e Fsg, como:
e Maximos de intensidade:
Ar=mMy; m=0,%1,£2,--- (9.9)

e Minimos de intensidade:

1
Ap = (2m+§) Xo; m=0,+1,42 .. (9.10)
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Essas condig¢oes podem ser escritas na forma final:

e Miaximos de intensidade:

1
2nd cos ¢ = (2m+§) Ao; m=0,£1,+2, --- (9.11)
e Minimos de intensidade:

2ndcos =mAg; m=0,£1,+2,--- (9.12)

Devido a conservacao da energia luminosa, a luz transmitida através
da pelicula terd maximos e minimos complementares a luz refletida, ou seja,
quando a intensidade refletida for maxima, a intensidade transmitida deve
ser minima e vice-versa. Assim, as condigoes de interferéncia construtiva e

destrutiva para a luz transmitida serao dadas por:

e Miximos de intensidade:

2ndcosp =mMNy; m=0,+1,+2,--- (9.13)

e Minimos de intensidade:

1
2nd cos ¢ = (2m + 5) Ao; m=0,+1,+2,--- (9.14)

Observe que as condigoes de maximos e minimos para a intensidade
refletida e transmitida dependem do comprimento de onda Ay da onda in-
cidente; da espessura d; do indice de refragao n da pelicula e do angulo de
incidéncia @, através do angulo de refracao ¢. Se, por exemplo, a luz incidente
for monocromaética e proveniente de uma fonte puntiforme, essas condicoes
especificarao, para uma dada espessura d da pelicula, em quais angulos de

observagao 6 (lembre-se de que 6 e ¢ estao relacionados pela lei de Snell) a
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intensidade da luz refletida serd maxima ou minima. Veja que existem varios
angulos de observagao (correspondendo a diferentes valores de m) para os
quais a intensidade é maxima ou minima. Se a luz incidente nao for mono-
cromética, dependendo do angulo de observacao, tanto a luz refletida como a
luz transmitida serao dominantemente de uma dada cor (correspondendo aos

diferentes valores de \g que satisfazem as condigoes de méximos e minimos).

Em contrapartida, se o angulo de observagao e a espessura d da pelicula
forem fixos, as condi¢oes para maximos e minimos nos informarao para quais
comprimentos de onda Ag da luz incidente a intensidade da luz refletida ou
transmitida serd maxima ou minima. Observe que existem varios compri-
mentos de onda Ay que satisfazem a essas condigoes, correspondendo aos
diferentes valores de m. A seguir, discutiremos algumas aplicacoes desses

resultados:

1. Peliculas anti-refletoras

Analisemos mais detalhadamente as Equagoes (9.11)-(9.14). Em parti-
cular, a condicao para interferéncia construtiva na luz refletida é dada

por:
1
2nd cos ¢ = <m+§) Ao ;3 m=0,+1,£2,---. (9.15)

Podemos nos fazer a seguinte pergunta: quais sao os valores de es-
pessura d da pelicula que produzirao interferéncias construtivas na luz
refletida, para uma certa cor (ou seja, para um certo valor de \g)?
Vamos partir de d = 0 e aumentar gradativamente o seu valor. Para
d = 0, sabemos que nao ha luz refletida, pois a medida que a espessura
da pelicula diminui, seu efeito deve se aproximar do que ocorre na sua

auseéncia.

Ao aumentarmos lentamente d, o primeiro méaximo que atingiremos
correspondera a m = 0. Vamos analisar o que ocorre para angulos de
observagao poximos de zero, # ~ ¢ =~ 0, ou seja, quando o observador
olha de frente para a pelicula. Neste caso, o maximo de ordem zero

acontecerda quando:

! Y

2nd:§)\0 — d—4n. (9.16)

Isto é o que aconteceria se tivéssemos uma pelicula solta no ar, ou seja,

com ar dos dois lados. Mas, e se quisermos usar esta pelicula para
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alguma coisa, como, por exemplo, deposita-la em cima de um material
transparente, como o vidro? Esta seria a situacao apresentada pela
Figura 9.5.

E0 EIR EzR

Figura 9.5: Reflexdo em pelicula delgada: presenca de um segundo meio com nj >

n > Napr.

A pelicula de indice de refracao n esta depositada em cima de um ou-
tro material transparente com um indice de refracao n; > n. Temos,
portanto, uma situacao onde ny; > n > n,,.. Neste caso, as condigoes de
contorno para a reflexao na primeira interface sao iguais as condicoes de
contorno para a reflexao na segunda interface — nos dois casos a luz vira
de um meio com indice de refracao menor que o indice de refracao do
segundo meio. Logo, se F1r ganhar uma fase adicional em relacao a Ej,
na primeira reflexdao, For ganhard a mesma fase devido a reflexao na
segunda interface. Portanto, nunca havera uma diferenca de fase adi-
cional entre F1gr e FEog, devido as reflexoes nas duas interfaces. Agora,
a diferenca de fase entre F1r e Fsr sera determinada somente pela
diferenca de caminho éptico percorrido pelas duas ondas. E facil ver
que, nessa situacao, as relagoes que determinam os maximos e minimos
de interferéncia trocam seus papéis. A Equacao (9.11) determinard,
agora, as condicoes para os minimos de intensidade na luz refletida e
a Equacao (9.11) determinard as condigdes para os maximos. Assim,
quando tivermos uma pelicula com espessura d = \o/4n, ao invés de
termos uma interferéncia construtiva na luz refletida, passaremos a ter
uma interferéncia destrutiva. Com isso a intensidade da luz refletida
serd minima para o comprimento de onda A\, maximizando a trans-

missao da luz pela pelicula.
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A utilizacao de peliculas de espessura d = A\g/4n é muito comum em
lentes de 6culos, lentes de maquinas fotograficas e, sobretudo, em lentes
e outros dispositivos Opticos que sao usados em laboratorios de pes-
quisa. Com estas peliculas, a reflexao fica drasticamente reduzida para
certos comprimentos de onda (afinal, a espessura da camada depende
de \g), maximizando a trasmissao de luz com esses comprimentos de
onda. Quando aplicadas em 6culos, cameras fotogréficas, filmadoras,
etc. elas sao também chamadas peliculas anti-refletoras. Vocé podera
verificar a existéncia deste tipo de pelicula em objetos épticos com os
quais vocé tenha contato, notando que as superficies que recebem este
tipo de tratamento ficam azuladas, pois a transmissao é usualmente
maximizada para o verde e o amarelo, que sao comprimentos de onda
centrais no espectro visivel, fazendo com que a luz refletida tenha a

predominancia da cor complementar, de tom purpura.

Franjas de igual espessura

Considere, agora, uma pelicula delgada de indice de refracao n e espes-

sura variavel, imersa no ar, como mostra a Figura 9.6.

d=2 =30 d=0

Figura 9.6: Reflexdo em pelicula delgada: espessura varidvel — franjas de igual espes-

Suponha que a luz incidente é monocromatica, de comprimento de onda
Ao, € a observacao da luz refletida seja feita em uma angulo 0 ~ ¢
proximo de zero. Nesse caso, aplicando a condi¢ao para os minimos de
intensidade na luz refletida, dada pela Equacao (9.12), veremos que a

intensidade da luz refletida sera minima para as espessuras:

Ao
d=m— ; m=0,1,2--- 9.17
5 (9.17)
Assim, nas posicoes onde a lamina atingir as espessuras d = 0, d =
Xo/2n, d = \o/n, - - - aparecerao franjas escuras na luz refletida, conhe-

cidas como franjas de igual espessura. Elas recebem este nome porque
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ao longo de cada franja escura, sabemos que a pelicula tem sempre a
mesma espessura, embora nao saibamos eventualmente se esta espes-
sura é d = \/2n ou algum miltiplo deste valor. Note que, se vocé ilumi-
nar um material deste tipo com luz monocromatica e de comprimento
de onda conhecido (um laser por exemplo), vocé podera determinar as

regioes que tém espessuras que sao multiplos de Ag/2n.

3. Anéis de Newton

Os anéis de Newton sao franjas de igual espessura. Eles tém uma grande
importancia histérica e serviram como base para importantes discussoes
sobre a natureza da luz e também para a realizagao de medidas de

comprimento de onda.
a) Pelicula
de ar

b)

Figura 9.7: Transmissiao em pelicula delgada: (a) uma lente plano-convexa é colocada
sobre uma superficie plana. (b) Simulagdo da passagem de um feixe de luz através do

sistema lente 4+ superficie plana, gerando os anéis de Newton.

Uma maneira de gerar os anéis de Newton, mostrada na Figura 9.7, é
através da colocagao de uma lente plano-convexa sobre uma placa plana
transparente. Suponhamos que a lente e a placa transparente tém o
mesmo indice de refracao. Entre a lente e a placa, na regiao préxima
ao ponto de contato da lente com a placa, forma-se uma pelicula de ar
com espessura variavel. Veja a Figura 9.7.a. Neste caso, todo o tra-
tamento matematico que fizemos anteriormente, continua valendo. O
unico detalhe é que a pelicula neste caso tem o indice de refracao menor
do que o indice do exterior. Mesmo assim, as Equagoes (9.11)-(9.12)
para reflexao e as Equagoes (9.13)-(9.14) para a transmissao continuam
corretas. Na Figura 9.7.b representamos esquematicamente o que de-

veria acontecer com a luz transmitida através de um sistema lente +
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placa plana. A distribuicao de intensidades resultante, tem aparéncia
de um alvo. As faixas claras representam as regioes de interferéncia
construtiva na luz transmitida e as regioes escuras sao os minimos de
interferéencia. Como os pontos de interferéncias construtivas na luz
trasmitida sao dadas por 2ndcos® = mg, na regiao frontal (¢ ~ 0)
teremos um maximo para d = 0, que corresponde ao ponto de contato
entre a lente e a placa plana. As outras regides de igual espessura tém

simetria circular, pelo fato de termos usado uma lente esférica.

Exercicio 9.2

As condigoes para maximos e minimos de intensidade na luz refletida e
transmitida, dadas, respectivamente, pelos conjuntos de Equagoes (9.11) -
(9.12) e (9.13) - (9.14), foram derivadas para uma situagao onde a pelicula
estd entre dois meios, cujos indices de refracao sao menores que o indice
de refracao da pelicula. Mostre que aquelas condigdes continuam validas
quando a pelicula esta entre dois meios, cujos indices de refragao sao maiores
que o indice de refracao da pelicula.

Sugestao: com base na discussao apresentada sobre possiveis mudancas
de fase na reflexao da luz ao encontrar uma interface separando dois meios
de indices de refracao diferentes, mostre que, também nessa situagao, as
ondas refletidas F1r e For adquirem uma diferenca de fase 6 = 7, devido

as reflexdes nas duas interfaces.

4. Outros efeitos

Em nosso dia-a-dia, podemos encontrar situacoes em que os efeitos da
reflexao em pelicula delgada sao visiveis aos nossos olhos. Quando dleo
é derramado em um piso molhado, as vezes temos a formagao de uma
fina pelicula de 6leo sobre a dgua. Neste caso a espessura da pelicula
pode variar muito ao longo de sua superficie, por isto a andlise deste
tipo de problema nao é tao simples como os casos que discutimos an-
teriormente. Entretanto, sabemos que as cores que vemos refletidas
pelas peliculas de dOleo, estao relacionadas a maximos e minimos de in-
terferéncia. Muitas vezes, observamos faixas coloridas nestas peliculas.
Estas faixas estao ligadas a franjas de igual espessura. Elas aparecem
coloridas porque sao resultado da reflexao de luz branca, contendo to-

das as cores do espectro visivel. Quando temos uma franja de igual
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espessura, uma das cores é suprimida por interferéncia destrutiva e a
ausencia de um certo comprimento de onda na luz branca, leva a co-
res chamadas cores complementares. Por exemplo, se partirmos da luz
branca e filtrarmos os comprimentos de onda na regiao do azul, ficamos
com uma luz amarela. Na reflexao pela pelicula de 6leo, sao processos

deste tipo que ocorrem e produzem as faixas coloridas.

As asas de borboletas e beija-flores também possuem cores que resultam
de uma reflexao em pelicula delgada. Na verdade as asas destes bichos
sao cobertas por uma pelicula transparente de um material organico.
A reflexao nesta pelicula produz por interferéncia as cores observadas,

que dependem do angulo de observagao.

Exercicio 9.3

Calcule a separacao angular entre os dois maximos de interferéncia adja-
centes correspondentes a m=1 e m=2, para a reflexao em pelicula delgada,
em duas situagoes: a) Considere a espessura d = 2um, o indice de refragao
n = 1,5 e o comprimento de onda A\ = 0, 5um.

b) Aumente a espessura para d = 20um e mantenha todos os outros
parametros do item a).

Sugestao: basta aplicar a Equacao 9.11 para a condicao de maximo.

Exercicio 9.4

Explique por que razao nao observamos os efeitos de interferéncia em
pelicula delgada, em camadas espessas de material transparente.
Sugestao: apresente uma explicagao com base na resolu¢ao angular ne-

cessaria para se distinguir entre dois maximos adjacentes.

Interferometro de Michelson

Como acabamos de ver, o padrao de interferéncia entre duas ondas é
sensivel a variacoes minimas da diferenca de caminho 6ptico percorrido por
elas. De fato, variacoes da diferenca de caminho 6ptico da ordem do compri-

mento de onda Ay dessas ondas, no vacuo, podem ser facilmente detectadas
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no padrao de interferéncia. Tal propriedade permite que se facam medidas
extremamente sensiveis de pequenas variagoes de comprimentos e também de
pequenos deslocamentos, fazendo uso da interferéncia entre ondas luminosas.
Tais medidas sao chamadas medidas interferométricas e os instrumenots usa-

dos para sua realizacao sao chamados interferometros.

Existem vérios tipos de interferometros. Cada um sendo mais ade-
quado para um certo tipo de medida. Nos discutiremos aqui, brevemente, o

Interferometro de Michelson, dada sua importancia historica.

O interferometro de Michelson foi concebido para testar a existéncia
de um meio material de propagacao para a luz. De fato, se todas as outras
ondas conhecidas necessitavam de um meio de propagacgao, entao, seria ébvio
esperar que a luz também tivesse seu proprio meio. Este meio era chamado
pelos cientistas da época de Eter. O Eter seria, entao, o referencial especial
onde valeriam as Equacgoes de Maxwell, que prevéem que a velocidade da luz,

no espago vazio, tem modulo igual a ¢ e é a mesma em todas direcoes.

Entretanto havia contradicoes ligadas a existéncia de um Eter, que nao
poderiam ser ignoradas. Por exemplo, todos sabiam que a luz se propagava
no espaco interestelar, portanto, o Eter deveria, também, estar presente l4.
Sabia-se também que um meio de baixa densidade seria incompativel com
uma velocidade de propagacao tao alta quanto a da luz, que ja era conhecida.
Se o Eter era denso, como os astros celestes se deslocavam livremente em suas

respectivas orbitas?

Note que, se o Eter existisse como referencial privilegiado, seria possivel
detectar, por exemplo, o movimento da Terra em relacao a ele, através de
experiéncias de propagacao da luz. Michelson projetou um experimento in-
terferométrico com a luz, que permitiria detectar tal movimento, se o Eter,

de fato, existisse.
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Figura 9.8: (a) Desenho esquemético do interferometro de Michelson. (b) Repre-
sentacao simplificada do interferometro de Michelson mostrando as distancias entre os
espelhos, a fonte e o divisor de feixe.

Veja na Figura 9.8.a um desenho esquematico do interferometro de
Michelson. Um feixe de luz colimado é produzido pela fonte e enviado ao
interferometro. O feixe é separado em duas partes, através de um espelho
semi-refletor (DF na Figura 9.8), ou seja, um espelho que reflete metade da
luz incidente, transmite a outra metade e nao absorve nada. Os dois novos
feixes se propagam até os espelhos E1 e E2, respectivamente, e sao refletidos
de volta sobre si mesmos. Ao chegarem ao espelho semi-refletor fazendo o
caminho de volta, os dois feixes se recombinam e interferem. O padrao de

interferéncia pode ser visto no anteparo A.

Repare que esse arranjo experimental tem caracteriticas bastante simi-
lares a interferéncia em peliculas delgadas. Aqui também, uma onda luminosa
inicial é dividida em duas outras que percorrem, cada uma, um percurso

diferente até serem recombinadas e interferirem entre si.

As ondas que se propagam em cada um dos bracos L1 e L2 do inter-
ferometro sao refletidas e transmitidas o mesmo niimero de vezes, durante
todo seu percurso pelo interferometro. Logo, nao havera uma diferenca de
fase entre elas devido as reflexdes. Qualquer diferenca de fase que possa
existir entre as ondas, ao serem recombinadas, vird somente da diferenca de
caminho 6ptico percorrido por elas. Fazendo uso da Figura 9.8.b, ¢ bastante
simples determinar o caminho éptico percorrido por cada uma das ondas. Se
o meio de propagacao for o ar, o caminho 6ptico percorrido por cada onda
serd, simplesmente, dado pela distancia percorrida por elas em cada brago

do interferometro. A distancia percorrida pela onda que se propaga no brago
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L1 é, simplesmente, o dobro do comprimento daquele braco, ou seja, 2L1.
Da mesma maneira, a distancia percorrida pela outra onda é 2L2. Portanto,

a diferenga de caminho éptico A percorrido pela duas ondas é dado por:
A=2L1—-2L2. (9.18)

As condigoes de maximos e minimos de intensidade serao, entao:

e Miximos de intensidade:

201 —2L2 =mM\y; m=0,£1,£2,--- (9.19)
e Minimos de intensidade:

1
oL1 — 212 = <2m + 5) Xo; m=0,+1,42, (9.20)

onde g é o comprimento de onda no vacuo da luz da fonte.

As Equagoes (9.19) e (9.20) mostram que o interferometro de Michelson
é capaz de detectar diferencas extremamente pequenas de caminho 6ptico
entre os percursos feitos pela luz nos dois bracos. A sensibilidade desse
interferometro pode ser avaliada, se vocé notar que a intensidade passa do
seu valor maximo para zero, sempre que a diferenca de caminho 6ptico fica
igual a metade do comprimento de onda ). Por exemplo, se o comprimento
de onda da luz utilizada estiver na faixa do visivel, entre 0,4 e 0,8 pum, o
interferometro terd uma sensibilidade superior a meio micron. Isto, para

medidas de deslocamento, ja é considerado uma resolugao muito boa.

Como ¢ a diferenca de caminho 6ptico que determina o valor da inten-
sidade luminosa no anteparo, pode-se utilizar este interferometro também
para medir o indice de refracao de gases. Se introduzirmos um recipiente de
comprimento [, contendo um géas de indice de refracdo n, em um dos bragos
do interferometro, digamos o brago L1, entao o caminho éptico da luz que
percorre esse brago serd modificado. Lembre-se de que o caminho éptico da
luz, ao percorrer uma certa distancia em um meio de indice de refragao n,
é igual ao produto da distancia percorrida pelo indice de refracao do meio.

Logo, o caminho 6ptico A; percorrido pela luz no brago L1 serd modificado
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para: Ay = 2L1 4 2I(n — 1). Se compararmos o padrao de interferéncia da
situacao onde o recipiente com o gas foi inserido em uma dos bragos do in-
terferometro com a situacao sem o recipiente, poderemos determinar o valor

do indice de refracao n do gas.

Voltando ao problema da detec¢ao do movimento da Terra em relacao
ao Eter, vejamos como Michelson usou seu interferometro para tentar de-
tecta-lo. A idéia é simples: neste interferometro a trajetoria do feixe de luz
se divide em dois caminhos ortogonais, ou seja, cujas direcoes formam um
angulo de noventa graus entre si. Suponha que o planeta Terra se desloque
em relacao ao Eter, que preenche todo o universo, com velocidade V. Como
a velocidade da luz em relacao ao Eter teria médulo ¢ em qualquer direcao, a
velocidade luz medida no referencial da Terra dependeria do movimento rela-
tivo entre a Terra e o Eter. Suponha agora que a direcao de 1% seja paralela a
um dos bracgos do interferometro. Qualquer um deles serve, mas suponhamos
que seja aquele que tem comprimento L1. Se em seu percurso no brago L1, ao
se propagar em direcao ao espelho E'1, a luz estiver se propagando no mesmo
sentido de ‘7, sua velocidade em relacao a Terra terda modulo ¢ — V. Ja em
seu percurso de volta, sua velocidade em relacao a Terra terd médulo ¢+ V.
Assim, a luz levard o tempo Aty = 2L1¢/(c* — V?) para fazer o percurso de

ida e volta no brago L1.

Se a luz percorre uma certa distancia em um meio de indice de refracao
arbitrario em um intervalo de tempo At, o caminho 6ptico correspondente a
esse percurso sera dado por cAt. Logo, o caminho éptico correspondente ao
percurso da luz no brago L1 serd Ay = cAt; = 2L1c%/(c* — V?).

No brago L2, a luz se propaga em uma dire¢ao ortogonal a V. Portanto,
sua velocidade em relagao a Terra serd a mesma no percurso de ida e no
percurso de volta, sendo igual a v/cZ — V2. Por essa razdo, o tempo de
percurso nesse braco serd Aty = 2L2/+/c2 — V2. Com isso, o caminho 6ptico
da luz no brago L2 serd Ay = cAty = 2L2¢/v/c> — V2 e a diferenca de
caminho 6ptico A entre os feixes de luz que se propagam nos bragos L1 e L2
sera simplesmente A = A; — As.

Suponha, agora, que o interferometro, como um todo, seja girado de
90 graus. Nesse caso, os papéis dos bragos L1 e L2 se inverterao. Agora
L2 serd paralelo a velocidade V da Terra em relacao ao Eter e L1 serd
perpendicular. Isso, no entanto, modificard o valor da diferenca de caminho
optico A = Ay — Ay, levando a uma modificagao no padrao de interferéncia
no anteparo A. A comparacao entre os padroes de interferéncia das duas
configuragoes, permite, assim, detectar o movimento da Terra em relacao

ao Eter.
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Essa experiéncia foi repetida muitas vezes, com diferentes orientagoes
do interferometro como um todo, por Michelson e depois, por Michelson e
Morley, com certos aprimoramentos técnicos, e a presenca do Eter nao foi
detectada. Além de refutar a existéncia de um meio de propagacao para a luz,
este experimento foi muito importante na elaboracao da teoria da relatividade
restrita. Isto serd discutido no curso de Fisica 4B, ao estudarmos a teoria da

relatividade.

Conclusao

Nesta aula, vocé estudou a interferéncia da luz em peliculas delgadas
de material transparente. Mostramos que, devido a multiplas reflexoes da
luz nas interfaces que separam a pelicula do meio que a rodeia, havera inter-
feréncia tanto na luz refletida como na luz transmitida pela pelicula. Voceé
viu que o padrao de interferéncia dependerd nao sé da diferenca de caminho
optico entre os diversos feixes que constituem a luz refletida e a luz trans-
mitida, como também de possiveis mudancas de fase da luz, ao ser refletida
nas interfaces que separam a pelicula de seu meio. Além disso, determinamos
explicitamente o padrao de interferéncia da luz refletida e transmitida depen-
derd da espessura e do indice de refragao da pelicula, do comprimento de luz
da luz incidente, do angulo de incidéncia da luz e dos indices de refracao dos
meios que rodeiam a pelicula. Vocé viu também algumas aplicagoes praticas
desse fenomeno, como, por exemplo, o uso de filmes anti-refletores em éculos,
lentes de maquinas fotograficas e outros sistemas 6pticos. Finalmente, apre-
sentamos e analisamos o interferometro de Michelson e discutimos a sua

utilizagao na comprovacao da inexisténcia do Eter.

Atividades Finais

1. Pegue um pequeno aro e mergulhe-o em um recipiente contendo uma
mistura de dgua e sabao. Retire o aro, tomando cuidado para que
uma lamina da mistura de agua e sabao fique presa a ele, e sustente-o
verticalmente a luz do Sol. Vocé vera um padrao complexo de cores
refletido na lamina de agua. Note que, um pouco antes da lamina
estourar, a parte superior da mesma sera recoberta por uma mancha

preta. Explique por que isso acontece.

2. Determine a relacao entre as distancias percorridas pela luz em dois
meios com indices de refracao diferentes, para que os caminhos 6pticos

correspondentes a esses percursos sejam iguais.
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3. Faca a experiéncia de explicar a um familiar, de maneira detalhada, a
causa do aparecimento do padrao complexo de cores em manchas de
6leo sobre o asfalto molhado.

Resumo

As multiplas reflexoes da luz nas interfaces que separam uma pelicula
transparente do meio que a rodeia sao responsaveis pela interferéncia re-
sultante tanto na luz refletida como na luz transmitida pela pelicula. As
intensidades da luz refletida e da luz transmitida sao determinadas nao ape-
nas pela diferenca de caminho éptico entre os varios feixes luminosos refle-
tidos e transmitidos, mas também por possiveis mudancas de fase da luz
nas multiplas reflexdes. O padrao de interferéncia resultante é determinado
pela espessura e pelo indice de refragao da pelicula, pelo comprimento da luz
incidente, pelo angulo de incidéncia da luz e pelos indices de refracao dos
meios que rodeiam a pelicula. O padrao de interferéncia no interferometro
de Michelson é determinado pela diferenga de caminho 6ptico entre os feixes
de luz que se propagam nos dois bracos do interferometro. Esse instrumento
permite detectar mudancas de diferenca de caminhos épticos da ordem do
comprimento da luz utilizada.

E ao longo da proxima aula...

...iniciaremos o estudo da difracao da luz. Um fenomeno que esta inti-

mamente relacionado ao fendomeno de interferéncia.
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Aula 10 — Experimentos com o interferometro
de Michelson
Metas da aula
Realizar o experimento de Michelson de interferéncia da luz e desenvol-
ver aplicacoes.
Objetivos
Ao final desta aula, vocé tera alcancado os seguintes objetivos:
e Observagao experimental das franjas de interferéncia com o interferometro
de Michelson.
e Medir o comprimento de onda do laser, através da contagem de franjas.
e Medir o indice de refracao do ar.
Pré-requisitos
Para realizar as atividades experimentais propostas nesta aula, vocé
precisara dos conceitos apresentados nas Aulas 8 e 9.
Introducao
Como voce aprendeu na Aula 9, o interferometro de Michelson foi muito
importante na discussao sobre a existéncia de um meio material para a pro-
pagacao da luz. Além disto, ele acabou se tornando um instrumento para
varias aplicagoes em Optica. Esta grande utilidade esta ligada a sua sensibi-
lidade a pequenas variagoes de comprimentos e de indices de refracao.
169
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Na Figura 10.1.a temos uma representacao esquematica de um inter-

ferometro de Michelson.

a) E, b)
DF L A —
L, L -

Figura 10.1: Interferometro de Michelson: (a) Esquema da montagem experimental;
(b) padrdes de interferéncia tipicos, observados no anteparo A.

O feixe de laser se propaga até o divisor de feixe DF, que reflete me-
tade da intensidade incidente em direcao ao espelho E,. A outra metade
incide sobre o espelho Eq, que reflete o feixe incidente sobre si mesmo, assim

como Es.

Os dois feixes refletidos por E; e E; sao recombinados pelo divisor de
feixe DF, que nada mais é do que um espelho semitransparente. A recom-
binagao dos feixes consiste apenas na superposicao espacial deles. Entretanto,
como sao ondas eletromagnéticas, eles irao interferir e dar origem a franjas
de interferéncia, mostradas na Figura 10.1.b, que dependem da diferenca
entre os caminhos L e Ly entre o divisor de feixes e os espelhos. A lente L

¢é usada para ampliar o padrao de interferéncia observado no anteparo A.

A interferéncia sera construtiva sempre que a diferenga de caminho for

igual a um numero inteiro N de comprimentos de onda:

9Ly — 2L, = N\, N=0,41,42, ... (10.1)

e serd destrutiva quando a diferenca de caminho for um multiplo impar da

metade do comprimento de onda:

(2N +1)A

2Ly — 2Ly = ",

N=0,4+1,42, ... (10.2)

CEDERJ




Experimentos com o interferbmetro de Michelson

| MODULO 2 - AULA 10

Nestas duas equacoes, A é o comprimento de onda no meio onde a luz
se propaga. Ele esta relacionado ao comprimento de onda no vacuo Ay pela

relagao

A= (10.3)

n
onde n é o indice de refracao do meio.
Podemos combinar as Equagoes (10.1) e (10.3) para escrever a condigao

para interferéncia construtiva na forma
2nlo —2nly = NXg, N =0,£1,£2, ... (10.4)

O produto do indice de refracao pelo comprimento é chamado caminho
optico. A Equacao (10.4) mostra que a interferéncia é construtiva quando a
diferenca entre os caminhos 6pticos é um miltiplo inteiro do comprimento

de onda no vacuo Ag.

No experimento descrito pela Figura 10.1.a, o meio ¢é o ar, cujo indice
de refragao n é muito préximo da unidade. Portanto, pela Equagao (10.3), a
diferenca entre os valores de A e \g é muito pequena e certamente menor do
que o erro experimental. Assim, podemos despreza-la ao fazer a andlise dos

experimentos desta aula.

Medindo indices de refracao

De acordo com a Equagao (10.4), a condigao de interferéncia construtiva
depende do indice de refracao do meio onde a luz se propaga em cada um dos
dois bragos do interferometro. Podemos usar esta propriedade para medir o
indice com Otima precisao.

Vamos analisar o seguinte arranjo experimental. Colocamos um objeto
transparente de comprimento ¢ e indice de refracdo n’ em um dos bragos
do interferometro, por exemplo no brago associado ao espelho E,. No outro
brago, em todo o percurso a luz se propaga no ar, cujo indice de refracao n

¢ muito préximo da unidade. Veja a Figura 10.2.
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Figura 10.2: Medida do indice de refracdo com o interferémetro de Michelson.

Quanto vale o caminho 6ptico no braco associado ao espelho E5? Note
que para o trecho em que a luz se propaga no interior do objeto, a contribuicao
para o caminho éptico vale 2n/¢. Para obter o caminho 6ptico total, somamos
a este valor a contribuicao da propagacao no ar. Portanto, o caminho éptico
vale 2n'0 + 2n(Ly — £). A interferéncia serd construtiva quando a diferenca
entre os caminhos Opticos correspondentes a cada braco do interferometro

for um mulitplo inteiro de Ag :

20+ 2n(Ly — €) — 2nLy = N'Ag, N’ =0,41,42, .. (10.5)

Suponha que comecemos com o arranjo da Figura 10.1.a (sem o objeto
de indice n’) numa situa¢do em que tenhamos interferéncia construtiva, de
forma que os comprimentos satisfacam a Equagao (10.4). Ao colocar o objeto
transparente de indice n’ num dos bragos do interferometro, como mostrado
na Figura 10.2, alteramos o caminho éptico neste braco, e a condigao para
interferéncia construtiva passa a ser dada pela Equagao (10.5). Suponha que
esta condi¢do também seja satisfeita. Assim, combinando as Equagoes (10.4)
e (10.5), obtemos

2(n—n")l = (N — N"))\. (10.6)

A diferenga entre os ntimeros inteiros AN = N’ — N representa o nimero de
franjas que passam na imagem obtida no anteparo (veja a Figura 10.1.b) ao
inserirmos o objeto no brago do interferometro. Vamos utilizar esta relacao

para medir o indice de refracao do ar.
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Alinhamento do interferometro

Comece direcionando o feixe que sai do laser para o espelho E5. Ajuste
o espelho para que o feixe volte sobre si mesmo. Em seguida, coloque o
cubo divisor de feixes no caminho do feixe do laser, de tal maneira que a
direcao do feixe refletido forme um angulo de cerca de 90 graus com o feixe
incidente. Coloque entao o espelho E; fazendo com que ele reflita também o
feixe refletido pelo cubo, de volta sobre si mesmo. Neste momento vocé vera
os dois feixes que saem pela porta livre do divisor de feixes. Faca um ajuste
inicial dos espelhos E; e E; para que os feixes se superponham, sem colocar
a lente. Somente apds este ajuste incial, insira a lente para expandir o feixe

e visualizar as franjas transversais.

Note que, na teoria, nao consideramos as interferéncias transversais
para este experimento, pois tratamos os feixes como se eles fossem ondas
planas. Como, na pratica, os feixes tém uma area finita, teremos franjas
transversais como as mostradas na Figura 10.1.b. Elas nos ajudam com
o alinhamento do interferometro, pois quando a freqiiéncia espacial é alta,
sabemos que o alinhamento esta ruim. Quando as franjas se alargam, ou seja,
as oscilagoes espaciais tém freqiiéncia espacial baixa, sabemos que o alinha-
mento estd bom. Idealmente teriamos uma distribuigao uniforme na saida do
interferometro, mas na pratica, se visualizarmos cerca de duas franjas claras,

estaremos bem proximos do alinhamento 6timo e ja podemos trabalhar.

Procedimento experimental: medida do comprimento

de onda

1. Use o deslocador automéatico para movimentar o espelho E; e veja que
as franjas claras se tornam escuras e vice-versa. Para cada desloca-
mento Ax anote o numero de franjas AN que passam, ou seja, quantas

vezes uma franja clara ficou escura e voltou a ser clara.

Procedimento experimental: medida do indice

de refracao

1. Coloque a cubeta acoplada a bomba de vacuo manual em um dos bragos
do interferometro. Realinhe o sistema, garantindo a visualizagao das

franjas de interferéncia.
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2. Com auxilio da bomba, reduza a pressao na cubeta, contando o niimero

de franjas que passam AN, para cada variacao de pressao AP.

Analise dos dados

1. Escreva as equagoes que relacionam a diferenca de caminho e o com-

primento de onda, no interferometro de Michelson.

2. Apresente os resultados das suas medidas de passagem de franjas em
funcao do deslocamento do espelho, na forma de uma tabela contendo

colunas para AN e Ax.

3. Faca um grafico de AN em funcao de Az. Além dos pontos experimen-
tais, o seu grafico deve incluir a reta que mais se aproxima dos pontos.

A partir deste grafico, obtenha o comprimento de onda do laser.

4. Apresente os resultados das suas medidas de passagem de franjas em

funcao da pressao na cubeta, na forma de uma tabela contendo colunas
para AN e AP.

5. Faga um gréfico de AN em fungao de AP. Além dos pontos experimen-
tais, o seu grafico deve conter a reta que mais se aproxima dos pontos.
Obtenha, a partir desta reta, o valor de AN para AP = 900 mmHg,
que seria o numero total de franjas que passariam se conseguissemos

fazer vdcuo absoluto na cubeta.

6. Usando a Equacao (10.6), mostre que o indice de refragdo do ar n
pode ser obtido a partir do valor de AN obtido no item anterior, do
comprimento de onda A & )\g, do comprimento da cubeta ¢ e do indice

de refracao do vacuo, através da relacao:

ANX

7. Calcule o indice de refracao do ar a partir dos seus dados e da Equacao
(10.7). Note que o indice de refracao do vacuo vale, por definigao,
n =1.

E na préxima aula...

...voce ira iniciar o estudo do efeito de difracgao.
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Aula 11 — Difracao de Fraunhofer

Metas da aula

Apresentar o principio de Huygens-Fresnel e a aproximacao de Frau-

nhofer. Aplicar a difracao de Fraunhofer ao problema da abertura retangular.

Objetivos

Ao final desta aula, vocé devera ser capaz de:

e Estabelecer os limites de validade da teoria de difragao de Fraunhofer.

e Aplicar a teoria de difracao de Fraunhofer para o caso de difragao por

uma abertura retangular.

Pré-requisito

O pré-requisito para esta aula ¢ ter lido e compreendido as quatro aulas

anteriores, em que voceé estudou o efeito de interferéncia.

Introducao

Do ponto de vista histérico, os conceitos de interferéncia e difracao
evoluiram paralelamente dentro do contexto da discussao sobre a natureza
da luz e de suas propriedades de propagacao e interacao com a matéria. Pelo
nosso curso, ja ficamos conhecendo efeitos devidos a interferéncia da luz.
Em nossos estudos sobre interferéncia, calculamos o campo elétrico de um
feixe de luz em um ponto do espaco, como uma funcao de pelo menos outros
dois campos iniciais, que se propagavam até o ponto de observacao. Vocé viu
também que o resultado final dependia das diferencas de fase entre os campos
que interferiam e que estas diferencas de fase eram dadas essencialmente pela

diferenca de caminho entre as origens dos campos e o ponto de observacao.

Para estudar a difragao, adotaremos um procedimento semelhante, mas
em vez de levar em conta a interferéncia de dois campos, consideraremos as
contribuigoes de muitos campos para o resultado final. A motivacao para o
estudo da difracao vem da observacao de que quando a luz passa através de
aberturas pequenas, apds a propagacao por uma distancia suficientemente

grande, a imagem formada em um anteparo nao corresponde a forma da
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abertura. Em nossa experiéncia diaria, verificamos exatamente o oposto.

Veja, por exemplo, a Figura 11.1.

Figura 11.1: A luz atravessando uma porta aberta produz uma regido clara, que tem
a forma da porta, em um quarto escuro.

A luz que entra por uma porta aberta, para dentro de um quarto escuro,
produz uma regiao iluminada que tem a forma da porta. Analisando este
caso, que representa a maioria das nossas experiéncias do dia-a-dia, temos
a tendéncia a acreditar que um feixe de luz tem apenas duas opgoes ao
encontrar uma parede opaca com uma abertura: a luz é transmitida na parte

aberta ou nao é transmitida, sendo absorvida e/ou refletida na parte opaca.

Entretanto, ao analisar as situacoes em que a abertura é suficientemente
pequena, da ordem de uma fracao de milimetro ou menor, percebemos que
a regiao iluminada no anteparo pode ter uma forma bem diferente da forma
da abertura. Este efeito é conhecido como difracao da luz, e a palavra di-
fracao estd ligada a idéia de desvio. Ao observar uma figura de difragao,
ficamos com a impressao de que a luz sofreu desvios nas bordas da abertura.

A seguir, vocé vera como este processo funciona.

Principio de Huygens-Fresnel

Ja discutimos o principio de Huygens na Aula 8. Como vocé viu, dada
uma frente de onda em um certo plano do espaco, podemos prever a forma
da frente de onda em um plano posterior por meio deste principio. Veja a
Figura 11.2:
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Figura 11.2: Ilustracio esquemética da evolucio de uma frente de onda (a) plana e

(b) esférica, de acordo com o principio de Huygens.

Para saber como a frente de onda se propaga, supomos que cada ponto
dela dard origem a uma onda esférica secundéria. A onda no plano posterior
serd dada pela envoltéria associada ao conjunto das ondas secundarias, como
ilustra a Figura 11.2.

Vamos expressar este principio matematicamente, usando o conceito de
superposicao de ondas secundarias. Dessa forma, o efeito de propagacao de
ondas se torna semelhante ao problema de interferéncia que vocé estudou nas
Aulas 8,9 e 10. Ao incorporar o conceito de superposicao, este principio passa
a se chamar principio de Huygens-Fresnel, devido a importante contribuicao

de Augustin Fresnel.

Assim como no estudo da interferéncia, vamos desprezar os efeitos da
polarizacao da luz. Portanto, o campo elétrico E(F, t) associado a luz, de
comprimento de onda A, serd representado por uma grandeza escalar W(7),
que contém a dependéncia espacial de uma dada componente cartesiana de

E (7, t). Vamos também omitir a dependéncia temporal, que ¢ da forma e ™.

Suponha, entao, que W(x,y) seja conhecido em todos os pontos (z,y)
de um plano P; perpendicular ao eixo z. Cada ponto (z,y) deste plano é
fonte de uma onda esférica cuja amplitude é proporcional a ¥(zx,y), como

ilustra a Figura 11.3:
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Figura 11.3: Plano P; das fontes de ondas esféricas e ponto P onde se pretende obter

o valor do campo apds a propagagcao.

Para obter o campo no ponto P de um plano posterior Py, basta somar
(ou superpor) as contribuigdes das ondas esféricas provenientes de cada ponto
do plano P;. Como as coordenadas dos pontos variam continuamente, esta
soma (ou superposi¢do) é, na verdade, dada pela seguinte integral sobre o

plano Py:

1 o oo eikr
U(P) = a/ da:/ dy\IJ(:E,y)T, (11.1)

onde r é a distancia entre o ponto (z,y), fonte da onda esférica, e o ponto de
observagao P, no plano posterior Py, como mostra a Figura 11.3. Observe
que e*" /r representa o fator de propagacio da onda esférica a partir do ponto

(x,y) até o ponto P, onde k = 27w /\ é o niimero de onda.

Na situacao fisica que nos interessa aqui, uma onda incide sobre um
plano opaco contendo uma abertura, como mostra a Figura 11.4. Quando
o comprimento de onda A\ é muito menor do que as dimensoes da abertura,
podemos supor que o campo é nulo em todos os pontos ocupados pelo ante-

paro opaco, e igual ao campo incidente W;, na regiao da abertura.
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Figura 11.4: Difracao por uma abertura na aproximacao de Kirchhoff.

Esta é a chamada aproximacao de Kirchhoff, que permite obter o campo
difratado pela abertura a partir do principio de Huygens-Fresnel, tomando,
como o plano de fontes P;, o préprio plano que contém a abertura, que
aparece na Figura 11.4. Para calcular a integral da Equagao (11.1) nessa
aproximacao, basta substituir o valor do campo ¥(z, y) pelo campo incidente
Uin(z,y) nos pontos da abertura, e por zero nos pontos do anteparo opaco.

Com isto, obtemos

1/ Qi dy Uiy (. 4) (11.2)
= 5 X in\T, ’ .
2)‘ abertura Y Y r

onde agora a integral é apenas sobre a regiao da abertura, e nao mais sobre

v (p)

todo o plano P;.

Difracao de Fraunhofer

Para calcular a integral na Equagao (11.2), é conveniente definir dois
sistemas de coordenadas, como mostrado na Figura 11.5: um sistema no
plano da abertura com coordenadas (x,y) e outro sistema no plano de ob-
servagao, onde o ponto P tem coordenadas (x/,y/). A distancia entre a origem

do plano da abertura e o ponto de observacao P é R.

Note que o integrando depende da distancia r entre cada ponto na
regiao da abertura e o ponto de observacao, tanto através do termo de fase
(a exponencial complexa) como através do denominador. O calculo da inte-

gral é dificultado pela presenca desta distancia.

MODULO 2 -

179

AULA 11

CEDERJ



FISICA 4A

Joseph von Fraunhofer
nasceu no ano de 1787, em
Straubing, Bavaria
(Alemanha). Seu interesse
pela Otica foi iniciado
quando foi trabalhar numa
fabrica em Munique.
Descobriu novos métodos de
fabricacdo de lentes, e
trabalhou no
desenvolvimento de
telescépios, microscopios e
outros instrumentos Gticos,
obtendo, para esse fim,
importantes resultados
tedricos. Também é muito
conhecido pelas suas
contribuigbes a area de

Espectroscopia.

CEDERJ KX

Difracdo de Fraunhofer

a . P(x',y")
X,y)

Figura 11.5: Plano da abertura e plano de observacio contendo o ponto P onde se

pretende obter o valor do campo na aproximacao de Fraunhofer.

Esta dificuldade pode ser reduzida em determinadas situacoes, nas quais
empregamos a aproximacao de Fraunhofer. Nesta aproximacao, fazemos o

seguinte:

substituimos r = /(z — 2/)2 + (y — y/)2 + (2 — 2/)2, (11.3)

por uma expressao aproximada mais simples:
r~ R —x(x//R) —y(y!/R), (11.4)

Veja a seguir como e quando é possivel fazer esta substituicao.

Na difracao de Fraunhofer, a abertura é muito pequena quando com-
parada com a distancia entre o plano da abertura e o plano de observacao.
Isto significa que os valores assumidos por x e y no calculo da integral na
Equagao (11.2) serao sempre muito menores do que R. Nestas condigdes,
podemos usar a aproximacao de Fraunhofer. Esta é mais uma aproximagao,
que serd utilizada para calcular a integral da Equacao (11.2), que, por sua
vez, resultou da aproximagao de Kirchhoff. E importante ressaltar o fato de
que na maioria das situacoes em que a difracao é importante, podemos usar

simultaneamente as duas aproximacoes.
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Exercicio 11.1
Mostre que podemos escrever a distancia r entre um ponto qualquer na
fonte, com coordenadas (x,y) e o ponto P no plano posterior, com coorde-

nadas (z/,y/), da seguinte maneira:

N R e ey e e (11.5)
B (x2 —2zxr)  (y%2 — 2yy!)

Solugao: vamos partir da expressao

r=+/(x — 22+ (y — y"2 + (z — 21)2, (11.6)

e efetuar os quadrados nas coordenadas x, z/, y, y/ :

r= /(22 = 2za + 22) + (y2 — 2yy + y/?) + (2 — 21)2.

Agora, vamos separar os termos em /%, y/* :

r= /(2% = 2zar) + (y® — 2yy!) + 2P + yP2 + (z — 21)2.

Pela Figura 11.5, temos: R* = /> + y/* + (2 — 2/)?,

= r = /(22 — 2za/) + (y% — 2yy!) + R2.

Fatorando R nesta expressao, obtemos o resultado desejado.

E interessante escrever r na forma:

2 — 2xx/ 2 —2yys

porque assim temos os ingredientes necessarios para fazer uma expansao em

série da raiz quadrada e truncar a série no segundo termo. Esta abordagem

funciona desde que

(x2 — 2zal) <le (y2 — 2yy!)

= = <L (11.8)
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Como estes termos sao muito menores do que a unidade, podemos usar o

seguinte resultado para expansao em série de Taylor (teorema binomial):

VIS =(1+8)F =1+ 5-%5%... (11.9)

1
2

Na série da Equagao (11.9), se § < 1, os termos em 6% e poténcias
maiores serao insignificantes e, como uma 6tima aproximagao, podemos ficar

apenas com os dois primeiros termos. Tomando

(2?2 — 2z2/) N (y? — 2yy!)

0="TIs RZ

podemos aplicar este resultado para a nossa funcao r dada pela Equacao
(11.7):

2 —2zxr 2 —2yyt

1 (2% —2za) 1 (y*—2yy)
“R(1+§T+§T :

1(2? = 2zxr) 1 (y* —2yyr)
~ R+ - -
TREYSTR T2 R

2?2 xar yr gyl
~Ry Ty vy
TRt T R TOR T R

Agora, uma ultima conseqiiéncia da nossa aproximacao: os termos
quadrdticos 2?/2R e y*/2R sdo muito pequenos e podem ser desprezados.

Assim, ficamos apenas com:

r~R—-—z— —y=. (11.11)

CEDERJ
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Vejamos como fica agora a nossa Equacao (11.2), ao substituir esta

nova expressao para r:

ikr

V(P) = a/b \I/in(a:,y)er dzdy, (11.12)
abertura

1 eik(R—x%—y%)
v(P) =~ /b ‘I’in(xay)mdxdy;
abertura R R

o termo exponencial em R pode sair da integral:

eikR e—ik(E+y%)

U(P) = Y /b \I’in(xay)mdxdy-
abertura

R R

Fatorando R no denominador:

ek ok H )
¢ abertura T RZ T R?

As parcelas zz// R? e yy!/ R* que aparecem no denominador da Equagao
(11.13) sao muito menores do que a unidade e, portanto, podem ser despre-
zadas. Por outro lado, o argumento da exponencial nesta mesma equagao,
—i(kxx!+ kyy!)/ R, tem médulo da ordem da unidade e nao pode ser aproxi-

mado por zero. Assim, obtemos a expressao final da difracao de Fraunhofer:

ez’kR

VP =R

/ Uiy (2, y)e TR dudy, (11.14)
abertura

Exercicio 11.2

Teste a validade da aproximacao de Fraunhofer para os seguintes parame-
tros: distancia entre o plano da abertura e o plano de observacao R = 1m,
maior dimensao da abertura ,,,, = 0,5mm, maior dimensao no plano de
observacao x/,,,,; = 5cm.

Sugestao: calcule os valores dos termos em d, 62 e §° da expansao em série
dada pela Equagao (11.9).
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Aplicacoes: difracao por uma abertura retangular

Vamos agora utilizar o resultado da Equacao (11.14) para o caso em

que uma onda plana, dada por (omitindo a dependéncia temporal)
Ui (2, y, 2) = Age'o™ (11.15)

incide sobre um plano opaco com uma abertura de forma retangular, com
lados 2a e 2b. Veja a Figura 11.6:

Figura 11.6: Difracio por uma abertura retangular de largura 2b e altura 2a.

Supondo que o plano da abertura tem coordenada z = 0, podemos
calcular o valor do campo incidente no ponto (z,y) da abertura a partir da
Equacao (11.15):

Uin(,y) = Age!Forthon), (11.16)

onde ko, e ko, sao as componentes cartesianas do vetor de onda ky da onda

plana incidente.

Vamos calcular aqui a difracao para o caso de incidéncia normal da
onda plana. Voceé ird examinar o caso mais geral, de incidéncia obliqua, na

Atividade Final 9.

Para incidéncia normal, as componentes ko, e ko, serao nulas, e o campo
na abertura serd uniforme: ¥(z,y) = Ay. Substituindo este valor na Equacao
(11.14), obtemos:

sz
MR/ dx/ dy Age™ FERTVER), (11.17)

Ay é constante e pode ser retirada da integral. Ficamos apenas com:

A esz ety v
U(P) = R / dxe "*r" / dye " rY, (11.18)




Difracdo de Fraunhofer

MODULO 2 - AULA 11

Exercicio 11.3

Resolva a integral

I= / e P dy (11.19)
Solugao:
“ emife — tife 2senfa

B i (11.20)

a —ifx
I = / e Py = ¢
- _Zﬁ

Temos duas integrais do mesmo tipo, cuja solugao é dada pela Equacao
(11.20). Aplicando este resultado com o = a e 3 = ka//R na primeira e « = b
e 0 = ky// R na segunda, obtemos:

B 2sen(tze)  2sen(t4?)

V(P)=Aosp —i(kxt/R) —i(ky!/R)’

(11.21)

Pronto! Esta calculado o campo em um plano, depois que uma onda
plana atravessa uma abertura retangular e sofre a difracao de Fraunhofer.
Voce fard este experimento no polo e vera como esta aproximagao funci-
ona bem. De qualquer modo, em um experimento com luz, nao medimos
a amplitude do campo, mas sim a intensidade luminosa. A intensidade é
proporcional ao quadrado do campo. Em geral, nos experimentos de inter-
feréncia e difragao, estamos interessados nas variagoes da intensidade e nao
no seu valor absoluto. Portanto, basta calcular uma intensidade relativa, que
¢é obtida dividindo o médulo quadrado do campo no plano de observacao pelo

médulo quadrado do campo no plano da abertura, que é simplesmente |Ag|*:

. 2
I(P)  |Ag)? |tk )2 ZSen(kf%’“) QSen(kLR'b)

Iy A2 N2|R|? | —i(kxt/R) —i(ky!/R)

(11.22)

Vamos fazer uma “limpeza”’ nesta equacdo. Os termos em |Ag|* se
cancelam, o modulo ao quadrado de uma exponencial complexa vale sempre 1:
|e?*R]2 = 1, assim como o médulo ao quadrado de —i. Para auxiliar a andlise
das propriedades da func¢ao dada pela Equagao (11.22), vamos multiplicar e
dividir pelos comprimentos a e b, de tal forma que o argumento dos senos

e os denominadores fiquem iguais. Veja:
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2 2

) , (11.23)

z 2 bsen %
(hza) (kuty

onde o fator 1/R* mostra que a medida que nos afastamos do plano da

I(P)y 1
Iy N|RJ?

2 a sen (k)

abertura, a intensidade cai com o quadrado da distancia.

Vamos agora fazer o grafico destas fungoes, para saber como serda a
nossa figura de difracao, quando fizermos a experiéncia. Como as variaveis
de posicao no plano da abertura sao x/ e y/, podemos ver por meio da Equacao
(11.23), que tanto ao longo do eixo x/ quanto do eixo y/, teremos duas fungoes

do tipo (senz/x)?, cujo grafico ¢ mostrado na Figura 11.7:

1Lo4(sen x /x)’

0,5+

0:0_ T T T T T T T T T
A 3T -2 -1t 0 I 21 3m 4m
X

Figura 11.7: Gréfico da fungio (senz/z)%.

Note que a fungio (senz/z)* nao estaria, a principio, bem definida
para x = 0. Entretanto, pode-se mostrar que o limite desta funcao quando
x — 0 vale 1, o que esta em acordo com o grafico da Figura 11.7. Este é o
valor maximo da funcao e, portanto, a intensidade difratada é maxima para
¥ =y = 0, que corresponde ao centro da figura de difragao (intersecgao
entre o eixo z e o anteparo de observagao).

Para simular a figura de difracao por uma abertura retangular, é pre-
ciso fazer um grafico tridimensional. Veja, na Figura 11.8.a, como seria a
situagao experimental. Um [aser de Hélio-Neonio, que tem um comprimento
de onda de 632nm (Inm = 107?m), incide sobre uma abertura retangular
de 2a = 1,0mm de altura por 2b = 0,6mm de largura. Em um anteparo
colocado a 1m de distancia da abertura, veriamos a imagem mostrada na
Figura 11.8.b. Embora a frente de onda de um laser nao seja uma onda
plana, se o diametro do feixe for muito maior do que a abertura, o modelo

de onda plana é uma 6tima aproximacao para a situagao experimental.
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Veja também como ficaria a fungao dada pela Equagao (11.23), quando subs-

tituimos os parametros numeéricos, com todos os comprimentos em metros:

a=5x10""m, b=3x 107*m, R=1m, k= (27/A\) ~ 10" m~! e

2 2

I(P) sen(5 x 1032/) | [sen(3 x 103y/)
Iy (5 x 103a7) (3 x 103yr)
a) BT+

,r'// /////
b) 5mm
- - o
B
2 - . 8
Eixo x’

Figura 11.8: Simulacio de uma experiéncia de difracio em abertura retangular.
(a) Situagao experimental. (b) Padrao de difracao.

Alguns comentérios sobre a difracao na abertura retangular:

1. Em primeiro lugar, ao contrario do que se pode esperar baseado na
nossa experiéncia diaria, a luz que atravessa uma abertura nao repro-
duz, em um anteparo, a forma da abertura. A distribuicao de intensida-
des observada no anteparo tem uma forma parecida com a abertura na
regiao central, mas além disso aparecem franjas. Chamamos de franjas,

as variagoes da intensidade luminosa que correspondem as “manchas”

observadas na Figura 11.8.b.

2. Pela Figura 11.7, vemos que o maximo central da difracao tem uma in-
tensidade luminosa muito maior do que o primeiro maximo secundario.
O primeiro maximo secundario tem uma intensidade que é apenas cerca
de 5% da intensidade do méximo central, o segundo, cerca de 2%, o

terceiro, cerca de 1%, e assim por diante. Esta é uma das razoes pelas

quais nao vemos figuras de difracao através de portas e janelas.

(11.24)

MODULO 2 -

187

AULA 11

CEDERJ



FISICA 4A

CEDERJ

Difracdo de Fraunhofer

3. Pela Figura 11.8, podemos ver que na direcao da abertura mais es-
treita, o padrao de difracao é mais largo e na direcdo mais larga o
padrao é mais estreito. Além disto, o primeiro méaximo secundéario fica
mais separado do maximo central para a direcao da fenda mais es-
treita. Isto pode parecer estranho, mas ajuda a explicar o fato de nao
vermos difracao através de aberturas largas. Quanto maior a abertura,
mais préoximo do grande maximo central ficard o primeiro maximo se-
cundario e teremos dificuldade de enxerga-lo por falta de contraste.
Quando a abertura é pequena, o maximo secundario fica separado do

central e assim fica mais facil de enxergé-lo.

4. Um outro aspecto importante é que para ver um padrao de difracao,
precisamos de uma fonte de luz coerente e monocromatica, assim como
nos experimentos de interferéncia. Se usarmos uma fonte de luz mul-
ticromatica, os maximos secunddarios das diferentes cores cairao em

diferentes posicoes e irao borrar a figura de difragao.

Conclusao

Partindo do principio de Huygens-Fresnel, derivamos, nesta aula, a teo-
ria de difragao de Fraunhofer. Este formalismo foi aplicado ao caso de uma
abertura retangular. Discutimos em detalhe as caracteristicas do padrao
de difracao obtido neste caso. O padrao é mais largo ao longo da direcao
em que a abertura é mais estreita, e mais estreito ao longo da direcao em
que ela é mais larga. De uma maneira geral, os efeitos de difracao ten-
dem a ficar pequenos e de dificil deteccao quando a abertura tem dimensoes

muito grandes.

Atividades Finais

1. Explique de forma qualitativa o principio de Huygens para a pro-

pagacao da luz.

2. Escreva a equacao que estabelece matematicamente o principio de Huygens-

Fresnel.

3. Quais sao os requisitos para que a aproximacao de Fraunhofer seja
valida?
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4. Em uma expansao em série binomial, o que é necessario para que a

série possa ser truncada no segundo termo?

5. Escreva novamente a equacao de Huygens-Fresnel, ja levando em conta

as aproximagcoes introduzidas por Fraunhofer.

6. Na difragao por uma abertura retangular, em qual das dire¢des o maximo
secundario fica mais afastado do maximo central? Na direcao corres-

pondente a maior ou a menor dimensao da abertura?

7. Na difragao por uma abertura retangular o primeiro maximo secundario
¢ bem menos intenso do que o maximo central. Qual é, aproximada-

mente, a relagao entre eles, em valores percentuais?

8. Escreva a expressao para a intensidade relativa da difracao em aber-
tura retangular, dada pela Equacdo (11.23), em termos dos angulos de
observagao 6, e 0,, formados entre a origem do sistema de referéncias
do plano da abertura e os pontos z/ e y/ respectivamente no plano de
observagao.

S e _xl oyl
Sugestao: note que senf, = % e senf, = %.

9. O que aconteceria se a onda plana nao incidisse normalmente sobre o
plano da abertura, mas formando um angulo com a dire¢ao normal?

Veja a Figura 11.9:

Figura 11.9: Padrio de intensidade observado na difracio por uma abertura retangular

(incidéncia fora da dire¢do normal).

Calcule a nova distribuigao de intensidades e faga o gréfico ilustrando
o resultado.

Solugao: neste caso, o produto escalar entre o vetor de onda da onda
plana incidente k_(; e o vetor de posi¢ao no plano da abertura nao seriam

nulos. Por esta razao, a Equagao (11.17) ficaria assim:
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dx dy Age’ kst thoyy) o —ik(zF +y 2 11.25
T AR / / 4 ( )
Estes termos em ko, e ko, podem ser facilmente incorporados aos fatores

multiplicativos das varidveis de integracao x e y:

ikR

v(P) = ;R dx/ dy Age™ (kR +how)z+ (g +koy )yl (11.26)

Neste caso, a solucao desta integral seria exatamente a mesma da
Equacdo (11.23), com % substituido por kE + Koz © k' substituido

R R
por l{;% + koy:

I(P) 1 |2asen(kF + kog)a

= 11.2
Iy A2|R|? (k% + kox)a (11.27)

? ‘Qbsen(k‘% + Koy )b |
(k% + Koy )b

Como as variaveis do plano de observacao sao z/ e y/, ao somar os
termos em ko, e ko,, estamos apenas deslocando o padrao de difragao

no plano de observagao. Veja a Figura 11.10:

Eixoy
-
-

Eixo x’

Figura 11.10: Padrio de intensidade observado na difracio por uma abertura retan-

gular (incidéncia fora da diregdo normal.)

Esta conclusao é bastante razoavel, pois se iluminamos a abertura com
um angulo de incidéncia diferente de zero, é de se esperar que o maximo

central se desloque (veja novamente a Figura 11.9).
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Resumo

A propagacao de uma onda ¢é analisada por meio do principio de Huygens-
Fresnel. A expressao matematica para esse principio é simplificada ao utilizar-
mos a aproximacao de Fraunhofer. Utilizando o principio de Huygens-Fresnel
na aproximagcao de Fraunhofer (difracao de Fraunhofer), é calculado o padrao
de intensidade resultante da difracao de uma onda plana por uma abertura

retangular.

E na préxima aula...

...vamos apresentar mais trés aplicacoes da teoria da difracao de
Fraunhofer.

191 CEDERJ
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Aula 12 — Aplicacoes da difracao de Fraunhofer

Metas da aula

Utilizando a teoria da difragao de Fraunhofer, calcular a distribuicao
de intensidade para a difragao por uma abertura circular, por duas fendas e

por uma rede de difracao.

Objetivos

Ao final desta aula, vocé devera ser capaz de:

e Calcular o padrao de difracdo por uma abertura circular e compara-lo

ao padrao de difracao por uma abertura retangular.

e Descrever o padrao de difracao por duas fendas e compara-lo ao padrao

de interferéncia com fenda dupla.

e Utilizar uma rede de difragao para fazer espectroscopia.

Pré-requisitos

Para compreender esta aula, vocé precisa ter lido e compreendido
a Aula 12 (Difracao de Fraunhofer). Sugerimos também que vocé reveja a

Aula 8 (Interferéncia).

Difracao por uma abertura circular

A difragao por uma abertura circular é uma das aplicagoes mais impor-
tantes da difracao de Fraunhofer, ja que a maioria dos sistemas épticos, tais
como microcopios, telescopios, lunetas e outros possui aberturas com essa

geometria.

Consideramos, como no caso da abertura retangular discutido na aula
anterior, uma onda plana com incidéncia normal. Veja a Figura 12.1: o

raio da abertura circular vale a.
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Figura 12.1: Difragdao por uma abertura circular com incidéncia normal.

Vamos partir da equagao de propagacao na aproximagcao de Fraunhofer

obtida na Aula 12, que fornece o campo elétrico no ponto P:

ez’kR

VP =R

/ Aoe_ik(m%”%)dxdy, (12.1)
disco

onde a integral é feita sobre o disco de raio a correspondente & abertura, Ag é
a amplitude da onda plana incidente, A é o comprimento de onda e k = 27/,

o numero de onda.

Nesta situacao, torna-se conveniente utilizar o sistema de coordenadas
cilindricas para as nossas variaveis. O procedimento para o calculo do padrao
de difracao para a abertura circular é simples: basta substituir as variaveis
x,y, x/,y! e o elemento de area diferencial dxdy pelas suas respectivas ex-
pressoes em coordenadas cilindricas (veja a Figura 12.1 para a defini¢ao das

coordenadas cilindricas):

T = pcoso ey = pseng; (12.2)
x! = plcosgl e yl = plsengl,
dedy = pdpde.

O disco correspondendo a regiao de integragao ¢ definido pelos seguin-
tes limites de integracao: a varidvel angular ¢ varia de 0 até 2w, varrendo
toda a circunferéncia, e a varidavel radial p varia de 0 até a, como ilustra a
Figura 12.2.

Desta forma, obtemos, a partir da Equagao (12.1), a expressao

ikR 2 a
@(P) — j}\R/ d¢/ /)dp Aoe—i%(p COS¢ pr COS¢r+p SEN pr Sel’ld)/)' (123)
0 0
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Figura 12.2: Abertura circular de raio a.

Veja que o argumento da funcao exponencial pode ser reescrito como

—i%(p cos¢ pl cos@! + p seng pl sengl) = (12.4)
—i%(pp/ cos¢ cos@l + ppl seng sengl) =
k
—zﬁ[pp/( cos¢p cosgl + seng seng/)| =

k
~iglppt cos(é —¢1)].

Substituindo esta equagao na integral da Equacao (12.3), obtemos

kR 2

\II(P):AOZ\—R 0 do /0 pdpeirlpe COS(G=oN] (12.5)

Esta integral pode ser calculada, e o seu resultado pode ser expresso
em termos de uma funcao especial chamada funcao de Bessel de ordem 1
(J1). Veja o resultado:

U(P) = 24, - L7 (12.6)

Observe que a amplitude do campo no ponto P nao depende da coor-
denada angular ¢, o que significa que ela nao varia ao longo de uma circun-

feréncia em torno da origem.

A intensidade no ponto P sera dada, entao, por

(12.7)

MODULO 2 - AULA 12

Friedrich Wilhelm Bessel
nasceu em 1784, em Minden,
Brandenburg (Alemanha).
Astronomo, obteve varios
resultados importantes a
partir de medidas
observacionais precisas das
posicoes das estrelas. E
conhecido pelo conjunto de
fungoes especiais que leva o
seu nome, desenvolvidas por
ele no contexto do estudo do

movimento dos planetas.
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Figura 12.3: Gréfico para (a) comparacio entre as funcdes sen(x) e Bessel de primeira
ordem Ji(z) e (b) da funcdo Ji(x)/x.

Embora a fun¢ao de Bessel J;(x) seja menos popular do que as nossas
velhas conhecidas seno e cosseno, seus valores podem ser obtidos através de
tabelas e calculos numéricos. Muitos programas de computador possuem as
fungoes de Bessel pré-programadas. Veja na Figura 12.3.a um grafico da
fungao de Bessel Ji(x) junto com um grafico da funcao seno. Note que a
funcao de Bessel também oscila, assim como a funcao seno; entretanto, suas
oscilagoes nao correspondem a um periodo regular. Observe, ainda, que a
amplitude destas oscilagoes nao é constante, ao contrario do que acontece

com a funcao seno.

Como a intensidade do nosso padrao de difragao por abertura circular,
dada pela Equacao (12.7), tem uma funcao de Bessel dividida pelo seu préprio
argumento, sua amplitude deverd decair ainda mais rapidamente. Na Figura
12.3.b, mostramos um grafico de Ji(x)/xz. Na distribui¢do de intensidades
I(P) dada pela Equagao (12.7), a variavel = do grafico seria z = %apl.

Observe que, embora a funcao Ji(x) se anule para x = 0, a razao
Ji(x)/x tende a 1/2 no limite x — 0, como mostra a Figura 12.3.b. Assim,
a intensidade nao é nula para p’ = 0 (que corresponde ao ponto do anteparo
sobre o eixo z). Pelo contrério, ela é méxima nesse ponto, conforme podemos

concluir por meio desta figura.
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a) @

b)

Eixoy’

Eixo x’

Figura 12.4: Simulacdo de uma experiéncia de difracio em abertura circular. (a)
Situagao experimental. (b) Padrao de difracao.

Vamos, entao, fazer um grafico da distribuicao de intensidades que
verfamos em uma experiéncia do tipo da que estd esquematizada na Fi-
gura 12.4.a, de difragdo em abertura circular, cujo resultado é previsto pela
Equacao (12.7). Veja o gréfico de distribuigao de intensidades em funcao da

posicao no plano de observagao, na Figura 12.4.b.

Para finalizar, é preciso destacar o fato de que a difracao por uma
abertura circular é semelhante a difragdo por uma abertura retangular. A
diferenca entre elas esta obviamente na forma do maximo central e também
na relagao entre a intensidade do maximo central e os maximos secundarios.
Para se ter uma idéia quantitativa, o primeiro maximo secundario tem uma
intensidade que vale cerca de 5% da intensidade do méximo central na di-
fracao por abertura retangular. Ja na difragdo por abertura circular, o valor

desta mesma relagao é apenas 2%.

Exercicio 12.1

Escreva a expressao para a intensidade relativa da difracdo em abertura
circular, dada pela Equacdo (12.7), em termos do angulo de observagao 0,
formado entre a origem do sistema de referéncias do plano da abertura e o
ponto p/ no plano de observagao.

Sugestao: lembre-se da Atividade final 8 da Aula 12, em que se faz o mesmo para a

abertura retangular.
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Exercicio 12.2

Na difracao por uma abertura circular, foram utilizadas aberturas com trés
diametros diferentes: a1 = 0,20mm, ay = 0,50mm e a3 = 1,0mm. O com-
primento de onda da luz utilizada foi A = 657nm e o anteparo foi colocado a
uma distancia Z = 1,0m do plano da abertura. Calcule o didmetro do maximo
central da figura de difracao, para as trés aberturas. Use o valor x = 3,832 para
a menor raiz nao-nula da funcao de Bessel Ji(x).

Solugao: o diametro do maximo central é igual a duas vezes o menor valor nao-
nulo do raio p/, na Equagao (12.7), que anula a funcao Ji(z), com = = kap'/R.
Usando o valor fornecido para a menor raiz nao-nula de J; (x), obtemos o primeiro

minimo de intensidade, dado por

3,832R _ 3,832R\

12.8
ka 2ma ( )

k
Eapl =3,832 = p/ =

Nesse ponto, bastaria inserir os valores numéricos, mas ainda temos um problema:
quanto vale R? Sabemos apenas que Z = 1m. Neste caso, o melhor é calcular

primeiro a posicao angular do minimo 0 iy,:

/ 3,832\
P~ senfpin = = .

R 2ma

(12.9)

Expressando os angulos em radianos, encontramos, para cada valor do raio da
abertura circular: Oy (a1) = 0,0020, Opin(az) = 0,00080 e Omin(asz) = 0,00040.

A partir dos angulos, podemos calcular os didmetros dos maximos centrais:

d = 2p=2 Ztg@mm(al) = 4,0mm (12.10)
dy = 2p1=2 Ztg@mm(CLQ) = 1,6mm
ds = 2p1=2 ZtgGmin(ag) = 0, 80mm

Comentario e sugestao de atividade: observe que poderiamos ter igualado
os valores do seno, da tangente e do préprio angulo (em radianos) neste
problema, porque os valores dos adngulos sao muito pequenos. Isto equivale a
tomar a aproximagao R = Z, o que permitiria obter a resposta final diretamente
da Equagao (12.8). Experimente fazer desta forma! Faga um desenho do
tridngulo retangulo de lados R (hipotenusa), Z e p/, indicando no desenho o
angulo 0, para entender por que podemos tomar essa aproximacgao.

Site recomendado e mais uma atividade: vocé encontrard uma tabela
com as cinco menores raizes nao-nulas da funcao de Bessel Ji(xz) no site
http://mathworld.wolfram.com/BesselFunctionZeros.html. A partir dessas
raizes, vocé poderd obter os didametros dos anéis de difracao mostrados na
Figura 12.4.b.
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Difracao por duas fendas

P
8 e —
0
d —
—
<>
A

Figura 12.5: Interferéncia com fenda dupla.

No estudo que fizemos sobre interferéncia com fenda dupla na Aula
8, vimos que, para um esquema como o da Figura 12.5, a intensidade no
plano do anteparo tera oscilagoes devido a interferéncia entre os campos que

se originam em cada uma das fendas, dadas por

I(P) = 243 [1 + cos(k dsend)] ; (12.11)
x/
R

notando que senf = —, (12.12)

!/
[(P) =242 [1 + cos (k;d %)} (12.13)
Portanto, a intensidade I(P) depende do comprimento de onda, através
do nimero de onda k = 27/, da separagao entre as fendas d e do angulo de

observagao 6.

Pela Equagao (12.11), a intensidade oscilaria, como func¢ao de z’, com
amplitude constante entre —oo e +o0o0. Isto nao ocorre na realidade! Na
Figura 12.5, vocé pode notar que a amplitude de oscilacao da intensidade
diminui quando nos afastamos da diregao frontal. Portanto, as franjas ilumi-
nadas (correspondendo a situagao de inteferéncia construtiva entre os campos

transmitidos por cada fenda) que estao mais afastadas da posigao central sao
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menos intensas. Esta diminuicao de intensidade estd relacionada ao padrao
de difracao através de cada uma das fendas, que nao foi levado em conta na
analise da Aula 8.

Vamos ver como fica a distribui¢ao de intensidades em uma experiéncia
de fenda dupla, quando levamos em conta também os efeitos da difracao. A
intensidade I(P) para o caso de uma abertura qualquer, seja com uma tnica
fenda, duas fendas separadas etc., é dada pela integral da Equacao (12.1),
bastando substituir a regiao de integragao pela regiao associada ao conjunto
de fendas. Lembre-se de que esta integral foi obtida, na aproximacao de

Fraunhofer, para incidéncia normal de uma onda plana.

Nao faremos este calculo novamente, mas pode-se mostrar que o re-
sultado serda dado pelo produto da funcao que descreve a interferéncia pela
funcao que descreve a difracao. A primeira funcao é exatamente aquela obtida
na Aula 8 e dada pela Equacao (12.11). Note que ela depende da distancia
d entre as fendas, mas nao da forma ou das dimensoes de cada fenda. A
segunda funcao, associada a difracdo, nao depende de d, mas depende da
geometria de cada fenda (ou abertura). Para o caso em que ambas as fendas

sao retangulos de lados iguais a 2a e 2b, temos

2 2
4| Ag|? | asen(kLe) bsen (L) !
I(P) = S5 e o 1+ cos <k3d§>]. (12.14)
1,00
0,75
&
= 0,50
0,254
0,004
6 1IO 2IO 3IO 4IO 5IO
X’

Figura 12.6: Interferéncia com fenda dupla: padrdo levando em conta a difragio.
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A distribuicao de intensidades correspondente é mostrada na Figura
12.6 como um corte transversal ao longo da direcao x/. Note que a funcao
que descreve a difragao em abertura retangular, representada pela curva pon-
tilhada na Figura 12.6, funciona como uma envoltéria para a fungao que

descreve a interferéncia e fornece as oscilagoes internas.

Alguns detalhes da Equacao (12.14) devem ser destacados. Em primeiro
lugar, a funcao que descreve a difracao em fenda retangular é exatamente a
que obtemos para o caso de uma tnica fenda colocada na origem do sistema
de coordenadas (confira a Equacao (12.21) da aula anterior), apesar de ter-
mos aqui duas fendas, cada uma colocada a uma certa distancia da origem.
De fato, como as fendas sao pequenas quando comparadas com a distancia R
até o ponto de observagao, os padroes de cada uma das fendas caem pratica-

“um em cima do outro” no anteparo. Portanto, nos dois casos temos

mente
praticamente o mesmo padrao de uma tnica fenda na origem. Outro aspecto
importante é o fato de que a interferéncia aparece com relacao a direcao x
definida pela linha que liga as duas fendas. Nao ha interferéncia ao longo da

direcao y.

MODULO 2 -

201

AULA 12

CEDERJ



FISICA 4A

CEDERJ

Aplicacées da difracdo de Fraunhofer

Exercicio 12.3

Veja a situagao experimental esquematizada na Figura 12.7. Utilizando
a expressao completa para a interferéncia com fenda dupla, dada pela
Equacao (12.14), determine os quatro menores valores de 6 (tomando sé va-
lores tais que # > 0) em que a intensidade se anula ao longo do eixo z/. Con-
sidere o comprimento de onda A = 632nm, a largura da fenda 2a = 0, Imm
e a separacao entre fendas d = 0, 3mm.

Solugao: note que a intensidade sera nula sempre que um dos dois fatores

kxla
R

ciado a interferéncia) se anular. Vejamos a condigdo para que o primeiro

na Equacao (12.14), sen(%4¢) (associado a difragao) e 1+ cos (kd%) (asso-

fator se anule: .
xla C
g =mm m inteiro, (12.15)
lembrando que m # 0, pois a funcao sen(z)/x — 1 quando x — 0.
O angulo 0 estd relacionado com a posicao =’ no anteparo pela equacao

senf) = %, logo a intensidade se anula para

kasenf = mm = senf = m%. (12.16)
A condicao para que o segundo fator se anule é:
% = nm, onde n deve ser um inteiro impar. (12.17)
Entao, obtemos para este caso:
kdsenf = nm = senf = n2—);l (12.18)

Assim, os menores valores para senf seriam \/(2d),3\/(2d), 5)\/(2d)
(minimos do fator associado a interferéncia) e A/(2a) (minimo do fator
associado a difracdo). Os valores dos angulos em radianos sao 0,0105;
0,0316; 0,0527 e 0, 0632.
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Figura 12.7: Interferéncia com fenda dupla: padrio levando em conta a difracio.

Rede de difracao

O que acontece na difracao por um numero de fendas maior do que
dois? O procedimento para o célculo é sempre o mesmo: usamos a Equacao
(12.1), tomando como regiao de integracao o conjunto das aberturas. Nao

vamos refazer todos estes calculos. Vamos apresentar o resultado e discuti-lo.

Para simplificar esta analise, suporemos que as fendas sao aberturas
retangulares em que uma das dimensoes, por exemplo ao longo do eixo y,
¢ muito maior do que a outra ao longo do eixo x. Em conseqiiéncia, os
efeitos de difracao s6 serao relevantes ao longo da direcao deste segundo
eixo. Assim, vamos desprezar a dependéncia da intensidade com y/ e supor
que ela s6 dependa de /. Os objetos com muitas aberturas longas e estreitas

sao chamados redes de difracao. Veja a Figura 12.8.

Figura 12.8: Rede de difracio: o espacamento entre linhas é d.

Para o caso da difracao por um nimero N arbitrario de fendas, pode-se

obter o seguinte resultado geral:
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2

Nk:c/d)
, (12.19)

R
sen (5]

I(P) = Io(ar) |2 (

onde d é a separacao entre as fendas e Iy(z/) é uma fungao que descreve os
detalhes da difracao por cada fenda. Por exemplo, quando N = 2, devemos

reobter o resultado da fenda dupla a partir deste resultado:

/ / /
para N =2 : sen? (2k;x d) = 4sen? (@) cos? (M) , (12.20)

R R R
= [(P) = Iy(x/)4cos? (kLR/d) :
: kxtd
que pode ser escrito como: I(P) =2 Iy(x/) |1+ cos —= /| (12.21)

Comparando este resultado com a Equagao (12.14), podemos concluir

que, para N = 2, temos

2| Apl?
[0(.%/) = )‘\2;!2

asen(kf{a)] (12.22)

k
e

Portanto, neste caso, Iy(x!) corresponde ao padrao de difragao para

uma Uunica fenda, associada a envoltéria da Figura 12.6.

A situacao de maior interesse corresponde ao limite oposto, em que N
é muito grande. De fato, numa rede de difracao temos um ntimero imenso de
fendas, tipicamente de 500 a 2000 linhas por mm, ao longo de cerca de 5cm.
Na pratica, iluminamos a rede com um feixe de luz (de um laser, por exemplo)
que tem uma area transversal finita no plano xy perpendicular a direcao de
propagacao. A area do feixe determina o nimero de linhas que, de fato, ird
contribuir para a intensidade observada no ponto P. A fungao Iy(x/) depende
nao s6 do efeito da difracao através das fendas, mas também da variacao da
intensidade incidente no plano xy. Para simplificar nossa analise, vamos supor
que este fator seja constante, pois, de fato, os aspectos mais importantes do
padrao de intensidade transmitido através da rede de difracdo sao descritos
pelo segundo fator na Equagao (12.19), que esta diretamente relacionado ao

efeito de interferéncia:

Nkatd 2

R
sen(kLR’d)

sen(

I(P) x (12.23)
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Na Figura 12.9 mostramos o comportamento desta funcao para al-
guns valores de N. O que desejamos mostrar com esta figura é o efeito da
interferéncia entre os campos provenientes de cada uma das fendas. Para
o caso N = 1, é facil ver que o numerador fica igual ao denominador e,
portanto, a funcao vale 1 para qualquer posicao x/ no plano de observacao.
Para o caso N = 2, vemos as oscilacgoes tipicas da interferéncia com fenda
dupla. Para o caso N =5, vemos o efeito do aumento do niimero de fendas:
as posicoes onde ocorre interferéncia construtiva continuam as mesmas, mas
a largura dos picos diminui, tendo ao seu lado pequenos picos secundérios.
Para N = 50, os picos de interferéncia construtiva ficam muito finos e os
pequenos picos secundarios sao tao pequenos que mal podemos vé-los na fi-
gura. No limite em que N — o0, as larguras dos picos tendem para zero,
entretanto as posi¢oes continuam sendo sempre as mesmas dos maximos de

interferéncia com a fenda dupla.

sen(N kx ‘d/R) A=632nm d=1,33x10"m
Y~ Tsen(kx d/R) k=9,94x10'm" R=0,Im
N=1 N=2
Y 10 YV 10 ‘
0,8 0,8
0.6/ 0,6/
0.4 04
02 02
0,01 0]
6 4 2 0 2 4 6 5 4 2 0 2 a4 s
X' (mm) X’ (mm)
N=5 N=50
y e Yo |
0,8 0,8
0.6 0.6,
0.4 0.4
0,2 0,2
0,0 0,0 JL—JL
6 -4 2 0 2 4 6 6 4 2 0 2 a4 s
X' (mm) s irm)

Figura 12.9: Funcio que descreve a difracdo por uma rede, para N =1, N =2, N =5
e N =50.
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Espectroscopia

Uma aplicacao muito importante da rede de difracao é na espectrosco-
pia, onde desejamos determinar os comprimentos de onda presentes em um
feixe de luz. Portanto, precisamos de uma interagao que nos permita separar

um comprimento de onda do outro.

Para ver como a rede de difragao pode ser usada nesta tarefa, basta
analisar a condicao que determina a posicao dos maximos de interferéncia.
Como a posicao dos maximos nao depende do valor de N, vamos pegar o
caso mais simples, em que N = 2, dado pela Equagao (12.21). Quando o
argumento da fungao cosseno nesta equagao, kx/d/ R, for um multiplo inteiro
de 27, ela valerda +1 e resultarda no valor médximo da intensidade. Portanto,

a condicao que determina as posi¢oes dos maximos de interferéncia é:

k ,maxd 2 /maxd
xT —m 27 ou MT —m2r comm=0,1,23... (12.24)

As posicoes dos maximos sao dadas entao por:

Ty = m)\E. (12.25)
d

A condigao obtida na Equacao (12.25) nos mostra que as posigoes dos
maximos de interferéncia dependem do comprimento de onda \. Logo, se
iluminarmos uma rede de difracao com um feixe multicromatico, ou seja,
que contenha luz de varios comprimentos de onda diferentes, os maximos
de interferéncia para as diferentes cores ou comprimentos de onda cairao em
posicoes diferentes e, portanto, se separarao. Na Figura 12.10, esquemati-

zamos uma experiéncia deste tipo.

vermelho

verde
\ violeta \

Figura 12.10: Descricio esquemadtica de uma experiéncia de espectroscopia com rede
de difracao.
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Supomos que o feixe de luz contenha trés comprimentos de onda dife-
rentes: 632nm (vermelho do laser de Hélio-Neonio), 532nm (verde do laser
de Neodimio YAG dobrado) e 442nm (violeta do laser de Hélio-Cadmio).
Apébs passarem pela rede, todos eles terao um méximo de interferéncia no
centro, que corresponde a m = 0 na Equacao (12.25). Mas para m = 1, cada
um deles tem um maximo em uma posicao distinta, como mostra a Figura
12.10. O mesmo ocorre para os maximos de outras ordens: m = 2, m = 3

ete.

Em comparacao com o caso de uma fenda dupla, o grande nimero de
linhas N presente numa rede de difracao faz com que os picos de intensidade
sejam muito estreitos, conforme discutimos anteriormente. Esta propriedade
é importante para as aplicacoes em espectroscopia, pois gragas a ela é possivel

distinguir dois comprimentos de onda muito préximos.

Exercicio 12.4

Calcule a separacao Ax entre as posicoes dos maximos de ordem m = 1
para os comprimentos de onda de 400nm e 500nm, na difracao por uma rede
de difragao de N, = 750 linhas/mm em um plano de observagao situado a
2z = 1m da rede de difracgao.

Sugestao: suponha que R = z possa ser considerado constante nesta
situacdo. Mostre que d (a separacao entre fendas) é igual ao inverso
do nimero de linhas por unidade de comprimento: d = 1/N,. Em se-
guida, utilize o valor de x.x dado pela Equacao (12.25) e calcule Ax =
Tmax (400nm) — ., (500nm).

Conclusao

Nesta aula, aplicamos a teoria de difracao de Fraunhofer para trés si-
tuagoes: abertura circular, fenda dupla retangular e rede de difracao. Para
o primeiro caso, a intensidade difratada ¢ dada em termos de uma fungao

especial, a funcao de Bessel de ordem 1.

No segundo caso, podemos escrever a intensidade transmitida em ter-
mos da funcao associada a difracdo por uma unica fenda retangular, que
voceé estudou na aula anterior, bastando multiplica-la pela fun¢ao associada

a interferéncia, que vocé também jé conhecia (Aula 8).
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Mostramos que a intensidade transmitida por uma rede de difracao
possui picos muito estreitos, cujas posi¢oes dependem do comprimento de
onda (exceto no caso do pico central). Devido a essa propriedade, as redes
de difracao sao muito tteis em espectroscopia. Vocé tera a oportunidade de

explorar essa aplicacao no curso de Fisica 4B.

Atividades Finais

1. Descreva qualitativamente a forma da figura de difragao de Fraunhofer
para uma abertura circular. Para uma distancia fixa entre a abertura e
o plano de observacao, o que acontece com a figura quando diminuimos

o diametro da abertura: o seu tamanho diminui ou aumenta?

2. As posicoes dos méximos da intensidade transmitida por uma fenda
dupla dependem das larguras das fendas? E da distancia entre as fen-
das?

3. Por que as redes de difracao sao tuteis para a espectroscopia?

E na préxima aula...

...voce fard experimentos de difracao e interferéncia com varios tipos

de aberturas.

Resumo

O padrao de difracao de Fraunhofer gerado por uma abertura circular
de raio a possui uma regiao de intensidade méxima central em forma de
disco, cujo tamanho é proporcional a A/a (onde A é o comprimento de onda),

e anéis conceéntricos muito menos intensos.

A intensidade transmitida através de uma fenda dupla retangular é
dada pelo produto da funcao associada a difragao pela fenda, que nao depende
da distancia entre as fendas, pela funcao associada a interferéncia entre os

campos difratados por cada fenda, que nao depende das dimensoes da fenda.

Uma rede de difracao é constituida de centenas ou milhares de linhas
paralelas por milimetro. A intensidade transmitida pela rede possui picos
muito estreitos localizados nas mesmas posigoes que teriamos no caso de uma
fenda dupla de mesmo espacamento. As redes de difragao sao muito tteis em
espectroscopia, onde o objetivo é separar e medir os diferentes comprimentos

de onda compreendidos num feixe de luz.
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Aula 13 — Experimentos com interferéncia e

difracao da luz

Meta da aula

Realizar experimentos em que os processos de difragao e interferéncia

da luz desempenham um papel crucial.

Objetivos

Ao final desta aula, vocé devera ser capaz de:

e Verificar experimentalmente a difracao da luz através de aberturas

unicas com formato retangular e circular.

e Utilizar os padroes de difragao para obter o comprimento de onda da

luz, quando as caracteristicas da abertura sao conhecidas.

e Verificar experimentalmente a interferéncia da luz com uma fenda du-

pla.

e Utilizar os padroes de interferéncia para obter o comprimento de onda

da luz quando as caracteristicas da fenda dupla sao conhecidas.

e Verificar experimentalmente a difragao da luz através de uma rede de

difragao.

e Utilizar os padroes de difracao para obter o comprimento de onda da

luz, quando as caracteristicas da rede de difragao sao conhecidas.
Pré-requisitos
Para realizar as atividades experimentais propostas nesta aula, vocé

precisara dos conceitos apresentados nas Aulas 8, 9, 10, 11, 12 e 13.

Introducao: abertura unica

Algumas das caracteristicas mais marcantes do comportamento ondu-
latorio da luz estao ligadas aos efeitos de difracao e interferéncia. Como

estes efeitos dependem do comprimento de onda, eles acabaram se tornando
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uma maneira de se medir o comprimento de onda em varias faixas do es-
pectro eletromagnético, sobretudo na regiao do visivel. Veja o que acontece
na difragao através de uma abertura retangular (supomos que a difracao é
importante apenas em uma das diregoes, que corresponde a menor dimensao

do retangulo), representada esquematicamente na Figura 13.1.

N

J/ﬁ//% —

A
a

Figura 13.1: Difracio em fenda simples. Representacio esquemética, curva de inten-
sidades e simulagao do padrao de difragao.

Como voceé viu em nosso curso, podemos calcular as posicoes dos minimos

de difracao, para aberturas retangulares, através da equacao:

+m A\ = a send), (13.1)

man’

onde m (m = 1,2,3,...) é um ntmero inteiro diferente de zero que especifica

tanto a ordem do minimo de difragdo quanto o angulo 6, = arctg(z/z).
As posicoes dos maximos também podem ser calculadas por meio de uma

expressao similar, se omitirmos o maximo central:

+(m + %) A=asend, . (13.2)

Da mesma forma, podemos calcular a posicao do primeiro minimo de

intensidade para a difracao em abertura circular:

3,833\

13.3
ora ( )

senb, i, =

onde a é o raio da abertura.
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Atividade experimental: abertura tnica

1. Ligue o laser e verifique a presenca do feixe de luz vermelha, fazendo-o
incidir em um anteparo, que pode ser uma folha de papel ou até mesmo
a sua mao. ATENQAO! Nunca olhe diretamente para o feixe

de laser!

2. Direcione o feixe de laser para um anteparo branco(a parede da sala
pode servir de anteparo), de tal maneira que ele percorra uma distancia
de mais de um metro. Isto permitira que o padrao de difracao se ex-
panda o suficiente para que a separacao entre minimos seja da ordem

de milimetros.

3. Coloque a placa com as fendas calibradas em um suporte adequado e
faca com que o feixe de laser atravesse uma das fendas, produzindo um
padrao de difragao no anteparo. Comece pela fenda com largura a =

0.1lmm, por exemplo.

4. Para que a distancia entre maximos adjacentes do padrao de difracao
seja grande o suficiente para ser medida com uma régua, é necessario
que o feixe propague por uma distancia compativel, que depende da
largura da fenda. Em contrapartida, se a distancia for muito grande, a
densidade luminosa diminui e fica mais dificil visualiza-lo. Portanto, é
preciso encontrar uma distancia 6tima. Apds encontrar esta distancia,

meca-a (esta é a distancia z da Figura 13.1).

5. Mega as posigoes dos trés primeiros minimos adjacentes (m = +1, £2, +3),
a direita e a esquerda do maximo central. Sugestao: atribua a coorde-

nada z = 0 a posi¢ao do maximo central.

6. Estime a incerteza em suas medidas de posicao. Para isto, procure

medir a largura da regiao de minimo.
7. Repita as medidas para as fendas com a = 0.2mm e ¢ = 0.4mm.

8. Substitua agora a méscara com as fendas, pela méscara com as aber-
turas circulares. Posicione a abertura que tem diametro d; = 0,2mm,

para que o feixe de laser seja difratado por ela.

9. Mega a distancia entre o plano da abertura e o plano do anteparo.

Sugerimos que se trabalhe com uma distancia superior a 1m.
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10. Mega o diametro do maximo central. Atengao: dependendo da quali-
dade do modo transversal do laser, as franjas secundarias podem ficar
deformadas. Para a realizacdo do presente experimento, o importante

é que o maximo central fique bem definido.

11. Repita a medida do diametro do maximo central, para a difracao nas

aberturas com diametros d, = 0,5mm e d3 = Imm.

Introducao: fenda dupla

A experiéncia de difracdo com fenda dupla é muito parecida com a ex-
periéncia de difracao com fenda simples. Entretanto, vocé vera que o padrao
de intensidades tem caracteristicas diferentes e que facilitam a realizacao
de medidas de comprimento de onda. Além do padrao diferente, a inter-
pretacao fisica das duas experiéncias também é diferente, sendo que no caso
da fenda dupla, existem aspectos bastante profundos ligados aos principios

da Mecanica Quantica, como serd visto, oportunamente.

Figura 13.2: Difracio em fenda dupla. Representacio esquemadtica, curva de intensi-
dades e simulacao do padrao de interferéncia.

Veja a Figura 13.2. A posicao angular dos maximos de interferéncia
¢ dada pela equacao:

m

senf” = )\E com=0,+1,+2, ... (13.4)

max

em que m é um numero inteiro que especifica a ordem do maximo de in-
terferéncia. O maximo central em 6§ = 0, corresponde a m = 0, o primeiro
maximo adjacente a direita corresponde a m = +1 e a esquerda m = -1 e
assim por diante. O angulo 6 = arctg(x/z) é usado para estimar a diferenga

de caminho entre as fendas e o ponto do anteparo. As posi¢oes dos minimos
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de interferéncia, que correspondem aos pontos do plano de observacao em

que a intensidade é nula, também podem ser calculadas:

1
send,. = Ai(m 2

min

Com=0,+1,42, ... (13.5)

Atividade experimental: fenda dupla

1. Faca os mesmos ajustes da experiéncia com a fenda simples, no que diz

respeito ao alinhamento do laser em direcao a um anteparo.

2. Coloque a méscara com as fendas duplas no suporte adequado, de tal
maneira que o laser incida sobre uma delas. Comece, por exemplo, com

a fenda de d = 0.1mm.

3. Procure um plano situado a uma certa distancia z das fendas, de tal
forma que o padrao de interferéncia possa ser visto e que a separacao
entre os maximos de ordem mais baixa seja mensuravel com uma régua
(alguns milimetros). Observe que esta distancia pode ser bem diferente
daquela empregada no experimento com fenda simples e note também
que ela depende da separacao entre as fendas. Uma vez estabelecida

esta distancia, anote seu valor.

4. Mega as posicoes dos trés primeiros maximos adjacentes, a direita e a
esquerda do maximo central.

Sugestao: atribua a coordenada x = 0 a posicao do maximo central.

5. Estime a incerteza em suas medidas de posi¢ao. Para isto, procure

medir a largura da regiao de maximo.

6. Repita as medidas para as fendas de 0.2mm e 0.5mm. Lembre-se de
que voce tem liberdade para alterar o valor de z, a distancia da fenda

até o anteparo, nestas novas medidas.

Introducao: rede de difragao

Uma rede de difracao nao é nada mais do que um sistema de fendas
multiplas. Sabemos que a passagem de um feixe de luz por uma fenda,
produz uma distribuicao de intensidades que tem maximos e minimos e que
a separacao entre eles depende do comprimento de onda. Com fendas duplas

temos o mesmo efeito, mas com uma diferenca importante, a relacao entre as
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intensidades dos picos central e adjacentes é bem diferente da fenda simples,
e isto facilita as medidas que podem servir para obter o valor comprimento
de onda. O que acontece se usarmos trés fendas, quatro, cinco e até milhares
delas?

Na Figura 13.3 sao mostradas as fungoes que descrevem as oscilagoes

de intensidade para os casos de varios nuimeros de fendas.

N=1 N=2
I 1,04 ‘ ‘ I 1,04
0,8 0,8
0,64 0,6
0,44 0.4
0,2 0,2
0,04 0,0
6 -4 2 0 2 4 6 6 4 2 0 2 4 6
x(mm) x"(mm)
N= N=50
I 1,04 I 1,0
0,8 0,8
0,64 0,64
0,44 0,44
0,2 0,21
0,04 0,04
-6 -4 2 0 2 4 6 -6 4 2 0 2 4 6
x"(mm) x"(mm)

Figura 13.3: Oscilagdes das intensidades (I) dos padrdes de difracio em fendas

multiplas, para vérios valores de N, o numero de fendas.

Note que a medida que o nimero de fendas aumenta, os maximos ficam
mais estreitos e separados uns dos outros. Esta ¢ justamente a grande virtude
da rede de difracao. Podemos usar estes picos estreitos e separados, para

medir comprimentos de onda com grande precisao.

A posicao dos maximos e minimos é dada pelas mesmas Equagoes 13.4
e 13.5 que utilizamos para a fenda dupla. Todos os parametros sao definidos
da mesma maneira, sendo que d é a separacao entre duas fendas adjacentes

da rede, sendo assumido que este valor ¢ igual para todas.
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Atividade experimental: rede de difracao

1. Substitua as fendas das medidas anteriores por uma rede de difragao.
Veja escrito na rede, o nimero N de linhas/mm. Neste caso, calcule a

separacao d = 1/N entre duas linhas adjacentes.

2. Identifique o plano do anteparo, medindo a distancia z correspondente.
Note que agora a distancia do plano da rede até o anteparo deve ser

muito menor do que nos casos anteriores. Anote o valor de z.

3. Meca as posigoes dos trés primeiros maximos adjacentes, a direita e a
esquerda do maximo central. Sugestao: atribua a coordenada z = 0 a

posicao do maximo central.

4. Estime a incerteza em suas medidas de posicao. Para isto, procure

medir a largura da regiao de maximo.

Analise de dados

1. Quais sao as equacoes que relacionam as dimensoes da abertura re-
tangular, fendas dupla e rede de difracao, com a posicao angular dos
maximos de seus respectivos padroes de interferéncia e com o compri-

mento de onda \?

2. Qual é a equacao que relaciona a posi¢ao angular do primeiro minimo
de difracao em abertura circular, com o diametro dela e o comprimento

de onda.

3. Faca uma tabela com todas as suas medidas. Lembre-se de colocar

unidades nas grandezas dimensionais.

Fenda simples Fenda dupla Rede de difracao
ac Hme HXC H |z O Hjjat Hme H|XC H|Z H|eC H|[at Ime HXC ) [ZC H|HC )
Ax AO Ax AO Ax AO

Figura 13.4: Tabela de dados.
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10.

11.

. Faga um grafico de senf versus m/a para as medidas com abertura

retangular. Vocé pode plotar os pontos medidos com as fendas de
diferentes larguras, no mesmo grafico. Use simbolos diferentes para
cada grupo de dados e inclua as barras de erro devidas a incerteza no
angulo 6.

Obtenha o valor de A do laser usado, a partir do seu grafico.

. Faca um grafico de senf,,;, versus a~! para as medidas com abertura

circular.

Obtenha novamente o valor de A do laser usado, a partir do seu grafico.

. Faga um grafico de senf versus m/d para as medidas com fenda du-

pla. Vocé pode plotar os pontos medidos com as fendas de diferentes
separagoes, no mesmo grafico. Use simbolos diferentes para cada grupo

de dados e inclua as barras de erro devidas a incerteza no angulo 6.

Obtenha mais uma vez o valor de A do laser usado, a partir do seu

grafico.

Faca um gréfico de senf versus m/d para as medidas com a rede de

difracao e inclua as barras de erro devidas a incerteza no angulo 6.

Obtenha o valor de A do laser usado, a partir do seu grafico.
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