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Introducao:

Neste plano de trabalho, buscaremos tratar das funcdes ditas
quadraticas, ou funcbes de 2° grau. Consideramos que a abordagem deste
conteldo em matematica busca contemplar quatro aspectos essenciais:
introducédo do tema, tracando uma conexdo direta com dois conteudos vistos
anteriormente: equacgfes do 2° grau e funcdes afins; aspectos operatorios, de
forte teor algébrico; a construcdo do gréafico da fungcdo, seus pontos-chave e
elementos fundamentais; e, por fim, a contextualizacdo do tema em problemas
e aplicacbes diversas. O foco deste plano de trabalho € o cumprimento da
parte conceitual da implementacdo da idéia de funcdes quadraticas, que
entendemos cobrir as trés etapas iniciais.

Neste sentido, procuramos fundamentar inicialmente seu terreno de
atuacao, relembrando aspectos operacionais das equacdes de segundo grau, a
férmula geral (nossa conhecida férmula de Bhaskara), tracando um répido
histérico do desenvolvimento deste dispositivo de célculo que proporemos no
apéndice, como instrumento para discussdo e debate. Em seguida, faremos
uma rapida recapitulardo com exercicios simples e diretos, unicamente com o
intuito de reavivar as etapas para o célculo destas equacdes. Apds esta etapa,
propbe-se uma breve discussdo conceitual sobre o0s aspectos que
diferenciaram a equacao de 1° grau das fun¢des de 1° grau, para que, de modo
analogo, possamos fazer a mesma transposicdo no contexto das equacfes
quadraticas. Assim, acreditamos que daremos conta de observar as duas
primeiras etapas a que nos propomos tratar.

Para a etapa seguinte pretendemos trabalhar com o applicativo (app.)
disponivel no site Chorme Web Store’ chamado graph.tk, que lida com a
construcdo de gréficos de funcdo. O objetivo € demonstrar ao aluno como 0s
elementos fundamentais do grafico da paradbola — o grafico de uma funcgéo
quadratica — podem influenciar a construcdo do mesmo.

Por fim, proporemos algumas situa¢des onde func¢des de 2° grau podem
se fazer claramente presentes, e de que modo podemos nos utilizar de suas
especificidades para solucionarmos problemas contextualizados. Também
entendemos que, nesta etapa, a diferenciacdo entre matematica num contexto
puro e num contexto aplicado pode ser muito interessante. Por isso,
proporemos também situagBes problema que envolvam apenas elementos
essencialmente matematicos , sem uma contextualizagao extrinseca.

Para a implementacdo deste plano de trabalho, serdo necessarios
quatro tempos de cinquenta minutos, e sua avaliagdo se dara ao longo da
execucdo das atividades propostas, com destaque para a confeccdo de
relatorio proposto na atividade 2.

! (https://chrome.google.com/webstore/category/apps?utm_source=chrome-ntp-icon)



https://chrome.google.com/webstore/category/apps?utm_source=chrome-ntp-icon

Atividade 1

e Habilidade Relacionada: H48 - Resolver situacfes-problema
envolvendo equacéo do 2° grau.

e Pré-Requisitos: Equagfes quadraticas.

e Tempo de duracao: 100 min.

e Recursos Educacionais Utilizados: Folha de exercicios.

e Organizacao da turma: Duplas.

e Objetivos: Recapitular o processo operatorio para a solucdo de
equacdes quadraticas.

e Metodologia: Apresentacdo breve do processo histérico que levou a
solucéo de equacgBes quadraticas e posterior execucado de exercicios de
revisdo sobre o conteudo citado.

Vamos Relembrar

Vamos comecar pela definicéo:

Chamamos de equacdo do 2° grau — ou equacdo quadratica — na
incégnita x, toda equacao cujo maior expoente de incégnita na forma :

ax2+bx+c=0
€ igual a dois.

Obs: Este é o formato denominado forma reduzida de uma equacéo
quadratica. Toda equacdo quadratica pode ser traduzida neste formato.

De fato chamamos a equacdo de quadratica porque ela envolve o
guadrado da incégnita em questdo. Temos ainda que a, b e ¢ sdo coeficientes
reais (pertencem ao conjunto dos ndmeros reais), e sdo chamados,
respectivamente, de coeficiente quadratico, coeficiente linear e coeficiente
constante ou termo independente.

Glossario:

e Coeficiente: é o fator multiplicativo de um termo num polinémio, nao se
confundindo com a parte literal (incognita).

e Equacdo: (aequatio,6nis ‘igualacdo, reparticdo igual; igualdade)
igualdade entre duas expressdes matematicas.

e Incognita: valor a ser determinado na solu¢cdo de uma equacéo.

Obs,: Lembre-se: cada coeficiente é definido pelo grau da incégnita que
acompanha, independente da ordem dos termos! Assim, o coeficiente
quadratico (a) € sempre aquele que acompanha x2, o coeficiente linear (b)
sempre acompanhard x, e o termo independente (c) é aquele que “anda
sozinho”!



Assim, sdo exemplos de equacédo quadratica:

5x2+41x-2=0 X2 =49 x2-x=10

1) Determine quem sé&o os coeficientes a, b e ¢ das equacgdes abaixo, em
suas formas reduzidas:

7X?-3x+4=0 9> +x-3=0 -12x2-5x-1=0
a= a= a=

b= b= b=

C= C= c=
4x—-2x2-6=0 3-12x2+5=0 10-13x+9=0
a= a= a=

b= b= b=

C= c= c=

x2-5=0 8x2+40x=0 3x2 =27

a= a= a=

b= b= b=

C= C= Cc=

4x2 = 23 2X2-X—x2=3x—-5 2x(x—=1)=0
a= a= a=

b= b= b=

C= c= c=

2) Determine, se possivel, quais sdo as raizes das equacdes quadraticas
abaixo:

9x2-18=0 X2-4x+4=0 10x2+72x-64=0
X2-6x+8=0 X2+6x+9=0 3x2-10x+3=0
X2-2x+1=0 8x2+40x=0 3x2-27=0

4x? = 256 x?2-10x+25=0 2x(x-1)=0



Vamos aqgora lidar diretamente com a idéia de funcao
guadratica

Relembrando agora a idéia de funcéo, temos que uma funcdo € uma regra ou
relagdo, que liga um conjunto dominio (conjunto de entrada) com um conjunto
contradominio (conjunto de valores de saida) de tal maneira que:

1) Cada elemento do dominio esta associado a apenas um elemento do
contradominio;

2) Todos os elementos do dominio possuem um correspondente no
contradominio, de modo que ndo sobre ninguém sozinho no dominio.

Para o caso especifico das funcdes definidas como sendo funcbes de
primeiro grau, temos que sua forma reduzida é:

fx)=ax+b
Onde:
a = coeficiente angular, ou declividade da reta. Ele influencia diretamente o
angulo de inclinagdo de nossa fungcdo, de modo que, quanto mais ele se
aproxima de zero, mais proxima a nossa reta se aproxima de uma paralela ao
eixo X, assemelhando-se a uma funcdo constante. E quanto mais se afasta de
zero, mais a reta se aproxima de uma paralela ao eixo y.

b = coeficiente linear. E o coeficiente b que desloca nossa reta ao longo do
eixo X.

Ja as fungdes quadraticas sao fungdes polinomiais da forma:

flz)=ax® +bx +c
Onde a # 0.

\ O grafico de uma fungdo quadratica,

Vo diferente das fungdes afim, n&o forma uma

T reta, mas uma parabola, cujos elementos
oT fundamentais séo:

I/ 1) Raizes: Ou zeros da funcio. S3o os
N valores de x cuja imagem € 0, ou seja, 0S
+ pontos em que a funcdo “corta” o eixo x.
Por isso, séo as solugdes

buscadas na férmula de Bhaskara. O numero de raizes reais depende do valor
do discriminante, nosso famoso delta. Lembre-se:

A =8 — dac
Onde:

. Para A > IJ-afungzélo tera duas raizes.


http://pt.wikipedia.org/wiki/Fun%C3%A7%C3%A3o_polinomial
http://pt.wikipedia.org/wiki/Par%C3%A1bola

. Para &= Gsafungéo tera apenas uma raiz.
. Para A < IJ-afunc;z?lo nao tera raizes reais.

2) Vértice: Ponto mais extremo da parabola. Se a funcdo é dita crescente, €
seu ponto minimo. Se a funcédo € dita decrescente, € seu ponto maximo. Este
ponto possui coordenadas definidas da seguinte forma:

b A
(chrtioc - _E_-Krcrtioc - _E

Como vimos, a forma candnica (ou reduzida) de uma funcéo quadrética é
f(x) =ax2+bx +c

Onde, de modo anélogo a funcdo afim, temos:

e O coeficiente a controlando a “abertura” de nossa parabola. Quanto
maior o modulo de a, mais estreita ficard a nossa parabola. Quanto
menor o modulo de a, mais aberta nossa parabola sera. O coeficiente
a também influenciara diretamente a concavidade de nossa parabola,
determinando se a fungcdo sera crescente ou decrescente. Se o a for
positivo, teremos a concavidade voltada para cima, determinando uma
funcdo crescente. Se nosso coeficiente a for negativo, nossa parabola
tera a concavidade voltada para baixo, o que determinard uma funcao
decrescente.

e O coeficiente b e a, juntos, controlam o eixo de simetria da parabola (e
também a coordenada do x do vértice).

e O coeficiente b sozinho é a declividade da parabola ao cortar o eixo y.

¢ O coeficiente ¢ determina a altura da parabola, ou seja, € o ponto onde a
pardbola corta o eixo y.

Atividade 2

e Habilidade Relacionada: HO2 — Associar pontos no plano cartesiano as
suas coordenadas e vice-versa; H38 — Identificar o grafico de uma
funcao, a partir da correspondéncia entre duas grandezas representadas
em uma tabela; H48 — Resolver situa¢des-problema envolvendo
equacao do 2° grau; H62 — Reconhecer a representacao algébrica ou
grafica da funcdo polinomial do 2° grau; H66 — Reconhecer intervalos de
crescimento/decrescimento e/ou zeros de funcdes reais representadas
em um grafico

e Pré-Requisitos: Equagfes quadraticas.

e Tempo de duracao: 100 min.

e Recursos Educacionais Utilizados: Laboratdrio de informatica com o
software graph.tk instalado.



1)

2)

3)

4)

6)

7

8)

9)

Organizacéo da turma: Duplas ou trios.
Objetivos: Apresentar os elementos de um grafico de funcdo quadratica
e como eles influenciam o “comportamento” da fungéo.

Metodologia: Apés uma pequena apresentacado do programa graph.tk,
demonstrando suas funcionalidades proporemos as atividades a segquir,
para analise e discussao posterior com preenchimento de relatério que
sera parte de nossa avaliacao.

Digite no campo de descricdo das funcdes, aquelas funcbes com que
trabalhamos na atividade 1.
Compare os resultados encontrados por vocés e as raizes dos graficos
das fungbes que digitamos no campo de discricdo. Lembre-se da
definicdo de raizes da funcéo quadratica que acabamos de expor.
Debata com seu colega: o que ocorre com os gréaficos das funcbes
quadraticas cujas equacdes apresentam duas solucdes reais? E aqueles
que sO apresentam uma solucdo? E aqueles que nao apresentam
nenhuma solucao real?
Verifique se as coordenadas dos vértices dos graficos € condizente com
os valores de delta encontrados na solucdo das equagfes em questao.
5) Digite agora a fungdo y = x2 no campo de

descricdo. Em outro campo de descri¢cao (clique
no sinal de “+”), digite y = 2x2. As duas fung¢odes
aparecerdo sobrepostas. Digite, em um novo
campo de descricdo, a funcdo y = 5x2
Responda: Qual o coeficiente que estamos
alterando? O que podemos dizer com relacdo ao
valor do coeficiente em questdio e o
comportamento do gréafico da funcéo?

Ainda utilizando os graficos do topico anterior, digite as mesmas funcdes
em novos campos de descricdo, desta vez com a coeficiente em
guestdo com o sinal negativo. O que podemos dizer com relacdo ao
sinal do coeficiente em questdo e o comportamento do grafico da
funcdo?

Agora, digite numa tela em branco, a fungdo y = x2 + x. Em um novo
campo de descri¢cao, altere o valor do coeficiente b. Faga hovamente em
um novo campo de descricdo, com outro valor, desta vez, negativo. O
gue podemos dizer com relagdo ao valor do coeficiente em questdo e o
comportamento do gréafico da funcéo?

Agora, digite numa tela em branco, a funcdo y = x? + x. Em um novo
campo de descricdo, altere o valor dos coeficientes a e b. Faca
novamente em um novo campo de descricdo, com outros valores, desta
vez, negativos. O que podemos dizer com relacdo ao valor dos
coeficientes em questdo e o comportamento do grafico da funcao?

Digite agora, numa tela em branco, a funcdo y = x2 + 1. Em um novo
campo de descri¢do, altere o valor do coeficiente c. Faga novamente em
um novo campo de descricdo, com outro valor, desta vez, negativo. O
gue podemos dizer com relagdo ao valor do coeficiente em questdo e o
comportamento do gréafico da funcéo?



10) Escreva agora um relatorio descrevendo todas as atividades que vocé
realizou e as conclusdes tiradas para cada atividade proposta,
relacionando-as com as descricdes dos elementos dos graficos e dos
coeficientes das funcoes.



Avaliacao:

Reconhecendo a etapa de avaliacdo como de vital importancia para o
processo ensino-aprendizagem, e de suma importancia na fundamentagéo da
boa execucdo do plano de trabalho, observamos que esta etapa deve nédo
apenas envolver o conhecimento demonstrado pelo aluno na execucao de um
exame, mas todas as condi¢cbes variantes envolvidas no processo de
implementagdo do plano. Assim, entendemos que a avaliagdo deve ser tdo
abrangente quanto possa ser possivel, de modo que professor e aluno se
integrem nela conjuntamente. Observando o quanto, como, 0 que (e porgue) se
pode alcancar no desenvolvimento das competéncias relacionadas ao tema
proposto.

Ao longo da implementacdo deste plano de trabalho, as atividades
propostas devem ser executadas em dupla, 0 que exige a organizacédo de
etapas e responsabilidades na execucdo da atividade; ha ainda uma proposta
de debate de modo a incentivar a interpretacdo dos dados apresentados pelos
graficos. O intuito dessas discussbes € justamente de construir (e
posteriormente refinar) as informacfes e argumentos em questdo, e deverdo
ser levadas em conta na avaliacao das atividades.

No caso do exercicio individual proposto na atividade 2, estaremos
avaliando a aplicacdo dos conceitos vistos. Sao atividades com teor mais
pratico, exigindo maior capacidade de desenvoltura operativa bem como da
interpretacdo dos graficos e seus respectivos comportamentos de modo a
consolidar no aluno o aparato conceitual em questao.

Além de também utilizar o relatério proposto ao cabo dos exercicios
realizados ao longo da atividade 2 como instrumento efetivo de avaliacdo, cabe
ressaltar que as habilidades e competéncias a serem desenvolvidas ao longo
da implementacéo de todo o plano de trabalho, como dito ainda na introducéo,
sdo avaliadas no ambito da execucdo das tarefas (individualmente e
coletivamente).
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Apéndice:

A historia da equacédo quadratica

As equacdes quadraticas jA ocupavam
matematicos babilbnicos desde cerca de 2000 a.C.
segundo demonstram algumas placas de argila
descobertas em sitios arqueolégicos onde hoje é o
Ird. A principal aplicacdo destas equacdes eram as
mensuracdes de terrenos (areas e perimetros).

Nos Sulba Sutras (livros que determinavam
regras para praticas religiosas) da antiga India, por
volta do século VIl a.C. as equacbes quadraticas na

DIOPHANTI

ALEXANDRINI -
ARTTHMETICORV M
LIDRL anX,

forma ax> = ¢ e ax’* + bx = ¢ eram investigadas
utilizando-se um método geométrico, com o intuito de
construir altares adequados para as cerimonias
religiosas do antigo hinduismo. Matematicos da
Babilonia do século IV a.C. e chineses do século Il gL L) Dol
usaram também métodos geométricos — estes RS
chamados de métodos de disseccao (onde repartimos ey enss ke
a figura em figuras cada vez menores, de modo a reorgainza-ias nuina nyufa
com 0s mesmos atributos) — para resolver equagdes com raizes positivas, 0
gue evidencia o carater pragmatico de suas investigactes. Por isso mesmo,
nunca desenvolveram uma férmula geral, mas apenas solu¢Bes para tipos
especificos de problemas.

Euclides de Alexandria, o famoso matematico grego, também se
aventurou pelas equacbes quadraticas, apresentando uma abordagem
puramente geométrica, propondo um método geral, como era de se esperar de
um matematico grego. Mais tarde, em sua obra Arithmetica, Diofanto de
Alexandria, no século Ill a.C. resolveu uma série de equacdes quadraticas,
mas apenas fornecendo uma raiz positiva (mesmo que a equacdo admitisse
duas raizes positivas).

Em 628 d.C. Brahmagupta, um matematico indiano deu a primeira
solucdo explicita (embora ainda ndo apresentasse uma solugédo geral) para
equacbes quadraticas na forma ax2 + bx = ¢ em seu livro
Brahmasphutasiddhanta. Mais adiante, no século XII d.C., outro matematico
indiano, chamado Bhaskara Akaria — considerado o0 mais importante
matematico do século, preencheu algumas lacunas na obra de Brahmagupta,
em suas obras Vija-Ganita e Lilavati.

O persa Muhammad ibn Musa al-Khwarizmi no
século IX, inspirado por Brahmagupta, desenvolveu um
conjunto de férmulas que valiam para solugdes positivas.
Al-Khwarizmi vai ainda além: propfe uma solugédo
completa e geral para equacdes quadraticas, aceitando
uma ou duas solugdes. No entanto, embora al-Khwarizmi
nao aceitasse solucdes negativas, matematicos islamicos
posteriores admitiam solu¢cdes negativas, bem como
nameros irracionais.

K

2 CCBO)
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Assim, para equacdes quadréaticas sob a forma reduzida ax? + bx + ¢ = 0, Al-
Khwarizmi formalizou a seguinte solucao:

ar’ +br+c=0%&

(4a)(ax? + bx + ¢) = (4a) - 0 &
da*z? + dabxr + dac =0 &
(2ax)* + 2(2ax)b = —4dac <

(2ax)? + 2(2az)b+ b* = —dac + b* &
(2azx + b)? = b? — dac &

2ax + b] = Vb — dac

Onde temos
(2az + b) > 0 (2az +b) <0
2ax +b = /b — dac & 2ax + b= —/b? — dac

2ar = vV —dac—b e 2ar = —vVb? —dac—-b =

= —b+y_’zb§—4ac i~ Vb2 —dac
I} Za
E, portanto,
—b+vb9 —dae
VPR Sy
2a 1 —b 4+ +/b? — dac
Tr = = T =
—b—/FF—dac _, . 2a
2a 2

Que chamamos de Férmula Geral de Resolucéo da Equacao do 2° Grau, ou,
comumente de Féormula de Bhaskara — embora ndo tenha sido ele o autor
desta féormula.
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