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INTRODUCAO

Este plano de trabalho tem por objetivo permitir que os alunos percebam a aplicabilidade dos
conteddos denominados “Introducdo a Geometria Espacial” para resolucdo de problemas que

através de assuntos do cotidiano visando um melhor entendimento.

Geometria Espacial é o estudo da geometria no espago, em que estudamos as figuras que
possuem mais de duas dimensdes. Essas figuras recebem o nome de sélidos geométricos ou
figuras geométricas espaciais e sdo conhecidas como: prisma (cubo, paralelepipedo),

pirdmides, cone, cilindro, esfera.

Estudar geometria, ajuda o aluno desde os primdrdios de seus estudos a raciocinar , a pensar e
desenvolver sua criatividade , conhecendo formas e objetos estabelecendo suas caracteristicas
préprias, independente da area que ele pretende cursar. Existem exemplos de aplica¢fes do

uso da geometria espacial nas construgdes em geral, na Arte e Arquitetura.

No geral, serdo necessarios doze tempos de cinquenta minutos para explicacGes e fixacdo da

aprendizagem aliado a realizacdo de avaliagdo escrita.



DESENVOLVIMENTO

Atividade 1 : Compreender os conceitos primitivos da geometria espacial

Habilidade Relacionada: - Reconhecer as posi¢Ges de retas e planos no espago.

Pré-requisitos: Nenhum

Tempo de Duracgdo: 100 minutos

Recursos Educacionais Utilizados: Data show video aula.

Organizacao da turma: Individual.

Objetivos:Reconhecer a existéncia dos pontos retas e plano, bem como suas

caracteristicas e posi¢des relativas.

Metodologia adotada: Serd apresentado um video com o intuito de esclarecer o0s
conceitos primitivos de ponto, reta e plano. Dando continuagdo serdo mostradas
também figuras ilustradas demonstrando o uso no cotidiano. Ao final sera aplicado um

exercicio de fixacdo para analise do conhecimento adquirido.



Apresentacéo da video — aula:
Video aula: http://www.youtube.com/watch?v=eZx05a_FgRA

« C www.youtube.com/wa
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Ponto, Reta e Plano

Definicoes
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A partir da video aula vamos desenvolver os conceitos primitivos.

Ponto, reta e plano

Entes primitivos

A definicédo dos entes primitivos ponto, reta e plano é quase impossivel, 0 que sabe-se muito

bem e aqui serd o mais importante é sua representacdo geométrica e espacial.

Representacéo, (notagéo)

— Pontos serdo representados por letras latinas maiudsculas; ex: A, B, C,...

— Retas serdo representados por letras latinas mintusculas; ex: a, b, c,...

— Planos serdo representados por letras gregas minusculas; ex:



Representacdo grafica
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Postulados primitivos da geometria, qualquer postulado ou axioma é aceito sem que seja

necessaria a prova, contanto que nao exista a contraprova.

1° Numa reta bem como fora dela ha infinitos pontos distintos.

2° Dois pontos determinam uma Unica reta (uma e somente uma reta).

0

A h

A, B e C sdo colineares. A, B e C ndo sdo colineares.



4° Trés pontos determinam um unico plano.

5° Se uma reta contém dois pontos de um plano, esta reta esta contida neste plano.

6° Duas retas sdo concorrentes se tiverem apenas um ponto em comum.

Observe que 75 ={H} Sendo que H est4 contido na reta r e na retas.

Outros exemplos ilustrativos:




hitp: / /matheusmathica.blogspot.com
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Axiomas
Axiomas, ou postulados (P), sdo proposi¢des aceitas como verdadeiras sem demonstracéo
e que servem de base para o desenvolvimento de uma teoria.

Temos como axioma fundamental: existem infinitos pontos, retas e planos.

Postulados sobre pontos e retas
P1)A reta é infinita, ou seja, contém infinitos pontos.



P,)Por um ponto podem ser tragadas infinitas retas.
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P3) Por dois pontos distintos passa uma Unica reta.
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P4) Um ponto qualquer de uma reta divide-a em duas semi-retas.
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Postulados sobre o plano e o espaco

Ps) Por trés pontos nao-colineares passa um tnico plano.




Ps) O plano é infinito, isto €, ilimitado.
P7) Por uma reta pode ser tragada uma infinidade de planos.

Pg) Toda reta pertencente a um plano divide-o em duas regides chamadas semiplanos.

Pg) Qualquer plano divide o espaco em duas regides chamadas semi-espacos.

Posicdes relativas de duas retas
No espaco, duas retas distintas podem ser concorrentes, paralelas ou reversas:

Concarrentes Faralelas
ris ={F} e = { }
B oz
5 fog Y 4

5
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Eeversas

—
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Postulado de Euclides ou das retas paralelas

P10) Dados uma reta r e um ponto P 2 r, existe uma Unica reta s, tragada por P, tal que r //

S:
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Determinacdo de um plano
Lembrando que, pelo postulado 5, um Gnico plano passa por trés pontos néo-

colineares, um plano também pode ser determinado por:

e Uma reta e um ponto néo-pertencente a essa reta:

o duas retas distintas concorrentes:

11



e duas retas paralelas distintas:

Posic0es relativas de reta e plano
Vamos considerar as seguintes situacoes:

a) reta contida no plano

Se uma reta r tem dois pontos distintos num plano £, entdo r esta contida nesse plano:

Le geBe .
g
Ler eRBer

b) reta concorrente ou incidente ao plano

Dizemos que a reta r "fura” o plano £ ou que r e % sdo concorrentes

em P quando © " = £}

Observacgdo: A reta r € reversa a todas as retas do plano que ndo passam pelo ponto P.

c) reta paralela ao plano

12



Se uma reta r e um plano % ndo tém ponto em comum, entdo a reta r é paralela a uma
reta t contida no plano &; portanto, r //
riftetce=rila

Em £ existem infinitas retas paralelas, reversas ou ortogonais a r.

¥ /
P11) Se dois planos distintos tém um ponto em comum, entdo a sua intersec¢do é dada por
uma Unica reta que passa por esse ponto.
Perpendicularismo entre reta e plano

Uma reta r é perpendicular a um plano & se, e somente se, r é perpendicular a todas as

retas de @ que passam pelo ponto de interseccdo de r e .
#
e seumareta r é perpendicular a um plano £, entdo ela é perpendicular ou ortogonal a

j

)}:«H‘ lerlirluerlw

Note que:

toda reta de £

rl o
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 paraque uma reta r seja perpenciicular aum plano %, basta ser perpendicular a duas

retas concorrentes, contidas em

rlzserlt
=rl
8 et O oo

Observe, na figura abaixo, por que ndo basta que r seja perpendicular a uma Unica reta t de

para que seja perpendicular ao plano:

rnfo éperpendicular a

{iﬁcﬂ

Posigdes relativas de dois planos
Consideramos as seguintes situacoes:

a) planos coincidentes ou iguais

b) planos concorrentes ou secantes

Dois planos,  * “sA0 concorrentes quando sua intersec¢do é uma unica reta:
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c) planos paralelo

Dois planos, < ® £ sdo paralelos quando sua interseccao € vazia:

alf = wr =1
Perpendicularismo entre planos

Dois planos, % * “ sdo perpendiculares se, e somente se, existe uma reta de um deles que

é perpendicular ao outro:

Observagdo: Existem infinitos planos perpendiculares a um plano dado; esses planos podem

ser paralelos entre si ou secantes.

15



Exercicios:

1. Analise as seguintes afirmacdes, a seguir escreva nos parénteses (V) se for verdadeiro ou

(F) se for falso.

() Existem dois planos distintos, passando ambos por um mesmo ponto e perpendiculares a

uma reta.

() Se dois planos forem perpendiculares, todo plano perpendicular a um deles sera paralelo ao

outro.
() Duas retas paralelas a um plano sdo paralelas.

() Se dois planos forem perpendiculares, toda reta paralela a um deles sera perpendicular ao

outro.
() Uma reta perpendicular a duas retas concorrentes de um plano € perpendicular a esse

plano.

2. (Ufba) Na(s) questdo(des) a seguir escreva nos parénteses a soma dos itens corretos. Sobre

pontos, retas e planos, pode-se afirmar:

(01) Por trés pontos, passa uma Unica reta.

(02) Por trés pontos, passa um unico plano.

(04) Por um ponto fora de um plano, passa uma Unica reta perpendicular a esse plano.

(08) Planos paralelos interceptam duas retas distintas quaisquer, determinando sobre elas

segmentos proporcionais.

(16) O plano que contém uma perpendicular a outro plano é perpendicular a esse segundo

plano.

(32) Toda reta paralela a um plano é paralela a qualquer reta desse plano.

Soma ()
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3. Ser e s sdo duas retas paralelas a um plano a entdo:

a) r e s se interceptam;

b) r e s sdo paralelas;

C) r e s séo perpendiculares;
d) r e s sdo reversas;

e) nada se pode concluir.

17



Atividade 1 : Conhecendo os Poliedros e suas planificagdes

e Habilidade Relacionada:
- Relacionar diferentes poliedros ou corpos redondos com suas planificagoes .

- Identificar e nomear os poliedros regulares.

e Preé-requisitos: Conceitos de ponto, reta e plano e poligonos regulares

e Tempo de Duracgdo: 100 minutos

¢ Recursos Educacionais Utilizados: Folha de exercicios, lapis ou caneta hidrogréafica.

e Objetivos: Conhecer e nomear os poliedros regulares por meio de sua planificacéo.

e Organizacdo da turma: Individual
e Metodologia adotada: sera passado ao aluno conteudos relacionados para o

conhecimento de poliedros e mostrando suas planificacbes com o objetivo de

identificar e nomear . Ao final os alunos iréo resolver a folha de exercicios.

18



Poliedros
Chamamos de poliedro o sélido limitado por quatro ou mais poligonos planos,
pertencentes a planos diferentes e que tém dois a dois somente uma aresta em comum. Veja

alguns exemplos:

==
1
1
i
1
'
'
1

Os poligonos séo as faces do poliedro; os lados e os vértices dos poligonos sdo as arestas e

os Vvértices do poliedro.

Poliedros convexos e concavos
Observando os poliedros acima, podemos notar que, considerando qualquer uma de suas
faces, os poliedros encontram-se inteiramente no mesmo semi-espaco que essa face
determina. Assim, esses poliedros séo denominados convexos.
Isso ndo acontece no ultimo poliedro, pois, em relacéo a duas de suas faces, ele ndo esta

contido apenas em um semi-espaco. Portanto, ele € denominado céncavo.

Classificacao

Os poliedros convexos possuem nomes especiais de acordo com o numero de faces, como
por exemplo:

o tetraedro: quatro faces

e pentaedro: cinco faces

o hexaedro: seis faces

19



o heptaedro: sete faces
e oOctaedro: oito faces

e icosaedro: vinte faces

Poliedros regulares

Um poliedro convexo é chamado de regular se suas faces sdo poligonos regulares, cada
um com o mesmo namero de lados e, para todo vértice, converge um mesmo nimero de
arestas.

Existem cinco poliedros regulares:

Poliedro Planificagéo Elementos

4 faces triangulares

4 vértices
6 arestas
Tetraedro
: : 6 faces quadrangulares
I i : 8 vértices
' 12 arestas
Hexaedro

8 faces triangulares

AY

V/ 6 vértices
: 12 arestas
Octaedro
/, A : .\\ o Lkl Palt
|IL_-_4‘ \; { 1' " 12 faces pentagonais
K ;_ &, e AR RN 20 vértices
W o - e 30 arestas
Dodecaedro f,.f’“ I\ \
\ - o) /
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Icosaedro

20 faces triangulares
12 vértices

30 arestas

Diferenca entre poliedros e corpos redondos

Geometria

Poliedros e corpos redondos

F P D C

Dizemos que objetos que se parecem com
essas figuras sdo poliedros. Os poliedros sdo
formados de vdrias faces planas.

& A & S

Agora observe essas outras figuras. Elas nio se parecem
com poliedros porque tem superficies arredondadas.
Essa familia é chamada de “corpos redondos™ e todos os
objetos dessa familia podem rolar.

21



Exercicios:
12 questdo:

aanioraces) Veja abaixo as planificagbes de alguns solidos geométncos que os alunos receberam para montar,

& O

Fabio i Maria Paulo

Tania
Diana
Quais desses alunos receberam planificacses de piramide?

A) Diana e Paulo,
B) Diana e Laura.
C) Fabic e Maria,
D) Laura e Tania.
E) Paulo e Tania.

22 questdo:

110025R, Observe os sélidos geométricos abaixo.

7 A

1 2 3 4

Desses sélidos, quais sfo poliedros?
Ale2

B)1ed

C)2e3d.

D)2e4,

E)3ed.

32 questéo:

annnenEs) Oheerve O ol sbakes.

A Bgura gue represants a planficacio desse cubo &

Ay B
L] L |

=) =3}
(. |

[ 54 I
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42 questao:

Mo20s7SA A figura abaixo mostra um prisma triangular reto.

A planificac8o desse prnsma &

A) B8)

= i v

52 questéo:

(12028249 O desenho abSIXo Mostra uma caixa composta por faces quadradas e irlangulares

A planificacgho que representa essa caixa @
A) B)
<) D)
E)

23



62 questdo:

m1o14sag; Veja o octaedro regular abaixo.

A planificacdo que melhor representa esse octaedro regular é

Y S
k4

~ &

24



72 questdo:

iM1100s2cE) A figura representa a parte interna de uma caixa de fosforos.

O molde utilizado na confecgdo dessa caixinha é

A)

B)

C)

D)

E)

25



82 questéo:

m10005ecE) Magda recebeu um presente dentro de uma caixa que depois de desmontada ficou igual
a figura abaixo.

N\

»

O modelo que representa a caixa que Magda recebeu o presente &

A)

B)

C)

D)

E)

26



Atividade 3 : Conhecendo a relacdo de Euler

Habilidade Relacionada:

- Identificar a relagdo entre o numero de veértices, faces e/ou arestas de poliedros

expressa em um problema (Relagédo de Euler).

Pré-requisitos: Poligonos regulares, nomenclatura e planificacdo de poliedros

Tempo de Duracgdo: 100 minutos

Recursos Educacionais Utilizados: Folha de exercicios, Canudos e barbante.

Organizacao da turma: Em dupla

Objetivos: Conhecer a relacdo entre face, vértice e arestas por meio da relacdo de

Euler

Metodologia adotada: Sera mostrada a Relacdo de Euler, relacionando a dependéncia
entre face, vértice e arestas, com exemplos e exercicios de fixacdo. Ao final da aula
sera aplicada uma atividade pratica de construcdo de sélidos e a partir dela extrair o

namero de faces, arestas e vertices para anélise do conhecimento adquirido.
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Relacéo de Euler

Em todo poliedro convexo € valida a relacdo seguinte:

Em que V é o numero de veértices, A € o nimero de arestas e F, o nimero de faces.

Observe os exemplos:

V-A+F=2

V=8 A=12 F=6
8-12+6=2

1 _
|
L

V=12 A=18 F=38
12-18+8=2

Outros exemplos:

Exemplo 1

Determine o nimero de faces de um solido que possui 10 arestas e 6 vértices.

Resolucgéo:
V-A+F=2
6-10+F=2
4+F=2
F=4+2
F=6

Portanto, o sélido possui 6 faces.

28



Exemplo 2

Determine o nimero de vértices da piramide quadrangular a seguir:

Visivelmente podemos afirmar que a piramide possui 5 vértices, 5 faces e 8 arestas. Vamos

agora demonstrar que a relacdo de Euler é valida na determinacao dos elementos da piramide

de base quadrangular.

Resolucgéo:
Vértices
V-A+F=2
V-8+5=2
V=2+3
V=5

Arestas
V-A+F=2
5-A+5=2
-A=2-10
-A =-8Xx(-1)
A=38

Faces
V-A+F=2
5-8+F=2
-3+F=2
F=2+3
F=5

29



Podemos notar que a relagdo de Euler é realmente valida na determinacéo dos elementos de

um sélido convexo.

Exemplo 3

O numero de faces de um poliedro convexo de 22 arestas € igual ao nimero de vértices.
Determine, utilizando a relacdo de Euler, o nimero de faces do poliedro.

Resolucéo:

Considerando que o numero de faces é igual ao nimero de vértices, podemos representar 0s

valores desconhecidos pela incdgnita x. Dessa forma, F=xe V = x.

Aplicando a relacédo de Euler:
V-A+F=2
X—22+x=2

2Xx =2+ 22

2x =24

x=12

Portanto, o nimero de faces do poliedro com 22 arestas é igual al12.

30



Exercicios:

1 - Num poliedro convexo, o nimero de arestas excede o0 nimero de vértices em 6 unidades.

Calcule o nimero de faces.

2 - Sabendo que um poliedro possui 20 vértices e que em cada vértice se encontram 5 arestas,

determine o nimero de faces dessa figura.

3 - Sabendo que em um poliedro o nimero de vértices corresponde a 2/3 do numero de
arestas, e 0 niumero de faces é trés unidades menos que o de vértices. Calcule o numero de

faces, de vértices e arestas desse poliedro.
4 - Quantas faces, arestas e vértices possuem o poliedro chamado de Hexaedro?

5 - Num poliedro convexo, 0 numero de arestas excede o nimero de vértices em 6 unidades.

Calcule o numero de faces
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AVALIACAO PRATICA DE MATEMATICA

1- Construcdo de um tetraedro regular (Piramide de base triangular)

Tome um fio de linha, passe-o através de trés pedacgos de canudo, construindo um triangulo e
o feche por meio de um nd. Agora, passe o restante da linha por mais dois pedacos de canudo,
juntando-os e formando mais um triangulo.

Finalmente, passe a linha por um dos lados desse tridngulo e pelo pedacgo que ainda resta,
fechando a estrutura com um sé nd. Essa estrutura representa as arestas de um tetraedro

regular e as etapas intermediarias da construgdo estao representadas na figura acima

A) Quantos Vvértices tem o tetraedro?
B) Quantas faces ?

C) Quantas arestas?
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2 - Construcao de uma Pirdmide de base Quadrada

A) Quantos Vvértices tem o tetraedro?
B) Quantas faces ?

C) Quantas arestas?

10
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AVALIACAO

A avaliacdo envolve aluno e professor e deve ser realizada de maneira que ambospossam
avaliar o quanto se desenvolveu cada uma das competéncias relacionadas aos temas
estudados. As tarefas (exercicios de fixacdo), a ser realizadas em dupla ou individual,
sdomeios para pesquisar as competéncias e habilidades adquiridas pelos alunos. Por isso, deve
ser pontuada.

E apropriado verificar os acertos dos alunos nas questdes relacionadas com o tema que
constardo no SAERJINHO. Este serd outro método de avaliagdo. Porem, nele o professor
podera verificar a aprendizagem ndo apenas no assunto que norteou este plano de trabalho,
mas também em conteudos estudados no bimestre anterior.

Aplicacdo de avaliacdo escrita individual (100 minutos) servird para a investigacdo da
capacidade de utilizacdo de conhecimentos adquiridos e raciocinio logico para resolver
problemas do cotidiano que envolvamsistemas lineares, seus métodos de solugdoe 0s outros

topicos estudados.

OBSERVACOES IMPORTANTES SOBRE ESTE PLANO DE TRABALHO

Ele foi preparado levando em consideracéo o tempo disponivel de aulas para a turma 2001
do CIEP 055 JOAO Gregdrio Galindo no ano letivo em curso (2014) e o grau de
conhecimento dos alunos. Informo que, infelizmente, ndo consta de atividades que envolvam
programas de geometria ou utilizacdo do computador porque momentaneamente esses

recursos estdo indisponiveis o que dificulta trabalhos desse tipo.
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