Patricia Furtado da Rosa Feital da Silva

Numeros Complexos

Trabalho apresentado ao Curso de Formacgédo Continuada
da Fundacdo CECIERJ — Consércio CEDERJ.
Orientadora: Maria Claudia Padilha Tostes (Tutora)
Grupo 2

32 série do ensino medio.

Seropédica
2013



1. INTRODUCAO

Este trabalho tem por objetivo apresentar o Conjunto dos Numeros
Complexos aos alunos, de maneira que a construcdo dos conceitos, propiciem uma
aprendizagem eficaz. Para iniciar farei uma abordagem historica do surgimento desses
numeros e falarei de sua aplicabilidade em alguns campos da engenharia.

Para comecar a abordagem histdrica utilizarei o texto: “A historia
conta” que abre o capitulo sobre os numeros complexos do livro Matematica Aula por
Aula (paginas 117 e 118). A partir da reflexdo sobre o texto, falaremos da importancia
da unidade imaginéria para facilitar os céalculos das raizes de indice par de nimeros
negativos.

Depois destas reflexdes iniciais, utilizarei 0os Roteiros de Agédo para
apresentar algumas atividades com o GeoGebra. Inicialmente utilizarei as atividades
que permitem notar a auséncia de raizes reais, depois apresentarei a representacdo
algébrica dos complexos e para finalizar trabalharei as operacdes com 0s numeros
complexos na forma algébrica. Como é um contetdo extenso irei dividi-lo em dois
momentos de 150 minutos cada, que serdo apresentados a seguir:

2. DESENVOLVIMENTO

+ O Conjunto dos Numeros Complexos e a Forma Algébrica
Pré-requisitos: OperacOes elementares com numeros reais; identificacdo de raizes de
uma funcdo a partir da sua representacdo grafica; determinacdo das raizes de uma
funcdo a partir da sua representacao algébrica.

Tempo de Duragdo: 150 minutos

Recursos: Computador com o GeoGebra instalado e um data-show, folhas para registrar
as atividades.

Organizacéo da Turma: Os alunos formardo duplas ou trios.

Obijetivos:

e Reconhecer 0s numeros complexos como mais uma ferramenta matematica;

e Identificar a representacdo algébrica dos nimeros complexos e sua representagdo
gréfica.



Metodologia:
Ap6s a leitura do texto “A historia conta™ pedirei que os alunos falem sobre
0 texto, nesse momento mostrarei a tela do GeoGebra que se encontra no arquivo A1R1.

Nesse momento ao mover o cursor do GeoGebra instigarei nos alunos a
necessidade da representacdo das raizes imaginarias das equacOes, solicitando que

registrem suas duvidas e conclusoes.
Chegou entéo a hora de abrir o arquivo A1R2 e apresentar a representacao

algébrica dos complexos no Plano de Argand-Gaus*. Nesta tela farei algumas perguntas
aos alunos e solicitarei o registro dessas conclusdes.

Perguntas:
1. Para comecar, vocé deve mover 0s pardmetros a e b e observar o que acontece com o0

ponto z.
2. Vocé consegue marcar qualquer ponto do plano alterando os parametros? Troque

ideias com seus colegas.
3. Vocé acha que o ponto z indicado no plano, pode representar um nimero complexo?
Por qué? Veja o que seus colegas pensam a respeito e tentem chegar a uma concluséo.

4. Diga o0 que cada um dos eixos do Plano de Argand-Gauss representa.



* Quando o plano é visto como um plano no qual podemos representar os nimeros complexos, ele é
chamado Plano de Argand-Gaus, em homenagem a dois matematicos importantes ndo apenas no estudo
dos nimeros complexos, mas, sobretudo por terem se dedicado a representacdo desses nimeros de
maneira geomeétrica.

Descritores Associados:

No curriculo minimo:
- Identificar e conceituar a unidade imaginaria.
- Identificar o conjunto dos nimeros complexos e representar um numero complexo na

forma algébrica.

Na matriz do saerj/saerjinho:

H46 - Reconhecer nimeros reais em diferentes contextos.

H36 — Efetuar célculo envolvendo operacBes com numeros complexos na forma
algébrica (para calcular é preciso saber representar).

3. AVALIACAO:

Os alunos serdo avaliados por seu envolvimento na dindmica da aula e
participacdo nas discussoes.

Além disso, faremos exercicios do livro didatico a medida que os conceitos
forem construidos, os alunos também fardo questdes adaptadas de provas anteriores do
saerjinho, visando a preparagédo para as mesmas.

Questdes:
1. Determinar as raizes da equagdo x2 - 2x + 2 = 0, utilizando nimeros complexos:
2. Obtenha o valor de x, de modo que z =6 + (2x — 4) seja real:

3. Dados os numeros complexos z; = 2 + 6i e z; = a + bi, sendo z; = z, determine o
valor de a e de b:

4. Calcule o valor de y de modo que o numero complexo z = (6y + 30) + 2i seja um
namero imaginario puro:



5. Observe o plano a seguir e escreva a forma algébrica dos nimeros complexos que
nele aparecem:
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=+ Operacoes com NUmeros Complexos

Pré-requisitos: OperacGes elementares com nameros reais; compreensao sobre as
representacfes dos niUmeros complexos.

Tempo de Duragdo: 150 minutos
Recursos: Computador e um data-show, folhas para registrar as atividades.
Organizacdo da Turma: Os alunos formar&o duplas ou trios.

Objetivos:
e Efetuar algebricamente operacGes com nimeros complexos.



Metodologia:

Para trabalhar as quatro operacOes basicas (adi¢cdo, subtracdo, multiplicacdo e
divisdo) e as poténcias de i seguirei 0 Roteiro de Acdo 3 até a pagina 14, que serdo
descritas a seguir e apresentadas aos alunos no data-show . Cada aluno recebera fichas
para registro das atividades (propostas no roteiro) e suas conclusdes sobre a construgao
dos conceitos.

Atividade 01
Soma e Subtracdo de Numeros Complexos

Nesta atividade, vocé terd contato com as operagdes de soma e subtracdo
envolvendo nameros complexos. Na verdade, vocé descobrird que elas muito se
assemelham a outros conceitos ja estudados anteriormente. Preparado?

Por exemplo, como fariamos a soma dos nimeros complexos z =2 e w = 4?

Uma vez que todo namero real € um ndmero complexo, tanto faz somarmos complexos
gue possuam apenas a parte real, apenas a parte imaginaria, ou ambas.

Um cuidado deve ser tomado: a unidade imaginaria i distingue a parte real da parte
imaginaria e, sendo cada parte de natureza distinta, ndo podemos simplesmente uni-las.
Assim, o procedimento de soma de dois nimeros complexos se assemelha ao de soma
de expressdes algébricas da forma ax + b.

Sob esta ética, temos, por exemplo:
z=2+3i;w=5+2i
Z+w=2+3i+5+2i=(2+5)+(3+2)i=7+5i
1. Agora efetue as somas z + w abaixo:
a.z=3;w=5

b.z=2i,w=4i

c.z=5w=23i

dz=2+3i;w=3

e.z=3+5i;w=3+2i

As respostas esperadas sdo: a) 8; b) 6i;c) 5+ 3i; d) 5+ 3i;e) 6+ 7i



Caso os alunos apresentem dificuldade, relembre com a turma o procedimento de
soma algébrica de expressdes da forma ax + b, onde devemos somar o0s termos
semelhantes.

Como vocé pode perceber, somar nimeros complexos pode ser tratado de modo
semelhante a soma de expressdes algébricas. Na verdade, descobriremos mais a frente
que a relacdo entre estes dois assuntos € ainda mais estreita.

Para o caso da subtracdo de nimeros complexos, mantendo a relacdo citada acima,
basta a troca de sinal da parte real e da parte imaginaria, seguindo com o agrupamento e
soma dos termos semelhantes como anteriormente.

Por exemplo:

z=5+2iiw=2+i
z-w=(5+2i)-2+i)=5+2i-2-i=(5-2)+(2-1)i=3+i
2. Agora, efetue z — w nos casos abaixo:
a.z=6+3i,w=2-4i

b.z=-2+4i; w=3-5i

C.z=3-5i;w=-2+4j

As respostas esperadas sdo: a) 4 + 7i; b) -5+ 9i; ¢) 5-9i.

Neste ponto, é necessaria atencdo para possiveis equivocos na troca de sinal. Os
itens b e c estdo com z e w invertidos. Isto nos mostra que, assim como acontece com 0S
nameros reais, a subtracdo ndo é comutativa, isto é, a ordem dos fatores altera a
diferenca. E importante comentar isso com a turma.

Como vimos, o procedimento para soma e subtragdo de nimeros complexos pode
ser resumido a operar com a parte real e com a parte imaginaria separadamente e, em
seguida, juntar as partes para formar um novo niamero complexo.

As atividades que vocé acabou de realizar levaram em conta apenas valores
inteiros para as partes real e imaginaria dos numeros complexos. Mas 0s numeros
complexos sdo muito mais que isso!

Na realidade, os valores podem ser quaisquer numeros reais e, para realizar a
soma/subtracdo em cada caso, basta seguir 0 mesmo procedimento que vocé realizou
anteriormente, s6 que agora com quaisquer complexos.



3. Tente agora efetuar as seguintes operacoes:
a.z=15+5,4i;w=-3,1-1,2i. Sendo assim, determine z + w.
b.z=-n+5,17i; w= 8,9 + 3,6i. Sendo assim, determine w - Z.

Dica: Tente fazer usando © = 3,14. Depois, calcule usando a representacao m, sem
aproximagoes.

C.z=44,3-18i;w=4,2+2,7i; v =-i. Sendo assim, determine z - w + V.

Pronto! Agora vocé j& é capaz de realizar somas e subtrages entre ndmeros
complexos quaisquer!

Vamos adiante?
O resultado esperado é: a) z+w =-1,6 +4,21i; b)w—-2z=12,04 -1,57i ou
w-z=89+xm-157i;¢c)z—w+v=40,1-55I.

Nesse caso, esperamos que os alunos percebam que as partes reais e imaginarias
podem ser compostas por quaisquer nimeros reais, inclusive, os irracionais!

Atividade 02

Multiplicacéo e Diviséo

Assim como fizemos na soma/subtracdo, podemos considerar a multiplicacéo e a
divisdo como uma opera¢cdo envolvendo a forma algébrica, da mesma forma que
fazemos com as expressdes algébricas.

E mais: vocé lembra da “racionalizagdo do denominador de uma fracao”? Esse €
um procedimento bastante efetuado no estudo de fragdes envolvendo expressoes
algébricas e nimeros irracionais. Sera utilizado aqui também!

1. Inicialmente, tente efetuar a operagdo z *w,comz=3+2iew =4
Resposta esperada: 12 + 8i.

Atencdo para possiveis equivocos na operacdo, como multiplicar apenas a parte
real e ndo a parte imaginéria.

2. Agora vamos complicar um pouco. Efetue a operacdo z * w,comz =2 +4ie
w = 3i. N&o se esqueca que, como i = ~/—1, podemos considerar que i% = -1.

Resposta esperada: -12 + 6i.



Certifique-se se os alunos compreendem que 4i * 3i = 4*3*i*i = 4*3*i2 = 12*(-1) = -12.
3. Efetuez*w,comz=2-3iew=5-1.
O resultado esperado é 7 — 16i.

A partir deste ponto, vocé ja deve estar em condicdes de efetuar o produto entre
dois complexos na forma algébrica. Mas, e a divisao.

4. Bom tente efetuar a seguinte divisdo: z:w,comz=6-4iew =2,

Resposta esperada: 3 — 2i.

Atencdo para possiveis equivocos na operacao, como dividir apenas a parte real, e
ndo a parte imaginaria.

Na divisdo onde o divisor € um numero real puro, basta dividir cada termo do
dividendo pelo divisor. Agora efetue:

5 z:w,comz=-9iew=3i.
6. z:w,comz=6-4iew=2i.
No item 5, eles provavelmente farido a “simplificaciao” de i, obtendo -9/3 = -3.

Ja no item 6, provavelmente o aluno tera algumas diavidas. Quanto é 6 dividido
por 2i? E permitido separar os termos quando a divisdo envolve nimeros complexos?

Explique a eles que sim, eles poderiam separar neste caso 0s termos 6 e -4i, mas
que isto ndo vai ajuda-los quando houver uma soma também no denominador.

Oriente-os para multiplicar em cima e em baixo por i, assim como fazemos com
as raizes reais.

O resultado esperado é -2 -3i.

Para efetuar uma divisdo onde o divisor possui parte imaginaria, faremos uso de
um artificio que vocé conheceu durante o0 estudo de numeros irracionais: a
racionalizacdo do denominador.

A divisdo de numeros complexos na forma a + bi pode ser vista do mesmo modo
gue uma divisdo de nameros irracionais na forma de radicais. Neste caso, quem executa
a tarefa de eliminar a parte imaginaria € o conjugado do nimero complexo.

Procure efetuar a seguinte divisao, utilizando esta ideia:

7. z:w,comz=4-3iew=2+I



Segue o calculo completo e a resposta esperada:

4_3,'.2_j=(4—3i)(2—i)=8—4i-6i—3 _3-10i _5-10i el

2+i 2-i (2+i)(2-7) 2* - 4+1 5

Com isto vocé ja tem condicGes de trabalhar com as 4 operacdes bésicas dentro do
conjunto dos numeros complexos.

Mas antes, vocé deve saber como trabalhar com as poténcias da unidade
imaginaria.

Responda a sequéncia abaixo:

8. Qual o valor de i*?

9. Vocé pode, a partir do valor de i%, obter o valor de i*? Como?
10. Agora que vocé tem o valor de i®, é capaz de calcular i*? Como?

11. O que aconteceu no momento em que calculou o valor de i*? VVocé consegue
explicar o motivo?

12. Obtenha os valores de i°, i, i’ e i®.

Respostas esperadas: 8) -1; 9) Sim, pois i*=i?*i=-1*i=-i;
10) Sim, poisi* = i**i=-i*i=-i?=-(-1)=1; 11) i*éigual ai’ = 1.
Ver comentario a seguir. 12) i* =i,i®=-1, i’ =i, i¥= 1.

Neste ponto, o aluno terd notado que ao elevar i & quarta poténcia, o resultado € 1,
um namero real, e elemento neutro da multiplicacdo. Enfatize isto, e mostre ainda a eles
que, como i* = 1, entdo s6 resta a i’ = i**i ser igual a i. Ao obter os valores de i, i e i, 0
aluno comecara a perceber que o resultado das poténcias de i é ciclico, isto &, de tempos
em tempos ele “volta ao inicio”, e a sequéncia de resultados se repete.

Notou algo “estranho”? Acontece que as poténcias de i formam uma sequéncia
que percorre um ciclo de valores: i, -1, -i, 1. Com isto, para saber o valor de qualquer
poténcia de i, basta verificar em que ponto da sequéncia a poténcia desejada se encontra.

Vamos verificar?
13. Calcule i%°.

Vocé javiuquei®=1,i*=i,i*=-1,i*=-i,i* = 1, i° = i, etc. Se continuarmos com

a sequéncia, logo notamos que i'° deve ser igual a -1.



Mas e se quiséssemos o valor de i***? E necessario encontrar um modo de no
precisar escrever a sequéncia completa todas as vezes... E ha um modo!!

Verificando os resultados das poténcias de i, podemos notar uma relagdo entre os
expoentes e os valores dos resultados.

14. Vocé consegue visualizar qual é esta relacdo? Explique a seguir.

Uma dica: esta relacdo refere-se ao “tempo” que leva até que um valor seja
repetido.

O aluno deve compreender aqui que, de quatro em quatro expoentes os valores
voltam a se repetir. Assim, i°=i;i®=i?=-1;i' =i®=-i; i® = i* = 1; etc.

Levarei os alunos a perceberem que a menor poténcia de i a qual uma poténcia
maior é equivalente € aquela dada pelo resto da divisdo do expoente por 4. Ou seja:
i=i" onde r é o resto da divisdo de k por 4.

Logicamente, r € {0, 1, 2, 3}

15. Encontre o valor das seguintes poténcias de i:
a) i*!
b) i87
C) i221
d) i1024

Respostas esperadas: i; -i; i; 1.

Descritores Associados:

No curriculo minimo:

- Calcular expressdes envolvendo as operagdes com numeros complexos na forma
algébrica.

- Calcular poténcias de expoente inteiro da unidade imaginaria.

Na matriz do saerj/saerjinho:
H36 — Efetuar calculo envolvendo operagfes com numeros complexos na forma
algébrica.



3. AVALIACAO:

Os alunos serdo avaliados por seu envolvimento na dindmica da aula e
participac¢do nas discussoes;

Além disso, faremos exercicios do livro didatico a medida que os conceitos
forem construidos, os alunos também fardo questdes adaptadas de provas anteriores do
saerjinho, visando a preparacdo para as mesmas.

Questdes:
1. Efetue as seguintes operacoes:
a. 3-2)+(1+3i)=

b. (2-4i)—-(2+4i)=
c. 12-3)-(A+i)+@B+7i)=
d (6+i).(6-1i)=
e. 1+2i).6-i)=
2. Calcule:
a. i12 -
b. =
C. i1601 —
d. i*=

3. Efetue as seguintes divisdes:

1+2i
a —=
1+3i
b. 2+i_ _
4+ 2i
443
C. - =
4-3i

4. (Saerjinho — 3°B/2012) Considere 0s nimeros complexos z =3 + 2iew =5 — 3i.
Qual é o nimero complexo que representa a soma z + w?

5+2i

5. (Saerjinho — 3°B/2012) Determine o quociente na forma a + bi:

3-i

6. (Saerjinho — 3°B/2012) Considere os nimeros complexos z = 4 + 5i e
w = - 2 + 6i. Qual é o numero complexo que representa a diferenca z - w ?
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