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Introducéo

A Geometria Analitica, também denominada de coordenadas geométricas, se baseia nos estudos da
Geometria através da utilizacdo da Algebra. Os estudos iniciais estdo ligados ao matematico francés
René Descartes (1596 -1650), criador do sistema de coordenadas cartesianas.

Os estudos relacionados & Geometria Analitica datam seu inicio no século XVII, Descartes, ao
relacionar a Algebra com a Geometria, criou principios matematicos capazes de analisar por métodos
geomeétricos as propriedades do ponto, da reta e da circunferéncia, determinando distancias entre eles,
localizagdo e pontos de coordenadas.

Uma caracteristica importante da G.A. se apresenta na definicdo de formas geométricas de modo
numeérico, extraindo dados informativos da representacdo. Com base nesses estudos, a Matematica
passa a ser vista como uma disciplina moderna, capaz de explicar e demonstrar situacGes relacionadas
ao espaco. As nocgoes intuitivas de vetores comegam a ser exploradas de forma contundente, na busca
por resultados numéricos que expressem as ideias da unido da Geometria com a Algebra.

Os vetores constituem a base dos estudos do espaco vetorial, objetos que possuem as caracteristicas
relacionadas a tamanho, direcdo e sentido. Os vetores sdo muito utilizados na Fisica, como ferramenta
auxiliar nos calculos relacionados a Cinematica Vetorial, Dinamica, Campo Elétrico entre outros
conteudos relacionados.

Os cientistas Isaac Newton e Gottfried Wilhelm Leibniz concentraram estudos na Geometria Analitica,
que serviu como base tedrica e préatica para o surgimento do Calculo Diferencial e Integral, muito
utilizado atualmente na Engenharia.



DESENVOLVIMENTO

Atividade 1: Estudo da reta
Pré-requisitos: plano cartesiano e angulos
Tempo de duragéo: 04 aula com 50 minutos

Recursos utilizados: Quadro branco e pincel.
Metodologia:

Estudo da Reta

1. Teoria Angular

Dado um plano cartesiano e uma reta r concorrente com o eixo x, chamamos de inclinacio de r a

medida «do angulo que r forma com o eixo X, angulo esse medido a partir do eixo x até a reta r no
sentido anti-horério.
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No caso em que r é paralela ao eixo x, a inclinagéo de r é definida como 0°.

Propriedades importantes
P1) Se duas retas de um plano cartesiano sdo paralelas, suas inclina¢fes sdo iguais.
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P,) Se duas retas sdo perpendiculares, a diferenca entre suas inclinacoes é 90°.
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Sendo r uma reta ndo paralela ao eixo y, coeficiente angular ou declividade de r é a tangente da

inclinacdo de r, que indicamos por m,. Assim:
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No caso em que r ¢ paralela ao eixo y, o coeficiente angular de r ndo é definido.

Consideremos no plano cartesiano a reta ndo paralela ao eixo y, determinada por dois pontos A
(Xa, Ya) € B (X8, Y8) (XA #Xs)
1e caso: 0° < < 90°
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22 caso: 90° < i< 180°
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Como Xg #Xa € VB = Ya,
podemos escrever:
M yp = LT
Kp—Xa

Conclusédo

Em qualquer dos casos, o coeficiente angular da reta é dado pela razdo entre a diferenga (Ay) das
ordenadas e a diferenca Ax das abscissas.



Y~ ¥a

Observacao — De acordo com o célculo exposto, mag = % — %4 ;

no entanto, podemos multiplicar o antecedente e o consequente da razdo por — 1 e ela ndo se
alterara, e obteremos:

Y5~ ¥a _ ¥a—¥p _ Ay

Map = X —Xa N X —Xp _E
Exemplos
1°) O coeficiente angular da reta que passa por A (1, 5) e B (3, 8) é:
Ay B-5 3
1-.“._.\..: === ==
Ax 3-1 2

2% O coeficiente angular da reta que passa por C (7, 2) e D (6, 2) é:
M = ﬂ =0
chr T 67 -
3% O coeficiente angular da reta que passa por E(5, 3) e F (5, 7) ndo é definido, pois Xg = X, e a
reta

EF¢ paralela ao eixo y.

Conforme vimos nos médulos anteriores, para sabermos se 0s pontos A(Xa, Ya), B(Xs, Yg) €
C(Xc, Yc¢) estdo alinhados, calculamos o determinante:

X, Y, 1
.':'l. = X'F'; Y‘p} 1.
Xe Yo 1

e verificamos se o valor desse determinante € zero. (Caso contrario formam um triangulo cuja area

1
) —|A
A= 'zl |.

Agora, porém, podemos verificar se trés pontos distintos estdo alinhados utilizando o conceito de
coeficiente angular.

Observe as figuras:
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Figura 1 Figura 2
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Na figura 1 as retas ABg BCiam inclinacdo diferentes (™ # DL2), pois A, B e C ndo estdo
alinhados. Assim, tg ™ #tg U’l, Ou Seja, Mag #Mpc.
Na figura 2, observamos que A,B e C estéo alinhados e, portanto,
Mag = Mac =tg @

Podemos afirmar que:

trés pontos A, B e C estao alinhados numa
reta ndo vertical quando m ,; = mp..

Se A, B e C estiverem em uma reta paralela ao eixo Y ndo poderemos calcular o coeficiente
angular. Todavia, nesse caso sera facil notar que Xa = Xg = Xc.
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Duas retas r e s ndo paralelas ao eixo y sdo paralelas entre si quando tiverem os coeficientes
angulares iguais.
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Assim:r// s ©tg % =tg “s
ou seja:

r//sem, =m,



Observacao — Se m, #m, as retas r e s ndo sdo paralelas, isto €, sdo concorrentes.

Duas retas r e s ndo paralelas ao eixo y sdo perpendiculares entre si quando tiverem os coefi-
cientes angulares com produto — 1.
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(Essa propriedade sera demonstrada quando estudarmos posicdes relativas de duas retas).

Importante — Se duas retas sdo perpendiculares, e nenhuma delas é paralela ao eixo y, o
coeficiente angular de uma delas é o oposto do inverso do coeficiente angular da outra.

01. Determine o coeficiente angular de cada reta abaixo.
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Resolucdo
a) my =1tg 60° = 3
A3
b) ".=1tg 120° = 5 (Iembre-se de que a inclina- ¢ao deve ser medida no sentido anti-horario)
c)mi=tg0° =

d) my, = tg 90° =m,
i _ﬂ__—l—ﬂ__i
e) oAy 4-1 3

02. Obter a para que os pontos A, B e C sejam colineares:
a) A(1, 3),B(2,5)e C(4, a)
b) A(4, _3)1 B(4) 0) e C(a, 7)



Resolugdo
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1 2

b) Xa = Xg =4 =A e B estdo na mesma vertical. Entdo, para que estejam alinhados devemos ter

N

Xe=Xa=Xg = 771

03. (PUC-SP) Os pontos A(k, 0), B(1, —-2) e C(3, 2) sdo vértices de um triangulo. Ent&o,

necessariamente:

a)k=-1

b)k =-2

c)k=2

d) k #-2

e) K #2

Resolucdo
Para termos um triangulo, os pontos A, B e C ndo sdo colineares, ou seja, Mag #Mgc.

3 _a_2
ﬂ+_;& — — = f=2
k-1 1-3

Resposta: E

04. No quadrilatero ABCD da figura, os lados AB e CD sdo paralelos. Determine o valor de a.

X (9,a)
y C
(1,5) —

0

05. ABCD é um losango com A(1, 5) e C(4, —2). Determine o coeficiente angular da reta suporte

da diagonal BD.

Resolugdo
Num losango as diagonais sdo perpendiculares. Entéo:

—F
ACLBD = m 4 -mpp, =1
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Atividade 2: Equacéo da reta

Pré-requisitos: plano cartesiano

Tempo de duragédo: 04 aulas com 50 minutos cada
Recursos utilizados: Quadro branco e pincel.
Metodologia:

2. Equacao Fundamental de uma Reta
Vamos determinar a equacao de uma reta conhe-cendo um dos seus pontos e a sua direcao.

Existem dois casos que devemos considerar:
* 1° caso
A reta tem coeficiente angular.

Seja r uma reta do plano cartesiano que passa pelo ponto Q (Xo , Yo) € tem coeficiente angular m.
Para determinarmos a equacao desta reta, consideramos um ponto P (X, y) e fazemos com que ele
tenha a propriedade caracteristica de r. Assim:

A y

* P(xy)

e Q(xo.¥0)

bl J

P(X,Y) er esmpg=m;
¥—¥a

Entdo: *—Xp=m

ou y=—¥p =m(x-x;)

Essa equacdo obtida é chamada equacéo funda-mental de r.

Exemplo
Obter uma equacéo da reta que passa pelo ponto A (3, 2) e tem coeficiente angular — 2.
Resolucéo
Y—=Yo=m(X—Xo)
y—2=-2(X-3)=y—-2=-2x+6
Assim, uma equacdo de r é:
2x+y—EB=0

« 22 caso
A reta ndo tem coeficiente angular.

Seja r uma reta do plano cartesiano que passa pelo ponto Q (Xo , Yo) € tem inclinagdo 90°. Para
deter-minarmos a equacao desta reta, consideramos um ponto P (x,y) e fazemos com que ele tenha a
propriedade caracteristica de r. Assim:

14
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® P(xy)
® Q(xoYo)
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P(X,y) el {;“'XPZXQ

Entdo: ~ o

Essa equacao obtida é a equacdo de r.

Exemplo

Obter uma equacéo da reta que passa pelo ponto A (3, 2) e é paralela ao eixo y.
Resolucdo

X = Xo , isto é, X = 3 é a equacao da reta.

01. (Ufes-ES) A equacdo da reta que passa pelo ponto (3, — 2), com inclinacdo de 60°, é:
Q) V3x—-y—-2-343=0

b) V3x —3y—6-3+43=0

C) V3x+y+3-243=0

d) V3x—y-2+243=0

e) V3x—y-543=0
Resolucdo
m =tg 60° = +3

Logo, y —Yo = m (X — Xo)
y+2=+3(x3) =2y +2=3x-343 = Bx-y-2-343=0

02. Dar a equacéo da reta que passa pelos pontos A (2, 5) e B (3, 4).
Resolugdo
Ya<Yp _5-4_
=

Hi AR = =
X4 —Xp

3

Y —Yo=m (X —Xo)
y-5=-1(x-2)
y-5=-x+2
Resposta: x +y—7=0

Observacéo — Utilizamos as coordenadas do ponto A para obtermos a equacao da reta, mas o
resultado seria 0 mesmo se utilizassemos as coordenadas do ponto B.

03. Qual é a equacao da reta r da figura abaixo?

15
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aQy=x+1 dy=x-1
byx+y-1=0 e)y=-x+1
C)x+y+1=0

Resolucdo

A reta r passa pelos pontos A (2, 1) e B (0, -1).
Assim:

Y= Yo =m (X—Xo)
y—-1=1-(x-2)=y-1=x-2
y=x-1

Resposta: D

3. Equacao Geral da Reta

Toda reta do plano cartesiano tem equacéo que pode ser escrita na forma: ax + by + ¢ = 0, em que
a, b e ¢ sdo conhecidos e a= 0 e b #0. Essa forma de equacdo é denominada equacao geral da reta.

De fato, supondo que A (Xa, Ya) € B (Xg , yg) sdo dois pontos distintos de uma reta r qualquer,
uma equacao de r é:

4
+¥
+ ¥

XYa + XaYs + XgY — XaY — XgYa— Xyg =0
(Ya—YB)X + (X — Xa)Y +(XaYB — XBYA) =0
Fazendo ya — Ys = a, Xg — Xa = b € XaYs — XgYa = C, temos:

ax+by+c=0

onde ndo podemos ter simultaneamente a = 0 e b = 0, pois, neste caso, ya =Yg € Xg = Xa €
teriamos A e B coincidentes; logo a #0 ou b 0.

Observagoes
1:) Se a =0, temos que ya =Yg € a reta é paralela ao eixo x.

16



Ya

Ya= ¥g A B

Xa Xp X

2¢) Se b =0, temos que Xa = Xg € a reta é paralela ao eixo y.
& }l'

Ya rA

¥B + B

3?) Se ¢ =0, a reta passa pela origem, pois (0, 0) é uma solucédo de ax + by = 0.

4. Equacdo Reduzida da Reta

Consideremos uma reta r no plano cartesiano que corta o eixo y no ponto Q (0, q) e tem
coeficiente angular m. A equacéo de r é dada por:

F=mx+q

y-gq=m(x-0) ="

Esta forma de apresentar a equacdo de r é chamada de forma reduzida, e seus coeficientes séo:
m = coeficiente angular de r
q = coeficiente linear de r

Exemplos

1°) A equacdo reduzida da reta com inclinagdo 60° e que corta o eixo y no ponto Q (0, 3) é:
1y
.

b ]

m:tgGO°=~f§eq=3
y= V3x +3

17



2°) A reta com equacdo reduzida y=—-x—-1 temm=—1eg=-1, entdo a sua representacéo
no plano cartesiano é:

¥4

v

Observagoes

1) A equacdo reduzida de uma reta fornece diretamente o coeficiente angular (m) e a ordenada (q)

do ponto onde a reta intercepta o eixo y. Dessa forma, a reta (r) ax + bx + ¢ = 0 tem equagéo
reduzida
&l C

y=— bx-— b, desde que b =0, e seus coeficientes séo:

=l B4

= m = coeficiente angular

[}

— b= g = coeficiente linear
Exemplo

2 2
A reta da equacdo 2x — 3y + 6 = 0 tem forma reduzida y = 3x +2comm= 3eq=2.

2) As retas de inclinagdo 90° (paralelas ao eixo y), ndo tém equagéo na forma reduzida.

5. Equacéo Segmentéaria da Reta

Consideremos uma reta r que intercepta os eixos cartesianos nos pontos P(p, 0) e Q(0, g), comp - g
=0:

1y

r

o g

A equacdo de r sera:

o+
+¥
i
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qx + py —pq =0 =qx + py = pq

Dividindo os dois membros por pg, temos:

a9  BY _ P9 | X ¥ _q

P9 P9 PY P 9

Dizemos que esta equacdo é a equacgdo segmentéria da reta r.

Observacao — Os denominadores de x e y, na equagdo segmentaria, sdo, respectivamente, a
abscissa do ponto onde r intercepta o eixo X e a ordenada do ponto onde r intercepta o eixo y.

Exemplos

1°) A equacao segmentaria da reta r da figura é:

y

E

2°) A equacdo segmentaria da reta s da figura é:

[ITR

w

I
-5

L3 [

6. EquacOes Paramétricas da Reta

Consideremos uma reta r ndo paralela a algum dos eixos cartesianos, que passa pelos pontos A (Xa
,Ya) € B (Xg , ¥s).

O coeficiente angular de r é:
AY _¥e—¥a
L T

m=

A equacdo fundamental de r é:

. = | XETYA
¥Y=¥a [xﬁ—x..\]{ )

Ou entdo:

19
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Igualando os dois membros da equacdo a um numero real t, temos:

X=X,
Se=t=x=x, Fhxg =)
Xp—Xa
ey
2, S A == }r :}?.-'s. ,1.{:;.:” _}!_"__}
¥a—¥a

Entéo, para cada valor t <R, obtemos um ponto da reta.
Chamamos de forma paramétrica ou de equacgdes paramétricas da reta as equacoes:

X = Xg + t{xg—xa)

¥ = ¥a * Hys—va)
¥

Um ponto
da reta

t € chamado parametro das equacGes.
Exemplo

As equacdes paramétricas da reta que passa pelos pontos A (5, 2) e B (7, 1) podem ser:
X=Xa+tt(Xg—Xa)=5+t(7-5)=2t+5
y=yatt(ys—ya)=2+t(1-2)=—-t+2
Jx=2t+5
Isto é; |¥ = ~t+2

Observacdo — E facil percebermos que, para cada par de pontos que tomarmos em r, teremos
equacOes diferentes.

01. Dados os pontos A (1, 3) e B (5, 7), considere a reta r determinada por A e B. Obtenha o que
se pede:

a) o ponto C de r com abscissa 2.
b) o ponto D de r com ordenada — 1.
c) o ponto E de r que esta na bissetriz dos quadrantes impares.

Resolucdo
Equacdo de r:

o+
+¥
-+ i

X+7+5y-y-15-7x=0 =
=—4Xx+4y-8=0(+-4)

Assim: (N x—-y+2=0
a) C (2, yc ) er, entdo:



2-Yc+2=0=yc=4.C(2,4)

b) D (xp, — 1) er, entéo:
Xo—(-1)+2=0=xp=-3
D(3,-1)

) E (Xg, Xg) er, entdo:
Xe—Xe+2=0 =7E er

Resposta:

a)C(2,4)

b)D (-3,-1)

c) ZE er

02. Obtenha os pontos onde a reta de equacéo geral (r) 3x +y — 6 = 0 intercepta 0s eixos
coordenados.

Resolugdo

Sendo P (xp, 0) e Q (0, yq ) 0s pontos procurados, temos:
Xp+0-6=0=x=2 .P(2,0)
3:0+yg-6=0=yo=6 .Q (0, 6)

Resposta:

P(2,0)eQ(0,6)

03. Obtenha a equacdo reduzida da reta r da figura:
}f.ih

3

Resolucdo
1e modo

Conhecemos dois pontos de r (2, 0) e (0, 3), entdo:

Como g =3, aequacdo é; -
2° modo



¥
}lh

m=tg a=-1tg B

3 3
Comotg A= Zentdom=- 2

) ¥= —%x+3

Assim: -
32 modo
A equacdo segmentaria de r é:
Xy

24 3=1 =3X+2y=6 =2y =-3x+6

y:%xtﬁ
Assim: =

4° modo

Temos dois pontos (2, 0) e (0, 3) de r, entdo:

6-2y—-3x=0=-3x+6=2y

=3

Ly= 2x+3
:——§T+*
y=—Zx+2

Assim: -

04. Obtenha a equacdo reduzida da reta que passa pelo ponto Q(0, —3) e é paralela a reta (r) 3x—y

+7=0.
Resolugdo
N3xX-y+7=0=y=3x+7

omp=3
Comot//r,mi=m,=3.
Logo, a equacdo reduzidadeté:y=3x-3

+¥

+ ¥
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Resposta: y = 3x -3

05. Obtenha uma equacdo da reta t que passa pelo ponto P (1,2) e é perpendicular a reta (r) x—3y +

2=0.

Resolucdo
:1'+ 2 - 1
o M=
"3

Nx-3y+2=0=3 3

H =—

Comot tr, ' M, =-3

A equacao fundamental de t é:
y-2=-3(x-1)=y=-3x+5
Resposta: y =—-3x+ 5

06. Determine a equac¢do segmentaria da reta cuja equacao geral é 5x + 6y — 30 =0.

Resolugdo
1° modo
Vamos determinar os pontos onde a reta intercepta 0s eixos:
eparax=0:5-0+6y-30=0=y=5
eparay=0:5x+6-0-30=0=x=6
Assim, a reta intercepta os eixos nos pontos Q (0, 5) e P (6, 0).
r oy

Logo, a equacao segmentaria é: 6+ 5=1
22 modo
5x + 6y — 30 = 0 =5x + 6y = 30 =(dividindo os dois membros por 30)

Sv 6y 30
= 30+ 30= 30

L
Assim, a equacio é 6+ 5= 1.
Xy

Resposta: 6+ 5=1.

07. Dada a reta r de equacéo x + 2y — 4 = 0, obter um par de equagdes paramétricas de r.
Resolugdo

Vamos obter dois pontos quaisquer de r:

eparax=2:2+2y-4=0=y=1

eparax=0:0+2y—-4=0=y=2

Assim A (2, 1) e B (0,2) pertencem a r, e a equagao reduzida por:

Jx =X, HHxg —x, )= 248(0-2)=2-13¢

l_.'.f =yat Al —ya)=T+H2-1)=T+¢

(x=2-2

E4

Resposta: (¥ =1+t

23



08. Obter a equacéo geral da reta com equacdes parametricas:
J'h =t-1
ly=3t+2
Resolucéo
X =t-1 =t =x+ 1. Substituindo na outra equacéo, temos: y =3 (x + 1) + 2 =y = 3x + 5.

N N L, dx—y+5=10
Entdo, a equacdo geral é: |

Resposta: 3x—-y+5=0

09. No plano Oxy, um ponto P (x, y) em movimento tem a sua posi¢do em cada instante dada
pelas equacoes:

em que t é o tempo em segundos, e as distancias, medidas em cm.
a) Mostrar graficamente a trajetoria do ponto.

b) Qual a posic¢do do ponto no inicio da contagem do tempo? (t = 0)
¢) Qual a posicdo do ponto quando t = 1?

d) Depois de quanto tempo (a partir do inicio) se tem y = 5? Qual a posicao do ponto nesse
instante? A que distancia se encontra da posicao inicial?

Resolucdo

a) As equacbes dadas podem ser escritas assim:
(x=0+3t
y=2+F ° fe R,

(t é o parametro)

A trajetdria do ponto € retilinea, pois as equacdes apresentadas representam uma semi-reta (t =
0).

O ponto inicial ocorre parat =0, em A (0,2).
Um outro ponto da trajetoria &, por exemplo, B (3,3), que obtemos fazendo t = 1.
Graficamente, temos:

Ay
. 7 Trajetéria
A v
24>
4 .
0 3

b) Quando t = 0, temos:
x=0+3ey=2+0=2; assim, no inicio o ponto esta em A (0, 2).

¢) Quando t =1, temos:
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Xx=0+3-1=3ey=2+1=3, entdo, apds um segundo o ponto esta em B (3, 3).
d) Quandoy =5,temos: 5=2+t =t=3

Entdo y = 5, apds trés segundos do inicio, e

Xx=0+3-3=9

Logo, a posic¢ao do ponto nesse instante é C (9, 5).

dye = \{[ﬂ—ﬂ}"’ +(5-2)7 =90 = 3J70 cm

Entdo, a distancia procurada é 3+10 cu.

7. PosicOes Relativas de

Duas Retas

Consideremos duas retas do plano cartesiano com equacoes:

(Nnax+by+c;=0 e

(s)axx +byy+c,=0

Consideremos ainda que a;biasb, =0, isto é, as retas ndo sdo paralelas a algum dos eixos

cartesianos.

Colocando as equacdes na forma reduzida, temos:
(Nax+by+ci=0

L :=_ﬂ_|x_':_|
VIR, Ty,
(s)axx +hyy+c,=0
a S
Loy == —
. b, b,

Entéo, os coeficientes angular e linear das retas séo:

m, =-—-;m, = =——e(,=-

_ay
b, " b, I,

2

b,

Vamos discutir, com os elementos obtidos, as posi-¢des possiveis de r e s no plano cartesiano.

qr:. S
L[\"
ol .
| X
Devemos ter: my = mgs e g, #0s
Assim,
=il i B g I.'-'| 1’:] f: b‘| i:|
—_— == —= —— i — )

b, :b_z az b_z e b, b, b, ¢
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Reunindo as duas condigdes, temos:

a b, ¢
e A
a: b- Cz
7.2. Retas Paralelas Coincidentes
4
y
[v r=s
-
ol
0
Devemos ter: my = mg e gr = Qs
Assim,
LA a_a b
h] b'!n ﬂ: b"l e
G __S b, ¢
Reunindo as duas condi¢des, temos:
a; b, ¢

7.3. Retas Concorrentes

y S
r
P
ol
0
Devemos ter: my #ms
ay daz iy b'|
| m—ge— o
Assim, by b, a, b,
a b
1421
a: bl
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Observagoes
1°) Se alguma das retas for paralela a algum dos eixos coordenados, o problema tornar-se-a
imediato.

2°) Se as retas forem concorrentes num ponto P, para obter esse ponto P basta resolver o sistema
formado pelas equacbes de r e s.

Exemplo
Qual o ponto de intersec¢do das retas
n2x+y-5=0 e
(s)4x-y-1=0
|2x + Y-5=0
| -

(')"h—’)/— 0
\ L

bx-6=0=>x=1
Substituindo na equacéo de r, temos:
2-1+y-5=0=y=3
Assim, as retas r e s se interceptam no ponto (1, 3).

Dentre as retas concorrentes, as perpendiculares sdo as que mais sao solicitadas nas avaliagoes e
nos vestibulares, portanto vamos recordar a condigéo de perpendicularismo.

8. Condicao de Perpendicularismo de Retas: Demonstracao
Duas retas r e s ndo paralelas ao eixo y sao per-pendiculares entre si quando tiverem os
coeficientes angulares com produto —1.

Demonstracao
1parte:r LS =m,-mg=-1

.\O/
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rls=a,-a. =% oy
1
tgo,

o, -0, =9° =tga, =-

. rls=m,=-—
Assim, m,

i rls=m, m,=-I
ou seja:
22 parte:m;-mg=—1=rls
1

am -mg=—1"m, m,
Como m; #mq, as retas r e s sdo concorrentes. Sendo #a medida do angulo formado porrese
considerando m; > 0 e ms <0, ou seja, 0° < ;< 90° e 90° < s < 180°

s = cur + 8, OU Seja:

o. -0 =0

__ (1

1 1
m,=——=tgo, =-

b) m, tgo,
Como 0° < ay < 90° € 90° < o < 180°,

o~ o, =90°

(1
Comparando (1) e (I1), temos que 8= 90°.

. m - -m=-1=rls
Assim,

Logo, a partir das demonstragdes, concluimos:
rlsem,.-m, =-1

Importante: Se duas retas sdo perpendiculares, e nenhuma delas € paralela ao eixo y, 0
coeficiente angular de uma delas € o oposto do inverso do coeficiente angular da outra.

01. Dar a posicdo relativa das retas r e s em cada item abaixo:



a)(rN4dx+2y-7=0 e
(s)2x+y+1=0

b)(r)3x-y+2=0 e
(s)-6x+2y—4=0
c)(N3x-2y+1=0 e

(s)x—2y+3=0

d(Nx-2=0 e
(s)3x+2y+1=0

Resolugdo
4 2 -7
—_—— ~ ~ . -
a) 2 1 1,entdor essao paralelas distintas.
3 -1 2

b) -6 2 -4 ,entdor es sdo paralelas coinci-dentes.
3 -2

C) 17 -2, entdo r e s 40 concorrentes.

d) r é paralela ao eixo y e s ndo, entdo r e s Sdo concorrentes.

Resposta

a) Paralelas distintas

b) Paralelas coincidentes

c) Concorrentes

d) Concorrentes

02. Discutir, em funcdo de k, a posicao relativa das retas:
(Nkx—-2y+3k=0
(s)3x+y+k+2=0

Resolucdo
(r) -2y =—kx-3k
kx k
y=—+— 2 m, =

(s) y=-3x-k-2 =mg=-3

1 [rr) y=-3x-9
==3 2 k==06¢ ' )

[rﬂ y==3x+4
Resposta

Se k #— 6, temos (r) e (s) concorrentes.

Se k =—6, temos m, = ms e qr #Qs, l0go, r e s séo paralelas distintas.

03. Dada a reta r de equacéo 4x + 2y + 5=0e o0 ponto P = (2, —1), determine:

a) o coeficiente angular de r;
b) a equacdo da reta s que é perpendicular a r e passa pelo ponto P.

Resolucdo
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a |

. Logo, o coeficiente angular de r é m; = — 2.
-1_-1
b) Temos que r e s sdo perpendiculares. Assim, o coeficiente angular de s é ™, —2
reta s passa pelo ponto P (2; 1), uma equacao dessa reta é:
1
y—(-1)= 2. (x-2) &x-2y-4=0

a)dx+2y+5=0ey=-2x

b | =

Como a
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Atividade 3: Equacdes da Circunferéncia
Pré-requisitos: funcdo quadratica, produtos notaveis, poténcia
Tempo de duragdo: 04 aulas com 50 minutos cada

Recursos utilizados: Quadro branco e pincel.
Metodologia:

Equac0es da Circunferéncia

Circunferéncia € o lugar geométrico dos pontos do plano cuja distancia a um ponto fixo (C) é
uma constante positiva r.

\. . -
N / Pe circunf. = PC=r

C: centro da circunferéncia
r: raio da circunferéncia

Circulo é o lugar geométrico dos pontos do plano cuja distancia a um ponto fixo (C) é menor ou
igual a uma constante positiva r.

\ y |/
\ .l
RS e circulo=PC=r

1. Equagdo Reduzida
Consideremos uma circunferéncia de centro C (a, b) eraiorr.

Av

Para obtermos a equagéo da circunferéncia, tomamos um ponto P(X, y) genérico, pertencente a
circunferéncia, e impomos a condicéo:

dp-=raio

] - - S
Assim: V(x—al" +(y—b)" =r
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Elevando os dois membros ao quadrado, temos:
(x—a)* +({y—-b)y=r’

A equacdo acima destacada é a equacdo reduzida da circunferéncia.

Observagoes
1%) Consideremos a equacéo:

(x—-a)’+(y-b)’=k
Entdo temos:

a) Se k > 0, a equacdo (x —a)* + (y — b)? = k representa uma circunferéncia de centro (a, b) e raio

Jk.

b) Se k = 0, a equagdo (x —a)® + (y — b)? = k representa o ponto P(a, b), pois (x —a)? + (y —b)* =0
»Xx=aey=Db

c) Se k < 0, a equacdo (x —a)* + (y — b)? = k representa um conjunto vazio, pois a soma dos
quadrados de dois nimeros reais nunca pode resultar em um nimero negativo.

2°) O gréfico da relagdo (x — a)? + (y — b)? <r? é um circulo de centro C (a, b) e raio r, pois é uma
relacdo que é satisfeita pelos pontos P tais que dpc =r.

e .\

b
>

Exemplos

1°) Dar a equacéo reduzida da circunferéncia de centro C e raio r:
a)C(1,3)er=43

b)C(2,-3)er=2

c)C(0,2)er=1

1
d)C(-1,0)er=2

Resolucéo
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) (=1 +(y -3 =(¥3)"

= (x=1)" +(y-3) =3

b) (x-2) +(y—|-3)) =27 >
—}l:x—2|2+:_",' +§5]1:-1

9 (=0 +(y-2)" =12 5x*4(y-2)" =1

&) (x=(D) +(y-0)" =[5 ] >
2 1

S (x+1)7 +y° =—
'+ 4

2°) Obter o centro C e o raio r das circunferéncias com equacdes:

Q) (x—2)2+(y+1)7>=4
b) (x+ 1%+ (y +1)°=1
Q) X2+ (y—3)2=2

d) x> +y*=7
Resolugao
a)C(2,-1)er=2

b) C(-1,-1)er=1
c)C(0,3)2er=+2

d)C(0,0)er=n7

3% Achar a equagéo da circunferéncia que tem didmetro com extremos A (-1, -3) e B (5, 7).

Resolucéo

o
' l

\ O
A

|
f
/

O é o ponto médio de AB
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_ Natxp 145
Xp == =5 =2
_¥atyp 347

Yo =T 2
Assim: O=(2,2)

2

r=dy, = y(2+1) +(2+3)" =¥
Entdo a equacéo da circunferéncia é:

(x=2F+(y-2)"=34

2. Equacdo Geral

Consideremos a equacdo reduzida de uma circunferéncia de centro C(a, b) e raio =r:
(x—a)*+(y-b)*=r.

Desenvolvendo os quadrados e isolando os termos da equacao no primeiro membro, temos:
X2 —2ax +a’+y*—2by + b*=r?

X2 +y*—2ax—2by+a’+b*-r’=0

Fazendo —2a=d,—2b=e e a?+b?—r’=f,

encontramos:

x2+yi+dx+ey+f=0

que denominamos equacao geral da circunferéncia.

Notemos que:

—Ea=d—>2a=—d—>a=?

—lbze—:rlbz—e—;rh:?e

] ] al a1 a1 ]
a+bh —r-=f=r=a +h —f

r=+va +b* —f

Entéo, as coordenadas (a, b) do centro e o raio r da circunferéncia sdo obtidos com as férmulas:

_I - = ]
a=—t,b=?ee r=va +b" —f

2

Exemplos

1°) Obter uma equacdo geral da circunferéncia de centro C(2, —3) e raio = +/3.



Resolucéo
A equacdo reduzida é:
(x—2)* + (y +3)* = (+3)?

Entdo:
X2—4x+4+y* +6y+9=3

ou seja:
Xyl —dx+ 6y +10=0

que € uma equacdo na forma geral.

2°) Obter o centro e o raio da circunferéncia de equacéo geral:
X2 +y —8x+6y—2=0

Resolucéo
Sendo C(a, b) o centro e r a medida do raio, temos:

a=

-
2

r=va’ +b> —f = 47 +(-3)° ~(-2) =
=416+9+2 =427 =33
Assim, o centro 6 C= (4, —3)eoraio ér= 33
Observagoes
19 Sex*+y?+dx+ey+f=0éa equacdo de uma circunferéncia, entdo kx? + ky® + kdx + kdy +
kf =0, k #0, € uma outra equacdo da mesma circunferéncia. Para determinarmos o centro e o raio

partindo dessa
ultima equacédo, devemos primeiramente dividi-la por k, para depois aplicarmos as formulas.

Exemplo
Obter o centro e o raio da circunferéncia com equac&o:
2X° +2y? —8x +12y-3=0

Resolucéo

Primeiramente, devemos dividir a equacao por 2.



Assim:

3
X2+ Yy —4x +6y— 2=0

Entdo, centro C = (a, b) e raior €é:

=i=2

2
—
—=-3
2

1‘=m=\/{2}3+[_3}3_|"?3j _
=1||4+9+E=JE

2 2
Entfm-.(f={2,-3}cr=J2_?

2¢) Dada a equagdo x* + y* + dx + ey + f = 0, em que d, e e f sd0 nimeros reais conhecidos, a
equacdo na forma reduzida é:

—d —C
a=—,h=—

(x—a)l+(y—b)?=a’+b’—f onde 2 2
Entdo concluimos:
*Se a’ +b?— >0, a equagdo representa uma circunferéncia de centro (a, b) e raio .

«Se a’ +b?—f=0, aequacdo representa um Unico ponto (apenas (a, b) satisfaz a equacio).

*Se a’ +b?— <0, aequacdo representa um conjunto vazio.
Exemplo

Dada a equacdo x* + y* + 2x + 8y + k = 0, obter k para que ela represente:
a) uma circunferéncia,;

b) um Unico ponto;

C) um conjunto vazio.

Resolucéo



a=
b=

~d

2

-

2
a’+b* —f= (1) +(-4)7 -k=17-k
Assim:

a) 17-k=0=-k>=-17=k=<17

b) 17-k=0= k=17

) 1I7-k=0=-k<-17 = k=17

3%) Toda circunferéncia do plano cartesiano apre-senta equacao na forma geral x> + y* + dx + ey + f
= 0, entdo a equagdo Ax* + By? + Cxy + Dx + Ey + F = 0 (equacdo geral do 2° grau) para poder
representar uma circunferéncia deve ter:

A=Bz0eC=0

No entanto, se a equagao:

Ax?+ By’ +Cxy +Dx +Ey+F=0tiver A=B #0 e C =0, isso n3o significa que ela representa
uma cir-cunferéncia, pois podera representar um Gnico ponto ou mesmo um conjunto vazio.

Exemplo

Qual das equacOes abaixo representa uma circunfe-réncia?
a) 2x*+y*-3x+4y-1=0

b) x? +y? —2xy + 4x —6y —1=0

)X +y*—2x—2y+5=0

d)x?—y*—4x—-2y—-1=0

e) nda.

Resolucéo

As equacdes das alternativas a e d n3o representam uma circunferéncia, pois os coeficientes de x*
e y* sdo diferentes (A #B).

A equacdo da alternativa b também n&o representa uma circunferéncia, pois o coeficiente de xy
nédo é nulo (C =0).

A equacdo da alternativa c, embora parega representar uma circunferéncia, nao representa, pois,
se representasse, o centro da mesma seriaC = (1, 1) ea®+b*—f=1*+12-5=—-3<0.

Assim, a resposta € alternativa e.

01. Achar a equacéo das circunferéncias:
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a)

v
“~ 3

»

b)

>

c)

d)
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Ay

Resolucdo
a) Centro=C(-3, ) eraio=3
Assim: (x+3F +y?*=9
b) Centro=C f—w.l'rl_f —\E;J ergio= a.E
Assim: (x+ AJEF +({y+ «}"2_,"3 =2
c) Centro=C (-3, 2) eraio=d

Entio:

raio = {0437 +0-2)" = /13

oc

Assim: (x+3F +(y=2) =13

d) Centro=C (0, () e raio = \E

Assim: x> +y* =5

02. Achar a equacdo reduzida da circunferéncia com centro no eixo y e que passa pelos pontos A
(3,4) eB (1, 6).
Resolucdo

) y
B(1, 6)

r
YV _.r A3 4)
C(0, a)

0

Como o centro C pertence ao eixo y, podemos escrever suas coordenadas assim: C = (0, a).

Como A(3,4) e B(1,6) sdo pontos da circunferéncia, temos:

d.-'.:' =dHL'

JI3=07 +(4—a)’ =\[11-0) +{6—a)



Elevando ao quadrado os dois membros, temos:
9+16-8a+a’=1+36-12a+a° wa=3

O centroé o ponto C=(0,3),eoraioré:

Entdo, a equacgdo reduzida da circunferéncia é:

-0+ (-3 = V1O

ou seja: X2 + (y —3)> =10

03. O raio da circunferéncia de equacéo x* + y* — 4x + 6y — 12 = 0 é:
a)l

b) 2

c)3

d) 4

e)5
Resolucdo
A=B =0

{,=£=ﬂ=_3

A 2
F=a'+F-F = r’=4+9+12=25

F=5

Resposta: E

04. Sob que condi¢es a equacao: 2x% + my? + 2kxy + 2x + 2y + p = 0 representa uma
circunferéncia?

Resolucdo

Os coeficientes de x* e y? devem ser iguais, ento:
m=2

O termo em xy deve ter coeficiente nulo, entdo k = 0. Nessas condicdes, temos:
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2C+ 2y +2x+2y+p=0

Dividindo por 2 a equagéo, temos:

2 .\ 2 E
X“+y +x+y+2=0
Assim
_—d -
=5y
- -1
b=53

Assim, a equacao representa uma circunferénciasem=2,k=0ep < 1.
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Avaliacao

A avaliagdo envolve aluno e professor e deve ser realizada de maneira que ambos
possam avaliar o quanto se desenvolveu cada uma das competéncias relacionadas aos
temas estudados.

Aplicacéo de avaliacdo escrita individual (100 minutos) para investigacdo da capacidade
de utilizacdo de conhecimentos adquiridos para resolver problemas envolvendo:

1) lIdentificar retas paralelas e retas perpendiculares a partir de suas equacoes.
2) Determinar a equacdo da circunferéncia na forma reduzida e na forma
geral,conhecidos o centro e o raio.

E apropriado verificar os acertos dos alunos nas questées relacionadas com o tema que
constardo no SAERJINHO. Este sera outro método de avaliacdo. Porem, nele o
professor podera verificar a aprendizagem ndo apenas no assunto que norteou este plano
de trabalho, mas também em contetdos estudados no bimestre anterior.
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