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emana 1

A INTEGRAL DEFINIDA

Nesta semana, sairemos brevemente do tema principal e in-
troduziremos uma notacao, a qual pode ser usada para escrever
longas somas de forma compacta. Este material sera necessario
nos assuntos posteriores.

A NOTACAO SIGMA

Comecaremos introduzindo uma notacdo concisa para So-
mas. Esta notacdo é chamada de “notagdo sigma” porque usa a
letra grega mailscula sigma, denotada por Y. A notacdo sigma
permite expressar uma grande soma em forma compacta.

A soma de n termos ai,ap,as,...,a, € escrita como

n

Y ag=ar+az+az+...+an_1+an.
k=1

A letra grega maidscula Y’ significa “soma”. O indice k & o
indice somatorio, ay &€ o k-ésimo termo da soma, € os limites in-
ferior e superior para a somatoéria neste caso sdo 1 e n. O limite
inferior diz onde comeca a soma (no nimero sob 0 ) e o limite
superior diz onde ela termina (no nimero acima do Y,). Quando
0 simbolo - aparece acima do Y, ele indica que os termos con-
tinuam indefinidamente.

#5 Os limites superiores e inferiores devem ser constantes
com relac&o ao indice da somatoria. Entretanto, o limite
inferior ndo precisa ser 1. Qualquer inteiro menor ou igual
ao limite superior é valido.
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[ Exemplo1.l. |

Notacdo Sigma

A soma em notacdo A soma escrita; um termo O valor da soma

Sigma para cada valor de k
4

1L Yk = 1+2+3+4 —10
k=1
3

2.3 (1% =(-1)'Q)+(-1)?@2)+(-13B)=-1+2-3 =-2
k=1
3

3. ) (k+1) = 1+2+43+4 =10
k=0
4

4. YK = 2243744 =29
k=2

Vemos, nos nimeros 1 e 3, que a mesma soma pode ser represen-
tada de formas diferentes usando a notacdo sigma. Embora qualquer
variavel possa ser usada como indice da somatoria, i, j e k sdo usadas
frequentemente.

PROPRIEDADES DA SOMATORIA

n
1. Y cag=c) a onde c éuma constante.
k=1

k=1 =
n n n
2. Z (ak £by) = Zaki Z by
k=1 k=1 k=1

FORMULAS DE SOMATORIAS

n
1. 2 c=cn c constante. (Propriedade da constante)

k=1
nn+1 . .
2. Y k= ( 2+ ) (Soma dos naturais sucessivos)
k=1
n
3. Y K= n(n+ 1)6(2n +1) (Soma dos quadrados sucessivos)
k=1
n n2(n+1)>2 .
4. Y K= ( : ) (Soma dos cubos sucessivos)
k=1

8 CEDERJ



As provas das formulas sdo feitas usando o principio da indu-
cdo finita. Veja, por exemplo, a prova da formula 3 nas paginas
13 e 14 do seu caderno didatico.

[ Exemplo12. |

Aplicacao

N /k+1
Calcule Z(%)

k=1

n n n n n
Solugdo: ¥ (57 -3 LY H-p ke Y

k=1 \ k=1 & k=1 k=1

Usando, nas duas Gltimas somatorias da direita, as formulas 2 e 1,
respectivamente, temos

i k+1 1 /n(n+1) +in_n+1+£_n+3
= " n2 2 n°  2n 2n  2n

N /k+1 n+3
Portanto —_— = —.
' k21< n2 > 2n

Observe que se queremos agora calcular a soma dada para n = 50,
k+1) 50+3 53
(50)2 ) 2(50) 100

50
temos em particular Z ( =0,53
k=1

A INTEGRAL DEFINIDA

Como motivagéo, e apenas como motivagao, vamos come-
car com a ideia de area.

Consideremos o problema de definir a area da figura %,
delimitada pelo grafico da fungfo positiva f(x) = x?, pelo eixo
xepelasretasx=0ex=1.

y
]--

<

7 x=1
S

R

0 1 X
Figura 1.1

CEDERJ 9
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Observe que ndo ha na geometria plana uma formula ou
método que nos permita calcular a area de #. Por outro lado,
note que a area da regido # pode ser aproximada por varios
conjuntos de retangulos. Inicialmente, vamos dividir o intervalo
[0,1] em 5 subintervalos, cada um com largura: b;S"" = 1g—° = %
Visto que a funcdo f & crescente no intervalo [0,1], o valor
minimo de f em cada subintervalo ocorre na extremidade es-

querda, e o valor maximo de f ocorre na extremidade direita.

1. Vamos escolher em primeiro lugar, para facilitar as ideias,
dois conjuntos de 5 retdngulos: um conjunto circunscrito
a regido Z e o outro inscrito na regido &% como visto nas
Figuras 1.2 e 1.3 respectivamente. Encontre a soma das
areas de cada conjunto de retangulos.

y y
1+ 11
Figura 1.2 Figura 1.3
~ 1 2 3 4 5
Solugéo: Observe que os pontos 0 < = < = < 5 < =< ==1sub-

dividem o intervalo [0,1] em cinco intervalos a saber: {O, é] [%, %} ,
231|341 14y
5'5|"|5°5]" |57 |

a. Na Figura 1.2, as extremidades a direita nos cinco interva-

los sdo da forma: E onde k =1,2,3,4,5. A largura de cada

A ,b—a 1-0 1 N
retangulo & —— = —— = — e a altura de cada retangulo

5
pode ser obtida calculando f na extremidade direita de cada
intervalo:



Seja Us a soma das areas dos cinco retangulos circunscritos a
X, isto &

1\ 1 2\ 1 3\ 1 4\ 1 1
st () e (BB (@) (B bt
E claro que podemos calcular essa soma diretamente, porém a
titulo de exercicio, faremos uso da notagdo sigma

wdi0) ()30 (-5 350

altura largura
Usando a formula da soma dos quadrados sucessivos paran =5

temos
U i[5(5+1)(2(5)+1)} 11

=%
Ja que aregido # dada esta dentro da unido dos cinco retangulos
circunscritos, podemos concluir que a &rea da regido % &€ menor

T 53 6 -

11
do que Us = 25"

. Na Figura 1.3, as extremidades & esquerda nos 5 intervalos sdo
k—1
da forma: 5 onde k =1,2,3,4,5. A largura de cada retan-

.1 R .
gulo é = e a altura de cada retangulo pode ser obtida calculando
f na extremidade esquerda de cada intervalo:

o3

1
5
f(0)=0, ~~

Seja Ts a soma das areas dos cinco retangulos inscritos em %,

1 1\ 1 2\ 1 3\ 1 4\ 1
Novamente € claro que podemos calcular essa soma diretamente,
porém a titulo de exercicio, faremos uso da nota¢do sigma

5. (k—1\ [1 S /k—1\%/1 1\ & [k—1)2
w=2(5) (6)-2(5) (6)-(6)5(%)
k=1 k=1 k=1
altura largura
— 1 > k 2 _ 1 2 2 2 2 2\ — 1 : k2
-a;l( -1 -§(0 +1°4+2°43 +4)_§|§1 :

Usando a formula da soma dos quadrados sucessivos paran =4,
temos

T .
5 25

14411+ 6
1

CEDERJ 11
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] /

Ja que cada um dos retdngulos fica dentro da regido dada, pode-

. . . A 6
mos concluir que a area da regido dada é maior do que Ts = 25

Combinando os resultados nas partes a e b, podemos afirmar
6 . 11
ue: 0,24 =_— < Areadaregido #Z < — =0,44.
q ) o5 g 5 ;
Aumentando o nimero de retangulos no exemplo anterior, po-
demos obter aproximagdes mais precisas da area da regido %.
Generalizemos, entdo, o procedimento:

. Divida o intervalo [0, 1] em n subintervalos, cada um, com

1 . .
largura Ax = = As extremidades dos intervalos
sdo as seguintes:

0+ 0(AX) <0+ 1(Ax) < 0+2(AX) <... <0+ (k—1)(Ax) <
—_—

—— N———
0 1 2 k=1
n n n
0+k(Ax) < ... < 0+n(Ax)
—— Hn,l_/
k e
n n

Temos, entdo, os subintervalos:

|:O;}:| ) |:1;g:| ) |:27§:| TRERE) {E;E} TR |:n;1;1:| .
n nn nn n n n

As extremidades a direita dos n intervalos sdo da forma E
ondek=1,2,3,...,n.

As extremidades a esquerda dos n intervalos sdo da forma
k;—l, ondek=1,2,3,...,n.

As Figuras 1.4 e 1.5 mostram a funcdo crescente
f(x) = x?, a regido #, as extremidades dos intervalos e
0s retangulos inscritos e circunscritos, respectivamente.

¥

< <
5@1 5@1
Figura 1.4 Figural.b



a. Na Figura 1.4, observe que a largura de cada retangulo é

1
— e a altura de cada retadngulo pode ser obtida calculando

f na extremidade direita de cada intervalo. Assim, a soma
das areas dos n retangulos que chamaremos U,, & dada pela
formula:

w-§1(8) () -0 (- B0 -3
MIMa

Usando a formula para soma de quadrados sucessivos, te-
mos

Un:

enz 3 20T

1<n(n+1)(2n+1))_2n2+3n+1_1 1 1
n3 6 N 3

b. Na Figura 1.5, observe que a largura de cada retangulo é

1 . .
- e a altura de cada retdngulo pode ser obtida calculando f

na extremidade esquerda de cada intervalo. Assim, a soma
das areas dos n retangulos que chamaremos T, é dada pela
formula:

w55 (050 O-8C)
altura largura

=$Z(k—1)2

k=1

Tnzéi(kl)zzn—ls(zn:(k 2k+1> (ZKZ 22k+21>

k=1 k=1
Usando as formulas para a soma de quadrados sucessivos,
de naturais sucessivos e a propriedade da constante, res-

pectivamente, temos:

1 /nn+1)(@2n+1) _n(n+1) _(n+1)(@2n+1) (n+1)
Tn= n3< 6 Timp )= 6n2 T T
1 2n?4+3n+1 1
n2 6n? n’

1 1
Portanto, Th = = — — + —=.
=37 20 6

3. Generalizemos ainda mais o caso 2. Considere novamente
os subintervalos

A B B (5 2]

CEDERJ 13

SEMANA ! MODULO 1
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N 1
Agora escolha arbitrariamente um pontot; € [O, ﬁ} e forme

1 .
o produto f(t;) = . E claro que esse produto representa
~~_ N

altura
largura

. R 1
a area do retdngulo de base {O, ﬁ} e altura f(ty). Esco-
12
Iha arbitrariamente um ponto t, € i e forme o pro-

1 . . , ~
duto f(tz)ﬁ; prossiga desta maneira até que vocé tenha
formado os produtos

1 1 1 1 1 1
f(tl)ﬁ7 f(tz)ﬁ,, f(tk—l)ﬁy f(tk)ﬁ,, f(tnfl)ﬁ, f(tn)ﬁ

y

1__

Figura 1.6

Assim a soma V,, das areas dos n retangulos, mostrados na
Figura 1.6 é dada pela formula:

n
WLV CO R SN L W Y
1
1 1 1 1 1 1
£ Ty =2 — =U
R R T A R T A
ii. tke[k_l,k] k=1 tk<5ecomof() X2 é
n n n

. k—1
uma funcdo crescente para todo x > 0, entéo f (T) <

14 CEDERJ



1

f(tk)<f< )Iogto( - > kilftk— é ()%
n>

assim obtemos que T, <V, <Up paratodon > 1.

3

iii. T, < Area da regido #Z < U,.

iv. limT,= lim L 1+i *lflim 1+i+i _
Chme T nne\3 6n2) 3 ns=\3 2n 6n2)
lim U,
N—o0

v. Da observacao ii, temos que T, <V, < U, para todo
o . 1

n > 1, e da observagdo iii temos que r!Lm Th = 3=

JLm U,. Essas hipoteses e o Teorema do Sanduiche

implicam que limV, = =
p q A1m Vi

Lembre-se de que neste caso uma versdao do Teo-
rema do Sanduiche ou Teorema do Confronto diz o
seguinte: “Sejam f, g e h fungbes que satisfazem
g(x) < f(x) < h(x) para todo X — .  Se
limg(x)=L= Xli_>nlh(x), entéo XIi_>n°1of(x) =L"

X—yoo

SOMAS DE RIEMANN

O procedimento usado no exemplo anterior pode ser genera-
lizado ainda mais. Suponha a < b, considere agora uma fungéo
real f : [a,b] — R, ndo necessariamente positiva em todo o in-
tervalo, tal que f([a,b]) & um conjunto limitado, como mostra a
Figura 1.7.

Y f5)
!

Figura 1.7

CEDERJ 15
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Inicialmente, subdividimos o intervalo [a,b] em n subinter-

b—a .
valos, cada um de largura Ax = e As extremidades dos
intervalos s&o as seguintes:

a+0(Ax) <a+1(Ax) <a+2(Ax) <...<a+(k—1)(Ax)
—_— Y Y —_—

a=Xp X1 X2 Xk—1

<a+k(Ax) < ... <a+n(Ax).
N—— Wb_/
Xk Xn=

Temos, entdo, os subintervalos:
[X0,X1], [X1,X2], [X2,Xa], - -+, [Xk—1,Xk], - - - s [Xn—1,Xn].

Note que o comprimento dos intervalos é dado por

b—a
Axk:xk—xk_lzT, k=1,2,3,...,n.

Agora escolha arbitrariamente um ponto t; € [Xo,X1] e forme
o produto f(t;)Axs; escolha arbitrariamente um pontot; € [x1, X2]
e forme o produto f (t2)Axp; prossiga desta maneira até que vocé
tenha formado os produtos

f(t1)Axq, f(t2)AXo, ..., ftk_1)AXk_1, F(t)AX, ..., T (th—1)AXn_1,
f (tn) AXn.

A soma desses produtos é usualmente conhecida como uma
soma de Riemann de f em [a,b] e denotada por Sy, assim

Sn=f(ty)Axs+ f(to)Axo+. ..+ F(tk_1)Axk_1+ F () A+ ..+
+f(th—1)Axp—1 + f(tn)AXp.

Isto &,

So= 3, fltoan = Y (i) -2 =22 (2 f(t@) .
k=1 k=1

5

16 CEDERJ



Se existir um ndmero real S, tal que limS, =S, para
N—poo
toda sequéncia assim construida, diremos que a funcdo f

b
é integravel em [a,b] e escrevemos S :/ f(x)dx, isto &,
a

b
/ f(x)dx = nI|_>m Sn- O nimero S é chamado de integral de-
a oo

finida (ou integral de Riemann) de f em [a, b].

Joa)

O simbolo / foi introduzido por Leibniz e é chamado

b
de sinal de integral. Na notacdo / f(x)dx, f(x) & cha-

- ~ a - -
mado de integrando, a e b sdo chamados de limites de
integracdo, a € o limite inferior, b & o limite superior, e
0 simbolo dx, por si s6, ndo tem um significado oficial;

b
/ f(x)dx & todo um simbolo,
a

b
A integral definida [ f(x)dx & um nimero; depende da

funcdo f e ndo deper?de da letra que escolhemos para re-
presentar a variavel independente x. De fato, em vez de x
podemos usar qualquer outra letra sem que isso signifique
mudar o valor da integral;

/abf(x)dx:/abf(t)dt:/abf(r)dr

. Se o limite I|m Sy, existe, ele é (nico. Independente
da Soma de Rlemann assim construida.

ii. O aluno deve notar que esta defini¢dao de integral é
puramente numeérica, nao depende da nocdo de area,
a qual aparece ai apenas como elemento motivador.

iii. A definicdo de integral de Riemann pode ser enun-
ciada em forma mais geral, ja que os intervalos Axy
ndo necessariamente tem que ser todos iguais, eles
podem ser diferentes, desde que sejam construidos
de forma que Axx — 0 quando n — o, porém deixa-

remos essa generalizacao para a disciplina de Analise.

CEDERJ 17

SEMANA ! MODULO 1



Caderno de Calculo Il | A Integral Definida

18 CEDERJ

Definicao 1.1.

a
1. Se f esta definidaem x —a, definimos / f(x)dx = 0.

a

2. Se f é integravel em [a,b], entdo definimos

/ba f(x)dx = —/ab f(x)dx.

3. Seja f : [a,b] — R tal que f & uma funcdo integravel

em [a,b], tal que f(x) > 0 em [a,b] como mostra a
Figura 1.8. Definimos a area da regido & limitada su-
periormente pelo grafico de f, por baixo pelo eixo x,
e as fronteiras da regido a esquerda e a direita sao as
retas verticais x = a e x = b, como sendo o nimero

b , b
/ f(x)dx. Assim, Area de # :/ f(x)dx.
a a

_y

2

X

Figura 1.8

. Seja f : [a,b] — R tal que f & uma fungdo integréavel

em [a,b], tal que f(x) <0 em [a,b] como mostra a
Figura 1.9. Definimos a area da regido %1 limitada
inferiormente pelo grafico de f, superiormente pelo
eixo x, e as fronteiras da regido a esquerda e a di-
reita sdo as retasl,) verticais x = a e X = b como sendo

0 nimero — (/ f(x)dx). Assim,
a

. b
Area de %1 = — (/ f(x)dx).
a

¥

Q
S

=a
&
=b

X
X

Figura 1.9



CONTINUIDADE IMPLICA INTEGRABILIDADE

Teorema 1.1.

Se f :[a,b] — R é continua em [a,b] = f & uma funcéo
integravel em [a, b].

PROPRIEDADES BASICAS DA INTEGRAL DEFINIDA

b
1. / cdx = c(b —a), onde ¢ & uma constante.
a

2. Sejam f e g duas fungBes integraveis em [a,b] e ¢ um
namero real, entdo as fungdes cf e f =g sdo integraveis
em [a,b] e valem as seguintes propriedades:

b b
a. / cf(x)dx:c/ f(x)dx
a a
b b b
b. / (fig)(x)dx:/ f(x)dxi/ g(x)dx. Note que
egta propriedade poade ser esten?jida para qualquer
namero finito de funcdes.

3. Seja a < ¢ < b, e suponhamos que a fungdo f & uma
funcdo integravel em [a, c|, bem como no intervalo [c,b].

b
Entdo f & uma fungdo integravel em [a, b] e/ f(x)dx =
a
c b
f(x)dx+/ f(x)dx. (Propriedade aditiva da integral
definida).
4. Se f & uma funcdo integravel em [a,b] e f(x) > 0 para
b
todo x € [a,b], entdo / f(x)dx > 0.
a

5. Sejam f e g duas funcdes integraveis em [a,b] e f(x) >
b

f(x)dxz/ g(x)dx.

a

b
g(x) para todo x € [a, b], entdo /

a

6. f é uma funcdo integravel em [a,b] entdo |f| também o

sera, e X X
/ £(x)dx g/ ()| dx.
a a
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Joa)

Seja f : [a,b] — R uma funcdo integravel em [a,b],
suponhaa<c<be f(x)>0em[a,cle f(x) <0
em [c,b], veja a Figura 1.10.

y

Figura 1.10

Podemos dizer que

/b f(x)dx — /c F(x)dx + /b F(x)dx = A(%1) — A(%5).

Assim, a integral definida sera positiva se
A(Z1) > A(%-); sera negativa se A(Z1) < A(%»)
e sera nula se A(#1) = A(%#-). Daqui podemos no-

b

tar que / f(x)dx = 0 ndo implica necessariamente

a
que f(x) =0.

Note que em geral:

D& um exemplo especifico para mostrar que real-
mente a igualdade ndo é validaema e b acima.



EXERCICIOS RESOLVIDOS

USANDO A NOTACAO SIGMA

Usando as formulas de somatoérias dadas nas notas de aula sobre
a integral definida e/ou seu caderno didatico, calcule:

n n
2 3 (1442 o tim 3 (145)2
k=1 n/n n—>o<>k:1 n/n

Solugéo:

a. Considerando as propriedades de somatorias, temos
4 k) 2 (2 2k>
Y(1+-)== 2 = 2 1+ = 2 k
kl( n/n &\n n n& g

Usando as formulas de somatorias de uma constante e dos na-
turais sucessivos nas duas Gltimas somatorias a direita, temos

2n(n+1) (n+1)
R R

1
=3+ -.
2 n Jrn

4 k\ 2 1
Logo, Y (1+—> — =34,
= n/n n

b. Usando o resultado obtido em (a), temos

; n k\ 2 . 1 o1
|Im2 1+4-)==1Ilim(3+=)=3+1lim==3+0=3.
N—veo &= n/n noe n N—eo N

APROXIMANDO AAREA DE UMA REGIAO PLANA

Considere a regifio % que fica entre o grafico de f(x) =9—x%e 0
eixo X, entre as retas verticais x =0 e x = 3. Inicialmente, vamos

dividir o intervalo [0, 3] em 5 subintervalos, cada um com largura

b-a _3-0_ §. Visto que a funcdo f dada é decrescente

5
no intervalo [0, 3], o valor minimo de f em cada subintervalo
ocorre na extremidade direita, e o valor maximo de f ocorre na
extremidade esquerda.
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a. Use os cinco retangulos nas Figuras 1.11 e 1.12 para en-
contrar duas aproximacdes para a area da regido %.

Y y

9' ™

O 3 ¢ 9 12 315 x O 3 6 9 12 315
5 5 3 7§ 5 5 5 5 75 5
Figura1.11 Figura 1.12

~ 3 6 9 12 15
Solugao: Observe que os pontos 0 < 5 < 5 < 5 < T < T = 3 sub-

dividem o intervalo [0, 3] em cinco intervalos a saber: [O, g} , E, g] ,
6 9] [9 12] 12 15
55|"|5°5|"| 575

i. Na Figura 1.11, as extremidades a direita nos cinco interva-

3k
los sdo da forma: T onde k = 1,2,3,4,5. A largura de cada

N ,b—a 3-0 3 R
retdngulo 6 —— = —— = — e a altura de cada retangulo pode

ser obtida calculando f na extremidade direita de cada inter-

valo.
9 [
) 57 5 ) \ ,

5
T 1(3)=9-(3)°=0
Seja Ts a soma das areas dos cinco retangulos dados, isto é

3\ 3 6\ 3 9\ 3 12\ 3 3
net(2) 20(2) 201(2) 201(2) 2rrg
0

22 CEDERJ
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E claro que neste caso podemos calcular essa soma diretamente,
porém a titulo de exercicio, faremos uso da notagdo sigma:

w313 () -5 ()]6)-

altura largura
3> 4 <3k>2 21d . 214,
—(2) Yo (Z) =2y 1-20 3k
<5 k=1 5 S & 53 k=1

Usando as formulas de somatorias de constantes e de quadrados
sucessivos, temos

L2, 2[4(4+1)24)+1)] _27-4 276 _
>~ g 53 6 ~ 5 25
(20 6\ (27)(14) 378
_27(£—£)_ e = 55 = 15,12

Ja que a regido # & maior que a unido dos cinco retangulos
dados, podemos concluir que a area da regido % & maior do que
Ts = 15,12.

. Na Figura 1.12, as extremidades a esquerda nos 5 intervalos

k—1
sao da forma: 3 (T) onde k =1,2,3,4,5. A largura de

N .3 A .
cada retangulo é — e a altura de cada retangulo pode ser obtida
calculando f na extremidade esquerda de cada intervalo.

o 3|3 8][8& o] 9 12 12,
\ ,757 5 757 5 757 5 75 ) 57 *
(0)=9—02, ~ ~~ ~~ ~~

f(@)=9-(3)" :

f(=9-(8)" S

(H=9-(8)" 1(¥)=o-(¥)
Seja Us a soma das areas dos cinco retangulos dados , isto &
3 3\ 3 6\ 3 9\ 3 12\ 3
—f0)-2+f(2).2xf(=)-24f(2).24¢(22).2
Us=1(0)-5+ (5) 5" (5) 5" (5) 5" (5) 5

Novamente é claro que neste caso podemos calcular essa soma
diretamente, porém a titulo de exercicio, faremos uso da notagao

sigma:
5 (k—1)\ /3 5 k—1\%\ /3
= f _— — g — PR — —
s=21(25) (5) -2 (- (5)) ()
—_——————— —
altura largura
3> 5 ( |<—1>2 32 <27) )
3 27 Q 2 21 2 12 02 a2, 42
_59.5—¥k§1(k—1) _27—§(0 +1°4+2°+3°+4%).
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27
Note que: U5:27—¥(02+12+22+32+42):
27 & 27 [4(4+1)(2(4) + 1)
=27- =YK =27T-2 =
53 lgl 53 [ 6
27 19\ 513
_27—£(6)_27 <£) =55 = 20,52

Ja que a unido dos cinco retdngulos dados & maior do que a
regido dada, podemos concluir que a area da regiao dada é me-
nor do que Us = 20,52.

Combinando os resultados nas partes i e ii, podemos afirmar
que:

3718 . . 513
15,12 = o5 < Area daregido Z < o5 = 20,52.
Temos, assim, duas aproximagdes para a area da regido .
b. Use os n retdngulos das Figuras 1.13 e 1.14 para encon-

trar as areas das regides hachuradas. Note que essas areas
sdo melhores aproximacOes para a area da regido %.

_3 —3
MER 3(111)(3,71‘ 3(n-1) -t o i 3(2” 3k 3(;1-71)3’*1”
i n n n
Figura 1.13 Figura 1.14

Solucéo: Divida o intervalo [0,3] em n subintervalos, cada um com
b—a 3-0 . . .
largura Ax = T3 T As extremidades dos intervalos séo

3
as seguintes:
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0+0(Ax) <0+ 1(Ax) <0+2(AX) < ... <04 (k—1)(Ax) < 0+k(Ax) <
—_——— — ~— —_— ) ——

0 3 6 3k-1) 3
n n n n

... <0+n(Ax)
N—_——
=3

Temos entdo os subintervalos:
03] [3.6] [6.9] . [3k=1) 3] ~[300-1) ,
7n 7 n7n ) n7n )t n 7n )t n 9 *

. o . - k
As extremidades a direita dos n intervalos sdo da forma % onde
k=1,2,3,...,n.

3(k—1)

As extremidades a esquerda dos n intervalos sdo da forma —
ondek=1,2,3,...,n.

As Figuras 1.13 e 1.14 mostram a regido %, as extremidades dos
intervalos, e os retangulos inscritos e circunscritos respectivamente.

. R . 3
Na Figura 1.13, observe que a largura de cada retangulo é — e a

altura de cada retangulo pode ser obtida calculando f na extremidade
direita de cada intervalo. Assim, a soma das areas dos n retangulos
que chamaremos T, é dada pela formula:

EAGIORIRONOR
altura largura

-(EE-G))-(D)E-7Ee

Usando as formulas para somatorias de constantes e de quadrados
sucessivos, temos

27 2710 27 9 27n(n+1)n(2n+1)
Thi==—n-=YkK=271-_YK=27-=2 =
"Tn n3k§‘1 n3k§‘1 n3 6

9 (n+1)(2n+1) 9 .,
=21 o =2 (2 43 ) =
27 9 27 9
—27-9-2 2 —18-2=_ 2
2n  2n? 2n  2n?
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) . , 3
Na Figura 1.14, observe que a largura de cada retdngulo é — e a

altura de cada retdngulo pode ser obtida calculando f na extremidade
esquerda de cada intervalo. Assim, a soma das areas dos n retangulos
gue chamaremos U, é dada pela formula:

w8052 G)-50-(52)) )

altura largura

()& (- () ) - (B) 2 E L v

27 [ &
un:27— Zk 1)? ——3<2 2k+1)

_27——<2k2 22k+21>

Usando as formulas para soma de quadrados sucessivos, de natu-
rais sucessivos e a propriedade da constante, respectivamente, temos:

Un:27—§ (n(n+1)(2n+1) _Zn(n+1) +n) _

nd 6 2
_27_2(n+1)(2n+1) 27(n+1) 27 _

n2 2 n2
9 2n®4+3n+1\ 27 27 27 _
B 2 n n n2 n2

9 3 1 27 21 9 27
=27— - (2+24+ 2 |+ =18-2 -~ 42

2(+n+n2)+n on 22 T h

P y = l — T T A
ortanto, U, 8+ n o2

E claro, neste caso, que T, < U, para todo n > 1 e que
Tn < Area da regido # < U,.

CALCULO DAS INTEGRAIS DEFINIDAS PELO USO
DIRETO DA DEFINICAO POR LIMITE

Antes de calcular as integrais definidas pelo uso da definigcdo
por limite (o que as vezes é uma tarefa tediosa), queremos enfati-
zar que existe uma forma mais préatica e rapida de calcular essas
integrais, usando um teorema tdo basico e tdo importante que
é chamado Teorema Fundamental do Calculo, porém isso sera
feito a partir da proxima semana.




3
Usando somas de Riemann, calcule: / (9 —x?)dx.
0

Solugdo: Observe que a fungdo f(x) = 9 —x? é continua em [0, 3]
3
e portanto integravel em [0,3]. Assim, / (9 —x%)dx = r!|_>m Sn, para

qualquer sequéncia (Sp) de somas de Riemann de f em [0, 3].

Em particular, note que U, e T, achadas em (b) sdo somas de
Riemann de f em [0, 3]. Assim, podemos escolher qualquer uma delas
para calcular o limite. Temos, ent&o,

3
/ (9—x2)dx = limU, = lim T, = 18.
0 X—ro0 N—o0

3
Usando somas de Riemann, calcule / (2—x2)dx.
1

Solugdo: Observe que a fungdo f(x) = 2 —x? é continua em [1,3]
3

e portanto integravel em [1,3]. Além disso, / (2—x)dx = nI|_>m Sh,
1 (o]

para qualquer sequéncia (Sy) de somas de Riemann de f em [1,3].

. . b-a 3-1 2
Assim, considerando Axy = Xk — Xk_1 = = o para

b=3, a=1¢e k=1,...,n. Observe que, a=1= X, X1:1+ﬁ’

x2:1+2(g),...,xk:1+k<g),...,xn:1+n(g> =3,
n n n

Como tx € [x_1,X], pode-se escolher, em particular, a extremi-

.. . S, 2
dade direita do intervalo, isto &, ty = xx = 1 +k (ﬁ) . Logo,

ft) = f (Hk(%)) —e <1+k(§>)2'

Assim, a Soma de Riemann de f(x) = 2 — x? sobre [1,3] seré:

S, = zn“ ft) (X — Xk—1) = 2 [2_ (1+2Fk>2] <§>

k=1 k=1
n 2
5620
k=1 k=3 n n
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40 n 4k 4Ak2N /2
—521‘2(”?*?)(5)

k=1 k=1

4 D /2 8k 8Kk’
—ﬁ”‘z(ﬂﬁ*F)

k=1
2 n 8 n 8 n
Si=4--D1- 5 k-5 DK
W= Ma 3o
Usando as formulas de somatorias correspondentes, obtemos
2 8n(h+1) 8n(n+1)(2n+1)

:4—— —_
Sn L n3 6
1 4 1 1
smzea(ued) 4 (1 d) (20 )
n 3 n n
Assim,
3 4 8 —-6-8 14
2—x%)dx=limS,=2-4—-(2)=—2—-=——=——.
/1( X)dx = lim Sy 32 37 3 3

CALCULO DA AREA PELA DEFINICAO POR LI-
MITE

Usando somas de Riemann, calcule a area da regido compreen-
dida entre o grafico de f(x) = x? +x41, 0 eixo das abscissas, e
asretas x=—-1 e x=2.

Solugdo: f(x) = x? +x+ 1 & continua em [—1,2] e, portanto, in-
tegravel em [—1,2].

Completando quadrados em y = f(x) = x> +x + 1, temos

) 1 1 1\* 3 :
y= x+x+Z +1_Z: x+E +Z>O,paraqualsquerxeR.

Assim, em particular f(x) > 0 parax € [—1,2] e usando a Definigdo
2.2 do caderno didatico (ou a Definicdo 1.13 destas notas), obtemos
que

, 2
Areade%:/ (X2 +x+1)dx = lim S,
-1 N—oc0

Para qualquer sequéncia (S,) de Somas de Riemann de f em [—1,2].

. . b—a 2—-(-1 3
Assim, seja Axyx = = ( ):—parab:Z,a:—le

n n'
k=1,...,n.




3 3
Observe que: a:—lzxo,x1:—1+ﬁ,x2:—1+2 o)

xk:—1+k(§),... ,xn:—1+n<§> =2,
n n

Como tx € [Xk—1,Xk], podemos escolher, em particular, a extremi-

. . L, 3
dade direita do intervalo, isto &, ty = xx = —1+Kk <ﬁ> Logo,

f(tk):f<—1 3k) (1+3k) (—1+3Fk)+1

2 2
:1—6—k+%—1+3k+1 L
n n2 n n

Assim, a Soma de Riemann de f(x) = x? +x+ 1 sobre [—1,2] ser&:

s-§()-50-23)0)

Usando as propriedades e formulas de somatorias correspondentes,

obtemos: " 3 ok ome
o R P Pl

k=1 k:1

—gn 9n(n+1) 27n(n+1)(2n+1)
“n n 2 n3 6

9 1\ 9 1 1
Sh=3—=(1+=]-2(1+=)(2+=).
ma-g(05) -2 (07) (2+45)

. 2
Assim, Areade Z = / (x2 +x+1)dx = nI|_>m Sy =
,1 oo

~m[a-3 (1 5)+ 3( )( -

CALCULO DA AREA DE UMA REGIAO PLANA
LIMITADA PELO EIXOy, PELAS RETAS y = a,

y = b E POR UMA FUNCAO CONTINUA NAO
NEGATIVA DE Yy

Usando somas de Riemann e os n retangulos dados, encontre a
area da regifio # limitada pelo grafico de f(y) = y? e pelo eixo
y, para 1 <y < 3 como mostra a Figura 1.15.
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}7
Hn(%)
1+0-D)(2) 3 y=3 ——
Hk(%)
1+<k71)(%)/? )
@) = f0) =y
1+0(%// '
I T R A T
Figura 1.15
Solugdo: Observe que a fungdo f(y) = y? & continua em [1,3] e

portanto integravel em [1,3]. Assim, [ y?dy = r!Lm S, para qualquer

sequéncia (Sy) de somas de Riemann de f em [1,3].

Na Figura 1.15, observamos que o intervalo [1,3] esta dividido

0

. 3—-1 2

em n subintervalos, cada um, com largura Ay = T As extre-
midades dos subintervalos sdo as seguintes:

1:1+0<%> <1+<%) <1+2<§) <...<1+(k-1) (%) <
1+k<§> <...<1l+(n-1) (%) <1+n<§) =3.

. - 2 2 2
Os subintervalos sdo: [1,1+ ﬁ]’ e [1+(k—1)ﬁ,1+kﬁ} e

[1+(n—1)§,3] |

Observamos também na Figura 1.15 que as extremidades superi-
i - 2
ores dos n intervalos sdo da forma: yxy =1+ kﬁ’ k=123, ...,n.

Assim, podemos formar a soma de Riemann Uy:

unzkilf (1+k§) (%) :knzl(Hk%)z (%) _

N——
altura  largura



Isto &,

o (R 35 (g ()

Usando as formulas de somatorias, temos que

Uy=2+ (8>n(n+1)+<§) n(n+1)(2n+1):

n2 2 n3 6
4n+1) 4(n+1)(2n+1 4 4(2n°+3n+1
o A0HY AnED@NTY g 4 4@+ En D)
n 3n n 3n
4 8 4 4
Un=6+-+3+ +35

. 3
Portanto, Areade Z = / y2dy = limU, =
1 N—poo

. 4 8 4 4 8 26 . ,
_r!m(6+n+3+n+3n2)_6+§_?umdadesdearea.

Uso DAS DEFINICOES E PROPRIEDADES BASICAS
DA INTEGRAL DEFINIDA

Se f & uma funcéo continua sobre o intervalo [0,5] que satisfaz
1 2

5
f(x)dx =6, / f(x)dx = 4, / f(x)dx = 1, use as proprie-

0 0 2
dades basicas da integral definida para encontrar cada uma das
seguintes integrais definidas.

a. /Osf(x)dx d. /Oof(x)dx
b. /12f(x)dx e. /Zof(x)dx
c. /lsf(x)dx f /Slf X)dx
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Solugéo:

a. Como f é continua em [0,5] e, portanto, integravel em [0, 5],
pela propriedade aditiva da integral definida, tem-se que:

/05f(x)dx:/02f(x)dx+/25f(x)dx:4+1:5,

b. De forma analoga ao item a:

2 1 2
/ f(x)dx:/ f(x)dx+/ f(x)dx.
0 0 1
2
Logo, 4:6+/ f(x)dx.
1

2
Portanto, / f(x)dx = —2.

1

c. Analogamente, pela propriedade aditiva da integral definida, te-

MOos: s 1 5
/Of(x)dx:/o f(x)dx+/1 f(x)dx

Usando o resultado obtido em a e os valores dados, temos:

5
5:6+/ f(x)dx.
1

5
Logo, / f(x)dx = —1.
1

d. Da Definic¢do 2.1, do caderno didatico, segue que:
0
/ f(x)dx = 0.
0
e. Da Defini¢do 2.1, do caderno didatico, também tem-se que:
2 0
/ f(x)dx = —/ f(x)dx.
0 2
2

0
Assim, 4 = —/ f(x)dx, logo, / f(x)dx = —4.
0 2

f. De forma analoga ao item e, usando c, tem-se que:
1 5
/ F(x)dx = —/ F(X)dx = —(—1).
5 1

1
Logo, / f(x)dx = 1.
5
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Uso DA AREA PARA CALCULAR INTEGRAIS

Exercicio 1.8.

O grafico de f consiste de segmentos de reta e de um semicirculo
de raio 2, como mostra a Figura 1.16. Calcule cada integral
definida, usando formulas geométricas.

)7
(42)
N
4 B
T ' Ty d 5§ %
(4/\%
)
Figura 1.16
2 2
a. / £(x)dx d./ f(x)dx
0 4

b. /Ozf(x)dx—/ozf(x)dx e. /i3f(x)dx

6 6
C. /2 f(x)dx f. /4|f(x)|dx

Solucéo:

a. Observando a funcdo f, podemos afirmar que

2 ) 02
/ f(x)dx = —Area de um quarto de circulo de raio 2 = Ry =T
0

2

0 , 2
b. / f(x)dx = —Area de um quarto de circulo de raio 2 = iy
-2

= —m, assim usando (a), obtemos

2 0
/f(x)dx—/ f(x)dx=—-n—(—n)=—-n+rn=0.
0

-2
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6 , .
/ f(x)dx=Area do tridngulo de base 4 e altura 2= (%) =4,
2

o

2 -2 2 ,
. / f(x)dx — / F(x)dx+ / f(x)dx — — (Area do tridngulo
—4 —4 -2

de base 2 e altura 1) 4 (—Area do semicirculo de raio 2) =

- (—%) T (—”722> ~ 1o
e./3f dx_3/f dx_3(/f dx+/f dx):

—1-2n+4)=3(3—21)=9—6m.
Note gue estamos usando os resultados obtidos em d e c.

f. Observe que o gréafico de |f| & dado pela Figura 1.17

y

%\ﬂ/\

4 2 T T 4 6 %
Figura 1.17

A55|m/ 1 (x |dx—/ |dx+/ 1 (x |dx+/ £ (x)|dx =

— (Area do triangulo de base 2 e altura 1)+ (area do semicirculo de
raio 2) + (&rea do tridngulo de base 4 e altura 2).

6
Logo, / 1f(X)[dx = 1+ 27 + 4 =5+ 27,
4

Calcule cada integral, usando as propriedades basicas da integral
definida junto com a Definicdo 1.1 e formulas apropriadas da
Geometria.

a. /Zl(x—zyx])dx

b. /Oz(x—yx—u)dx
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Solugéo:

a. Observe que (x—2|x]|)

X—=2x, x>0 [ —x, x>0
X+2x, x<0 | 3x, x<0
No intervalo [—1,2] entdo, temos

y
-1 1 12
T 1 ¥
R,/ 11 R: |
2 :
5 SN
S N
N2
.-'l\
-3
Figura 1.18

Assim,/2 (x—zyx|)dx:/_0 (x—2]x|)dx+/02(x—2|x])dx -

= / 3xdx + / = Area do tridngulo de base 1 e
altura 3) + (—Area do trlangulo de base 2 e altura 2) =
3 22 71

2 2

~(x— 1> -
b. Observequex—|x—1y:{x (x=1),x=1>0 _{1,x_1

X+ (x—1), x—1<0
No intervalo [0, 2] temos

Figura1.19

2x—1,x<1"

CEDERJ
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Assim,

/(x—|x 1|)dx—/0(x—|x 1)) dx+/ (X— [x—1[)dx

_/ (2x — 1dx+/ 1dx_/ (2x—1 dx+/ (2x—1)dx

+ /1 1dx = —Area(%, ) + Area(%y) + Area(%s3) =
_ (B2 (2)1 1.1
__<ZT>+<ZT 1) =-7+7+1=1

Exercicio 1.10.

Calcule cada integral, usando as propriedades basicas da integral
definida junto com a Definicdo 1.1 e formulas apropriadas da
Geometria.

a. /_22(1— x| )dx

b. /03 (1+ Vo) dx

3
C. / |3x — 5|dx
0

Solucéo:

a. Observe que, neste caso, f(x) =1— |x| para x € [—2,2], onde:

X| = X, se x>0 entio f(x) = 1-x,sex>0
|l —Xx,sex<0 1+x,sex<0’

Como x € [—2,2], entdo a restricdo de f a [—2,2] & dada por:
F(x) = 1-x,5e0<x<2
|l 14+x,se —2<x<0

Onde o grafico de f esta dado na Figura 1.20:

Figura 1.20



Observando o gréafico de f e calculando a integral como diferenca
das areas dos triangulos, tem-se que:

2
/2(1 ~x))dX = —Ag + Aq — Ag.

Isto &,

[ a-wd=—Smm+ o -tnw=—1+1-3-0

2 2 2
Lembre que a integral definida & a soma orientada das areas das
regides determinadas pelo gréafico da funcdo f, o eixo x e as
retas x = —2 e x = 2. Neste caso, esse “balango” de areas é
nulo, indicando que a soma das areas no semiplano superior &
igual a soma das areas no semiplano inferior.

. Umavez que f(x) =1++/9—x2 > 0, podemos interpretar essa
integral como a area sob a curvay = 1++/9 —x2 de —3 até 0.
Por outro lado de y — 1 = /9 — x2, temos que (y —1)? +x? =9,
0 que mostra que para x € [—3,0], o gréfico de f & um quarto da
circunferéncia de centro em (0,1) e raio 3. Ver Figura 1.21.

Figura1.21

Observe que neste caso a areasobacurvay—1=+9—x? éa
soma das areas A; do quarto do circulo de raio 3 e do retangulo
A, de base 3 e altura 1. Logo:

/03 (148 =) dx =1+ - %(n)(3)2+3(1) = %H.

. Uma vez que também f(x) = |3x — 5| > 0, pode-se interpretar
essa integral como a area sob a fungdo f(x) = [3x —5|. Por
outro lado, da definicdo do valor absoluto, temos que:

3x—5,s5e3x—5>0
F(x) = [3x=9] _{ ~(3x—5), 56 3x—5<0
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Isto &,

3x—5, se x>
f(x) =
5—-3x, se x<

wlol wl ol

Como x € [0, 3], entdo a restricdo de f a [0, 3] & dada por:
3
3x—Db, se 3 <x<3

f(x) =

5-—3x, se 0<x<§

O gréfico de f é dado na Figura 1.22:

Figura 1.22

Assim, calculando a integral como a soma das areas dos dois
tridngulos A; e A, tem-se:

3 2 3 5
/ \3x—5\dx:/3 \3x—5\dx+[_’ ]3x—5]dx:/3(5—3x)dx+
0 0 g 0

3
/§ (3X — 5)dX = A1+ Ao

3

e 1/5 1 5
Ou seja, /0 |3x — 5|dx = 5 (5) (5)+ 5 (3_ §> (4) =
8 6
3

25 9-5 25

3

Exercicio 1.11.

Para cada uma das regides mostradas a seguir, escreva uma inte-
gral definida que dé a area da regido. (Nao calcule a integral.)



4 2
_A-X
&) ,
\
/ 7R
2 2 ’ -1 1
c d.
2 | 28 f0)=0-2)
2=y’ |
3
Solucéo:
2
: 4—x?
a /_2( X°)dx

1
b. [1X2+1dx
23
-/ydy
0

2
: / (y—2)*dy
0

o

o

UsO DE PROPRIEDADES DA INTEGRAL DEFINIDA
PARA VERIFICAR DESIGUALDADES

Exercicio 1.12.

Use as propriedades das integrais para verificar cada desigual-
dade, sem calcular as integrais.

(]

T
4 4
a / sen®xdx < / sen®xdx
0 0

1
b. 2 g/ V1+x2dx <2v2
-1
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Solucéo:

a. Observe que 0 < senx < 1 sobre [O, E} . Assim, multiplicando

4
ambos 0s membros por sen®x > 0, temos senx < senx sobre

T
0.5)

Considere f(x) = sen?x e g(x) = sen®x definidas em [0,%].
f e g sdo continuas em [O, ﬂ logo f e g sdo integraveis em

o3l

Como f(x) > g(x) sobre [0, z], usando a Proposicdo 2.1 e o
Exemplo 2.5 do caderno didatico, obtemos:

/E f(x)dx > /Eg(x)dx.
0 0
Isto &, . .
/4 sen®xdx > /4 sen®xdx.
0 0

Ou seja,
. .
/ sen®xdx < / sen®xdx.
0 0

b. Observe que se —1 < x < 1, entdo 0 < x*> < 1. Assim,
1<1+4x2<2, ecomoa funcdo raiz quadrada & uma funcéo
crescente em [0, +-o0) tem-se que 1 = /1 < v/1+x2 < /2. Usan-
do agora o resultado do exercicio 7 (Aula 2) do caderno didético,

temos que: 1(1 — (— / V1+x2dx < V2(1 - (1)),

para todo x € [—1 1] Isto &,

1
ZS/ V1+x2dx < 2v2.
-1

PASSO A PASSO DA MAIORIA DOS EXERCICIOS
PROPOSTOS NO CADERNO DIDATICO

Exercicio 1.13.

Seja f(x) = x3 para todo x € [0,1] e considerando as sequéncias

(Tn), (Un) & (Vn), onde



Tn:if(k%)7un:if(%) eVnzi (%)

k=1 N
t € 01 th e }g t c En;l et, € n;l_’]_
1 n s 2 n'n secestn=1 n ' n n n_’ .

Mostre que:

>

. . . 1
N—roo N—roo N—roo 4

Sugestdo: Raciocine como foi feito no caderno didatico para
a fungdo f(x) = x?. Lembre-se de que também conhecemos a

i n n?(n+1)2 .
formula ) k= n(n+1)° (Soma dos cubos sucessivos).
k=1

(Aula 1 do caderno didatico, exercicio proposto n° 2)

Solugéo: Observe que (T,) é a soma das areas dos retangulos mos-
trados na Figura 1.23 e que (U,) é a soma das areas dos retangulos
mostrados na Figura 1.24. Para cada inteiro n > 1.

N\
EaN

=
RN
o

/
n-2

7 n = h

K o

=
'
(¥}

Figura 1.23 Figura 1.24

k—1 k ., k=1
Notemos que tx € [T’ﬁ] parak =1,2,...,n, isto &, 0 <t <

, . k—1 k
" e como f & crescente, entdo f e < f(ty) < f - para
nof k=1 f(t nof k
k=1,2,...,n. Consequentemente, »’ M <> ) < (x)
k=1 N k=1 N k=1 N

isto &, T, <V, <U,.

K
: . < @)
Notemos ainda que, para cada inteiro n > 1, Uy = ) =
k=1

n (K)3 1 0 n n2(n+1)2

3 : 3
=y ?1 :sz’ porém 'k i E—
k=1 k=1 k=1
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Logo, substituindo a formula de somatoria na expressao anterior,

resulta
U L (MDY (41?1 1,1 ?
T 4 “ a2 \2n) " \2"2n) "
1 1\% 1
Logo ImU_Im — ] ==
9t nLoo(z 2n> 4

Analogamente,

e R

k=1 N k=1

Por outro lado, temos que:

n n n n n
(k=1P°=Y (K-3k+3k-1)=Y k*-3D k+3Y k-1
k=1 k=1 k=1 k=1

1 k=1

M:s

=~
Il

e usando as seguintes formulas de somatorias:

4 _n(n+1 )(2n+1) ikg n+1)

Z”: o i n+1) Zkz—

k=1 k=1
resulta
i(k_l)gzn2(n+1)2_3n(n+1)(2n+1)+3n(n+1)_
&1 4 6 2
Assim
1 /m(n+1)? _n(n+1)(2n+1) _n(n+1)
T = — — — =
" n4< A 6 e
~(n+1?2 1(n+1)(@n+1) 3(+1) 1
42 2 n3 2 nd nd’
Logo,
o [(n+1)? 1(n+1)(2n+1) 3(n+1) 1] 1
fim o= fim [ 5 2w mTa

Provamos até agora que T, <V, < U, para todo n > 1 e

. . 1 . .
limT, = limyU, = T Assim, pelo teorema do sanduiche ou do con-
N—yoo N—yoo

fronto, podemos afirmar que limV, = -
N—soo
Em resumo, acabamos de mostrar que

IimT, = I|m U, = I|m Vn
N—o0
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Exercicio 1.14.

1
Calcule / || dx usando propriedades da integral definida e
1

formulas geométricas.

(Aula 2 do caderno didatico, exercicio proposto n° 1)

Solugé@o: Observe que f(x) = |x| é continua em [—1,1], entdo f
é integravel em [—1,1]. Além disso, pela Proposi¢do 2.2 do caderno
didatico, temos que

1 0 1 0 1
/ \x]dx:/ \x]dx+/ ]x\dx:/ —xdx+/ xdx.
1 -1 0 -1 0

0

Observando o grafico de f(x) na Figura 1.25, temos que / —xdx é
-1

1
igual & area da regido Ry e / xdx & igual & area da regido R,.
0

Y
T /3
>y
-1 1 x
Figura 1.25

A R . 1.1 1
Note que Ry & um tridngulo retdngulo, assim, A(R;) = — = =,

2
pela simetria de f em relagdo ao eixo y, temos que A(R2) = A(R1) e
1

. 1 1 1
assim, A(R) = 5. logo [ dx =5+ =1
-1

Exercicio 1.15.

Seja f(x) = —x? para todo x € [0,1]. Calcule a area da regido
compreendida entre o gréfico de f, o eixo das abscissas e a reta
x=1.

Sugestdo: Use as propriedades da integral definida e o Exemplo
2.1 do caderno didatico.

(Aula 2 do caderno didatico, exercicio proposto n° 2)
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Solugdo: A regido R pedida é mostrada na Figura 1.26.

/\y

0 1

R
e
2
A
o

Figura 1.26

Como f(x) = —x? & continua no intervalo [0,1], entdo f & in-
tegravel em [0,1]. Observe que f(x) < 0 para todo x € [0,1], entdo
por definicdo

= ([ r000) = ([ ) = [eo = ]

0
Prop. 2.1(b) Exemplo 2.2
unidades de area.

#£5 A Proposigdo 2.1-b e o Exemplo 2.2 referem-se & numerago
do caderno didatico.

Exercicio 1.16.

. b b a2
Usando somas de Riemann, mostre que / xdx = TR
a

Sugestao: Vocé ja sabe que a fungdo f(x) = x & integravel em
[a,b], pois ela & continua em [a,b]. Para cada inteiro n > 1,

_ n -
considere a soma de Riemann S, = % (z f <a+ w>>
k=1
) 2 g2
e mostre que JL”lS” =55

(Aula 2 do caderno didatico, exercicio proposto n° 3-b)

Solugéo: Noés sabemos que a fungdo f(x) = x & integravel em [a, b],
b
pois ela & continua em [a,b]. Além disso, / Xdx = r!Lm Sn para qual-
a {ec)
quer sequéncia (Sp) de somas de Riemann de f em [a,b].



. . b—a
Assim, considerando Axg = Xk — Xk_1 = — Observe que para
cada inteiro n > 1 consideramos 0s pontos:

)
=0
N
B AT
\S N 5
A > &
> @ VA
/ o
F—— : ——]
3 at3(b-a)- athk(b-a) =
n

i

at(b-a)

n

n

Como t € [xk—1,Xk] (pode-se escolher, por exemplo, 0s extremos

. . b—a
superiores dos subintervalos) ty=xx=a+ kT'

Logo, f(t)=f (a+k(b;a)) :a+k(b;a).

Assim, a Soma de Riemann de f(x) = x sobre [a,b] ser&:

B _b-a n k(b—a) _
Sh= E f(tk) Axg e (kzl f <a+ Y ))
b—a k(b—a) b—a

k=1

N (b —Za)2 z”: "

1 n“ =

[;.)43

k

n n n
Como Y a=ane Y k=
k=1 k=1

s OFENOED g 08y 1Y,

b—
Sn: a

n2 2 2
Assim,

limS,=a(b—a)+ (b—a)” =(b—a) [a+ (

N—soo 2

b-a)] (b—a)(b+a)
|-
b2—a®> b> a®

2 2 2

b b2 a2
Portanto, / xdx=IlimS, = — — —.
a N—roo 2 2

Exercicio 1.17.

Use somas de Riemann para mostrar que

b b3 a3
2
dx=—— 2.
/aX X 3 3

(Aula 2 do caderno didatico, exercicio proposto n° 4)
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Solugdo: Nos sabemos que a fungdo f(x) = x? & integravel em [a, b],

pois ela é continua em [a, b]. Além disso, / x2dx = r!Lm Sy, para qual-
a (oo}

quer sequéncia (Sp) de somas de Riemann de f em [a,b].

. . b—a
Assim, considerando Axg = Xx — Xk—1 = X Observe que para
cada inteiro n > 1 consideramos 0s pontos:

)

-
(/A ]
Sy

&/ )
(bxq/ i\ & /@X\N%
r L IM L 1 1 I¢ 1“/
é/i\ " at3(b-a)- atk(b-a) -
71 n
a+(b-a)

n

Como tyx € [xk—1,x%] (pode-se escolher, por exemplo, 0s extremos

. . b—a
superiores dos subintervalos) ty =Xk =a-+ kT'

Logo, f(t)=f <a+k(bnia)) =a2+2ak(bna)+k2(b nza) |

Assim, a Soma de Riemann de f(x) = x? sobre [a, b] sera:

Snz i f(tk)AXk: ;a (i f <a+@>> =

4 4 n(n+1) 4 n(n+1)(2n+1)
Como Y a’=a’n, Yk= e YK2=
2 2 0 F e

nn+1) (b—a)®n(n+1)(2n+1)
n? >t 6 '

Ou seja,

Sy = (b—a)a’+a(b—a)? <1+%> + (b;a)B <1+%) <2+%).
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Assim,

lim S, = lim [(b—a)a2+a(b—a)2 (1+%) + (b_ﬁa)g (1+%> (2+%)]

isto &,

lim S, = (b—a)a® +-a(b—a)*+ (b—3a)3 =(b—a) [a2+a(b—a)+ (b ;a)z]

lim S, = (b—a) [a2+ab—a2+

N—poo

(b—a)z] 3ab+b2—2ab+a2]_
- —

:(b—a)[ 3
(b—a)(b*+ab+a?) bd-ad

3 3

b b3 a3
Portanto, / xedx = lim S, = — — =.
a

N—eo 3 3

Exercicio 1.18.

Calcule A
/ (X2 +x 4 1)dx.
a

Sugestdo: Use os resultados dos Exercicios 1.16, 1.15 e proprie-
dades da integral definida.

Solugéo:
b b b b
/(x2+x+1)dx:/ xzdx+/ xdx+/ ldx =
a a a a
b® ad b? a?
= 3—34‘?—? +1(b—a).
Exercicio 1.16  Exercicio 1.15 Exemplo 2.2
Ou também
b 2 2
/(x2+x+1)dx:(b—a) b +a3b+b +b;a+1 .
a

#£5 0 Exemplo 2.2 refere-se & numerago do caderno didatico.
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Exercicio 1.19.

Seja f : [~1,1] — R definida por f(x) = —x® se x € [-1,0] e
f(x) = x? se x € [0,1]. Mostre que

/l f(x)dx =0.

-1
(Aula 2 do caderno didatico, exercicio proposto n° 6)

Solucéo: Observe que f & uma fungdo continua no intervalo [—1,1],
logo f & uma func@o integravel no intervalo [—1,1]. Por outro lado,
pela Proposicdo 2.2 do caderno didatico temos que a restricdo de f a
[—1,0] é integravel em [—1,0], a restricdo de f a [0,1] & integravel em

0.2]e 1 0 1
[1f(x)dx:[1f(x)dx+/o £(x) dx

Assim, substituindo os valores de f em cada subintervalo resulta

1 0 1 0 1
/ f(x)dx:/ —xzdx+/ xzdx:—/ xzdx+/ x2dx (1.1)
-1 -1 0 1 0

o) )

Para calcular (1) e (2) usaremos o exercicio 5, assim

0 03 (_1)3 1 1 13 03 1
2 2
d:—— = — d:___:_
/_1" X=3- "3 3 ¢ /ox X=3 7373

Substituindo estes (ltimos valores em 1.1 resulta

1 1 1
'Klf(x)dx_—g §_0.

Exercicio 1.20.

Seja f : [a,b] — R uma funcdo integravel tal que m < f(x) <M
para todo x € [a,b]. Mostre que
b
m(b—a) < / f(x)dx < M(b—a).

a

(Aula 2 do caderno didatico, exercicio proposto n° 7)



Solugéo: Das hipoteses do exercicio dado e utilizando o Exemplo 2.5
do caderno didatico, podemos afirmar que

/:mdxg/:f(x)dxg/abde (1.2)

Por outro lado, note que m e M s&o constantes em [a,b]. Assim, do
Exemplo 2.2 do caderno didatico, podemos afirmar que

b b
/ mdx=m(b—a) e que / Mdx=M(b—a)
a a
Substituindo esses (ltimos valores em 1.2 resulta que

b
m(b—a) g/ f(x)dx < M(b—a).

\Veja no Apéndice 4, no final deste caderno, o passo a passo de
exercicios adicionais correspondentes a esta semana.
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Semana 2 ,

O TEOREMA
FUNDAMENTAL DO CALCULO

O Teorema Fundamental do Calculo estabelece uma conexao
entre os dois ramos do Calculo: o Calculo Diferencial (intro-
duzido com o problema da reta tangente) e o Calculo Integral
(introduzido com o problema da area). Esses dois problemas
aparentemente ndo estdo relacionados, porém, na verdade, existe
uma conexao muito estreita. A conexao foi descoberta de forma
independente por Isaac Newton e Gottfried Leibniz, e esta enun-
ciada no Teorema Fundamental do Calculo. Esse teorema de-
monstra a precisa relacdo inversa entre a derivada e a integral.
Eles exploraram essa relacdo e a usaram para desenvolver o
calculo como um método matematico sistematico. Eles percebe-
ram que o Teorema Fundamental Ihes permitiu computar areas e
integrais mais facilmente, sem que fosse necessario calcula-las
como limites de somas, como fizemos na semana anterior.

Teorema 2.1 (12 Forma do Teorema Fundamental do Calculo).

Sejam a < b e f : [a,b] — R continua em [a,b]. Para cada
X
X € [a,b] definamos F(x) = / f(t)dt, entdo F é derivavel em
a
[a,b] e F/(x) = f(x) para todo x € [a,b].

Demonstracao

\er a prova do Teorema 3.1 do caderno didatico.

» ,
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EXEMPLOS DE APLICACAO

[ Exemplo21. |

Seja f : R — R continua em R e seja a um nimero real ar-
X
bitrario. Definamos F : R — R por F(X) = / f(t)dt para todo

a
x € R. Afirmamos que F & derivavel em R e F/(x) = f(x) para
todo x € R.

Solucéo: Veja a demonstracdo (Exemplo 3.2) nas paginas 30-31 do
seu caderno didatico.

[ Exemplo22. |

Nos exercicios seguintes, considere a funcao F definida para
todo x € R. Mostre que F & derivavel em R e calcule F'(x).

X3 X2
a. F(x):/ t costdt b. F(x):/ , V1+t4dt
0 —Ssenéx

Solucéo:

a. Podemos escrever F(x) = (H o G)(x), onde H (x / t costdt
e G(x) = x5
Pela primeira forma do Teorema Fundamental do Calculo, H (x)
é derivavel em R e H'(x) = x cosx. Também G(x) & derivavel

em R e G'(x) = 3x%. Logo, pela regra da cadeia, F =HoG é
derivavel em R.

F'(x) = (HoG)'(x) = H'(G(x))G'(x) =
= x3cos(x*)3x% = 3x° cos (x3).

#5 Note que neste caso usar o citado teorema é a melhor
opc¢do, pois ndo temos ainda ferramentas para calcular di-
retamente a integral definida e, mesmo tendo-as, o proce-
dimento sem usar o teorema & muito penoso.

XZ
/ 2\/1+t4dt—/ \/l+t4dt+/ VI+thdt=
Sen¢x 0

sen2x

—sen2x x2
—/ \/1+t4dt+/ V1+t4dt
0 0
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Podemos escrever F(x) = —(H o G)(x) + (H o L)(x), onde
X
:/ V1+t4dt, G(x) = —sen?x e L(x) = x2.
0

Pela primeira forma do Teorema Fundamental do Calculo, H(x)
é derivavel em R e H'(x) = v1+ x4, também G(x) é derivavel
em R e G'(x) = —2senxcosx. Logo, pela regra da cadeia,
(HoG) é derivavel em R e,

(HoG)'(x) = H'(G(x))G'(x)

1+ (—sen2x)*- (—2senx cosx) = —2senx cosxy/ 1+ sendx.

Analogamente, L(x) é derivavel e L'(x) = 2x, logo, pela regra
da cadeia, (HoL) & derivavel em R e,

(HoL)'(x) =H'(L(x)L'(x)
14+ (x)*- (2%) = 2xv/ 1+ %8.

Assim, F(x) é derivavel em R e,

F'(X) = —(HoG)' (X) + (HoL)'(x).

Portanto, F'(x) = 2senx cosx /1 + sen8x + 2xv/1+ x8.

[ Exemplo23. |

2
Considere a funcdo G(x) = 2x+/ "sen - dt. Mostre que

G é derivavel em R e determine:  a. G(O) b. G'(x)
Solugéo:
. 0 sen 2t
a. Eclaroque G(0) =2(0)+ I 5 dt =0. Vamos mostrar que
0
G é derivavel em R.
X sen2t
Podemos escrever G(x) = 2x+ (H oL)(x), onde H(x) = Y
0
e L(x) = x2. Pela primeira forma do Teorema Fundamental do
- sen2 i}
Célculo, H(x) é derivavel em R e H'(x) = FX)Z( Também

L(x) & derivavel em R e L’(x) = 2x. Logo, pela regra da cadeia,
(HoL) éderivavel em R e,

(Hol)'(x) =H'(L(X)L'(x)

_sen(2(x?)) . [sen(2x?)
—W'ZX—ZX[ T } .
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Assim, G é derivavel em R, pois & soma de fungBes derivaveis
2 2
emR e G'(x) = 2+ (HoL) (x). Logo G'(x) = 2+2x [Sen( X )]

1+4+x4
gue é a reposta para o item b.

[ Exemplo24. |

Assuma que f seja uma fungdo continua em R e que
X 2X
f(t)dt = ——. Determine f(0).
| ma= 7 )

X

Solugdo: Seja F(x) :/ f(t)dt como f & continua em R. Entdo,
0
pela primeira forma do Teorema Fundamental do Calculo, F & de-
X 2
rivavel emR e F/(x) = f(x). Como F (x) :/ f(t)dt = —X, entdo
0 4+x?

/
F'(x) = (41—)()(2) , € desde que f(x) = F’(x), temos

(4 x2)2-2x(2x) B8+ —4x2  8—2x°

fix) = (4+x2)2 T2 (42
. 8 1
Assim, f(0) = =7
Definicéo 2.1.

Sejama < be f : [a,b] — R continua em [a,b]. Uma funcédo
G: [a,b] — R é chamada de uma primitiva de f ou uma anti-
derivada para f em [a,b] se: G’(x) = f(x) paratodo x € [a, b].

£ E claro que se G é uma primitiva ou antiderivada para f
em [a,b] e C & um nimero real arbitrario, entdo G +C
também & uma primitiva ou antiderivada para f em [a,b].
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EXEMPLOS DE PRIMITIVAS ELEMENTARES

Desde que: Podemos concluir que:

xn+1 7 xn+1 ; .
( ) =x" (n#-1) G(x) = (m) ,(n#—1)éumapri-

n+1

mitiva de f(x) =x"

(—cosx)’ = senx G(x) = —cosx & uma primitiva de

f(x) = senx

(senx)’ = cosx G(x) = senx & uma primitiva de
f(x) = cosx

(tgx)’ = sec?x G(x) = tgx € uma primitiva de
f(x) = sec?x

(—cotgx)’ = cossec?x G(x) = —cotgx & uma primitiva de
f(x) = cossec?x

(secx)’ = secx tgx G(x) = secx €& uma primitiva de
f(x) = secx tgx

(—cossecx)’ = cossecx cotgx | G(x) = —cossecx &€ uma primitiva de
f(x) = cossecx cotg x

1 ...
(arcsenx)’ = T G(x) = arcsenx € uma primitiva de
f(x) =
V1—x?
tgx) = G(x) = arctgx & uma primitiva de
(arctgx)’ = 75 (X) arctox p
)= 1+x2
1
arcsecx) = ——— G(x) = arcsec |x| € uma primitiva de
(aresee)' = o f((X; /x| € uma p
Mv%—l

Teorema 2.2 (22 Forma do Teorema Fundamental do Calculo).

Sejam a < b e f : [a,b] — R continua em |[a,b].
Se G & qualquer primitiva de f em [a,b], entdo

/b f(x)dx = G(b) — G(a).

Notacdo. Expressdes do tipo G(b) — G(a) sdo conveniente-

mente escritas  G(X)
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EXEMPLOS DE APLICACAO

CALCULANDO UMA INTEGRAL DEFINIDA USAN-
DO A SEGUNDA FORMA DO TEOREMA FUNDA-
MENTAL DO CALCULO

[ Exemplo25. |

/41+ﬂ
1 Y2

Calcule dy.

Solugdo: Note que o integrando & uma fungdo continua em [1,4].
Aplicando as propriedades da integral definida, temos

414y 4(1 \/)7) 4, 4
dy=/ (= —d:/ d / dy,
/1 o= (p+z )y =y iy |y iy

Podemos usar a 22 forma do teorema fundamentazl +dlo calculo. Usando
=

a tabela de primitivas podemos concluir que 1 € uma primitiva
y,g+1
1 € uma primitiva de y~

dey2eque 3.
—35
Aplicando a 22 forma do teorema fundamental do célculo a cada
uma das Gltimas integrais do lado direito, temos

10 410 11 210 1 2 7
Ly yzf _ 1 2 1 .2 7
__l]1+ _111_ ] 1]1 A

[ Exemplo26. |

/2
Calcule /3 (—x—25ec2x) dx.
0 T

Solucao: Note que o integrando & uma fungédo continua no intervalo
dado, logo é integravel nesse intervalo. Entdo estamos em condi¢cfes
de utilizar as propriedades da integral definida

/3 (—x—ZSeczx) dx = —/3 xdx—Z/3 sec?xdx
0 \m nt Jo 0

Usando a tabela de primitivas elementares e a 22 forma do teorema
fundamental do célculo, obtemos

2 x? E
=——| -2t
7r2] gx}

O wia

(-5



USANDO A SEGUNPA FORMA DO TEOREMA FUN-
DAMENTAL DO CALCNIULO PARA ENCONTRAR A
AREA DE UMA REGIAO

[ Exemplo27. |

. . . ‘e 1
Encontre a area da regido % limitada pelo graficodey = 2
pelo eixo x e pelas retas verticaisx=1e x = 2.

Solucéo: A regido # esta dada na Figura 2.1.

y

Figura 2.1

Observe que, neste caso, y > 0 para todo x diferente de zero, em
particular para 1 < x < 2. Assim,

2 2 2
, 2 2 —2+1 1
Areade%’:/ idx:/ x2dx = = _X- :_} _
1 X2 1 —2+1 -1 X
1 1 1
1 1 . 3
= 3 +1= 5 unidades de area.

[ Exemplo28. |

Encontre a area da regido % no primeiro quadrante, limitada
pelo grafico de x =y —y? e pelo eixo y.

Solucgdo: A regido # esta dada na seguinte figura:
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SN

=T
—_

Figura 2.2

Na Figura 2.2, observamos que, se girarmos a cabe¢a no sen-
tido horario, podemos imaginar a regido & estando abaixo da curva
x=y—y? dey=0atéy=1. Assim,

1

, 1 9 1 1 ) y2 y3
Areade%:/(y—y)dy:/ydy—/ydy:——— =
0 0 0 2 3 0

1 . ,
= 6 unidades de area.

N -
Wl

#£5 Note que esta & a maneira mais simples de calcular a area da
Figura 2.2. Se quisermos calcular a &rea fazendo a integracdo
sobre 0 eixo x, como no Exemplo 2.7, o trabalho que iremos ter
sera muito maior (verifique!). Assim, nbs tentaremos sempre
seguir a “lei do menor esforgo.”

CALCULANDO UMA INTEGRAL DEFINIDA ENVOL-
VENDO VALOR ABSOLUTO

[ Exemplo29. |

3n

Calcule / ' |cosx|dx
0

3

3n T 3n
Solugéo: /4 ]cosx|dx:/2 ]cosx]dx+/4 |cosx|dx, onde
0 0 z

|cosx| = cosx se cos>0
"~ ] —cosx se cosx<0 °

58 CEDERJ



No intervalo |0,

kLl

L —|

] , sabemos que:

Paranggg,COSXZOeparag<x§3(%>,cosx<0.

Assim, temos

3r 3

i
K3 2 K3
/ ]cosx]dx:/ cosxdx—/ cosxdx.
0 0 z

2

=1- (Q)—i-lzz—@.

el

—Senx
] 2 2

(=N

=Ssen X]

[ Exemplo 2.10. |

3
Calcule / X2 — 4| dx
0

Solucéo: Observe que a fungdo valor absoluto esta definida por

? X2—4 se xX2—4>0
X°—4| = 2 2
—Xx‘+4 se x*—4<0

Poroutro lado x> —4>0< (x—2)(x+2) >0&x>20ux< —2e
X —4<0& (Xx—2)(x+2)<0& —2<x<2.
Assim, no intervalo de integracdo [0, 3], temos

2 X2 —4 se 2<x<3
-4 =17
[0,3] —Xc4+4 se 0<x<?2

3 2 3
/|x2—4|dx:/ |x2—4ydx+/ X2 — 4] dx =
0 0 2

2 3
:/ (—x2+4)dx+/ (x2 —4)dx
0 2

Utilizando a tabela de primitivas e a segunda forma do Teorema Fun-
damental do Calculo, temos que

x3 ? x3 ’ 23 33 23
—S | g s =T R+ S —43) - S +40)
0 2
16 16 23
—16+9—12—§ —13—?— 3
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S6 como informagdo, na Figura 2.3, mostramos o gréafico da fungédo
y = x? —4 e, na Figura 2.4, mostramos o grafico de y = |x*> — 4].

v =lx*4|

-4

Figura 2.3 Figura 2.4

OUTROS EXERCICIOS RESOLVIDOS

X
Embora a formula da forma F(x) = / f(t)dt possa ser vista
a
como uma maneira estranha de definir uma funcgéo, livros de
fisica, quimica e estatistica estdo repletos de tais funcdes. Por

2
sim chamada em homenagem ao fisico francés Augustin Fresnel

(1788-1827), famoso por seus trabalhos de Otica. Essa fungéo
apareceu pela primeira vez na teoria de difracdo das ondas de
luz de Fresnel, porém, mais recentemente, foi aplicada no pla-
nejamento de autoestradas.

X t2
exemplo, a funcdo de Fresnel S(x) = / sen (n_) dt é as-
0

Considere a funcdo de Fresnel S definida acima para todo
x € R. Mostre que S é derivavel em R e calcule S'(x) para todo
xeR.

2
Solucéo: Observe que f(t) = sen (%) é continua vVt € IR, pois é a

- . ) t2
composicao das funcdes continuas g(t) = sent e h(t) = % Note que

2
(9o =g(h) =sen (- ) = 10



Temos, entdo, f : R — R continua em R. Seja 0 um ndmero
2

X

real arbitrario. Definimos S(x) = / sen Et?) dt, Vx € R. Entdo,
0

a 12 forma do Teorema Fundamental do Calculo e o Exemplo 3.2

do caderno didatico nos permitem afirmar que S é derivavel em R e
2

S'(x) =sen (%) , VX e R.

x3
Defina F(x) = /\[ Visentdt para todo x € [0,+c0). Mostre
X

que F & derivavel em x € (0,+o) e calcule F’(x) para todo
X € (0,+e0).

Solugdo: Usando as propriedades da integral definida, obtemos

x3 0 X3
F(x):/ \/fsentdt:/ \/fsentdt+/ V1 sentdt
VK VK 0

VX 3
= —/ \/fsentdt+/ Vit sentdt.
0 0
Entdo, podemos escrever:

F(X)=—(Hog)(X)+ (Hoh)(x) = (Hoh)(x) — (Hog)(x), onde
H(x):/oxﬁsentdt, g0 = VX & h(x) = 3.

E claro que f(t) = v/t sent & uma fungdo continua Vt € [0, 4-co),
pois & o produto das fungBes continuas +/t, definida vVt € [0,+o) €
sent, definida Vt € R. Assim, pela primeira forma do Teorema Funda-
mental do Calculo, podemos afirmar que H & derivavel em [0, +o<) e

H’(x) = /X senx. Por outro lado, a fun¢éo g(x) = /X & derivavel Vx €

(0,4) e g'(x) = ?1& logo pela regra da cadeia, H o g & derivavel
em (0,+e2) e (Hog)"(x) = H'(g(x))g'(x) = \/g(x)(sen(g(x))g’ (x)

= \/VRlsen(vR) 5 = =xksen(v®) = . ey

ZX% 2X3

Analogamente, h(x) = x® & derivavel ¥x € R e h'(x) = 3x?, logo
pela regra da cadeia, H oh & derivavel em [0,+) e (Hoh)(x) =

H’(h(x))h'(x) = /h(x)(sen(h(x))h"(x)
= Vx3(sen(x))3x% = x

nlw

(sen(x®))3x?

= 3xZsen(x?). (2.2)
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Assim, F(x) = (H oh)(x) — (H og)(x) seré derivavel em (0, +-), pois
é a diferenca das func¢@es (H oh)(x) e (H og)(x), ambas derivaveis em
(0,+) €

F'(x) = (Hoh)'(x) = (Hog)'(x). (2.33)
Finalmente, substituindo 2.1 e 2.2 em 2.3, temos
F/(x) = 3xZ sen(x®) — sen(\l/>_() :
2X4

X+2, =2<x<0 «
Sjaf(x)={ 2, 0<x<1 esejaG(x):/ F(t)dt.
4-2x, 1<x<2 -2

a. Faca a integracdo e ache uma expressdo para G(x) similar
aquela para f(x).
b. Esboce os gréaficos de f e G.
c. Onde f é continua? Onde f & derivavel? Onde G é de-
rivavel?
Solucéo:

X
a. e Calculemos G(x) = / f(t)dt para —2 <x <0.
2

Na Figura 2.5, podemos observar o grafico de f e o fato
que G(x) é a regido hachurada.

Figura 2.5

X 2

Assim, G(x):/ (t+2)dt:t§+2t
-2

X2 NG
= (3+2x> —(2-4)= S +2x+2



X
e Calculemos G(x) = / f(t)dt para0 <x <1.
-2

Na Figura 2.6, podemos observar o grafico de f e o fato
que G(x) é a regido hachurada.

\

2 of X1 2

Figura 2.6

Logo, G(x):/Xzf(t)dt:/Zf(t)dt+/()xf(t)dt:

0 X 12 X
:/ (t+2)dt+/ 2dt = — + 2t —i—2t]
-2 0 2 0

X
e Calculemos G(x) = / f(t)dtparal <x <2.
-2

Na Figura 2.7, podemos observar o grafico de f e o fato
que G(x) é a regido hachurada.

1

2 o 1 x2

Figura 2.7
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Portanto,

G(x):/xf()dt—/ dt+/ dt+/
—/ t+2dt+/ 2dt+/ (4—2t)d

t
=2+2+4t— 22] =4+ (4x—x) —(4-1) =
1

=44 (4x—x2) —3 = —x2 +4x+ 1.

%x2+2x+2, —2Xx<x<0

Assim resulta que G(x) = Xi2. 0<x<1

—X244x+1, 1<x<2

b. Esboco dos graficos de f e G.

Figura 2.9

c. Eclaro que f & continua no intervalo [—2,2] e que f & derivavel
nos intervalos (—2,0), (0,1) e (1,2). Note que f” (0)=1¢e

=0, assim f ndo é derivavel em x = 0 e, analogamente,

f’(1)=0e f/ (1) = —2, logo f ndo é derivavel em x = 1.



Por outro lado, pela definicdo da funcdo G, é claro que G é
continua nos intervalos [—2,0), (0,1) e (1,2], resta verificar se
G é continuaem x =0 e x = 1. De fato,

lim G(x) = lim <1x2+2x+2> = lim (2x+2) = lim G(x) =

X—0~ x—0- \ 2 x—0t x—0t

=2=G(0)

e

nmeaﬁ:mum+a=nTpﬁ+m+n=anm:
x—1+t

X—1~ Xx—1- X—1+
=4=G(1).

Portanto, G é continua no intervalo [—2,2]. Por outro lado,
pela definicdo de G, verifica-se que G é derivavel nos intervalos
(—=2,0), (0,1) e (1,2). Resta verificar a derivabilidade de G em
x=0ex=1.

De fato, G’ (0) =2 =G’ (0) e G’ (1) =2 =G/, (1), portanto
existem G’(0) e G'(1), assim G é derivavel no intervalo (—2,2).

X
Seja G(x) = [ f(t)dt, onde f & a funcdo cujo grafico & mos-

trado na figura seguinte:

S

583

[uiy

Figura 2.10

a. Calcule G(0). Como ndo conhecemos o valor exato de
f em cada ponto, interprete as integrais definidas G(2),
G(4), G(6) e G(8), aproximadamente em termos de
areas de figuras geométricas elementares e calcule esses
valores.
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b. Encontre o maior intervalo aberto onde G é crescente.

c. Encontre o maior intervalo aberto onde G é decrescente.

o

. ldentifique todos os extremos de G.

D

. Esboce o gréfico de G.

Solucéo:

a. G(0) :/Oof(t)dt:O

G(2):/02f(t)dt:/Olf(t)dt+/12f(t)dt.

Como ndo temos a definicdo formal da funcdo f na igualdade
anterior, interpretaremos as integrais do lado direito em termos
de areas de figuras geométricas elementares. Assim, olhando a
Figura 2.10 e tendo em conta que parat € [0,4] a funcdo f é
maior ou igual a zero podemos dizer que

G(2) ~ (&rea do retangulo de lados 4 e 1) + (&rea do trapézio de

bases 4 e 2 e altura 1).

(4+2)1
2

Logo, G(2)~ (4)(1)+ =443=17.

Analogamente,
G(4) :/04 f(t)dt:/02 f(t)dt+/24 f(t)dt:G(2)+/24 F(t)dt.

Assim, olhando a Figura 2.10 e tendo em conta que G(2) ~ 7,
obtemos

G(4) ~ 7+ (area do triangulo de base 2 e altura 2) =7+ -—-—=09.

G(e):/Oef(t)dt:/;f(t)dt+ff(t)dt:@(4)+/46f(t)dt

Assim, olhando a Figura 2.10 e tendo em conta que G(4) ~ 9
e, notando que parat € [4,6] a func@o f torna valores menores
ou iguais a zero, obtemos

G(6) ~ 9+ (—érea do tridngulo de base 2 e altura 1) =9 — —-—= =8.

Analogamente,
G(8) :/08 f(t)dt:/06 f(t)dt+/68 f(t)dt:G(6)+/68 F(t)dt
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Assim, olhando a Figura 2.10 e tendo em conta que G(6) ~ 8
e, notando que parat € [6,8] a funcdo f torna valores negativos,
obtemos

G(8) ~ 8+ (—area do trapézio de bases 2 e 1 e altura 2) =

_g. <_(2+21)2> _8_3-5.

.- O maior intervalo aberto onde G & crescente é o intervalo (0,4).

Realmente, note que sendo f continua, pela primeira forma do
Teorema Fundamental do Calculo podemos afirmar que

G éderivavel e G'(x) = f(x) paratodo x €[0,8]. (2.4)

Do Caélculo 1, sabemos que G é crescente onde G’(x) > 0, isto
é, onde f > 0. Por outro lado, na Figura 2.10 vemos que f > 0
no intervalo (0,4), assim podemos dizer que G é crescente no
intervalo aberto (0,4).

. O maior intervalo aberto onde G é decrescente € o intervalo
(4,8).

Realmente, note que G'(x) = f(x) e, assim, do Célculo I sabe-
mos que G & decrescente onde G’(x) < 0, isto €, onde f < 0.
Como na Figura 2.10 vemos que f < 0 no intervalo (4,8), po-
demos concluir que G é decrescente no intervalo aberto (4,8).

. A funcdo G cresce no intervalo (0,4) e decresce no intervalo
(4,8), assim, pelo teste da derivada primeira dado no Célculo I,
podemos afirmar que existe um maximo relativo em x = 4.

Por outro lado de 2.4, podemos concluir que G é continua no
intervalo limitado e fechado [0,8]. Assim, pelo Teorema de
Weierstrass (ou também chamado Teorema do valor extremo),
podemos afirmar que existe um maximo absoluto e um mini-
mo absoluto da funcdo G nesse intervalo. Como G(0) = 0,
G(8) ~ 5 e, por outro lado, G(4) ~ 9 & um valor méaximo rela-
tivo de G, podemos afirmar dos nossos conhecimentos de
Calculo | que em x = 4 existe um maximo absoluto de G e esse
valor maximo absoluto & aproximadamente 9, por outro lado
em x = 0, existe um minimo absoluto de G e esse valor maximo
absoluto é 4.
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e. Esboco de G:

Figura 2.11

X
Seja G(x) = / f(t)dt, onde f & a fungdo cujo gréfico &€ mos-

trado na figura seguinte:

y
AT
/ \
> 3 X
—
Figura 2.12

a. Calcule G(0), G(2), G(4), G(5), G(6), G(7) e G(8).
b. Usando a 1? forma do Teorema Fundamental do Calculo
e observando o gréfico de f, encontre o maior intervalo

aberto onde G é crescente.
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. Usando a 12 forma do Teorema Fundamental do Calculo
e observando o grafico de f, encontre o maior intervalo
aberto onde G é decrescente.

. ldentifique todos os extremos de G.

. Encontre os intervalos onde o grafico de G é cdncavo para
cima e os intervalos onde o gréafico de G é cdncavo para
baixo.

. Identifique o(s) ponto(s) de inflexdo.

. Esboce o grafico de G.

Solucéo:

0
:/ f(t)dt =0
0

Olhando o gréafico de f na Figura 2.12 vemos que

2 ’
G(2) = / f(t)dt = —Area do tridngulo retangulo de base 2
0

ealtura4 = —4 = 4.

Como conhecemos o valor de G(2), podemos calcular G(4)
usando esse valor, isto é:

4 2 4 4
G(4):/O f(t)dt:/O f(t)dt+/2 f(t)dt:G(2)+/2 F(t)dt

4 ,
G4) = —4+/ f(t)dt = —4+ (—Area do tridngulo retangulo
2
de base 2 e altura 4) = -4+ (—4) = -8.

Analogamente,

G(S):/Sf()dt—/ dt+/ G(4)+[’ftdt

= —8+/ =—-8+ (Area do triédngulo retangulo de

1x4
base 1 e altura 4) = —8+< > >:—8+2:—6.

Analogamente,

G(6):/6f()dt—/ dt+/ G(5)+/56ftdt

= —6+/ t)dt = —6+ (Area do retangulo de base 1 e
alturad) = —6+(1x4)=—-6+4=-2.
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Analogamente,

7 6 7 7
G(?):/O f(t)dt:/o f(t)dt+/6 f(t)dt:G(6)+/6 F(t)dt

7 ,

G(7)= —2+/ f(t)dt = —24 (Area do retangulo de base 1 e
6

alturad) = -2+ (1x4)=-2+4=2.

Analogamente,

G(8):/8f( )dt_/ dt+/ G(7)+/78f(t dt

=2 +/ dt =2+ ( Area do triéngulo retangulo de

1x4
baselealtura4):2+( >2< >:2+2:4.

. Realmente, note que f sb esta definida e é continua para x €

[0,8], assim, pela primeira forma do Teorema Fundamental do
Calculo podemos afirmar que

G éderivavel e G'(x) = f(x) em [0,8] (2.5)

Do Célculo | sabemos que G é crescente onde G’(x) > 0, isto &,
onde f(x) > 0. Por outro lado, na Figura 2.12, vemos que f >0
no intervalo (4,8), assim podemos dizer que G & crescente no
intervalo aberto (4,8).

. Novamente do Calculo I, sabemos que G é decrescente onde

G'(x) <0, isto & onde f(x) < 0. Na Figura 2.12, vemos que
f < 0 no intervalo (0,4), portanto podemos concluir que G é
decrescente no intervalo aberto (0,4).

. Identifique todos os extremos de G.

A funcdo G decresce no intervalo (0,4) e cresce no intervalo
(4,8), assim, pelo teste da derivada primeira estudado no célculo
I, podemos afirmar que existe um minimo relativo em x =4 e
G(4) = —8 & o valor minimo relativo.

Por outro lado de 2.5, podemos concluir que G é continua no
intervalo limitado e fechado [0,8]. Assim, pelo Teorema de
Weierstrass (ou também chamado Teorema do valor extremo),
podemos afirmar que existe um méaximo absoluto e um minimo
absoluto da funcdo G nesse intervalo. Como G(0) = 0,
G(8) = 4 e, por outro lado, G(4) = —8 & um valor minimo
relativo de G, podemos afirmar dos nossos conhecimentos de
Calculo I, que em x = 4 existe um minimo absoluto de G e esse
valor minimo absoluto & —8 e em x = 8, existe um maximo
absoluto de G e esse valor méximo absoluto é 4.



e. Os intervalos onde o gréafico de G & cdncavo para cima e 0s

intervalos onde o grafico de G é concavo para baixo.

Observemos, na Figura 2.12, que o gréafico da funcao f & for-
mado por segmentos de retas, assim f é definida por fungcdes
lineares:

Se x € (0,2), notamos que pelo fato de f ser uma funcéo linear
nesse intervalo, f’(x) coincide com a inclinacéo de f. Observa-
mos também no grafico de f, que a inclinagdo desse segmento
de reta € negativa (se vocé quiser podera conferir analiticamente
esse fato também), assim G”(x) = f’(x) < 0, logo, o grafico de
G é concavo para baixo em (0, 2).

Analogamente, se x € (2,4), notamos que pelo fato de f ser ou-
tra funcdo linear nesse intervalo, f/(x) coincide com a inclinagdo
de f. Observamos também no gréfico de f, que a inclinagdo
desse segmento de reta é positiva, assim G”(x) = f’(x) > 0,
logo, o grafico de G é cdncavo para cima em (2,4).

Analogamente, se x € (4,5), notamos que pelo fato de f ser ou-
tra funcdo linear nesse intervalo, f/(x) coincide com a inclinagéo
de f. Observamos também no gréfico de f, que a inclinagdo
desse segmento de reta é positiva, assim G”(x) = f’(x) > 0,
logo, o gréfico de G é cdncavo para cima em (4,5).

Analogamente, se x € (5,7), notamos que pelo fato de f ser
a funcdo linear constante igual a 4, entdo f'(x) = 0. Por ou-
tro lado, f’(x) coincide com a inclinagdo de f nesse segmento,
assim G”(x) = f/(x) = 0, entdo G’(x) = constante, assim G é
também uma funcdo linear nesse intervalo. Logo, o grafico de G
no intervalo (5,7) & o segmento de reta que passa pelos pontos
(5.G(5)) & (7.G(7)).

Finalmente, se x € (7,8), notamos que pelo fato de f ser outra
funcdo linear, f’(x) coincide com a inclinagdo de f nesse in-
tervalo. Observamos também no gréfico de f que a inclinagdo
desse segmento de reta & negativa, assim G”(x) = f/(x) < 0.
Logo, o gréfico de G é cdncavo para baixo em (7,8).

. De (e) podemos concluir ainda que existe um ponto de inflexdo
no ponto (2,G(2)) = (2,—4), pois existe mudanca de conca-
vidade no ponto (2,—4) e sabemos que existe G’(x) em [0, 8].
Assim, em particular existe G'(2), logo existe a reta tangente no
ponto (2,—4).
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g. Esbogo de G:

y
Yoﬂ}".i\ abs
4 (8,4) md*
2 456/78
+ + + + + + + + X
t G
41
-8: Ponto de
(4,-8) minimo abs.

Figura 2.13

Calcule as seguintes integrais definidas:
1x— x2
a [ , 2%
b. [t ? (2 — cossec?x) dx
4

SACETIE

Solucéo:

1y_ ﬁ . 1 ¥2 ; 15d
a. x3dx— = X3 dx
./78 2\/_ -8 2\/_ —g 23X 2/ /

Utilizando a tabela de primitivas e a segunda forma do Teorema
Fundamental do Calculo, temos que

1 g1
1x3 1x3 3 5 5 3 8 8
:zgl ‘ﬁ] =15 (03 - (87) g5 (-0 - (-8)F)
_8 3 ]1_8
3 3 .5 3 3 s 3 3(32) 3 3(256)
10V 6@ =110 t16 16
| _244768+15-3840 3081
- 80 ~ 780
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b. ﬁj(Z—cosseczx)dx = [f 2dx—ﬁ7 cossecxdx
4 4 4

z

Utilizando a tabela de primitivas e a segunda forma do Teorema
Fundamental do Calculo, temos que

= ZX} i - (—cotgx)]

I E

:2(%)—2(%)+cotgg—cotg%:g—l.

. . T
Na igualdade anterior, estamos usando o fato que, cotg 5= 0e

T
cotg =1
314 -
c. /0 [& <\/4+x )] dx
Observe que f(x) = d <\/4+x2> =

dx
continua em R.
A fungdo G(x) = v4+x? & uma funcdo continua em R e

G/(x) = :—X (\/4+x2> — f(x) emR.
Assim, é claro que G & uma primitiva ou antiderivada de f em
R.

Em particular, no intervalo [0,3] podemos aplicar a segunda
forma do Teorema Fundamental do Calculo, e temos

/03 [i (M)] k= VAT = VAT AT =

dx
=/13-2

> & uma funcdo
+ X

0 2/.3 19
Calcule / 6t°(t°+1)" dt
1

Solucéo: Note-se que o integrando é uma fungdo continua no inter-
valo dado. Para calcular esta integral, usaremos o Exemplo 4.8 do
caderno didatico. Escrevendo p(t) =t + 1, temos que p’(t) = 3t2.
Portanto,

e 1) dt—2 [ o))t — 2 PO 0 -
/71 (+) —[1p()(p()) = 9+r1 =

1 0 1

= Ep(t)ZO} B — E [(p(O))ZO o (p(_l))ZO] _ 1_]6[1_0] _ %
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1
Calcule / X2/ x3 4+ 3dx
0

Solugéo: Seguindo o procedimento do Exemplo 4.8 do caderno didatico,
pode ser provado que:

“Se p & um polindmio arbitréario e a, b nimeros reais, tais que a < b e
p(x) > 0 para todo x € [a,b], entdo

[ o0 ¢/muTax= - (00"

para todo n inteiro, n > 2.”

Observe que a condicdo p(x) > 0 para todo x € [a,b] sb precisa
ser imposta no caso em que n é par. (Para a demonstracdo desta
afirmacdo ver: Aula 14 - Exercicios Resolvidos (Exercicio 3) do ca-
derno didatico)

Seja p(x) = x3 + 3, entdo temos que p’(x) = 3x?. Assim, usando a
afirmacdo dada acima, obtemos

24171

[Peverao- [ 2W /paye - 1200 E
0 o 3 3 .

2+1

=5 St - (pon?] = 2 [ - 3] = £ [8-3v3]

4 n
Calcule / </6 X2 cos(3t)dt> dx
o \Jo

Solugéo: Naintegral definida/g X2 cos(3t)dt, a variavel de integracdo
0
g t. Assim, como X7 ndo depende de t, segue que:
/g X2 cos(3t)dt = X2 /E cos(3t)dt
0 0

Fazendo p(t) = 3t, temos que p’(t) = 3 e usando o Exemplo 4.9 que
diz:
b

“ [ () c05(p09)dx = sen(p(6)] = [senp(b) — sen(pa)]

a



Obtemos que:

ola

PASSO A PASSO DE ALGUN,S EXERCICIOS PRO-
POSTOS NO CADERNO DIDATICO

Exercicio 2.10.

senx
Defina G(x) :/ t"dt para todo x € R, onde n & um
0

nimero positivo.  Mostre que G é derivavel em R e
G'(x) = (cosx) (sen"(x)) para todo x € R.

(Aula 3 do caderno didatico, exercicio proposto n° 1)

senx
Solugdo: Observe que podemos escrever / t"dt = (Hog)(x),
0

X
onde H(x):/ t"dt e g(x) =senx.
0

E claro que f(t) =t" & uma fungdo continua vt € R e n & um
nGmero positivo. Assim, pela primeira forma do Teorema Fundamen-
tal do Célculo, podemos afirmar que H é derivavel em R e H’(x) = x".
Por outro lado, a fungdo g(x) = senx é derivavel em R e g’(x) = cosx,
logo, pela regra da cadeia, H o g é derivavel em R e

(Hog) (x) =H'(g(x))g’ (x) = (senx)" cosx = (cos x)(sen"x), para todo
xeR.
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Exercicio 2.11.

X3

Defina G(x) = V/tdt para todo x € [0, +o<). Mostre que G é
0
derivavel em x € [0,0) & G/(x) = 3x2/x3 para todo x € [0, +oo).

(Aula 3 do caderno didatico, exercicio proposto n° 2)

X3
Solugdo: Observe que podemos escrever G(x) = / Vidt =
0

X
(Hog)(x) para todo x € [0,+c0), onde H(x) = / Vidt para todo
0
X € [0,420) e g(x) = x°.

E claro que, f(t) =/t & uma fung#o continua para todot € [0, +eo).
Assim, pela primeira forma do Teorema Fundamental do Célculo, po-
demos afirmar que H € derivavel para todo x € [0, +<0) e H'(x) = /X.
Por outro lado, a fungdo g(x) = x3 & derivavel Vx € R e g'(x) = 3x?,
logo, pela regra da cadeia H o g & derivavel para todo x € [0, +) e

(Hog)'(x) =H'(g(x))g (x) = v'x33x? = 3x*V/x3 para todo x € [0, +oo).

Exercicio 2.12.

3

X
Defina G(x) = /2 costdt para todo x € R. Mostre que G é

X
derivavel em R e G'(x) = 3x?cos(x3) — 2xcos(x?) para todo
xeR.
3

0 X
Sugestdo: Defina Gi(x) = /2 costdt, Ga(x) :/ costdt e
X 0

note que G(x) = G1(x) + Gz (x).
(Aula 3 do caderno didatico, exercicio proposto n° 3)
Solugéo: Usando as propriedades da integral definida, obtemos

3

X 0 3
G(x):/2 costdt:/ costdt+/ costdt = Gy (x) + G(X)
X X 0

6=~ [

Entdo, podemos escrever

2

X?’
costdt+/ costdt.
0

X2 X
/ costdt = (H o g)(x) e / costdt = (H o h)(x), onde
0 0

X

H(x):/o costdt, g(x) =x2 e h(x) = 3.



Isto &,

G(x) = =(Hog)(x) + (Hoh)(x) = (Hoh)(x) = (H o g)(x).

E claro que f(t) = cost & uma fungo continua Vvt € R. Assim, pela
primeira forma do Teorema Fundamental do Calculo podemaos afirmar
que H & derivavel em R e H’(x) = cosx. Por outro lado, a funcdo
g(x) = x? & derivavel em R e g'(x) = 2x, logo, pela regra da cadeia,
Hog éderivavelem R e

(Hog)'(x) =H’(g(x))g'(x) = (cos(g(x))g'(x))
= (cos(x?))2x = 2xcos(x?). (2.6)

Analogamente, h(x) = x3 & derivavel ¥x € R e h'(x) = 3x?, logo,
pela regra da cadeia H o h é derivavel em R e

(Hoh)(x) = H'(h(x))h"(x) = cos(h(x) 1 (x)

= (cos(x%))3x% = 3x?cos(x°) 2.7

Assim, G(x) = (Hoh)(x) — (Hog)(x) sera derivavel em R,
pois & a diferenca das funcdes (H oh)(x) e (H og)(x), ambas derivaveis
emRe

G'(x) = (Hoh)'(x) = (Hog)'(x) (2.8)

Finalmente, substituindo 2.6 e 2.7 em 2.8, temos

G'(x) = 3x%cos(x®) — 2xcos(x?), Vx € R.

Exercicio 2.13.

Calcule as seguintes integrais definidas:

2 -1
a./ (42 + x| +2) dx d./ (%er?) dx
-1 2 \X
z 2
b. /2(55enx—2003x)dx e./ (%Jr%) dx
0 1 \X¢ X

1 2
c. / VXdx f./ <i3+x3+senx) dx
0 1\ X

(Aula 4 do caderno didatico, exercicio proposto n° 1 a-f)
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Solugéo:

a. Usando propriedades da integral definida, o fato que
X se x>0

—X se x<0
do Teorema Fundamental do Calculo, temos que

x| = , atabela de primitivas e a segunda forma

2 2 2 2
/ (X% + [x| +2) dx:/ xzdx+/ \x]dx+2/ dx
1 1 -1 -1

2 0 2 2
:/ xzdx+/ ]x|dx+/ |x]dx+2/ dx
-1 1 0 1
2 0 2 2
:/ xzdx+/ —xdx+/ xdx+2/ dx
-1 1 0 -1

312 x210 x2)? 2 8 1 1
ST R I ) I R i Y S|
3}1 2} 1+2]0+ x| =3 +5+5r2at

b. /T(SSenx—Zcosx)dx:5/fsenxdx—2/7cosxdx
0 0 0
= 5(—cosx)} ¢ —2(senx)} ’ =
0 0
T T
:—SCos§+50050—25en§+25en0:5—2:3
1 1 371
C. / \/idx:/x%dx:zx—} —g.
0 0 o 3

o
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2/ 2

f. / (—3+x3+senx> dx:/(x*3+x3+senx)dx
1 X 1
X72

x4 2 g2 4 172 14
:_—2+Z—cosx]1:_—2+Z—0052—_—2—Z+0051
1 1 1
_—§+4—cosz+§—z+cosl
—14+324+4-2 33
:%cosu—coslzg—cos}kcosl

Exercicio 2.14.

Sendo f(x) = sen(3x), calcule a area da regido compreendida

. . . T
entre o grafico de f, 0 eixo das abscissase asretasx=0ex = 3
(Aula 4 do caderno didatico, exercicio proposto n° 2)

Solucéo: Lembremos que a fungdo y = senx & uma fungdo periodica,
com periodo 2r. O gréfico da func@o senx no intervalo [0,27x] & dado
na Figura 2.14.

y

_genX

N|;|

Figura 2.14

Do Pré-calculo (ver Apéndice 1 deste Caderno para maiores
detalhes) sabemos que o gréfico de y = sen(3x), dado na Figura 2.15,
€ obtido do gréafico de y = senx por compressao horizontal por fator
de 3. [Note que o valor de 3x muda 3 vezes mais rapido que X. Assim

. i o1
sendo, um ponto movendo-se ao longo do eixo x tera que ir até 3 da

distdncia da origem para que y = sen(3x) assuma 0 mesmo valor que
y = senx]. Neste caso, a funcdo y = sen(3x) & uma func@o periddica

1 2r
i -(2n) = —.
com periodo 3( ) 3
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)}

=gen (Bx)

5
OL\/z_n& T
6 3

Figura 2.15

Assim, a regido pedida é dada na Figura 2.16.

¥
y =gen (Sx)
R
0 T X
Figura 2.16

Observemos que a area da regiao pedida é dada pela integral defi-
nida

/9

AR) = /ésen(Bx)dx.
0
Por outro lado, desde que

% (—%cos(Bx)) = —%(—sen(Bx))B = sen(3x),

podemos concluir que G(x) = —%cos(3x) € uma primitiva de
f(x) = sen(3x).

Assim,
T

AR) = /é sen(3x)dx = —%cos(3x)

z
3
0 0

1 1
=3 cos(m) + 3 cos(0)

2 . ,
= 3 unidades de area.

L1
3

(SN o

80 CEDERJ



Exercicio 2.15.

Sendo f(x) = /X, calcule a area da regido compreendida entre
o grafico de f, o0 eixo das abscissas e as retas x = —1 e x = 0.

(Aula 4 do caderno didatico, exercicio proposto n° 3)

Solugéo: NaFigura 2.17, mostramos o grafico da fungdo f(x) = ¥/x.

<
I
ﬁ

Figura 2.17

Na Figura 2.18, mostramos a regido pedida

-1 0

n
]
I

5

y:

Figura 2.18

Observe que a funcéo f(x) = /X & negativa no intervalo [—1,0].
Assim, a area da regido R esta dada por

0 0 X5 0 5 . 4
A(R) = _/ I/xdx = _/ X5 dx = —5—} = — unidades de area.
-1 1 6 1 6

Veja no Apéndice 4, no final deste caderno, o passo a passo de
exercicios adicionais correspondentes a esta semana.
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» ,

Semana 3 ,

AREA ENTRE CURVAS - O TEOREMA
DO VALOR MEDIO PARA INTEGRAIS

AREA DA REGIAO ENTRE DUAS CURVAS

Considere a regido R que esta entre duas curvas, y = f(x)
ey =g(x), e entre as retas verticaisx =aex="b, onde f e g
sdo funces continuas e f(x) > g(x) para todo x em [a, b], isto &,
podemos expressar a regido dada na forma:

R={(x,y)eR?|a<x<b, g(x) <y< f(x), fegcontinuas em [a,b]}

Assim como fizemos em areas sob curvas na Semana 1, dividi-
mos a regido R em n retangulos de larguras iguais, de compri-

b—a . "
mento Axy = — ¢ altura f(xx) —g(xx). Veja um retdngulo
representativo na Figura 3.1.

))

Y=/
0 @A}% h x
Figura 3.1

n
A soma de Riemann " [f(x) —g(x)] Axc &, portanto, uma
k=1
aproximacdo que nos intuitivamente consideramos como a area
de R. Essa aproximagdo melhora se tomamos o limite quando
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n — . Assim, definimos a area A(R) como:

. . b—a{
A(R) = lim 3 [ (x) = 9] A = lim == 3" [ (x) ~g(x0)]
k=1 k=1
O limite existe j& que f e g sdo fun¢Bes continuas em [a,b].
Assim, f —g é continua em [a,b]. Portanto, f —g & integravel
em [a,b] e definimos:

b
AR) = [ (709 —g09) dx

COMO ENCONTRAR A AREA ENTRE DUAS CUR-
VAS

e Passo 1: Esboce o grafico das curvas e desenhe um retan-
gulo tipico (ou representativo). Isso revela qual curva é f
(curva superior) e qual é g (curva inferior) e também ajuda
a determinar os limites de integracdo, se & que ainda nédo
sdo conhecidos.

e Passo 2: Determine os limites de integragéo a e b.

e Passo 3: Escreva uma formula para f(x) —g(x). Simpli-
fique-a se puder.

e Passo 4: Integre [f(x) —g(x)] desde a e b. O valor obtido
é a area.

CALCULANDO A AREA DA REGIAO ENTRE CUR-
VAS QUE SE INTERCEPTAM

[ Exemplo3.1. |

Esboce e ache a area da regido entre os graficos de y = f(x)
ey =g(x), sabendo que f(x) =x3eg(x) =x*+x—1.

Solucdo: Note-se que y = x® & uma fung&o impar, e seu grafico foi
visto no Exemplo 16.3, da Aula 16 da disciplina Calculo I. Por outro
lado, completando o quadrado na fungdio y = x? +x — 1, obtém-se:



1 1 1\? 5
y:x2+x—1:(x2+x+z)—1—z,logoy:(x+§> —Zéuma

. 1 .
parabola de vértice em (—5, —Z) , que abre para cima.

Para fazer um esbo¢o mais exato da regido, é necessario saber onde
as curvas dadas se interceptam.

Fazendo a intersecdo das curvas, tem-se:

y=x% 3_ 2 3_y2
y=x+x—1 S XX=X+X-1 & x-x=x-1

& Xx-1)=x-1) & x¥x-1)—(x-1)=0

& KR-1x-1)=0«e x+1)(x-1)%?=0

& x=1o0ux=-1

Portanto, os pontos de intersecdo sdo (1,1) e (—1,1).

Observe que para x € [—1,1], f(x) > g(x). Com efeito,
fX)—g(X) =x3 = (¥ 4x—1)=x—x* = (x—1) =x*(x—1) — (x—1)

=X -1)(x—1) = (x+1)(x—1)*>0.

A Figura 3.2 a seguir representa o grafico das fungdes, sendo R a
regido entre ditos graficos. E mostrado também um retangulo tipico,
ou representativo, vertical. Observe também em dito retdngulo que a
curva superior &y = x3 e a curva inferior & y = x% +x — 1.

}7

y=x2+x-1 14 (1,0
-l 1
' ' ' X
(-1,-1 +
1 %-5)

y =x 7’4)

Figura 3.2

Da Figura 3.2 podemos observar que na regido dada x € [—1,1],
logo, os limites de integracdo sdo —1 e 1. Assim, a rea A(R) da regido
Ré:
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4 .
Portanto, A(R) = 3 unidades de area.

MUDANDO A INTEGRAL PARA COMBINAR COM
UMA MUDANCA DE FRONTEIRA

Se a formula para uma curva fronteira muda em um ou mais
pontos, dividimos a regido em sub-regides que correspondem as
mudancas das formulas e aplicamos a formula A(R) em cada
sub-regiao.

[ Exemplo32. |

Seja R a regido compreendida entre os graficos de
f(x)=6-x e g(x) = —|x|.

a. Esboce a regido R.

b. Ache a area da regido R.
Solucéo:

a. Observe que o grafico de f(x) = 6 —x? & uma parabola de
vértice em (0,6) que se abre para baixo, ja& o gréfico de
g(x) = —|x| & obtido por reflexdo em torno do eixo x da funcéo
y = |x], isto &, g(x) :{ —Xsex=0

’ ’ xsex<0
definida por partes, vamos fazer a intersecdo dos graficos por
partes.

. Como g é uma fungéo

Fazendo-se a intersecdo dos graficos para x > 0, temos que

y=6—x - 6—x2=—xX o X2 —X—6=0
y=xsex<0 ex>0 ex>0

(x=3)(x+2)=0
< { ex>0
o0 ponto (3,—3).

< x = 3; logo, y = —3, e obtemos



Fazendo-se a intersecdo dos graficos para x < 0, temos que

y=6—x° 6—Xx% =X XX 4+x-6=0
y=xsex<0 ex<0 ex<0

ex<0 < x=-3; logo, y = —3, e obtemos

o0 ponto (—3,—3).

- { (x+3)(x—2)=0

A Figura 3.3 a seguir representa o esbo¢o do grafico das fun¢des
f e g edaregido R = Ry UR,. Mostramos também um retangulo
tipico, ou representativo, vertical em cada regido.

)7

6

/\ JS(x)=6-x

1
IR,
3
X
@@\
\‘+
13
Figura 3.3

b. Do gréfico observamos também que a regido R tem simetria em

relacdo ao eixo y. Seja Ry a parte da regido Ronde x <0eRjy a
parte da regido R onde x > 0, temos entdo

Area(R;) = Area(Ry) e,
Area(R) = Area(R;) + Area(R;) = 2Area(Ry).

Também podemaos afirmar (seja do grafico ou demonstrando di-
retamente) que f(x) > g(x) para todo x € [—3, 3], em particular
f(x) > g(x) para x no intervalo [0, 3].

Assim, a area A(Ry) da regido R, resulta:

A(Rz):/03 [6—x2—(—x)] dx:/o3 [6—x%+x] dx

X3 X2 3 9 9 27 .
- - = —~ — 1 - - = - = 5 .
6X 3 + 5 :|0 8—9+ 5 9+ 5 5 unidades de area
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Portanto, a area A(R) da regido R é igual a
27 . .
ARR)=2A(Ry) =2 <7> = 27 unidades de area.

Note-se que, sem fazer uso da simetria, também & possivel
calcular a &rea A(R) da regido R. Neste caso,

0 3
AR) = / [(6—x%)—x] dX+/ [6—X* +x] dx = 27 unida-
des de area.

CALCULO DE AREAS POR INTEGRACAO EM
RELACAO A y. RETANGULOS REPRESENTATI-
VOS HORIZONTAIS

Existem regides onde suas fronteiras ndo sdo funcdes de X,
mas sim de y. Por exemplo: seja R a regido que esta entre duas
curvas x = f(y) e x =g(y), e entre as retas verticaisy =c e
y =d, onde f e g sdo func¢Bes continuas e f(y) > g(y) para todo
y em [c,d]. Isto &, podemos expressar a regido dada na forma:

R={(x,y)eR?|c<y<d,g(y) <x< f(y), f e gcontinuas

em [c,d]}.
y
o x\:g(v) \
Ay
0
e !c/=f<y) X

Figura 3.4

Entdo sua area é definida por

[ Exemplo33. |

Esboce o conjunto D e ache a area de D, sendo
D={(xy) € R% y* <x<3-2y%}.
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Solugdo: Observe que x = y? & uma paréabola de vértice em (0,0) que
abre para a direita, e x = 3 — 2y & uma parabola de vértice em (3,0)
que abre para a esquerda. Fazendo a intersecdo das curvas, tem-se

—\2
{ §:§—2y2 & y?=3-2y* & 3y’ =3 & y*=1.Entdo,y =1
ouy=-—1.

Sey=1entdo x =1; Sey = —1, entdo x = 1. Assim, os pontos de
intersecdo sdo (1,1) e (1,—1).

A partir das informagdes obtidas, esbocamos o conjunto solicitado
na Figura 3.5. Mostramos também um retangulo tipico, ou represen-
tativo, horizontal. Observemos também que estando o retangulo tipico
na posicdo horizontal, a fungdo maior & a que se encontra mais a di-
reita, como verificaremos nas linhas abaixo.

)/7
x:y2
R ;
U
(1,1
x=3-2y"
Figura 3.5

Observe que para cada y em [—1,1], (x,y) pertence ao conjunto D
se, e somente se, y? < x < 3—2y2. Entdo para caday € [—1,1], x varia
entre as fungdes x = y? e x = 3 — 2y2.

Por outro lado, da propria definicdo de D vemos que nas fun¢des
x =y? e x = 3— 2y? estamos considerando x como fung&o de y. Também
é claro que paray € [—1,1], temos que (3 —2y?) > y2.

Neste caso, a maneira mais simples de calcular a area de D é tra-
balhar com as fun¢des da variavel y, logo:

A(D) = /_11 [(3—2y%)—y?] dy = /_11(3 —3y?)dy.

Note-se que podemos calcular diretamente a integral obtida, ou
podemos também observar que a regido D é simétrica em relagdo ao
eixo x e podemos considerar D = D; UD», onde D é aregido de D que
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estd embaixo do eixo x e D, € a regido de D acima do eixo x. Entdo,
A(D;1) =A(D3). Assim,

1 1
A(D) = A(D) +A(D2) = 2(A(Dz)) =2 | (3-3y%)dy=2(3y-y")

= 4 unidades de area.

0

O TEOREMA DO VALOR MEDIO PARA INTEGRAIS

Teorema 3.1.

Sea<be f:[ab]— Reécontinuaem [a,b], existe c € [a,b],
tal que

/bf(x)dx:f(c)(b—a).

Demonstracao

\eja a prova do Teorema 5.1 no seu caderno didatico.

A interpretacdo geométrica do Teorema do Valor Médio para
integrais é que, para f > 0, existe um nimero ¢ € [a, b] tal que
o retdngulo de base [a,b] e altura f(c) tem a mesma area que a
regido sob o grafico de f de aab. Veja a Figura 3.6.

ORS

Figura 3.6

VALOR MEDIO DE UMA FUNCAO

O valor f(c) dado pelo teorema do valor médio para integrais
é chamado de valor médio (média) de f no intervalo.
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DEFINICAO DO VALOR MEDIO DE UMA FUNCAO
EM UM INTERVALO

Definig¢éo 3.1.

Se f & uma funcdo integravel no intervalo fechado [a,b],
entdo o valor médio de f no intervalo é:

b
M(f) = Valor médio = 1 f(x) dx
b—a a

[ Exemplo34. |

a. Use o teorema do valor médio para integrais para provar a

desiqualdade /2 L ogx<t
g 0 X2+4 " — 2

b. Seja f :[1,4] — R definida por f(x) = x2 +4x+ 5. Deter-
mine o valor de c que satisfaca o teorema do valor médio
para integrais. Encontre o valor médio de f no intervalo
[1,4].

Solucéo:

a. Neste caso, € claro que 0 < 2 e f :[0,2] — R definida por

1
f(x)= 214 é continua em [0, 2]. Logo, pelo teorema do valor
médio para integrais, existe ¢ € [0,2] tal que

2 dx 2
= 1
/o X2+4  c2+4 (1)

1 1
Por outro lado, c2+4>4,VceR= —— < =, Vce R,
c2+4 4
<2—1 Vc € R. Em particular
c2+4 4 2 ' P ’

2 1
2 ndo 3.1 resul ST S5
Vc € [0,2] e usando 3 esutaque/O X 14-=2

1
Assim, < Z
-2

c2+4
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b. Seja f : [1,4] — R definida por f(x) =x2+4x+5. E claro
que f é continua, pois é uma funcdo polinomial, logo satisfaz
0 Teorema do Valor Médio para Integrais e existe ¢ € [1,4] tal
que

/14(x2+4x+5)dx — f(0)-(4—1) = (P+4c+5) - (4—1)
= 3(c? +4c+5), parac € [1,4).

Por outro lado,

4 x3 X2 4
/ (X® +4x+5)dx = —+4—+5x]
1 3 2 1

- (32w esa) - (520 +sw)

=%—4+32+20—%—2—5:%+52—%—7
:63—3+45:21+45:66.
Assim, 66 = 3(c? +4c¢+5) = 22 = ¢® 4 4c + 5. Logo,
41720 = c— 2LV 126+4(17)
o _412\/@: —4i\2/m: —4i22\/ﬂ:_2i\/2—1l

Rejeitamos ¢ = —2 — v/21, pois ndo esta no intervalo [1,4], e
verificamos que

c=-24+V21e[1,4].

Logo, podemos afirmar que ¢ = —2 4 /21 € [1,4] satisfaz o
Teorema do Valor Médio para Integrais, isto é,

4
/ fdx = (—2v21) (4-1).
1
O valor médio (média) de f no intervalo [1,4] & dado por:

(66) = 22.

(oS o

1 4
fneg = M(f) = a/1 (X + 4%+ 5) dx —

[ Exemplo35. |

Modelamos a voltagem das instalacGes elétricas domésticas
com a funcdo seno V = Vpaxsen(120xt), que expressa a volta-
gemV (em volts) em funcdo do tempot (em segundos). Note-se
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2
que podemos escrever V = Vpaxsen ”%t . A constante po-
sitiva Vmax (que € a amplitude da funcdo) é chamada pico de

. . L , 1
voltagem, o periodo (ou ciclo inteiro) como podemos ver é 0"
A func@o V realiza 60 ciclos a cada segundo e dizemos que sua

frequéncia é 60 hertz ou 60 Hz.
Calcule o valor médio de Vi, ao longo de meio ciclo, isto &,

1
deOa 50 segundos.

Solucéo: O valor médio Vy, € dado por:

1

1 [ 1 .
Vi = ———— / Vimax $€n(1207t) dt = 120Vinax | —5-— €0s(1207t)
25— 0.Jo 120% 0
vV, 2V
Vi = —== [—cos(mr) +c0s0], logo, Vi = ==,
o T
O valor médio & mostrado na Figura 3.7.
14
Kaxt V="V sen (120 mt)
— 2%.’\){ /-\
m TE
1
60
1
Figura 3.7

Como exercicio, verifique que o valor médio da voltagem ao longo
de um ciclo inteiro é zero.

Lembre-se de que pelas disciplinas de Pré-Calculo e/ou Calculo
| sabemos que na fungdo sendide,

f(x) = Asen {%ﬂ(x—C)} +D

|A| & aamplitude, |B| & o periodo, C & o deslocamento horizontal
e D é o deslocamento vertical.
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Na Figura 3.8, mostramos a funcdo sendide geral para o
caso de A, B, C e D positivos.

»

D+l y=4 sen(%(x_c))+D

A: Amplitude

B: Periodo

C: Deslocamento horizontal
D: Deslocamento vertical

Figura 3.8

EXERCICIOS RESOLVIDOS

Determine a area entre o grafico de y = senx e o segmento de
r

reta que liga os pontos (0,0) e ( 5

1
—5), como mostra a
Figura 3.9.

J)

Figura 3.9

6 2

Solucéo: Observe que o segmento que liga os pontos (0,0) e (7—ﬂ —1)
1

2
r

6

satisfaz a equacdo da retay — 0 = (x—0),isto &,y = ﬁx.
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Figura 3.10

Do retdngulo representativo vertical na Figura 3.10, podemos ob-

servar que f(x) =senx > ;—jx =g(x) paratodo x € [O, 76 ]

n n
Assim, A(R):/6 senx — —3x dx:/6 senx+ ix dx
0 les 0 n
_/ senxdx+—/ xdx.

Como &( COSX) = senx, entdo G(x) = —cosx & uma primitiva ou
antiderivada de senx. Portanto,

n

3 1% n 3 (7n)?
A(R)_—cosx]0 +7—?] —cos( 3 )JFCOSOJFT((S)Z

V3 n 2+3
= T

— unldades de area.
+ 24

Exercicio 3.2.

Determine a area da regido R sombreada na Figura 3.11.

Y

b

(-24)

y=-xt2

-5t (3.-5)

Figura 3.11
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Solugdo: Para calcular a area da regido R é preciso dividir a regido
em 3 sub-regides numeradas da direita para a esquerda. Digamos Ry,

R, e Rs.
y
XN N
2
3
-2 VAN x
y=-xt2
-5t (3,-5)
Figura 3.12

Na regido Ry, observe no retdngulo representativo vertical, que a
fronteira superior é o gréfico de f(x) = —x+ 2 e a fronteira inferior é
g(x) =4 —x2 e & delimitada a esquerda pela reta x = —2. Resta fazer
a intersecdo das curvas para encontrar o limite de integracdo superior,
ja que o inferior fica claro na figura que é —2.

Procurando a interse¢éo das curvas { zi Zi;z
4—x2=-x4+2 X —x—2=0< (x-2)(x+1)=0 = { ii 2_1

Logo, se x = —1, entdo y = 3 e temos o ponto de intersecdo (—1,3).
Se x =2, entdo y = 0 e temos o ponto de intersecdo (2,0). Podemos
entdo calcular

-1

A(Rl):/;l [(—x+2)— (4—x9)] dx:/_1 [-x—2+%] dx£2x+xs}

-2 2 3 _2
- (_1)2 3 (_2)3
_ < . 3 —2(-2)+
1 1 8 1 7 -3+14 11
=——42—-+2-44-=—Z+=-= =—
s+t2-3+ +3 513 5 5 unidades de area.

Na regido Ry, no retdngulo representativo vertical, observe que a
fronteira superior & o grafico de g(x) = 4 — x? e a fronteira inferior &
f(x) = —x+ 2. Os pontos de intersecdo ja foram achados e podemos
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afirmar entdo que x € [—1,2]. Calculando

2 2X32

A(Rz):/_z1 [(4—x2)_(—x+2)] dx:/_1 [2+X—x2] dX:2x-|—X?—§ B

= (2(2)+2;2;> - (2(1)+#%)

8 1 1 8 1 1

1 1 9 .
78—5—375—5 =5 unidades de area.
Na regido Rs, no retdngulo representativo, observe que a fron-
teira superior & o grafico de f(x) = —x+ 2 e a fronteira inferior é

g(x) =4 —x? onde x € [2,3]. Calculando a area da regido, temos

3 3 X2 x313
A(Rg):/ [(—x+2) — (4—x2)] dx:/ [~x—2+x2] dx = — & — 2%+ =
2 2 2 3],
32 33 22 23 9 8
= A= 2+4——
> 6+ 3 + > + 3 > 6+9+2+ 3
9 8 54-27-16 11 . 3
:9—§—§:f:€ unidades de area.

Finalmente, a area da regido & A(R) = A(R1) +A(R2) +A(R3)

—E+9+E—g+g— 2arrzz 49 unidades de area
6 2 6 2 6 6 6 '
3r/x3 X . .
Dada / 3 %)~ ﬂ dx, observe que o integrando da inte-
2

gral definida é a diferenca de duas func¢des. Esboce o grafico de
cada uma das fungdes e sombreie a regido cuja area é represen-
tada pela integral definida. Calcule a area da regiao.

Solucdo: O integrando neste caso é a diferenca das fungdes
3

f(x) = % —xeg(x)= g E claro que o grafico da funcio g & uma reta
que passa pela origem e pelo ponto (3,1). Em relacdo ao gréfico de f,
note-se que f(—x) = —f(x), logo, & uma funcdo impar, e temos que

X2 X X
fX)=x(—=—-1)=x(—=—-1)| —=+1). Assim, as raizes de f
(1) =x(J5 1) (G5 +)
sdox=0,x=+13ex=—/3.

Por outro lado, f/(x) = x? — 1. Logo, & claro que f’ > 0 parax > 1

oux< —1le f’'<0para—1<x<1,deonde podemos concluir que
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f & crescente em (—eo, —1) U (1,40) e f & decrescente em (—1,1).
Utilizando o teste da derivada primeira e os dados anteriores, podemos
concluir que em x = —1 existe um maximo relativo e em x =1 um
minimo relativo.

Temos também que f/(x) = 2x, logo f” >0sex>0e f" <0
se x < 0, ou seja, o gréafico de f & concavo para cima em (0, +o0)
e cdncavo para baixo em (—e<,0). Os gréficos das funcdes f, g, a
regido sombreada e o retangulo representativo vertical estdo indicados
na Figura 3.13

y
¥
Ko
i
EN
%
3 |-
1|--2 =%
& |
AE) , ;
-2/ -1 1 /52 3 X
%
Figura 3.13

Para achar a area da regido pedida, calculamos
/3 X_S_X _5 dx—/3 g_g dx—ﬁ_4_X23
2 3 3 2 |3 3 12 6,

3+ 4(3)? 24 422\ 27 4 27 4
_<E_ 6 )‘(E‘ 6 >—Z‘6‘§+ °

8_21 . 4
3 4 3
_27(3)—6(12)+16_81—72+16_25 . ,
= T = B =D unidades de area

Esboce a regido limitada pelos graficos das funcdes x = |y> — 4,

2
X = <y§> +4 e ache a area da regido.
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2
Solugdo: Observe que x = (%) + 4, ou equivalentemente,
2(x —4) = (y—0)?, & uma parabola simétrica ao eixo x de vértice

no ponto (4,0) e que abre & direita. Por outro lado,

2 2
N2l y-—4 se yv—42>0
X=ly 4’_{ —y?+4 se y>—4<0

[ yP—4sey>20uy< -2
Tl 4-yPse —2<y<?2

Para valores de y < —2 ou y > 2, temos que X = y2 — 4, ou seja,
X+4 = (y—0)2. Esta Gltima equago representa uma parabola simétrica
ao eixo x de vértice em (—4,0) que abre a direita.

A fungdo vale x =4 —y? no intervalo (—2,2), isto é, neste intervalo
a funcdo coincide com a parabola de vértice em (4,0) que abre para a
esquerda. A regido limitada pelos gréficos das fungdes dadas aparece
hachurada na Figura 3.14.

Figura 3.14

E claro que o ponto (4,0) & um ponto de intersecdo das duas
fungdes. Para encontrar os outros pontos de interse¢do, vamos resolver

x=y>—4
0 sistema y2

X="+4
2+

2 2
2 4V 4oL
y S+ e o

y=-4

2 _
8¢>y_16¢>{y4

Logo, se y = —4, entdo x = 12 e temos o ponto de intersecdo
(—4,12). Sey =4, entdo x = 12 e temos o ponto de intersecdo (4,12).
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Note-se que a regido dada tem simetria em relagdo ao eixo X, as-
sim podemos calcular s6 a regido que esta acima do eixo x. Note-se
que integrar em relacdo a variavel y dard menos trabalho que integrar
em relagdo a variavel x, pois as funcBes dadas sdo func¢des polinomiais
de y. Observe que mesmo assim serdo necessarias duas integrais por-
que a fronteira inferior mudara em y = 2 como mostra a Figura 3.14.
Note-se também que & mostrado em cada sub-regido um retangulo re-
presentativo horizontal.

- [((5) 4o F((5) )]

2 yZ 4 yz
:/ Lop 44y dy+/ 2 +4—y?+4|dy
02 2 |2

2 3y2 4 y2 y3 2 y3 4
o {T}dy—k 2 [_?+8}dy_?]o_€+8y]2

23 43 23 32 4
—(?+0)—€+8(4)+€—8(2)_4—?+32+§—16
=20— % = % unidades de area.

) 64 . :
Finalmente, A(R) =2A(R) = 3 unidades de area.

Encontre o valor médio da funcio y = 4 —x2, no intervalo [—2, 2]
e todos os valores de x no intervalo para os quais a funcdo & igual
ao seu valor médio.

Solugdo: Seja f : [—2,2] — R definida por f(x) =4 —x2. E claro
que f & continua pois & uma funcdo polinomial, logo, é integravel no
intervalo [—2,2] e satisfaz o teorema do valor médio para integrais.
Portanto, existe ¢ € [—2,2] tal que

/22(4—x2)dx: f(c)-(2—(—2)) =4(4—c?) para ce [-2,2]. (3.2)

O valor médio da funcdo estéa dado por:

M(f):f(c):i/ (4—x2)dx. (3.3)

Por outro lado,



[ ayax=ax g]: - («- 233) (s @>

8 8 16 32
=82 8-3=16-7 =" (3.4)

Substituindo este Gltimo valor na igualdade 3.3, obtemos o valor médio
da funcdo f, ou seja

M(f) = f(c):%(%) = g

Por outro lado, substituindo em 3.2 o valor obtido em 3.4:

32 4

5 —4(4-c*)=8=34-c*)=8=12-3c> =3’ =4 = 3
) 2 ~ .

Assim, ¢ = i? € [—2,2] sé&o os valores de x no intervalo [—2,2]

. , . L 8
para os quais a funcdo é igual ao seu valor médio M(f) = 3

Considere a regido limitada por y = x? e y = 4. Esta regido é
dividida em duas sub-regides de areas iguais pela reta y = c.
Encontre c.

Solucdo: Note-se que y = x* & a parabola de vértice em (0,0) que
abre para cima e y = 4 & uma reta paralela ao eixo x.

Fazendo a intersecdo das curvas temos: X2 =4 & x=+2. Assim,
0s pontos de intersecdo sdo (2,4) e (—2,4). Ver a Figura 3.15:

)7

N

Figura 3.15
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Considere a reta horizontal y = ¢, onde 0 < ¢ < 4.

Seja Ry a regido limitada inferiormente pela parabola y = x? e su-
periormente pela reta y = c. Por outro lado, seja R, a regido limitada
inferiormente pela reta y = c, superiormente pela reta y = 4 e lateral-
mente pela parabola y = x°.

Queremos encontrar ¢ tal que A(R1) = A(R2).

Observe que podemos calcular as areas de R, e de R por integrais
definidas em termos de x ou em termos de y.

Para exemplificar, vamos calcular a area de R; por integrais defi-
nidas em termos de x. A interse¢io dey =cey=x%éx% =c, logo

X = +,/C. E claro que, ¢ > x2 para x € [—/C, /C] e assim a area da
NG
regidio Ry & dada por: A(Ry) = / \[(c—xz)dx.
—/c

Observe que podemos ainda usar a simetria da regido R; em torno
do eixo y. Assim,

A(Rl):Z/Oﬁ(c—xz)dx:z(cx—xg)hﬁzz(c C—i)

_ 5 (Zc\/E) _ 4c,/c
3 :

3

Por outro lado, vamos calcular a area de R, por integrais definidas
em termos de y (Note-se que podemos também calcular a area de R,
usando integrais definidas em termos de x, nesse caso sera necessario
subdividir a regido Ry).

Como y = x? implica que X + VY, & claro que, paray > 0, temos
que —,/y <x < /Y, em particular vale também para c <y < 4. Por-
tanto, a area A(Ry) da regido R, é

Nlw

B 4 B 4 B y_4
AR) = [ 15+ valdy=2 | \fydy—zg]c
1O/ B P

Igualando as areas, obtemos
4 32 4 8 32
—Cy/C= — — =Cy/C —Cy/C= — cv/c=4.
FCVe=3 30t & gove=5 s ove

Ent3o (cy/c)? =42 = ¢® = 42. Deste modo, obtemos ¢ = 4.



a. SejaRaregido no prlmelro quadrante compreendida entre

os graficos de f(x) = 2,g() )1(6 h(x) =x?el(x) = X—.

16
Esboce R.

b. Represente a area da regido R, por uma ou mais integrais
definidas em termos de Xx.

c. Represente a area da regido R, por uma ou mais integrais
definidas em termos de y.

d. Encontre a area da regido R usando a representacdo mais
conveniente.

Solucéo:

. 1.
a. O gréfico de f(x) = 2 foi visto no Exemplo 5.4, da Aula 5

. 16
de Célculo 1, analogamente obtém-se o gréfico de g(x) = 2
2
Por outro lado, as fung@es h(x) = x? e I(x) = % sdo parébolas
de vértices na origem, que abrem para cima. Note-se que foi
pedido que a regido R esteja contida no conjunto
{(x,y) €R? x>0 e y>0}.

Fazendo a intersecdo das fungdes para encontrar os pontos de
intersecdo, temos:

1
) =y=2 %:x2 xt=1
hx) =y=x2 ))((>0 ﬁ{x>0 ex=1
x>0

Logo, y =1 e obtemos o ponto de intersecdo (1,1). Do mesmo

modo:
1
f(X)—y—X—2 1 X .
X ! 2 16 @{leﬁ ex=2
|(X)=y=1—6 ‘>0 x>0
x>0
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1 i ~ 1
Logo, y = 7€ obtemos o ponto de intersecdo (2, —). Analo-

4
gamente,
g(x):y:X_z E:XZ X4_16
2 - _
h(x):y:x2 A ;(>O <:>{X>O S Xx=2.
x>0

Logo, y = 4 e obtemos o ponto de intersecdo (2,4). De forma
similar:

(x) = 16

I =y=1e 16 x° 4

() = X s X216 @{X _04 Sx=4
AT x>0 x>

x>0

Logo, y = 1 e, finalmente, obtemos o ponto de intersecdo (4,1).
Note-se que h(x) > f(x), ¥x € [1,2]. Com efeito,

Observe que estamos considerando x > 0, & claro que,
x> e (x> + 1) sdo valores maiores que zero e que
(x2 —1) = (x — 1)(x+ 1) é positivo para x € [1,4eo). Assim,
h(x) — f(x) > 0 parax € [1,+ec), em particular, h(x) — f(x) >0
parax € [1,2].

Analogamente, podemos afirmar que g(x) > I(x) >0, ¥x € [2,4].
Com efeito,

16 x> 44 —x*  (42—x%)(42+x?)
90 -1 =2 -6~ Tox ~ 162

E claro que (42 +x?) e 16x? sdo quantidades positivas. Note-
se que (42 —x?) = (4 —x)(4+x) >0 se —4 < x < 4, logo,
g(x) —1(x) > 0 se —4 <x < 4, em particular g(x) —1(x) >0
parax € [2,4].

Dessa forma, a regido R precisa ser dividida em duas regides

separadas: R; e Ry, onde Ry € a regido limitada pelas curvas

1 . ) -

f(x) = 2 © h(x) = x? no intervalo [1,2] e R, & a regido li-
: X2 16 .

mitada pelas curvas I(x) = 1 egx) = 2 " intervalo [2,4].

R =R1URjy, & como na Figura 3.16. Mostramos também um
retangulo representativo vertical em cada regido.



Figura 3.16

b. Assim, a area A(R) da regido R &

AR) =ARe) +A(Re) = | 2 (xz - %) x| ) (i—f - i_Z) dx

2 2y 4 i de
:/1(x —X )x+/2 (16x _1_6) X.

. Observe que naregiaoR, x>0 e y> 0.

Se nas equacdes y = x? —ﬁ —ie —E resolvermos
q g y_ ’y_161’y_X2 y_Xzy
emx, X=,/,X=4,/§,X=— & X=—.
VY VY 7 N

Observe que essas fung¢des sdo continuas para todo y > 0.

- . 1
Podemos também verificar facilmente que 4,/y > \73’ para

1 4
€ |-,1|. Analogamente que, — > ara y € [1,4].
y [4 ] 9 q N VY para y € [1,4]

Dessa forma, a regido R precisa ser dividida em duas regides
separadas: Rz e R4, onde R3 é a regido limitada pelas curvas

4 . , N
X=,y e x= W no intervalo [1,4] e R4 & a regido limitada

1 ) 1
pelas curvas x = 5 e Xx=4,/y no intervalo [1’1}

R =R4UR3 & como na Figura 3.17. Mostramos também um
retdngulo representativo horizontal em cada regido.

CEDERJ 105

SEMANA ' MODULO 1



Caderno de Calculo 11 | Area entre Curvas - O Teorema do Valor Médio para Integrais

}7

Figura 3.17

Assim, a area A(R) da regido R &,

A(R) = A(Rs)+A(Rs) = /; (4\/9— %) dy+/14 (\% - \/y> dy,

isto €,

AR) = /1 <4y% —y%>dy+/l4 <4y’% —y%>dy.

INTN

d. Veja que, neste exercicio, tanto a representacdo em x como a
representacdo em y podem ser calculadas sem problemas e tem
0 mesmo grau de dificuldade.

e Se voce escolheu a representacdo em x, entdo temos

A(R):/1 (X2 —x" dx+/ (16x‘2——)dx
“5-5lre(5) -5 (5]
SRR
)G9 (0

4 1 14 . ,
—-1-— 4—§+8+€_? unidades de area.
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e Se vocé escolheu a representacdo emy, entdo temos

AR) =/; (42 —y*%)dy+/l4 (4972 —y?)ay

))+(out-0)
G - 3m)-

14
=3 unidades de area.

PASSO A PASSO DE ALGUN,S EXERCICIOS PRO-
POSTOS NO CADERNO DIDATICO

Esboce a regido e ache a area da regido compreendida entre:

2
a. os graficos de f(x) =x% e g(x) = XE+ 2;

b. os graficos de f(x) =x% e g(x) =1 —x;
c. osgraficosde f(x) =x? e g(x) =1—x%>earetay =2;

d. os graficos de f(x) =x?eg(x) =x* —2x+4earetax =0.

(Aula 5 do caderno didatico, exercicio proposto n° 1: a-d)
Solugéo:

a. Note-se que y = x? & o grafico de uma parébola de vértice na
origem que abre para cima. Notemos também que f(x) = x? &
2
. e X i
uma func@o par. Por outro lado, o gréafico de y = > +2 & uma
parébola de vértice em (0,2) que abre para cima e também &
uma func@o par.

Para fazer um esbogco mais exato da regido, é necessario saber
onde as curvas dadas se interceptam.
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Fazendo a intersecdo das curvas, tem-se:

y=x 2 2
X2 ex="g2e"=2cxX¥=4sx=42
2
=y=4.

Portanto, os pontos de intersecdo sdo (2,4) e (—2,4).

A Figura 3.18 a seguir representa o eshogo do grafico das fungdes
f, g e daregiao pedida. Mostramos também um retangulo tipico
(ou representativo) vertical na regido.

Figura 3.18

Assim, A(R):/ZZ [<§+2> —xz] dx:/22 (2—%) dx.

Podemos calcular essa integral, ou ainda pela simetria da regido
em torno do eixo y, podemos afirmar que

A(R):2/02(2—§)dx:2<2x—§)r:2<2(2)—%3)
0

=2 (4 — %) = % unidades de area.

. Note-se que y = x? & o grafico de uma parabola de vértice na

origem que abre para cima. Notemos também que f(x) = x?
& uma fungZo par. Por outro lado, o grafico de g(x) =1 —x? é
uma parabola de vértice em (0,1) que abre para baixo e também
é uma funcdo par.

Para fazer um esbogo mais exato da regido, & necessario saber
onde as curvas dadas se interceptam.



Fazendo a interse¢do das curvas, tem-se:

—x2 1 2
y=x ) <:>x2:1—x2<:>2x2:1<:>x2:—<:>x:ﬂ:£
y=1-x 2 2

N 1
Y—Z-
: o~ (V21 V2 1
Portanto, os pontos de interse¢do séo | —=,5 | & | ===, |.

A Figura 3.19 a seguir representa o esbogo do grafico das
funcgdes f e g e da regido pedida. Mostramos também um retan-
gulo tipico (ou representativo) vertical na regido.

x
/ \é"y=l-x2

Figura 3.19

2 P2
Assim, A(R):/ﬁ [(1—x%) —%?] dx:/ﬁ (1-2x%) dx.
2 2

Podemos calcular essa integral, ou ainda pela simetria da regido
em torno do eixo y, podemos afirmar que

A(R)=2/f (1—2X2)dX:2(X‘2X3_3”f:2 (?—% (%E)S)

(V2 o 2(2v2\) V2 2v2 .
_2<7—§ (T)) _‘/E_T_T unidades de area.

. Note-se que as fun¢des f e g s@o as mesmas do exercicio b. As-

. : ~ . (V21
sim, sabemos que os pontos de intersecdo de f e g sdo Ry

21 .

e <—§, 5). Por outro lado, a retay = 2 & uma reta paralela
ao eixo x e intercepta a parabola y = x°.
Fazendo a intersecdo das curvas, temos

y
y
X = ++/2, logo 0s pontos de intersecdo sdo (
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A Figura 3.20 a seguir representa o eshogo do gréafico das fungdes
f, g ey=2earegido pedida.

y
\ T / y=2
i ey =
+ X
/ \é"y=l-x2
Figura 3.20

Para calcular a area da regido R, & preciso dividir a regido em 3
sub-regides numeradas da esquerda para a direita, digamos R1,
R, e R3. Note-se que R = R; UR» UR3. Mostramos na figura
também um retangulo tipico ou representativo vertical em cada
regido.
Assim,

A(R):/Z( ) dx+/f (1-) dx+/f (2—x)dx.

Ou seja,

_V2 V2 V2
2 2 2 2 2
A(R):[ﬁ (2—x )dx+[§(1+x )dx+/§ (2 ).

Podemos calcular essas integrais, ou ainda pela simetria da regido
em torno do eixo y, podemos afirmar que

4 2 v 2
R =2 (1+x )dx+2/§ (2— %) dx

V2

:2(X+§)]j+2(2x-§)]2
(249 ) et (234
V2 a3 4[ v \/’

:3If¥ ngx/_ V2 = 2v/2 unidades de area.



d. Note-se que y = x? & o grafico de uma parabola de vértice na

origem que abre para cima. Notemos também que f(x) = x? &
uma funcéo par. Por outro lado, o grafico dey = x*> —2x+4 =
(x2—2x+1) +3 = (x—1)? + 3 & uma parabola de vértice em
(1,3) que abre para cima.

Para fazer um esboco mais exato da regido, é necessario saber
onde as curvas dadas se interceptam.

Fazendo a intersecdo das curvas, tem-se:

2
{ §:§2—2X—|—4 <:>X2=X2—2X+4<:>2X:4<:>X:2 = y=4

Portanto, o ponto de intersecdo é (2,4). Por outro lado, é claro

0

—y2 _
intersecéo de{ i:é 2x+4

que a interseg¢do de { iix <y=20¢oponto (0,0) e a
< y=4¢éoponto (0,4).
A Figura 3.21 a seguir representa o esboco do gréfico das fun-

cOes f, g, aretax =0 e a regido pedida. Mostramos também
um retangulo tipico (ou representativo) vertical na regiao.

Figura 3.21

Assim, A(R):/()Z[(x2—2x+4)—x2] dx:/02(4—2x)dx

2 2
= (4x— 2%) } = (4(2) —2%) =4 unidades de area.
0
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Esboce e ache a area da regido compreendida entre os graficos
dey=1+senx, y=1+cosx e x € [0, 7].

(Aula 5 do caderno didatico, exercicio proposto n° 1: j)

Solucao: Note-se que o grafico de y = 1+ senx pode ser obtido de
uma translag@o de 1 unidade para cima do grafico de y = senx. Analo-
gamente, o gréfico de y = 1+ cosx pode ser obtido de uma translagdo
de 1 unidade para cima do gréfico de y = cosx, como podemos mostrar
na Figura 3.22.

b
/y:1+senx
2.
0 % b3 X
y=1+cosx
Figura 3.22

Para calcular a area da regido R dada, é preciso dividir a regido em
2 sub-regifes numeradas da direita para a esquerda. Digamos R1 e R».

Na regido Ry, observe no retangulo representativo vertical, que a
fronteira superior é o gréfico de f(x) = 1+ cosx e a fronteira inferior
é g(x) = 1+senx. Resta fazer a intersecdo das curvas para encontrar o
limite de integracd@o superior, j& que o inferior fica claro na figura que
ex=0.

Precisamos encontrar o ponto de interse¢do das duas curvas no
intervalo [0, 7]

{ y =1+senx xe [0,1]

y =14 Ccosx
1+4senx=14cosx < senx =cosx, X € [0,7x].
No intervalo [0, ], a Gltima igualdade é verdade se, e somente se,

/4 . 2 . =
X= 7 assimy=1+ % Logo, o ponto de intersec¢do das duas curvas

. , 2 x
no intervalo [0, 7] & o ponto (%,14— g) Entdo,



n

A(R) :/0z [(1+cosx) — (1+senx)] dx:/og [cosx — senx] dx

7 7 7 I
:/ cosxdx—/ senxdx:senx] +cosx}
0 0 0 0
T T V2 V2 )
= (senz —senO) + (cosz —cosO) =5 + 5 - 1 = +v/2— 1 unidades

de area.

Na regido Ry, no retdngulo representativo vertical, observe que a
fronteira superior é o gréfico de g(x) = 1+ senx e a fronteira inferior
é f(x) =1+ cosx. O ponto de intersecdo ja foi achado e podemos

. ~ . T .
afirmar entdo que na regido estudada x € [Z’ n] . Assim,

T

A(Rz):/Eﬂ[(1+senx)—(1+cosx)] dx:/_ [senx — cosx] dx

7 7

T T

—Ssen X]
n
4

i
4

T V.

:/ senxdx—/ cosxdx:—cosx]
T T
4 s

T /4 . ,
= —COS T -+ COS 1 sen -+ sen 2 =1+ /2 unidades de area.
Finalmente,

A(R) =A(R1) +A(Ry) = V2 — 141+ V2 =2v/2 unidades de area.

Exercicio 3.10.

Esboce o conjunto D e ache a area de D, nos seguintes casos:

a D={(xy)eR% x> -1 <y<0};

b. D={(x,y) eR% 0<y<9—x%};

c. D={(xy) €eR% 0<x<1, /Xx<y<3};

d. D={(x,y) eR? —1<y<1, —2y* <x<y?}.

(Aula 5 do caderno didatico, exercicio proposto n° 2: a-c)
Solugéo:

a. Notemos que y = x> — 1 & uma parabola de vértice no ponto
(0,—1) que abre para cimaey =0 & o eixo x. A intersecdo das
duas equacdes acontece claramente em x = +1, logo 0s pontos
de intersecdo sdo (1,0) e (—1,0). A regido D é mostrada na
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Figura 3.23, assim como um retangulo tipico (ou representa-
tivo) vertical na regido.

\ Lo/
- \J/l

NG

Figura 3.23

E claro, da figura, que
1 1
A(D) = —/ (xz—l)dx:/ (1—x%)dx.
-1 -1
Podemos calcular essa integral ou ainda pela simetria da regido

1
em torno do eixo y, podemos afirmar que A(D) = 2/ (1—x%) dx
0

3 1
=2 x—x— =2 1—1 :funidadesdeérea.
3/ 1 3 3

. Notemos que y = 9 — x? & uma parabola de vértice no ponto

(0,9) que abre para baixo e y =0 & 0 eixo x. A intersecdo das
duas equacdes acontece claramente em x = +3, logo os pontos
de intersecdo sdo (3,0) e (—3,0). A regido D & mostrada na
Figura 3.24, assim como um retangulo tipico (ou representa-
tivo) vertical na regido.

3 y=0 3 .

Figura 3.24



E claro, da figura, que

3

AD)= [ (9-x)dx.

-3

Podemos calcular essa integral, ou ainda pela simetria da regido
em torno do eixo y, podemos afirmar que

A(D):2/03 (9—x2)dx:2<9x—§>}:=2<9(3)—3§3>

=2(27—9) =36 unidades de area.

. Notemos que y = /x & a fungdo raiz quadrada e y = 3 € umareta
paralela ao eixo x. Por outro lado, x=0& oeixoxex=1€&uma
reta paralela ao eixo y. A regido D é mostrada na Figura 3.25,
assim como um reténgulo tipico (ou representativo) vertical na
regido.

Figura 3.25

E claro, da figura, que

A(D):/O1

2
:3——:
3

3

1 . Gt
3—\/>_()dx:/0 (3—x2>dx:3x—2§]

0

unidades de area.

w| —

. Note-se que x = y? & a parabola de vértice na origem que abre
para a parte positiva do eixo x e tem simetria com esse €ixo;
x = —2y* como fung&o de y & uma fung&o par, assim a curva tem
simetria em relacdo ao eixo X, passa pela origem e para qualquer
valor de y os valores de x sdao sempre negativos, finalmente,
y = —1 ey =1 sdo retas paralelas ao eixo x. A regido D é
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mostrada na Figura 3.26, assim como um retangulo tipico (ou
representativo) horizontal na regido.

B4
1
x=-2y'—— é/x:yz
¥ } > X
o -l 1
-1
Figura 3.26

E claro, da figura, que

AD) = [ 02— (a)ay= [ 022y

Podemos calcular essa integral, ou ainda da simetria da figura
em relacdo ao eixo x, temos que

(LN (L2
_2/ 2 42y dy—2<3+25>h_2<3+5>
22

5+6
=2 (1—5> =1 unidades de area.

Exercicio 3.11.

: . , - 1
Seja R a regido compreendida entre os graficos de f(x) = 2
2
X

r —\2
g(x)_l6eh() X%, para x > 0.
a. Esboce a regido R.

b. Represente a area de R por uma ou mais integrais em
relacdo a variavel x.

c. Represente a area de R por uma ou mais integrais em
relacdo a variavel y.

d. Calcule a area da regido R. (Use a representacdo mais
conveniente)

(Aula 5 do caderno didatico, exercicio proposto n° 1: g)
116 CEDERJ



Solugéo:

a. O gréfico de f(x) = xiz foi visto no Exemplo 5.4, da Aula 5 de

2
Célculo I. As fungdes h(x) = x? e g(x) = )1(_6 sdo parébolas de

veértices na origem, que abrem para cima e foi pedido que x > 0.
Fazendo a intersecdo das funcdes, obtemos

! 1
Y= — =x° x4 =1

s &< X2 & sSx =1
y=x x>0 {x>0
x>0

Logo, y = 1 e obtemos o ponto de intersecdo (1,1). Do mesmo
modo:

_1
=% G 4
2 — = — X" =16
y_X_ S x2 16 & =0 oX=2.
16 x>0
x>0

1 . ~ 1
Logo,y = 2 e obtemos o ponto de intersecdo (2, Z)'

2
Por outro lado, & claro que a intersegdo de h(x) =x? e g(x) = )1(_6
é o ponto (0,0).

O esbhogo da regido R é mostrado na Figura 3.27.

y
y=x
e
<
) f@
v F f
Ir /
' ' X
1 2 4
Figura 3.27

. Represente a area de R por uma ou mais integrais em relagdo a
variavel x.

Notemos que, neste caso, a regido R precisa ser dividida em
duas regifes: R; e Ry, onde R; é a regido limitada pelas
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2
curvas h(x) = x? e g(x) = % no intervalo [0,1] e Ry é a regido
- 1 2

limitada pelas curvas f(x) = 2 eg(x)= % no intervalo [1,2].
R =R;1URy. Na Figura 3.28, mostramos um retangulo repre-
sentativo vertical em cada regido.

Figura 3.28

Assim, a representacdo pedida é

A(R) =A(Ry) +A(Ry) = /01 <x2 - )1‘—26> dx+ 12 (i - f) dx.

. Represente a area de R por uma ou mais integrais em relacao a

variavel y.

Precisamos expressar as curvas que delimitam a regido dada
como fungBes de y. Assim, por exemplo, y = x? com x > 0

W;

resulta agorax = /Y,y = ) com x > 0 resulta agora x =

2
. X
Finalmente, y = I com x > 0 resulta agora x = 4, /y.

Note-se que, neste caso, a regido R precisa ser dividida em duas
regides: Rz e R4, onde R3 & a regido limitada pelas curvas x =

: 1 . U
VY ex=4,/ynointervalo [O, Z] e Ry € aregido limitada pelas

1 . 1
curvas X = /yex = _y no intervalo [Z,l . R=R3URy4, na

Figura 3.29, mostramos um retangulo representativo horizontal
em cada regiao.



Figura 3.29

Assim, a representacdo pedida é

1
7

A(R) =A(Rs) +A(Ry) = /0 (44§ — §) dy+ ﬁ ' (% - ﬂ) dy.

d. Se vocé escolheu a representacdo da letra b, o calculo da area é:

1715 ? X2 15x37 x 1 1372
AR = [ (2% / 2 X\gpobxp e 1x
R) /0 (16X>O'X+ . (X 16)dx 16 3]0+ 1 16 3]1

5 1 8 1 5 1 7 15+24 -7
MR- 2 " w2 8 8
32 2 . p
= — = — unidades de area.
48 3

Se vocé escolheu a outra representacdo, a resposta obtida sera a
mesma.

Exercicio 3.12.

a. Use o teorema do valor médio para integrais para mostrar
2 1 2
ue | ———dx<—.
q /o X2+3 7~ 3

b. Chegue a mesma conclusdo usando o Exemplo 2.5 do ca-
derno didatico.

(Aula 5 do caderno didatico, exercicio proposto n° 3)
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Solugéo:

a. Lembremos que o Teorema do Valor Médio para Integrais diz o
seguinte:

Sea<be f:[ab] — R écontinua em [a,b], existe ¢ € [a,b],
tal que /b f(x)dx = f(c)(b—a).

Neste cae;o, é claro que 0 < 2 e f :[0,2] — R definida por
f(x)= ﬁ é continua em [0,2]. Logo, pelo teorema do valor
médio para integrais, existe u € [0,2], tal que

2 dx 2
—_— 35
/o x24+3 u2+3 (3.5)

1
< -VYueR.

2

2 2
Assim, —— < = R. Em particular
|,u2+3_3,Vu€ particu 713

2 2
Y 0,2] e usando 3.5 resulta e/ < =,
uel0,2eu ulta qu  2+3 3

b. O Exemplo 2.5 do caderno didatico diz o seguinte:

2
<_1
-3

Se f, g: [a,b] — R s&o integraveis em [a,b] e f(x) > g(x) para
b b

todo x € [a, b], entéo / f(x)dxz/ g(x) dx.
a a

1 1
Observe que, x> +3 >3, WXeR = —— < =, WX € R,
x24+3 3

Wl

. 1 1
Em particular, 213 < 3 Vx € [0,2]. Observe que f(x) =
e (X) — Z > L
9 =3 37 13
vx € [0,2], entdo pela Proposicdo 2.5 podemos afirmar que

21 2 1 21 1 2
24 >/—d, /—d:—Z—O:—.
3 X > 213 X, Como .3 X 3( ) 3

Assim resulta2>/2 L dx, ou seja /2 ! dx<2
! 37 Jo @3 o ousER |l 3™ sg

sdo integraveis em [0,2] e

Veja no Apéndice 4, no final deste caderno, 0 passo a passo
de exercicios adicionais correspondentes a esta semana. Veja
também o Apéndice 2 com 0 passo a passo de Simulados da
AD1.
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Semana 4 ,

RESUMO: FUNCAO LOGARITMO“NATURAL,
EXPONENCIAL E HIPERBOLICA

A funcdo logaritmica definida e denotada por log na Aula
7 do caderno didatico é também chamada de funcdo logaritmo
natural e denotada por In. Esta Gltima notag&o é a que usaremos
daqui para frente neste resumo e nas listas de exercicios.

A FUNCAO LOGARITMO NATURAL

Definicao 4.1.

Para cada x > 0, definamos:

X1
Inx:/ —dt.
1t

O ndmero real Inx é dito logaritmo de x e a funcdo
In: (0,+e) — R & dita a funcdo logaritmica natural ou
funcdo logaritmo natural, onde:

Parax=1, In1=0
Parax >1, Inx>0

ParaO<x<1, Inx<O0

Observe na Figura 4.1 que:

x1
Sex>1, Inx:/ fdt>0
1
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,_.________
rot

sl

A N

Figura4.1

Observe na Figura 4.2 que:

X1 11
Se0<x<1, Inx:/ —dt:—/ —dt <0
1t xt

¥

Figura 4.2

A DERIVADA DA FUNCAO LOGARITMO NATU-
RAL

X1
A funcdo Inx = / ¥dt é derivavel em (0,+e0) e
1

% [Inx] = % Vx € (0,+e0). Daqui resulta que G(x) = Inx é

N 1 .
uma primitiva de . para x> 0. Assim, para qualquer a,b € R

b1 b
—dx = Inx] =Inb—Ina.

com 0 < a < b, tem-se /
a

a X

Se u > 0 & uma funcdo derivavel de x, pela regra da cadeia,
temos que



PROPRIEDADES ALGEBRICAS DOS LOGARITMOS
NATURAIS

Para quaisquer x,y € (0, +o0), tem-se:

1. In(xy) = Inx+Iny

2. In (1> =—Inx e In (5) =Inx—Iny
X y

3. In(x") =nlInx paratodo ninteiron>1

1 o
4, In (x%> =0 Inx paratodo ninteiron > 1.

PROPRIEDADES DA FUNCAO LOGARITMO NA-
TURAL

1. A funcdo logaritmo natural & crescente.

2. O grafico da funcgdo logaritmo natural tem concavidade
para baixo.

3. A imagem da funcdo logaritmo natural é R.
4. A funcdo logaritmo natural é bijetora.

5. Inx <x, ¥xe& (0,4)

6. Iimln—X:O

X—roo X
GRAFICO DA FUNCAO LOGARITMICA

y

Figura 4.3
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DEFINICAO DO NUMERO €

A letra e representa o numero real positivo, tal que

e
Ine:/ }dtzl.
1t

Pode ser mostrado que o namero e & irracional e tem a
seguinte aproximagdo decimal: e~ 2,71828182846.

“ o,

Vimos que o logaritmo so é definido para x > 0, de
maneira que s6 podemos escrever Inx nesta hipotese.
No entanto, a funcdo In|x| estd definida para todo

X # 0.

124 CEDERJ

y=linx|

Figura4.4

Usando a regra da cadeia, prova-se que % [In|x|] =

1 .
o nao importase x > 0 ou x < 0.

i. Se f & derivavel e f(x) # 0, usando a formula de

derivacdo dada em (i) e a regra da cadeia, é facil ver
d 1 pon . F(X)

Que g INFO0l) = 5+ 00 = 5

A funcdo logaritmo natural &€ uma funcdo bijetora de

(0,+<) em R. Portanto, ela possui uma funcéo in-

versa que tem por dominio R e por imagem (0, +oo).




A FUNCAO EXPONENCIAL NATURAL

Definicao 4.2.

A inversa da funcdo logaritmo natural é dita fun¢éo exponen-
cial natural. A imagem de cada x € R pela fung¢do exponen-
cial sera denotada por e*.

Assim,
In(e*) =x paratodo x € R
el"™ = x paratodo x € (0, oo)
Portanto,

e =1 pois In1=0

el =e pois Ine=1

A DERIVADA DA FUNCAO EXPONENCIAL NATU-
RAL

. : e d
A funcéo exponencial natural & derivavel e Ix (eX) = ¢,
Vx € R. Daqui resulta que G(x) = €* & uma primitiva de e*.

b b
Assim, se a < b,/ exdx:ex} —eb g2,
a a

Se u é uma funcdo derivavel de x, pela regra da cadeia, obte-
mos a (e") =¢" du
dx - dx

OPERACOES COM A FUNCAO EXPONENCIAL NA-
TURAL

Para quaisquer x,y € R tem-se:
1. XY =eXeY
1
X_ = g Xy
2. e x ee o
3. Vx € R e todo inteiro n > 0 tem-se e™ = (&X)" = (e")*

: P 1\ P 1
4. Para quaisquer pe g, q# 0 tem-se ed = (eQ> = (eP)a

CEDERJ
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PROPRIEDADES DA FUNCAO EXPONENCIAL NA-
TURAL

1. A funcdo exponencial é crescente.

2. O grafico da funcdo exponencial natural tem concavidade
para cima.

3. Im(e*) = (0, +)

4. lim e*=0 e lim &= +o
X—»—o0 X—>+-o0

Figura 4.5

Observe na Figura 4.6 que o grafico de e* € uma reflexdo do
grafico de Inx em relagdo a retay = x.



Figura 4.6

A FUNCAO LOGARITMICA NA BASE a,
ac(0,4),a#1

Definicéo 4.3.

Seja a € (0,4+-0), a# 1. Para cada x € (0,+oe), defini-
Inx

mos log, X =
%a Ina

base a.

. O nimero log, x é dito logaritmo de x na

log,x=0&x=1

log,x=1&x=a

A DERIVADA DA FUNCAO LOGARITMICA NA
BASE a

A funcéo log, x & derivavel em (0, +<) e Ix [log,X] = ——
Vx € (0, 4-o0).

Se u > 0 é uma fungdo derivavel de x, pela regra da cadeia
1 du
~ulnadx ulna’

temos que i(Io u)
q dX ga

Se u é uma funcdo derivavel de x, tal que u # 0, entdo pela
1 du u’
ulnadx ulna’

regra da cadeia temos que % (log, |u]) =

CEDERJ
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PROPRIEDADES ALGEBRICAS DOS LOGARITMOS
NA BASE a

Para quaisquer X,y € (0, +eo), tem-se:

1. log,(xy) = log,x +log, y

2. log, (x") = nlog, x para todo n inteiron > 1

(

4. log, )zlogax—logay

X |

< | X

PROPRIEDADES DA FUNCAO LOGARITMICA NA
BASEaONDEO<a<1

1. A funcdo log, é decrescente.

2. A funcéo log, tem concavidade para cima.

3. lim log, X = +oo
Xx—0t ga

4. lim log,Xx = —oo
m Ja

[ Exemplo4.1. |

¥

M\

Figura 4.7
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PROPRIEDADES DA FUNGCAO LOGARITMICA DE
BASE a ONDE a € (1, +<0)

1. A funcéo log, é crescente.

2. A funcéo log, tem concavidade para baixo.

3. limlog,X = —co
Xx—0F Y

4. |lim log, X = 4o
Jim log, x =+

[ Exemplo42. |

Figura 4.8

A funcdo logaritmica na base a € (0,+<0), a # 1 & uma
funcdo bijetora de (0,+<) em R. Portanto, ela possui uma
funcdo inversa que tem por dominio R e por imagem (0, +oo).

A FUNCAO EXPONENCIAL NA BASE a,
a € (0,+o0)

Definicao 4.4.

Seja a € (0,+c0). Para cada x € R, definimos a* = exI"?,
Assim,sea=1a=eM =0 =1 ¥xeR

Sea=e¢, a* =e*I"e — X yx € R, neste caso coincide com a
funcdo exponencial natural.
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Suponha a € (0, +-o0), prova-se que

1. log, (&) = x para todo x € R
2. al%% X = x para todo x € (0, +oo)

Portanto, para cada a € (0,4+«), a # 1, a funcdo
x € R — a* € (0,+<o) & a funcdo inversa da fun¢do log,.

A DERIVADA DA FUNCAO EXPONENCIAL NA BASE
a € (0,4e0)
A funcdo exponencial com base a € (0,+o<) é derivavel e
X

: a*
i (@) = (Ina)a* Vx € R. Daqui resulta que G(x) = g ¢ uma
primitiva de a*. Assim, se ¢ < d,

d 1% ad  ac
AdX=r—| = —1—.
c Ina]. Ina Ina

Se u é uma funcdo derivavel de x, pela regra da cadeia,

d o y du
obtemos &(a )= (Ina)a i

OPERACOES COM A FUNCAO EXPONENCIAL NA
BASE a € (0,+<0) (LEI DOS EXPOENTES)

Para quaisquer X,y € R tem-se:

1. a¥y =a*ay

2. (@) =aY¥ = (a¥)
1 aX
X _ = x=y = &
3. a == e a =
4. Sea#l, a*=1<x=0
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PROPRIEDADES DA FUNc;Ao EXPONENCIAL NA
BASEaAaONDEO<a<1

1. Afuncdo x € R — a* € (0, +e0) & decrescente.

2. O gréfico da funcdo x € R — a* € (0,+-) tem concavi-
dade para cima .

3. lim a* =+
X——oo

4. lim a*=0
X—> oo

[ Exemplo43. |

Figura 4.9

PROPRIEDADES DA FUNGAO EXPONENCIAL NA
BASE a ONDE a € (1, +<0)

1. Afuncdo x € R — a* € (0, <o) & crescente.

2. O gréfico da fungdo x € R — a* € (0,+-) tem concavi-
dade para cima .

3. lim a*=0
X——oo0

4. lim a* =+
X—> oo
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[ Exemplo4.4. |

y

Figura 4.10

. fe 1\",
Observe, na Figura 4.11, que o grafico de (§> € uma re-

flexdo do grafico de log: x em relacdo a retay = x.
2

Y
y=x
— (L)
y=(3)
1 __-I
P i
=1
Figura 4.11

Observe, na Figura 4.12, que o grafico de 2* é uma reflexdo
do grafico de log, x em relagéo a reta y = x.



£

R
=

Figura 4.12

Para a demonstracao das propriedades anteriormente
citadas, veja as Aulas 8, 9 e 10 do seu caderno dida-
tico.

I. Considere uma constante positiva a. Se n € N,

sabemos do segundo grau que a" =axax...xa e
N—————

n—vezes

a1 1 :
que a "= = , assim sabemos per-

a” axax...xa
—_———

n—vezes

feitamente o significado de aP se p € Z. Também
do segundo grau temos para p,q € Z e q > 0, entdo
at = YaP = (¥a)P. Mas, qual o significado de 27
ou 3v2? Se observarmos a definicdo de funcdo ex-
ponencial na base a positiva dada, temos agora que

a* = eX"a assim, 27 = e™"2  analogamente
3v2 = gv2In3,

Note que uma funcd@o exponencial como, por exem-
2 X
plo, f(x) =2%ou f(x) = 3) tem uma base cons-

tante e um expoente variavel. Ja as fungdes tais como
f(x)=x%e f(x) —x3 tem uma base variavel e 0 ex-
poente constante e sdo chamadas fun¢Bes poténcias.
Lembremos que ja as estudamos anteriormente.
Podemos agora trabalhar também com funcdes
poténcias generalizadas como, por exemplo,
f(x) =x"ou f(x) = xV2 quando x > 0. Neste caso,
observe que para x > 0, f(x) = x® = e™I"™* ¢
f(x) =xV2=gv2inx,
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DERIVADA DE f(x)9%)

Sejam f e g duas funcdes derivaveis definidas num mesmo
intervalo | ndo trivial, com f(x) >0, ¥x € I. Consideremos a
funcdo definida em | e dada por

y=f(x)9%.
Aplicando In aos dois membros, obtemos Iny = In f(x)9%) =

g(x) Inf(x). Isto & Iny =g(x) In f(x). Aplicando a funcdo in-
versa aos dois membros:
eIny _ eg(x)ln f(x)7 ou seja, y = eg(x)ln f(x).

Isto &, f(x)9®) = ed®Nf(X) Entgo, derivando ambos os mem-
bros, temos

(F9) =91 (gl In (1))

Derivando o Gltimo fator, obtemos

(f (x)g(x)>/ — I f() {g’(x) In f(x) +9(x)

#5 jiv. Como um caso particular de f(x)9%), temos que se
reReh(x)=x" x € (0,4). Entdo h & derivavel
em (0,4o0) e h'(x) = rx"~1 ¥x € (0, +oo).

Assim, a derivada da funcdo poténcia generalizada
f(x) = x* quando x > 0 resulta f’(x) = mx™ 1.
Analogamente, no caso de f(x) = x¥2 quando x > 0,
a derivada é f/(x) = v2xV2 1,

Por outro lado, note como é diferente se considera-
mos agora a funcdo exponencial na base x, g(x) =
m*. Temos entdo que a derivada é g/(x) = 7*Inx.

X
Analogamente, g(x) = (ﬁ) é uma funggo expo-
nencial na base v/2, assim, obtemos que

g'(x) = (\fz)xln\fzz %(m) (fz)x_



INFORMACOES COMPLEMENTARES SOBRE AS
FUNCOES HIPERBOLICAS

As fungBes hiperbolicas sdo uma classe especial de funcdes
exponenciais que aparecem frequentemente na Matematica e suas
aplicacOes. Elas sdo analogas de muitas formas as funcdes tri-
gonomeétricas, e tém a mesma relacdo com a hipérbole que as
funcdes trigonométricas tém com o circulo. Por essa razdo séo
chamadas funcgdes hiperbolicas.

Como ja foi definida no seu caderno didatico a fungdo seno
hiperbolico é definida por

senhx =

E claro que o grafico da fungdo pode ser gerado com um re-
curso computacional, mas vale a pena observar que o grafico
desta funcdo pode ser obtido esbocando-se separadamente o0s

fe 1 1
graficos dey = ~e* ey = —~e™*, somando-se as coordenadas y
correspondentes. Vamos fazer isto por etapas:

Na Figura 4.13, mostramos a funcdo y = ¢e*.

Figura 4.13

Do Apéndice 1 sabemos que fazendo uma compressao ver-
tical por 2 na fung¢do anterior obtemos na Figura 4.14 a funcao

1X
y =3¢
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[

I\x’b

1

1
I

-1 1 X

Figura 4.14

Fazendo na funcéo anterior uma reflexdo em torno do eixo

. 1
y, obtemos na Figura 4.15 a funcdo y = Ee‘x.

[OR OV

— 0 N

Figura 4.15

Fazendo na funcéo anterior uma reflexdo em torno do eixo

: 1
X, obtemos na Figura 4.16 a funcdo y = —Ee‘x

e

I
(PSR

Figura 4.16
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Somando-se as coordenadas y dos graficos das funcdes

1 1 . i
y = Eex ey = —Ee*X obtidas nas Figuras 4.14 e 4.16 temos
na Figura 4.17 o grafico da funcdo y = senhx.

—senha=Let. 1 e
y=senhx 3¢ -5e

~
L — 0
=
—_

o
LR

Figura 4.17

Analogamente, como ja foi definida no seu caderno didatico
a funcdo cosseno hiperbolico é definida por

ef+e ™ 1 1
i =X+ e %

coshx = 5 > >

Somando-se as coordenadas y dos graficos das funcbes

1 . .
y = —e* e y = —e ¥ obtidas nas Figuras 4.14 e 4.15 temos na
Figura 4.18 o grafico da funcdo y = coshx.

= =Lyl px
y=coshx setse

Figura 4.18
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As fungdes hiperbolicas surgem em movimentos vibratorios,
dentro de solidos elasticos e em muitos problemas nos quais a
energia mecanica é gradualmente absorvida pelo meio ambiente.
A aplicacdo mais famosa & o uso do cosseno hiperb6lico para
descrever a forma de um fio dependurado.

Também foi definida no seu caderno didatico a funcédo tan-
gente hiperbolica dada por

eX—e X 2

tghx = ———=1—5——.
J eX4-e X e +1

Na Figura 4.19, mostramos o gréafico da funcdo y = tghx.

Figura 4.19

Podemaos definir também as outras funcdes hiperboblicas tais

como:
coshx
A funcdo cotangente hiperbodlica y = cotghx = )
¢ g p y g senhx
A funcdo secante hiperbodlica y =sechx = )
¢ P y coshx

A funcdo cossecante hiperbolica y = cossechx = senhx’

Deixamos ao leitor a tarefa de procurar na bibliografia dada
no guia da disciplina, os graficos destas fungdes e suas derivadas
assim como definir e fazer o esbogco das Fungdes hiperbolicas
inversas.
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#5 Primitivas das Funcdes

Desde que

Podemos concluir que

L (n#-1)

1 /
XN+ 0
n+1

n+1

A b
/x”dx: X (n#-1)
a n+1 a’

(—cosx)" = senx

b b
/ senxdx = —cosx}
a

a

(senx)’ = cosx

b b
/ cosxdx = senx}
a

a

(tgx)’ = sec?x

b b
/ sec?xdx = tg x}

a a

(—cotgx)’ = cossec?x

b b
/ cossecxdx = — cotg x}
a

a

(secx)” = secx tgx

b b
/ secx tgxdx = secx}
a

a

(—cossecx)’ = cossecx cotgx

b

b
/ cossec x cotgx dx = — cossec X}
a

b
(arcsenx)’ = L / dx = arcsen x}
VI a
b
{ =
(arctgx)’ = 1+x2 / dx arctg x} .
b
(arcsecx) = ——— / dx = arcsec ]x\}
|x]\/x2 -1
(Inx) == / dx=1n \x]

X
X /
C_ = cX
Inc

/ :—] c>0,c#1

(cosh(x))" = senh(x)

b
/ senh(x) dx = cosh(x )}

a

(senh(x))" = cosh(x)

b
/ cosh(x) dx = senn(x)

a

(tgh(x))" = sech?(x)

/sech2 )dx = tgh(x )}b

(—cotgh(x))’ = cossech?(x)

a
/ cossech?(x

(—sech(x))" = sech(x) tgh(x)

b
= —cotgh(x )Ll

b b
/ sech(x) tgh(x)dx = —sech(x)}

a

(—cossech(x))’ = cossech(x) cotgh(x)

b
/ cossech(x) cotgh(x) dx :—cossech(x)}

b

a
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EXERCICIOS RESOLVIDOS DE~|NTEGRAI§ DEFI-
NIDAS QUE ENVOLVEM FUNCOES LOGARITMICAS,
EXPONENCIAIS E HIPERBOLICAS

Calcule as integrais definidas dadas:

2 2
a. / x 3% dx
1

% 1 COSX
b. / (E) senxdx
0

Solugéo:

. ~ 1
a. Consideremos a funcdo G(x) = m?‘z. Pela regra da ca-

deia, G é derivavel em R e tem por derivada a fun¢do continua
1
G'(x) = mBXz(Zx) In3 = x3*. Portanto, pelo Teorema Fun-

damental do Calculo,

/2x3xzdx—/ZG’(x)dx—G(Z)—G(l)— Logn 1 g0
1 N B "~ 2In3 2In3
1

1 4 1 1 39
= — = 81—-3)=—— =—.
2In3 2In3 2In3( ) In3( ) In3

Assim, ,
)
/1 x3" dx = 3
1 1 COSX
b. Consideremos a fungdo G(x) = ” (1) <§> . Pela regra
o 2
da cadeia, G é derivavel em R e tem por derivada a funcdo
continua

G'(x) = ﬁ (%)cosx(—senx)ln (%) = (%)cosxsenx.

Portanto, pelo Teorema Fundamental do Célculo,

/0% (%)cosxsenxdx = /0% G'(x)dx=G (g) —G(0)
" B ) 6"
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1 1-V2
~ (0—1n2) 2 )

Portanto,

% 1 COSX 1
/0 <§> senxdx_m<\/§—l).

Determine a area da regido limitada pelos graficos das funcdes
X e .
y =€, y:% ex=-comy>0. [Lembre-se de que e é 0

namero real positivo tal que Ine = 1].

X
Solucéo: Observe que y = o= . Note-se que o

—2 se x<0
gréfico desta fungdo faz um bico no ponto (0,0).

. X
e Interceptando y = e* e a semi-retay = —5 x<0

y=¢
X {eX:—E,x<O:>x:—1,
y:—é, x<0 e

1 1
logoy = o€ temos o ponto | —1, )

e i . e
Note-se que X = y y > 0 é equivalente ay = o x> 0.

e . X
e Interceptando y = o x> 0easemi-retay = o x>0

e X
@{;:6, x>0 exi=e? x>0&x=¢,

logo, y = 1 e obtemos assim o ponto (e, 1).
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~ e ~
e Interceptando a fungdo y = o x>0eafuncdoy=¢e*

e

y=-, x>0 e
X

X Se-=¢e" x>0 & x=1,

y=e X

logo, y = e e obtemos assim o ponto (1,e).

A regido esta esbogada na Figura 4.20.
y

(Le)

o=
F o
o
=

Figura 4.20

Do grafico observamos que: R = R; URyUR3. Assim,
A(R) =A(R1) +A(Rz2) +A(Rs)

onde A(R) representa a area da regido R e A(R;) representa a area da
regido R, i=1,2,3.

Portanto:
AR) = /°1 e Xt /01 e Naxs /j [ Hox

Note-se que, para calcularmos a area de Rz em termos de X, preci-
. e
samos usar y = o X > 0ao invés de x = § y > 0.

Usando o Teorema Fundamental do Calculo, resulta que
2710 271 27€e
X X X
AR)=¢e"+_—| +e&~—| +elnx——
2| 4 2e ], 2e |,
2

1 1 e 1
AR)=e?—e 1~ 4l = e0yelne—— —elnl+—
(R) 2eJr 2e + 2e +2e
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: 3 e  —3+4e’-e?  3e*-3
Assim, A(R) = ~% + 2e — % = 2 = e~

3 . p
2—e(e2 —1) unidades de area.

Observe que podemos também representar a area da regiao R, por
trés integrais definidas em termos de y, sendo que, neste caso, teremos
que deixar indicadas algumas das integrais definidas, pois ndo temos
ainda as ferramentas necessarias para calcula-las.

PASSO A PASSO DOS EXERCICIOS PROPOSTOS
NO CADERNO DIDATICO REFERENTES A INTE-
GRAIS DEFINIDAS QUE ENVOLVEM FUNCOES LO-
GARITMICAS, EXPONENCIAIS E HIPERBOLICAS

Determine a area da regido compreendida entre o grafico de

1
) =390 —x%earetay =2, parax > 0.

(Aula 7 do caderno didatico, exercicio proposto n°8)

~ e 1 i ., -
Solugéo: O grafico de f(x) = o x> 0 & oramo da hipérbole equilatera

que se encontra no primeiro quadrante, g(x) = x?, x > 0 & a parte da
parabola (de vértice na origem que abre para cima) que se encontra no
primeiro quadrante. Logo, o grafico da regido pedida & mostrado na
Figura 4.21.

—_—t————
=<

Figura 4.21

Fazendo a intersecdo das curvas, tem-se:

¥

2

I
>

1
,x>0(:>x2:; x>0 = x=1=x=1=y=1

X | =

CEDERJ
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Portanto, o ponto de intersecdo das duas curvas dadas neste caso é
(1,1).

, X>0 & 1:2 x>0 = x:1 = <},2> é 0 ponto
y=2 X 2 2
de intersecdo das duas curvas.

2
5:)2( x>0 xX¥=2x>0=x=v2= (\/5,2>éoponto

de intersecdo das duas curvas.

Para calcular a area, observe que a melhor opg¢do representa a area
de R por uma integral em relagdo a variavel y (veja a Figura 4.22);
mostramos também um retangulo tipico ou representativo horizontal
na regido.

Observe que podemos descrever a regido como
{(x,y) € R? ‘ 1<y<2, %gxg\fy}.

1 1
De fato, lembre-se de que y = oL x>0 x= v y > 0, analoga-

mente, y =X, X >0 X =/, y > 0.

y
|y
2
YN/
i 7
Figura 4.22
Logo, A(R):/1 (f—y)dy:/l (y%_y)dy.

Assim,
AR) = Zy?z—lny]j = [2(?2 —In2] - [2(;) _Inl]

4 2 2 . ,
= g\/i—an— §+O: 3 (2\@—1) —In2 unidades de area.

Nojw




Se quisermos calcular a area em relagdo a variavel x, sera ne-
cessario dividir a regido em duas sub-regides e representar a area de R
por duas integrais em relagdo a variavel x (veja a Figura 4.23); mos-
tramos também um retdngulo tipico ou representativo vertical em cada
regido.

<
Il
|
‘lkf

T T
[

Figura 4.23

1 1 V2
Assim, neste caso A(R) = ﬁ (2 — ;) dx + / (2 — x?)dx.
! 1
Deixamos ao leitor verificar que o reéultado obtido neste caso & também
2 . .
3 (2\/5— 1) —In2 unidades de area.

X
SejaF(x) = / etdt, definida para x € R.
0

a. Encontre os nimeros criticos de F, se houver, e determine
os intervalos nos quais F & crescente e os intervalos nos
quais F é decrescente.

b. Determine a concavidade do grafico de F e encontre os
pontos de inflexdo, se houver.

c. Esboce o grafico de F.
(Aula 9 do caderno didatico, exercicio proposto n°9)
Solucéo:

1, .
a. Note que a funcdo f(t) = et = o é continua paratodot € R,
logo, estamos em condi¢des de usar a 12 forma do Teorema
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Fundamental do Calculo, assim F & derivavel e F'(x) = e
Observe que F’'(x) > 0 Vx € R, portanto F & uma funcdo cres-
cente para todo x € R e também podemos afirmar que f ndo
possui pontos criticos.

b. F”(x) = e X (=2x). Logo, F”(x) =0 <> x =0. Note que se
x > 0 entdo F”(x) < 0, portanto o grafico de F & concavo para
baixo. Analogamente, se x < 0 entdo F”(x) > 0, portanto o
gréfico de F é concavo para cima, assim existe uma mudanca de
concavidade em x = 0. Por outro lado, existe F’(O)Oe F'(0) =1,
também da definicdo de F podemos ver F(0) = /0 e tdt =0.

Assim, (0,0) é ponto de inflex8o e a reta tangente nesse ponto
tem por equacdo y = x.

1 .
c. Poroutro lado, do fato que pr > (O paratodot € R e a Proposi¢do
2.1 a) do caderno didatico podemos afirmar que: se x > 0 entdo
X
F(x) = / e tdt > 0. Analogamente, podemos verificar que
0

X 0
se x < 0 entfo, F (x) :/ e*tzdt:—/ e Ydt <0.
0 X

Juntando toda a informacgdo obtida anteriormente, mostramos
na Figura 4.24 um eshoco do gréafico de F.
y

F(x)

Figura 4.24

a. Esboce a regido compreendida entre o grafico de

x|
f(x) = (7> , 0 eixo das abscissas e as retas x = —1

b. Determine a area da regido mencionada em (a).

(Aula 10 do caderno didatico, exercicio proposto n°3)
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Solugao: 1V
X
] (—) se x>0 }
N f(x)—(l) _ 7 _ 7 se x>0

7 —X
(_) se x<0 7% se x<0

- \7
7
Observe que a funcdo dada é uma fungao par, assim, existe si-
metria do grafico de f em relacdo ao eixo y. Note também que

o 1 . .
a base da funcdo exponencial é a = 7 < 1, assim o gréfico de
X
y = 7 para x > 0, segue a forma da Figura 10.1.a do ca-

SEMANA ' MODULO 1

derno didatico. Usando a simetria do grafico, podemos entdo na
Figura 4.25 mostrar um esbo¢o da regido pedida.

¥

Figura 4.25

b. Determine a area da regido mencionada em a.

Note-se que a regido dada tem simetria em relacdo ao eixo v,
assim, para calcular a area da regido dada, basta calcular a area
da regido situada no primeiro quadrante e multiplicar o valor
por 2. Note-se que a forma mais simples de calcular a area é
considerar o retdngulo representativo na forma vertical. Veja a
Figura 4.26.

Figura 4.26

Logo, A(R):Z/Olf(x)dx:z/o1 (%)dex:z/ol (%)de.
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Na pagina 5 das notas de aula correspondentes ao EP04 temos

d ax 19 ad ac
que: sec <d, / a‘dx = m} =1 ——. Neste caso, po-
C

“Ina Ina

1\X
demos dizer que G(x) = (I )1 € uma primitiva ou antiderivada
7

1 X
de (7) .
Com efeito,

5 (W) -pwi-()'

Portanto, pela 1* forma do Teorema Fundamental do Calculo,
temos que:

AR) = (Ii—)%] _2<%—%)70> :ée_l)

— 2 (% —1) = i g) = i unidades de area.

—In7 In7 7In7

Calcule:

2 eX
a. dx
| ors

(Aula 9 do caderno didatico, exercicio proposto n°10)

b
b. / x?xzdx, onde a,beR e a<h.
a

(Aula 10 do caderno didatico, exercicio proposto n°5)

Solucéo:

a. Considere g(x) = e*+5, & claro que g & uma funcéo derivavel
para todo x € R, e é claro também que g(x) > 0, ¥x € R, por
outro lado In é derivavel em (0, +-co).

Defina G(x) = (Inog) (X) = In(e*+5), pela regra da cadeia, é

/
claro que G(x) & derivavel paratodox € R e G'(x) = %((:)) . Isto
eX X
A / _ i ! —
e, G'(x) = 515 Vx € R em particular G'(x) = 515 para
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todo x € [1,2]. Assim, G(x) é uma primitiva ou antiderivada
X

da fungdo 3 Finalmente, usando a 22 forma do Teorema

eX
Fundamental do Calculo, temos que

L @5 ] = 1n (2 45) —In(eL5) =1
/1 o 5= n(e*+ )L_n(e +5)—In(e+ )_n(

X2

b. Considere G(x) = YA E claro que 7 & derivavel, pois
€ a composicao da funcdo exponencial 7* e a funcdo polino-
mial g(x) = x?, ambas derivaveis para todo x € R. Assim,
pela regra da cadeia, G é derivavel em todo R e

7 .
G'(x) = Oy, In7 = x7¢. Em particular, G'(x) = x7 para
XZ
todo x € [a,b] onde a,b € R e a < b. Portanto, G(x) = 7 é

uma primitiva ou antiderivada de x7¢. Finalmente, usando a 22
forma do Teorema Fundamental do Calculo, obtemos

b 7¢ b o 7@ 1 )
x7¢ dx = — _ — 70 7
/a 2In7L 2In7 _ 2In7 2In7[ }

#5 Observe que o exercicio proposto n°5 a-c, da Aula 7 do ca-
derno didatico, encontra-se resolvido na Aula 11, Exercicio 3
do proprio caderno didatico (pagina 95).

Mostre que as fungdes senhx, coshx, tghx sdo derivaveis em R
e, além disso, tem-se a. senh’(x) = coshx, b. cosh’(x) = senhx

1
e ctgh'(x)=—5= sech®x, paratodo x € R.
cosh“x

(Aula 9 do caderno didatico, exercicio proposto n° 5)

eX—eg %
2 1

Solug@o: Lembre que, pela definicdo, senh(x) =

ef+e* senh(x) e*—e™*
cosh(x) = 5 e tgh(x) = coshEx) = e

Como a fungdo y = €* é derivavel em R, segue que as funcdes
y = senh(x) e y = cosh(x) também sdo derivaveis em R por serem
somas de fungdes derivaveis em R.

Quanto a funcdo y = tgh(x), basta lembrar que e > 0, para todo
x € R. Em particular, o denominador da fracdo que define tgh(x) =

e +5
e+5
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eX _ g X

P ndo se anula. Sendo quociente de fungdes derivaveis em R,
segue que a func@o y = tgh(x) é derivavel em R.

Calculo das derivadas:

(eX)/ _ (e—X)/ eX (_e—X) eX X

a. (senh(x)) = 5 = 5 = = coshx;
X\/ —X\/ X _ a—X X _ a—X
b. (cosh(x)) = (&) +2(e ) _ ¢ +(2 ) _ ¢ Ze =senhx;

c. Pelaregra de derivagdo do quociente, tem-se:

L (ex _ e—X)/ . (ex +e—x> _ (ex _ e—X) . (ex + e—X)/

h
(tgh(x)) F 1P
B (eX +e—X) . (eX + e—X) _ (eX o e—X) . (eX _ e—X)
- (eX +e—X)2
(ex + e—X)Z _ (ex _ e—X)Z (ex _ e—X)Z )
= =1-—— 2 —1—tgh
(eX+ex)2 (eX+ex)2 tgh"()
(4.1)
Pelo exercicio 4.b da Aula 9 do caderno didatico (vocé fez este
exercicio?), sabemos que tgh?(x) + >— =1, ou seja,
cosh®(x)
1
1—tgh?(x) = = sech?(x).
gh () cosh?(x) ()

Portanto, segue de 4.1 que (tgh(x))’ = sech?(x).

Veja no Apéndice 4, no final deste caderno, o passo a passo de
exercicios adicionais correspondentes a esta semana.



4
Semana 5 ,

INTEGRAL INDEFINIDA. TECNICAS DE
INTEGRACAO: METODO DE SUBSTITUICAO

RECORDACAO SOBRE PRIMITIVAS OU AN-
TIDERIVADASE A INTEGRAL INDEFINIDA

Definig¢éo 5.1.

Uma fung@o F é uma primitiva ou antiderivada de f no in-
tervalo | se F/(x) = f(x) para todo x em I.

[ Exemplo5.1. |

Suponha que lhe pecam para encontrar uma funcdo F
cuja derivada é f(x) = 2x. A partir do seu conhecimento de
derivadas, vocé provavelmente dira que F(x) = x? & uma res-

posta adequada pois F'(x) = &(xz) = 2x. Masa fungdo H (x) =

x2 41 também satisfaz H’(x) = 2x. Analogamente, J(x) =x% —1
também satisfaz J'(x) = 2x. Consequentemente, F, H e J sdo
primitivas ou antiderivadas de f. Na verdade, qualquer funcdo
da forma G(x) = x? +C onde C & uma constante, & uma primi-
tiva ou antiderivada de f. Atribuindo valores especificos para
a constante C obtemos uma familia de fun¢des cujos graficos
sdo translagBes verticais da parabola F (x) = x?. Veja na Figura
5.1 varios membros da familia de primitivas ou antiderivadas de
f(x) = 2x.
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y
c=2
c=1
c=0
c:_
c=-2
C:_
by
Figura 5.1

Falando de modo mais geral, temos o seguinte resultado:

Teorema 5.1.

Se F é uma primitiva ou antiderivada de f em um intervalo
I, entdo a primitiva ou antiderivada mais geral de f em | é
F(x) +C, onde C & uma constante.

NOTACAO PARA PRIMITIVAS OU ANTIDERIVA-
DAS

O conjunto de todas as primitivas ou antiderivadas da fungdo
f & denominado integral indefinida de f em relacdo a x e sim-

bolizado por / f(x)dx = F(x) +C. A constante C é chamada a
constante de integracdo; ela & uma constante arbitraria uma vez

que a ela pode ser atribuido qualquer valor real.
No caso do Exemplo 5.1 podemos escrever entao / 2xdx =
x* +C.

Note que a integral indefinida de uma funcéo f & uma familia
de func¢Bes; um membro especifico da familia & determinado
atribuindo um valor particular a constante de integracdo. Esta
familia tem a propriedade de que cada um de seus membros é
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uma antiderivada de f e reciprocamente, toda primitiva ou anti-
derivada de f & um membro da familia.

[ Exemplo52. |

Encontre G dado que G'x) =2x e G(1) = —1.

Solugdo: Como G é uma primitiva de f(x) = 2x temos que G(x) =
/Zxdx = x2 4+ C para algum valor da constante C. Para calcular C
usamos o fato de que G(1) = —1. Como G(x) = x* +C vemos que
G(1) =1?+C=1+C = —1, logo C = —2. Portanto, G(x) = x* — 2
€ o membro da familia procurado. Veja na Figura 5.2 o membro da
familia que passa pelo ponto (1,—1).

F(x)=x%-2
; X
S-S

Figura 5.2

#5 Deve-se fazer uma distingdo cuidadosa entre integral de-
b

finida e indefinida. Uma integral definida / f(x)dx é
a

um ndmero, enquanto uma integral indefinida / f(x)dxé
uma funcdo (ou uma familia de fungdes).

Vamos enunciar a tabela basica de formulas de primitivas
dada na pagina 55 deste caderno, porém agora na notacéo de in-
tegrais indefinidas. Adicionaremos também algumas primitivas
que foram obtidas posteriormente.
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Tabela Basica de Integrais Indefinidas

/kdx:kx+C,

N Xn-&-l
/x dx = (n+1) +C, (n#-1)

1
/—dx: In|x|+C,
X

/exdx:eX+C,

X

/axdx: a—+C,
Ina

/senxdx = —cosx+C,

/cosxdx =senx+C,

/seczxdx =tgx+C,

/cosseczxdx = —cotgx+C,

/secxtgxdx =secx+C,

/cossecx cotgxdx = — cossecx+C,

dx = arcsenx +C,

[

1
/mdx:arctngrC,

1
/7dx = arcsec x| +C,
Xvx2—1

/senhx dx = coshx+C,

/coshx dx =senhx+C,

/sechzx dx = tghx +C,

/cossechzx dx = —cotghx+C,

/sechx tghx dx = —sechx+C,

/ cossechx cotghx dx = —cossechx +C

Adotamos a convengdo de que quando uma férmula para
uma integral indefinida geral é dada, ela é valida somente em

: 1 1
um intervalo. Por exemplo, escrevemos X—zdx =5 +C, com

0 entendimento de que isso & valido no intervalo (0, 4<) ou no
intervalo (—ee,0).

PROPRIEDADES DA INTEGRAL INDEFINIDA
1. /kf(x)dx:k/f(x)dx
2 /(f(x)ig(x))dx:/f(x)dxi/g(x)dx.

METODO DE SUBSTITUICAO

A partir desta semana, vocé estudara varias técnicas de inte-
gracdo que vao aumentar muito o conjunto de integrais as quais
as regras basicas de integracdo podem ser aplicadas. E impor-
tante sermos capazes de encontrar antiderivadas, mas nossa ta-




bela basica de integrais indefinidas dada na Semana 5, pagina
178 do caderno da coordenagdo ndo mostra, por exemplo, como
calcular integrais do tipo:

/ 32 /x¢ + Ldx (5.1)

Para encontrar essa integral usaremos a estratégia de introduzir
uma nova variavel; mudamos de uma variavel x para uma nova
variavel, digamos u. Suponha que fagamos u = x° + 1. Sabemos
do Calculo | que a diferencial de u & du = 3x2dx. Note que se dx
que esta dentro da integral indefinida for interpretada como uma
diferencial, entdo a diferencial 3x® dx ocorrera em 5.1; portanto,
podemos escrever

/E‘>x2\/x3+1dx:/\/x?url3x2 dx:/ﬂdu

Nlw

3 3
:/u%du:Z%JrC:erC. (5.2)

Mas agora podemos verificar que temos a resposta correta
usando a regra da cadeia para derivar a funcdo final de 5.2. Com
efeito:

3
d [2(x341)2

|22 "7 4| =
dx 3Jr

N W

(3 +1)2(3x%) = 3x2V/x3 + L.

winN

A substituicdo feita na integral indefinida 5.1 & um caso par-
ticular da formula de substituicdo ou da formula da mudanca de
variaveis dada no Teorema 17.1 do caderno didatico:

REGRA DA SUBSTITUICAO

Se u = g(x) & uma funcdo derivavel, f & continua e
Im(g) € Dom(f), entdo

/f(g(x))g’(x)dx:/f(u)du:F(u)+C:F(g(x))+C

onde F & uma primitiva de f.
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SUBSTITUICAO E AS INTEGRAIS DEFINIDAS

Seja g uma funcdo de classe C! ((i.e) g é derivavel e
g’ é continua) e f uma funcdo continua. Suponhamos que
[a,b] c Dom(g) e g([a,b]) € Dom(f). Entdo, temos

b a(b)
| @) g ax= [ iw)du.

g(a)

£ i, A regra de substituicdo estabelece que: & permitido
operar com e ap0s 0s sinais de integracdo como se
fossem diferenciais.

ii. O sucesso do método de substituicdo depende de que
seja encontrada uma substituicao que transforme uma
integral que ndo podemos calcular diretamente em
outra que podemaos.

iii. Se aprimeirasubstituicdo falhar, podemos tentar sim-
plificar o integrando adiante com mais uma ou duas
substituicdes. Outra possibilidade é comecar de novo.

Pode haver mais de um bom caminho para comecar.

METODO DE SUBSTITUICAO. PROCEDIMENTOS
ALGEBRICOS

Frequentemente, precisamos reescrever uma integral para que
esta se encaixe em uma formula-padrdo.

Calcule cada integral:

a/ 8 dx c/ 8" dx
") x24+16 "] x24+16

8x 8x
b [ 1™ o [ Gy e

Solucé@o: Observemos que todas as integrais dadas sdo parecidas,
porém vamos ver que essas pequenas diferencas no integrando vao
nos levar a técnicas de solugdo muito diferentes:
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a. Uso da regra do arco tangente
Note-se que

/de_g/édx_}/;
X2 +16 6(5+1) 27 (341

. N o X
Para resolver a integral a direita, faga a substituicdo u = 2 =
dx

du= 7 = dx = 4du e use a integral do arco tangente. Assim,

1 1
E/ﬁ 2/uerldu_ZarctgmLC 2arctg( )+C
()" +

8
/ 2+16dx— 2arctg +C.

V) Em geral, se a > 0,

. dx dx 1 1
_i/ dx _i/adu_l/du
ca) (xPpr @) w+l al v+l

1 1
= —arctgu+C = —arctg( >+C
a a

Obtemos, assim, a nova formula:

[ =am(3) <

ii. Raciocinando em forma analoga, podemos mostrar

também que
/ ax arcsen( >+C x| <a
vaZ —x?
dx 1 X
/7 = —arcsecH +C, |x|>a
xvx¢—a? a a

b. Uso daregrado In

8x
[P
X2 +16
Observe que, neste caso, a integral do arco tangente ndo se
aplica, porque o numerador contém um fator de x. Faga a subs-

- d
tituicdo u = x*+ 16 = du = 2xdx = xdx = 7“ Logo,
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8x 2X du
———dx=4 | ————dx=4 | — =4l
x2+16dx /x2+16dx / u nu+c

= 4In(x* 4-16) +C.

c. Reduzindo uma fragcao impropria

8x?
———dx
/ X2+ 16
(Neste exercicio, note-se que o grau do numerador é igual ao
grau do denominador)

Observa-se que o0 integrando neste caso é uma fungdo racio-
nal, isto é, o quociente de polinbmios e também é uma fragao
impropria (isto &, o grau do numerador & maior ou igual ao grau
do denominador). Neste caso, antes de fazer a integracdo, divi-
dimos primeiro o numerador pelo denominador, obtendo o quo-
ciente, mais um resto que & uma fragdo propria (isto é, o grau
do numerador & menor que o grau do denominador):

2 2
8X2 ﬂ . 8X2 128
—8X - 128 8 entaO 2716 == 8 - 2716

7—128 Xc+ Xc 4+
8x?2 128 dx
——dx = 8————|dx=8x—-128 | ——
/ﬂ+mx /( ﬂ+m)x X /ﬂ+ﬂ
(5.3)
Utilizando a formula obtida na observacgdo i, pagina anterior,
tem-se que:
dx 1 X

Finalmente, substituindo 5.4 em 5.3, obtemos

8x? 128 X
/mdx =8x— Tarctg (Z) +C.

d. Uso da regra geral da poténcia

/ de
(X2 +16)2

Observe que, neste caso, a integral do arco tangente também
ndo se aplica, porque o numerador contém um fator de x. Além
disso, x> + 16 esta elevado ao quadrado. Faga a substituicdo

u:x2+16:>du:2xdx:>xdx:d7u.
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8x du s -1
/mdx_4/u—2_4/u du= 4—1+C

4 4
- _iCc=-—-_" .cC
uJr x2+16Jr

Separando uma fragao

1-—x
Calcule / ———dx
V1—x?
Solugéo: Para integrar 1-x dx, & conveniente separar o inte
' Vi—xZ

grando da seguinte forma:

/ 1 oax / X _dx.  (55)
V1I=x2 V1I=x2 V1I—x2 '
Lembre-se de que conhecemos a substitui¢do simples:
_1 dx = arcsenx+C (5.6)
1 — X2 — 1. .
Resta integrar / _x dx; para isso, fazemos a substituicdo
/—1 — X2 k) 1l
U=1-% |00
du = —2xdx g0,

/de_ (J) (_2)/de
ViR 2 Vi-x
1 (—2)x 1 du 1 _1
(2) [ () [ () ot
2

= <—§> Uz +Cp = —/1—x2 +C,. (5.7)

Substituindo 5.6 e 5.7 em 5.5, obtemos, finalmente,
dx = arcsenx+ /1 —x2+C.

V1-—x2

Observe que neste exercicio a funcdo integrando ndo & uma fungao

racional, pois o numerador & um polinémio, porém o denominador
ndo o é. Neste caso, o integrando & uma funcdo algébrica.
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Multiplicando por uma forma de 1

Verifique a formula

/cossecxdx = —In|cossecx + cotgx| +C. (5.8)

Solucgéo:
COSSec X + cotgx
/cossecxdx = /(cossec X)(1)dx = /cossecx- COssecx + cotgX
C0SSec X + cotg x
| ——

1

B / C0SSEC?X -+ COSSeC X cotgx dx
N COSSEC X + cotg X

Faca a substituicdo u = cossecx + cotgx = du = (— cossec x cotgx —
cossec?x)dx.

C0SSeC2X 4 COSSeC X Cotg X —du
/ dx:/—:—ln\uHC
COSSeC X + cotgx u

—In|cossecx + cotgx| +C

Analogamente, podemaos verificar a formula:

/secxdx: In|secx+tgx| +C. (5.9)

REALIZANDO UMA %UBSTITUI(;AO PARA SIMPLI-
FICAR A INTEGRACAO INDEFINIDA

Calcule:

a. /x3\/1—|—x2dx
b/ c0S 3X _dx
(2+sen3x)3

c/ dx
) Ve -1
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Solugao:

a. Uma forma disfarcada da regra da poténcia combinada com
raizes

Para integrar /x3\/1+x2dx, fazemos a substitui¢do:

u=1+x2<x2=u-1
du = 2xdx ‘

Entdo, temos

/x3\/1+x2dx: %-2/xzx/1+x2xdx: %/xzx/1+x22xdx

:%/(u_l)u%du:/<ug_u%) du:g‘U_Z_g‘u_Z_’_C

@) )
-5 3

b. Uma forma disfar¢ada da regra da poténcia combinada com
funces trigonométricas

Para integrar /Lxldx fazemos a substitui¢do:
(24sen3x)s3
u=2+sen3x lodo
du = 3cos3xdx 9%

/ C0s 3xX dx—l/ 30s 3X OIX_}/d_u
(2+sen3x)3 3J (2+sen3x): 3J uz

1 _1 3u 1 2
:g/u 3dU—§7+C— §(2+sen3x)3 +C

wIN

¢. Uma forma disfarcada da regra do arco seno

Note-se que , assim para calcular

/ dx _/ e*dx

VeX—1 ) e/ex—1
. e o u=eX

a integral a direita, fazemos a substituicdo { du — e*dx

Logo,

/ e —/ WU arcsecu+C = arcsec(e’) +C
eXveX —1 uwZ -1 '

#5 Em geral, existe mais de um modo de resolver um pro-
blema de integracdo. Observe que a resposta muitas ve-
zes aparece em uma forma diferente. Vejamos o seguinte
exercicio:
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dx

Calcule
1+eX

Solugéo: Observa-se que

/ _/1+ex—ex _/ 14-¢* dx
1+4¢X l1rex 1+eX

- fox- /1+ Z e 510

Faca a substituicdo u = 1+e* = du = e*dx na Gltima integral & direita,

1+eX —/ —Inu/+Ci=h[1+e&[+C  (5.11)

Substituindo 5.11 em 5.10:

1
/1+e>< dx=x—In|1+€&|+C=x—In(1+€")+C.

Também podemos resolver o exercicio da seguinte forma:

efx
/1+ex / 1+eX /(ex+1)dx

Faca a substituicdo u = e *+1 = du = —e *dx

/e—x+1 /—=—'n\u\+C:—ln}e*X+1}+C:—In(e*x+1)+c.

Observe que esta Gltima expressao & equivalente a resposta anterior.

Usando identidades trigonométricas

Calcule /tgz3xdx

Solugdo: Faga u=3x=-du=3dx. Assim,

/tgz3xdx = %/tgzudu

Note-se que tg?u ndo estd na tabela basica das integrais. Porém
sec?u esta na tabela. 1sso sugere o uso da identidade trigonométrica
tg?u = (sec?u) — 1.



/th3de_ /tg udu = —/ (sec’u—1)du = %tgu—%u—kc

= —tg(3x) — §(3x) = —tg(3x) x+C

USANDO O METODO DE SUBSTITUICAO PARA
CALCULAR INTEGRAIS DEFINIDAS

Usando a técnica de substituicdo, calcule as seguintes integrais
definidas:

T
2 COSX

Vi — sen2

(Aula 18 do caderno didatico, exercicio proposto n° 4 e)

b [T g
'/oeX+1X

Solucéo:
. - 7 COSX
a. Para calcular a integral definida / —————dx, vamos
0 V4 —senx
. U =senx . )
fazer a substituicdo . Precisamos também mu-
du = cosxdx

dar os limites de integracdo. Se u = senx, enquanto x varia de
. T ) i T .
0 até > uvariade u=sen0 =0 até u = senE = 1. Assim,

obtemos
COS X 1 odu (v u} !
= arcsen —
V4 — sen2 0 V4—u? 0
1 T T
—arcsen - —arcsen0= ——-0= —.
2 6 6

(*) Formula usada/ +C, |u<a.

M —arcsen(¥)
a27u2 a

Se vocé se esquece de mudar os limites de integracdo e subs-
o T u .
titui os valores de x =0e x = > em arcsen oL 0 exercicio

daria um resultado errado.
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Note-se que € possivel também resolver o exercicio calculando

COSX
rimeiro a integral indefinida | —————=dx. Faca a substituicdo:
P 9 V4 — sen?x ¢ ¢
U =senx lodo
du = cosxdx 90,

COSX dx—/ du
V4 —sen?x V4 —u?

Como agora conhecemos uma familia de primitivas, podemos
usar a 22 forma do Teorema Fundamental do Calculo para cal-
cular a integral definida, logo

b

7 cosx senx\y |2
——————dx =arcsen <—)

0 V4 —sen?x 2 0

sen % sen0 1
=arcsen | —-= | —arcsen { —— | =arcsen { 5 | - arcsen(0)

% u senx
(:) arcsen 5 +C =arcsen <T> +C.

T T
= — — O = —.
6 6
1 X
b. Para calcular a integral definida / dx, vamos fazer a
0o e¥+1
s u=e*+1 . o
substituicdo « 1., - Precisamos mudar os limites de
du = e*dx

integracdo. Se u = e*+ 1, enquanto x varia de 0 até 1, u varia
deu=e@®4+1=1+1=2attu=e® +1=e+1e, assim,
obtemos

e e+l du e+l e+1
/ex+1dx_/2 F_In]u] , =In(e+1)—In(2)=In <T>

PASSO A PASSO,DE OUTROS EXERCICIOS E DE
ALG,UNS EXERCICIOS PROPOSTOS NO CADERNO
DIDATICO

Usando a técnica de substituicdo simples, calcule a seguinte in-
tegral:

/(cotg X) [In(senx)] dx.
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Solucéo: /(cotg X) [In(senx)]dx

A integral dada parece nao se adaptar a tabela basica das integrais
dadas. Porém, considerando

COSX
u=In(senx) = du= ——dx = cotgxdx.
senx

Assim,

2

/(cotgx) [In(senx)]dx = /udu = UE—FC = Z[In(senx))? +C.

NI~

Usando a técnica de substituicdo simples, calcule as seguintes
integrais definidas:

% dx
o 4+9x2
—1
b. /< nx) X
Solucgéo:

2
oodx
a.
o 4+9x?

2 2
/\/g dx _/\/g dx /f dx /f dx
0o 44+92  Jo 9x2+4 9(x2+3) B X2 +

Utilizando agora a observacdo dada na pagina 206 deste ca-

derno e considerando a = 3 temos que

2 3 2
E/ﬁ 7dx —1 [iarctgi]]\/@—larctg (3_X>:| 3_
5h ser @y 9B B, 8 \2)
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[ [ ()
:In]x\]i—/le ('”TX) dx:l—/le ('”TX) dx  (5.12)

N 1 e
Fazendo a substituicdo u = Inx = du = —dx, na Gltima inte-

gral a direita, precisamos considerar os limites de integrag&o: se
u = Inx enquanto x varia desde x = 1 até x = e, u varia desde
u=Inl=0attu=Ine=1, assim

¢ /Inx 1 ]t o1
/1 <7> dx_/o udu_?h_i (5.13)

Finalmente, substituindo 5.13 em 5.12, obtemos

e /1—Inx 1 1
dx=1—===.
/1< X > X 272

Exercicio 5.10.

Calcule cada integral:

8
a. | ——dx
/\/16—x2

b /idx
") V16 —x2

; 8x3
") 16—x2

8x
d. /mdx

dx

Solucéo:

a. Uso da regra do arco seno

Note-se que

/% __)@dx:S/—m(ij%)dx:S/ﬁdx
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Para resolver a integral a direita, faca a substituicdo u = — =

X

dx . .
du = 7 e use a integral do arco seno assim:

1 X
/ m u arcsenu+ arcsen <4> +

. Uso da regra geral da poténcia

/idx
V16 —x?

Observe que neste caso a integral do arco seno nao se aplica,
porque o numerador contém um fator de x. Faca a substituicdo
U=16 —x* = du = —2xdx = 2xdx = —du.

8x 2X du 1
7dx:4/7dx:—4 —:—4/u‘7du:
/\/16—x2 V16 — X2 Vu
— 4% +C=-8/16-x2+C.
2

N

. Reduzindo uma fracdo impropria
8x3
16 — x2
(Neste exercicio, note-se que o grau do numerador é maior que
0 grau do denominador)

dx

Observa-se que o integrando neste caso & o quociente de po-
linbmios e é uma fragdo impropria (isto &, o grau do numerador
& maior ou igual ao grau do denominador). Antes de fazer a
integracdo, dividimos primeiro o numerador pelo denominador,
obtendo o quociente, mais um resto que é uma fragcdo propria
(isto é, o grau do numerador &€ menor que o grau do denomina-
dor).

8x3 —x?+16 3
—X 720 8x 128x
—8x3 4 128x —8x entdo Tt X+W.
1+128x —X X
8’ dx—/ 8X + 128x dx =
16—x2 16 — X2 a
NG xdx xdx
g% g0 [ XEX 4 128/7 5.14
7t /16—x2 Xt o O

- —d
Faca a substituicio u = 16 — x*> = du = —2xdx = xdx = Tu
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432 4128 / xax =4 128 rdu_
16 2 Ju

— —4x? —64Inu+C = —4x* —64In(16 —x*) +C  (5.15)
Finalmente, substituindo 5.15 em 5.14, obtemos

8x3

5 2= —4x% —64In(16 —x?) +C.

d. Uso da regra geral da poténcia
8x
/ a6 —x)z
du

Faca a substituicio u = 16 — x? = du = —2xdx = xdx = -

du U2
[ st = 4 [ % e furtau= ] o

4
—Z4c= C.
+ 16—x2+

Exercicio 5.11.

Usando a técnica de substituicdo simples, calcule as seguintes
integrais:

Ty dx
1
A
Ve —1

1
C. | ——=dx
/ eV1—e X

(Aula 18 do caderno didatico, exercicio proposto n° 4: ¢, g e f,
respectivamente)

Solucéo:

X2 NG
a. Note-se que/mdx:/mdx

o d
Faca a substituicio u = x3 = du = 3x?dx = x?dx = ?u
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Lodo /de—l d—U_
g0 1+(x3)27" 3/ 14u2

1 1
= zarcgu+C = garctg(x3)+C.

b. Observe que /#dx:/de.
N /(€2 1
Faca a substituicdo u = e* = du = e*dx.
Portanto /ei"dx:/diu =
C ) e /(e9)2 -1 uvuz —1

=arcsec |u|+C = arcsec(e’) +C,jaquee* >0 VxeR.

¢. Pode-se escrever /

1 1
7dx:/—dx
Xy /1—672)( ex\ /1 — (efx)Z

- 1
Faca a substituicdo u = e * = du = —e *dx = ——=dx =
eX
1
5dx — —du.

Assim,

/;dxz_/#du:
eXy/1— (eX)2 V31— (u)?

= —arcsenu+C = —arcsen(e ™) +C.

Exercicio 5.12.

Usando a técnica de substituicdo simples, calcule as seguintes
integrais definidas:

a. /tscotgede

6
3 ¥
b. / dx
2 Vx3-1
(Aula 18 do caderno didatico, exercicio proposto n® 3: c e e, res-
pectivamente)

#5 No Exercicio 3.e do caderno didatico, os limites de inte-
gracdo vao de 1 até 3. Porém se x = 1 o integrando ndo
esta definido nesse ponto, estaremos, portanto, na presenca
de uma integral impropria que & um assunto que sera es-
tudado depois. Por causa disso, estamos trocando o limite
inferior de integracéo.
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Solugéo:

a. Pela defini¢do de co-tangente, sabemos que

/gcotgedez/gﬁde.
z z seno

Faca a substituicdo u = senx = du = cosxdx. Precisamos
também considerar os limites de integracdo. Se u = senx, en-

. T ., T . T 1 .,
quanto x varia de 3 até 3 u varia de u =sen— = — até

/3 6 2
T 3
=sen— = —.
Y 3 2
4 V3 V3
. cos d ¥
Assim, obtemos /3—9d9:/2 —u:Inu} -
z sen6 Iou %

1 1
:In?—lnz:In\/§—ln2—lnl+ln2:ln\/§:Eln3.

3y
b. / dx
2 Vx3-1
o du
Faca a substituicdo u = x® — 1 = du = 3x?dx = x?dx = 3
Precisamos também considerar os limites de integracdo. Se

u=x3—1, enquanto x variade 2 até 3, uvariadeu=2—1=7
attu=3%—1=26.

3 X2 1 7% 1 1 726
/7dx:— —du:—/ u 2du=
2 Vx3-1 37 Vu 3J7

26
2uz 2 2
- uz] :5\/2__5\/7:

Wl N

51| (@—ﬁ).
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Semana 6 |

INTEGRAL INDEFINIDA. TECNICAS DE
INTEGRACAO: INTEGRACAO POR PARTES

INTEGRACAO POR PARTES

Se u e v sdo fungBes continuas de x e tém derivadas continuas
(isto &, u e v sdo de classe C1), entdo

/udv:uv—/vdu.

Esta formula expressa a integral original em termos de outra in-
tegral. Devemos fazer as escolhas de u e dv, de forma que seja
mais facil calcular a segunda integral do que a integral original.

Como as escolhas de u e dv s@o fundamentais no processo
de integracdo por partes, & aconselhavel fazer o seguinte:

1. Tente fazer dv a parte mais complicada do integrando que
se adapta a uma das regras basicas de integracdo. Entdo,
u sera o fator restante do integrando.

2. Outra opcdo: tente fazer u a porcdo do integrando cuja
derivada é uma funcdo mais simples do que u. Entdo, dv
ser4 o fator restante do integrando.

Verificando integracdo por partes
Quiais sd@o as opgdes para u e dv quando aplicamos a integrac¢do

2X
por partesa/e—xdx:/udv?

Quiais opg¢des nos levam a uma resolucéo correta da integral ori-
ginal?
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Solugdo: Existem quatro opges possiveis:

X

l.u=1 e dv:z—dx
eX

2. u:1 e dv=2xdx
eX

A opcdo 1 ndo serve, porque ainda ndo sabemos como integrar
2X
dv = ~ dx para obter v.

1
Aopcdo 2 leva a u:e—X:>du:—e*de e dv=2xdx=v=x?

2 1 1
/—de:/ — 2xdx = —xz—/xz(—e‘x)dx.
eX eX -~ eX
S~~~ dv

Observe que a nova integral € menos apropriada do que a inicial.

2
A opcdo 3 leva a u = e—f = 2xe ¥ = du = (2e7* — 2xe ) dx
e dv=dx=v=x

2X 2X 2 y x
/e_xd _/ 3 dx _e—xx—/x(Ze —2xe ") dx
~~ dv

u

Observe que a nova integral também & menos apropriada do que a
inicial.

d
Aopcdo 4levaa u=2x=du=2dx e dv:e—))((:e*"dx:

v=—e %

2X
- - _ 7X _ _aX == —X
/ dx_/ 2X dx_ 2x ( ) /( e ") 2dx = — % —2e7+C.

V Vv du

A opcédo 4 funciona bem como acabamos de ver.
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Um erro frequente dos alunos é “inventar” outras formas
de expressar o produto udv, que, na verdade, estdo erradas.
Por exemplo: se vocé esta pensando em chamar u = e* e
dv = 2xdx, saiba que esta escolha esta errada, pois, neste

2X dv -
caso, teremos /e—xdx = /U’ que é diferente do que pre-

tendemos, que é /udv.

Integral do logaritmo natural

Calcule /Inxdx

Solucd@o: Note-se que /Inxdx :/ Inx dx , onde integrar dv é
~
u dv
facilimo e integrar /vdu também & mais simples que a integral inicial
como veremos linhas abaixo, entdo usamos a formula de integracdo

du— dx
por partes com { 3 :_Ir:jx X . Observe que, neste
v=0x v= [ dx=x

caso, s temos essa escolha. Entao:

1
/Inx dx = x Inx—/ X (—> dx=xInx—x+C.
—~ N = ~~ \ x
Vv u Vo N——_——

du

Integral da funcao arco seno

Ache / arcsenxdx

Solucéo: Neste caso, também s6 temos uma escolha: / arcsenx dx .
——

u dv
] _ 3 U = arcsenx
Usando a formula de integracdo por partes com { dv = dx
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dx
V1-x2  tem-se, entdo,

v:/dx:x

du=

dx
/arcsenx dx = (arcsenx) X —/ X | —=
L TN \iee
u v Vo N y

du
xdx

1-—x

N

:xarcsenx—/ :xarcsenx+%/(1—x2)§(—2x)dx

1(1—x?)2
= xarcsenx -+ §¥ +C = X arcsenXx—+ v/ 1—X2+C.
2

Usando a técnica de integracdo por partes, calcule as seguintes
integrais:

a. /(x+ 1) senxdx

(Aula 19 do caderno didatico, exercicio proposto n° 3-a)

b. /x(lnx)zdx

o

/ e3X cosaxdx

3
Y
V1—x?

@

/x arctgxdx

=h

/sen V/Xxdx

Solugdo: Usando integragdo por partes

a. Observe que /(x+ 1)senxdx = /(x+1) sendxdx, onde inte-
u \'

grar dv é facil e calcular /vdu também é mais simples que a
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integral inicial como veremos linhas abaixo, entdo usaremos a
formula de integracdo por partes com:

{U:(X+1) :{dU:dX

dv = senxdx v:/senxdx:—cosx '
Assim,
/(x+1)senxdx:(x+1)(—cosx)—/(—cosx) dx
—_— o —— —_——
u v u v v du
= —(x+1)cosx+senx+C.

Ou seja, /(x+ 1) senxdx = senx — (x+ 1) cosx+C.
Uso repetido da integrac@o por partes

. Note-se que no integrando temos um produto, a ordem dos fato-
res como sabemos ndo altera o produto. Assim, /x(ln x)2dx =

/(Inx)zxdx, logo podemos ver que /(Inx)zxdx:/(lnx)2 xdx,
——

u dv

onde integrar dv é facil e calcular /vdu também é mais simples

que a integral inicial como veremos a seguir, assim usaremos a
formula de integragdo por partes com:

1
u = (Inx)? du :2(Inx);dx
{ dv=xdx _/ RS
V= xdx_E
Entdo,
2 2
/(Inx)zx\d}/:(lnx)z X? —/ X? 2(Inx)%dx
u dv u N N—
v v du
2
- ?(Inx)z—/x(lnx)dx (6.1)

Calculando a integral a direita novamente por partes, observa-
mos que /x(lnx)dx = /(Inx)xdx = /(Inx) xdx, onde inte-
~——"

u dv
grar dv é facil e calcular /vdu também é mais simples que a in-
tegral inicial como veremos a seguir, assim usaremos a formula
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de integracdo por partes com:

1
{ u=Inx du= _dx
_ 2
dv = xdx V:/dezx_
2
Logo,
2 2 1 2 1
/Inx xdx = (Inx) X —/ X —dx:x—lnx——/xdx
~~ \2 2 X 2 2
u dv U S AN
v v du
Assim,

X2 1 (/%2 X2 1
/x Inxdx =2 Inx— <§> +c=% (Inx— 5) +C (6.2)

Substituindo 6.2 em 6.1, resulta

/x(lnx)zdx: g [(Inx)z _ (Inx)+%] +C

Fazendo reaparecer a integral desconhecida

. Para calcular | = /e3xcos4xdx :/ e cos4xdx, onde inte-
N~ ——

dv
grar dv é facil e calcular [ vdu também é equivalente em di-

ficuldade & integral inicial como veremos nas linhas a seguir,
usaremos a formula de integragdo por partes com:

U — ¥ du = 3e¥*dx
= 1 1 .
{ dv = cos4xdx V= Z/4cos4xdx = Zsen4x

Logo,

4 4
I:/ 6% cosdxdy — e [ 2N —/ senax (3e¥dx)
~NN—— N 4 4 ——
u dv U ——— N —

du

Vv Vv

e 3
=~ sendx— Z/e3xsen4xdx (6.3)

Calcularemos a integral & direita novamente por partes obser-
vando que /e3xsen Axdx :/ e sen4xdx, onde integrar dv
~ —
u dv
é facil e calcular /vdu também & equivalente em dificuldade
a integral inicial como veremos nas linhas a seguir. Usaremos,



entdo, a formula de integra¢do por partes com:

U — e du = 3e*dx
{ dv=sendxdx v:/sen4xdx:%(—cos4x)

Assim,

/e3X sendxdx = e (_0054)() —/(—w) 3e%dx
~NN—— N~ 4 4 ~—
u u
\

dv du

-~

Vv

e3x 3 e3x 3
=~ Cosdx+7 /e3Xcos4xdx = = cosAx+ 71 (6.4)

|
Observe que a integral desconhecida | reapareceu.

Substituindo 6.4 em 6.3, obtemos

e3x 3 e3X 3
| = Tsen4x— 1 [—Tcos4x+ ZI]

3X 3 9
| =~ sen4x — —e3*cosdx — —|

4 16 16
Assim, 5
9 goX 3
—I|+1=— |sendx+ —cos4x| +C
16 + Z [ + Z ] +C1
25 e3X 3
1_6| =T [sen4x+zcos4x] +C.
3X 3
Portanto, | = [sen4x+ Zcos4x} +C. Istoé,

25

43
3X

e cosdxdx =

/ 25

3
[sen 4X + 2 coS 4x] +C.

Combinando os métodos de substituicdo e integracdo por
partes

. Note-se que
/de—/x2 X dx—/ X° X dx
Vi@ Vi S~ 1o
u N e’

dv

onde integrar dv é facil. (Mocé pode estar se perguntando: Por

CEDERJ 177

SEMANA n MODULO 1



Caderno de Calculo Il | Integral Indefinida. Técnicas de Integracdo: Integracdo por Partes

u=x3
que ndo fizemos a escolha mais 6bvia o dx 7 Se

dv =
N

essa fosse a nossa escolha, integrar dv também seria fécil,
porém teriamos depois que integrar /vdu:/(arcsen X)3x2 dx =

/3x2 arcsenxdx, esta Gltima integral & mais dificil do que a in-
tegral inicial, portanto ndo & uma boa escolha).

Usaremos, entdo, a formula de integracdo por partes com:

{ u=x? du = 2xdx
X = X (6.5)
dv = dx v:/idx
V1—x2 V1—x?
Para calcular v, fazemos a substituicado z=1-x* Logo
’ ¢ dz=—2xdx ~ —°9%

V—/de—_l/;dx—_} E
Vi T 2) viee T 2) a2
:—%/z%dz:—gz% —V1-x2 (6.6)

. o du = 2xdx
Assim, substituindo 6.6 em 6.4, temos { Ve VIR

Continuando a integracdo por partes, temos

dx=_x° (—\/l—xz)—/(—\/l—xz)Zde

v/_x v ~—
u d
dv v v ’

—x2\/1—x2+/(1—x2)%2xdx (6.7)

Para calcular a (ltima integral a direita, usamos novamente o

, o [ z=1—x2 )
método de substituicdo. Seja { 47 — —2xdx Assim,
3 2 3
/(l—xz)%Zde: —/zz dz=-2 ( 2 ) +C= —§(1—x2)? +C

Substituindo 6.8 em 6.7, resulta que

2. X 2 e (1)
/mdx_/ mdx_ Xy 1—x 3( 1 x)+C.
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e. Para calcular /x arctgxdx = /(arctgx)xdx = /arctgx xadx
~~

N——
u dv

usamos a formula de integragd@o por partes com:

du— dx
u=arctgx _ V=1
dv = xdx / G
V= [ xdx=—
2
2 2 d
Assim, /arctgxxdx = (arctgx) X? —/ X? FXXZ
TVV Hu,_/v NGRS
v Vo du
X2 1 x%dx
= —arctgX — = [ —— .
o X5 | 1% (69)

Para calcular esta Gltima integral note que o grau do polinémio
do numerador & do mesmo grau que o polindmio do denomina-
dor; temos, entdo, que dividir primeiro o numerador pelo deno-
minador:

2 2
—?(2—1 : Jil entdo x =1— L
— XX+1 7 X241
NG 1
Logo ———dx = 1——— =
9 /x2+1 " /< x2+1> o
dx
_x—/X2+1:x—arctgx+C1 (6.10)

Substituindo 6.10 em 6.9 da

x? 1
/xarctg xdx = ?arctgx— §(x— arctgx) +C =

1
= E(x2 arctgx — x + arctgx) +C.

. Para calcular /sen V/xdx, fazemos a substitui¢ao:

X = 72
Z:ﬂ:{ dx =2zdz -

Assim,

/sen VXxdx = /(senz)szz = 2/2 senzdz. (6.11)
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Para calcular a integral & direita, usamos a formula de integracado
por partes com:

U=7 du=dz
{ dv=senzdz = v:/senzdz:—cosz

Entdo,

/ z senzdz= 1z (—cosz)—/(—cosz) dz
N S

u dv u v v du

= —700SZ+senz+Cy = —/XC0S+/X+sen/X+Cy
Logo,

/z senzdz = —+/XC0S /X +sen+/x+Cy (6.12)

Substituindo 6.12 em 6.11, temos, finalmente,

/sen VXdx = —24/xc0os /X +2sen/x+C.

INTEGRACAO POR PARTES DE INTEGRAIS DEFI-
NIDAS

Se u e v sdo fungBes continuas de x e tem derivadas continuas
(isto &, u e v sdo de classe C1), entdo

Usando a técnica de integracdo por partes, calcule as seguintes
integrais definidas:

b

2
a. X senxdx
0

4
b. / evVXdx
1
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Solugéo:

T

2 , . ~
a. Para calcular / x senxdx, usamos a formula de integracdo por
0
b

partes para integrais definidas < /
a

u=x du = dx -
= . Entao,
dv = senxdx V = —COSX

b T Z
2 2 2
/ X senxdx=_Xx (—cosx)] —/ (—cosx) _dx
0 \/T N~ e —~10 0 h,_/\d/
u v u v v v

n

—X(—COSX)]O +S€I’]X]O
_ g (—COS%) — 0(—cos0) +Se“§ —sen(0) = seng _1

4
b. Para calcular / eﬂdx, fazemos a substituicdo z = /X =
1

X = z2 = dx = 2zdz. Precisamos considerar os limites de inte-
gracdo, se z = /X enquanto x varia desde x = 1 até x =4, z varia
desde z=+/1=1atéz= /4 =2 e temos

4 2 2
/eﬁdx:/ eZZZdz:Z/ ze? dz. (6.13)
1 1 1

Para resolver esta Gltima integral definida, usaremos a formula
de integracd@o por partes com:

dv=e?dz v=e:
) 2 2 2
Assim, / z eldz= z ez] —/ e’ dz
1~~~ =~~=—]1 1 N~
u dv u % v du

2
=22 —1et — <ez]1> =2¢’—e—e’+e=¢? (6.14)
Portanto, substituindo 6.14 em 6.13, temos

4
/ eV¥dx = 2¢2.
1

ENCONTRANDO A AREA

Encontre a area da regido limitada pelo grafico da funcédo
y= xe 2 (Figura 13.1, Modulo 1), pelo eixo x e pela reta x = 4.

b b
udv:uv] —/ vdu),com:
a a
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Solucgdo: A regido em questdo é como a indicada na seguinte figura:

Figura 6.1

4 X
Do gréfico da regido, temos que A(R) = / xe~2dx, onde A(R) é
0
a area da regido indicada na figura anterior.

Assim, para resolver esta Gltima integral, precisamos usar a formula
de integracdo por partes para integrais definidas com:

du = dx
u=x = X 1 X X
{ dv = e 2dx v:/e*?dx:—z/— (§> g 2dx=—2e2

4 4 4
Logo, A(R):/0 \x/eédx:\x/(—Zeﬁﬂo—/o (—Ze*3>\d§/:
u — ~—

dv u du

Vv
X 4 4 X
= X (—2e7>] —4/ (—1>efdx.
U N—— 0 0 2

Vv

\
- x14 8 4
Assim, A(R)=4(-2e2)—-0- <4ez]0> :_e_z__+4:

12 2_3 . }
Sy S ——— (e ) ) unidades de area.

PASSO A PASSO,DE OUTROS EXERCICIOS E DE
ALG,UNS EXERCICIOS PROPOSTOS NO CADERNO
DIDATICO

Usando a técnica de integracdo por partes, calcule as seguintes
integrais:

a. /x2 senxdx b. /ey cosydy



Solugao:

a. /x2 senxdx

Usando a formula de integragao por partes:

U= x2 du = 2xdx
{ dv = senxdx :/senxdx:—cosx '

Tem-se,entﬁo,/ X% senxdx=_x? (—cosx)—/(—cosx)Zxdx:
u

dv u i i du
= —x? cosx+/2x cosxdx. (6.15)

Para calcular a Gltima integral do lado direito, vamos usar a
integracdo por partes novamente.

Faca U= 2x du = 2dx
¢ dv = cosxdx :/cosxdx:senx

entdo, / 2X cosxdx = 2x (senx)—/(senx)de =
u

dv u i Vv du

=2xsenx—+2cosx+C (6.16)

Substituindo 6.16 em 6.15, obtemos

/x2 senxdx = —x?cosX + 2x senx +2cosX +C.

#5 Quando aplicar a integragdo por partes varias vezes, & preciso
ser cuidadoso para ndo trocar as substituicdes nas aplicacdes
sucessivas. Por exemplo, no Exercicio 6.16.a, a primeira
substituicdo foi u = x? e dv = senxdx. Se na segunda aplicago,

o N U = CcOoSX
vocé tivesse trocado a substituicdo para
dv = 2xdx

du = —senxdx
v—/2xdx—x2 ,  teria obtido

/costxdx_cosx +/ senxdx_
N~ ——

u dv

:xzcosx+/x senx+C1
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/ X2 senxdx = —x2 (cosx)+/(cosx) 2xdx =
v u ; u

'
= —xzcosx+x2cosx+/xzsenxdx: /xzsenxdx

Desfazendo assim a integragdo anterior e retornando a integral
original.

b. /e*y cosydy

Usando a formula de integracdo por partes:
U=eY du=—eYdy
dv = cosydy = v:/cosydy:seny '

/e‘y cosydy:/ e Y cosydy= e seny—/seny(—e‘ydy) =
\U’JH/—’ N~ N N—

dv u v v du
=e Vseny+ /e*y senydy. (6.17)
Calculamos a Gltima integral a direita novamente por partes,

U=eY du=—eYdy
dv =senydy = v:/senydy:(—cosy) '

Assim,

e Y senydy = e ¥ (—cos —/ —cosy(—e Vdy) =
/T ydy =& (—cosy) — | (—cosy( y)

dv u v v du
= —eYcosy — /e*y cosydy. (6.18)

Observe que a integral desconhecida [ e Y cosydy reapareceu.
Substituindo 6.18 em 6.17, obtemos

/e*y cosydy =e Yseny —e Ycosy — /e*ycosydy

Z/e*ycosydy =e Yseny—e Ycosy+Cy

/e*y cosydy = %e*y(seny— cosy) +C.
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Usando a técnica de integracdo por partes, calcule a seguinte
integral definida:

4
/ X arcsec xdx.
2

Solucéo: Usando a formula de integragdo por partes:

1
{ U = arcsecx du:x Xz_ldx
= 2
dv = xdx / X
v= [ xdx= =
2
4 4
/xarcsecxdx:/ (arcsecx) xdx =
2 2 ———
u dv
X2 Yoo %2 1
= — arcsecx —/ — | ——=—— | dx
2 ——, 2 [ 2 \xv/x2-1
~— u ~—
Vv Vv du
Y1 X

4 X2
/ X arcsecxdx = > arcsecx] S dx
2

2 2.J2 x2—1

4 1 4
/ x arcsec xdx = 8arcsec4 — 2arcsec2 — E/ x(x2 — 1)‘% (6.19)
2 2

Fazendo a substituicio w = x?> — 1 = dw = 2xdx na Gltima integral &
direita, precisamos considerar os limites de integrago: se w = x? — 1
enquanto x varia desde x = 2 até x = 4, w varia desde w = 22_1=3
ate w = 4% — 1 =15 e temos

2): 2 i) @1,
(6.20)
Substituindo 6.20 em 6.19, resulta
4 v/15 3
/ X arcsecxdx = 8arcsec4 — 2arcsec2 — — + % =
2
T V15 /3
= 4-2(=)——4—.
8arcsec (3> > + >
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Usando a técnica de integracdo por partes, calcule as seguintes
integrais:

a. /x4 Inxdx
b. / (Inx)2dx
. /xze‘xdx

(Aula 19 do caderno didatico, exercicio proposto n° 3 b)
Solucéo:

a. Para calcular /x4 Inxdx = /(In x) x* dx, vamos usar a formula
de integracdo por partes com:

dx
u=Inx du=—-
dv = x*dx /4 x°
v= [ X"dx=—
5
Assim,
x> 1:1
/x4 Inxdx:/(lnx)x4dx:(lnx) T - gx*r’;dx:
T o = TS~
v v du
XX 1x® x° 1
s —2X ye=X (Inx—2) +c.
=7 55+ 5<nx 5>+

b. Para calcular /(Inx)2 dx, vamos usar a formula de integracdo
por partes com:

{ u= (Inx) du:2|nxd—xX
=
dv=dx v:/dx:x
Logo,
/(Inx) \dL_ (Inx)%_x —2/ Inx x(Inx)? Z/Inxdx
u dv
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Para calcular a Gltima integral a direita, usaremos novamente a
formula de integragdo por partes com:

X

d
{ u=Inx du X
=
dv = dx v:/dx:x
2 4y 2 _ _
Logo, /(Inx) dx = x(Inx) 2/(Inx) jx =
u \

d
=x(Inx)? =2 (Inx)_x +2/ X 7)( =
u Vv v
du

=x(Inx)2 — 2x(Inx) +2/dx = x(Inx)? — 2x(Inx) 4+ 2x+C.

. Para calcular /xze‘xdx, vamos usar a formula de integragcdo
por partes com:

U= x2 du = 2xdx
{ dv=edx V:/e’XdXz—/—e*de:—e*X

Logo, / X2 e Xdx = X2 (—e"‘)—/(—e"‘)Zxdx:
N , N~
u dv u M M du
— X (—e )42 / xe X dx. (6.21)

Para calcular a Gltima integral a direita, usaremos novamente a
formula de integragdo por partes com:

Uu=1x dU:dX
{ dv=edx v:/e"‘dx:—/—e—xdx:—e"‘

/xe*"dx: X (—e*X)—/—e*X dx =x(—e¥)—e*+C.
N~ , ~——"
u M v du
(6.22)
Substituindo 6.22 em 6.21, temos

/x2 e ¥dx=x*(—e ¥)—2xe X —2e *+C = —e ¥ (x* +2x+2)+C.
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Exercicio 6.10.

Usando a técnica de integracdo por partes, calcule as seguintes
integrais definidas:

T
2
a./ e~ sen3xdx
0

2
T
b. / cosv/xdx  (Aula 19, exercicio proposto n° 4)
0

Solucéo:

T

2
a / e % sen3xdx
0

Vamos resolver esta integral definida procurando primeiro a in-
tegral indefinida correspondente e depois usaremos a 2% forma
do Teorema Fundamental do Céalculo para achar o valor da in-
tegral definida.

s

2 7
Para calcular | = / e % sen3xdx, vamos usar a formula de
. . 0
integracdo por partes com:

U— e du= —2e %dx
{ dv = sen3xdx = v:%/3sen3xdx:—%cosSx

Logo, usando a formula de integracdo por partes de integrais

definidas, obtemos I = /f e sen3xdx =
0 NN
u dv
— e X (_cos3x>] ’ _/% (_cosSx) (—2e 2 dx)
~ 3 0 3 ——
u Af—/ O ﬁl—/ dU
\ Vv
s T
|—e 28 (9932 20 (_C08300)) 2 2 (cos3x)e~ > dx.
3 3 3Jo
Lembre-se de que cos3 ( ) =0ecos(0) =1, assim obtemos
1 2
=373/ cosBx ~2Xdx. (6.23)
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Calcularemos a integral a direita novamente por partes com:

U= e 2 du = —2e~?*dx
{ dv=cos3xdx | v= /cosBxdx = %(sean)
Assim, /f (cos3x)e > dx = /f e~ (cos3x) dx =
0 0 \U/A,_/
dv
e sen3x) | ° _/’z’ sen3x (26 % dx)
~~ 3 0 3 ——
U e —0 S—— du
\' \'
T L
2 (132 _ o200 (SeN3(0) +§/2e2x sen3xdx =
3 3 3.Jo
i
e 2
- 15 6.24
T3 (6.24)

Observe que a integral desconhecida | reapareceu.
Substituindo 6.24 em 6.23, obtemos

Lo b2 e 2N 12 4
B ~ 30

2
3
Para calcular / cos y/xdx, vamos usar em primeiro lugar o

0
método de substituicdo de integrais definidas. Faca a substituicdo

11 \/)z:z
z_\/i:dz_iﬁdx = 2zdz =dx.

Consideremos a mudanca dos limites de integracdo: se z = /X,
enquanto x varia de 0 até w2, z varia de z = /0 = 0 até
z=+Vn?=rm. Logo,

71:2 Y3 V3
/ cos\/idx:/ (cosz)22dz:2/ zcoszdz  (6.25)
0 0 0

/.

Para calcular / zcoszdz, usaremos a formula de integracdo
0 . _

por partes para integrais definidas:

U=z du=dz
{ dv=coszdz v:/coszdz:senz
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Assim,

T T T T
/ zcoszdz:/ z coszdz:z(senz)} —/ senzdz

u dv
:0+cosz}§:cos:r—0050:—1—1:—2 (6.26)

Substituindo 6.26 em 6.25, resulta que

71:2
/ cos/xdx = 2(-2) = —4.
0

\eja, no Apéndice 4, no final deste caderno, 0 passo a passo de
exercicios adicionais correspondentes a esta semana.
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Semana 7 ,

INTEGRACAO DE POTENCIAS E
PRODUTOS DE FUNCOES TRIGONOMETRICAS

Como resultado dos exercicios resolvidos no caderno didatico
e nas notas de aula da Semana 6 sobre Integral Indefinida e
Técnicas de Integracdo, podemos adicionar as seguintes formulas
na tabela basica de integrais indefinidas:

Continuacdo da Tabela Basica de Integrais Indefinidas
/tgxdx =In|secx|+C = —In|cosx|+C

/cotgxdx =In|senx|+C = —In|cossecx|+C

/secxdx =In|secx+tgx|+C

/cossecxdx = —In|cossecx + cotgx| +C = In|cossec x — cotgx| +C

£ A funcdo trigonomeétrica cossecante denotada por csc na
Aula 21, Mbdulo 2, é denotada na maioria dos livros de
calculo por cosec ou também cossec. Esta Gltima notacdo
€ a que usaremos daqui para frente nas notas de aula e
listas de exercicios.

Os resumos de formulas e procedimentos para calcular
integrais que envolvem poténcias e produtos de funcgdes trigo-
nomeétricas se encontram no Caderno Didatico: Aula 20 (pagina
50) e Aula 21 (pagina 60). Apenas faremos uma mudanca nos
procedimentos para calcular integrais que envolvem seno e cos-
Seno no caso em que m e n sdo pares. Se ambas as poténcias
de seno e cosseno sdo pares e ndo negativas, use repetidamente

. . 1—cos2x 14 cos2x
as identidades sen?x = — e Cos2X = % para trans-

formar o integrando em poténcias impares de cosseno. Faca,
entdo, como no procedimento quando a poténcia do cosseno é
impar e positiva. Lembre-se também, caso seja necessario, de
que 2senxcosx = sen2x.
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#5 Quando trabalhamos com integrais definidas de fungdes
simétricas, & bom lembrar-se da seguinte propriedade que
usa a regra da substituicdo para integrais definidas, para
simplificar o calculo de integrais de fun¢Bes que possuam
a propriedade de simetria:

Suponha que f & continua em [—a,a].

. Se f for par [|sto e, f(—x) = f(x)], entdo

[z

ii. Se f for impar [isto é f(—x) = —f(x)], entdo
a

/a f(x)dx = 0.

EXERCICIOS RESOLVIDOS

Nestas notas nos limitaremos a resolver exemplos de cada
caso apresentado nas Aulas 20 e 21 do Caderno Didatico.

INTEGRAIS QUE ENVOLVEM POTENCIAS DE SENO
E COSSENO

A poténcia de seno é impar e positiva

Calcule:
5
a. /senxé/cosxdx b. /sen3xcos?xdx
Solucéo:

a. /senx Jcosxdx

Como o expoente de senx & 1, que & um nlmero impar, uti-
lizaremos esse termo para compor o du = —senxdx e fazer a



substituicdo u = cosx. Lembre-se de que esta técnica funciona
mesmo quando 0 expoente de cosx ndo & um nimero inteiro,
como neste caso. Assim,

1 1
/senxcosﬁxdx = —/cosﬁx(—senx)dx =

1 3 3 4
_—/uzdu_—zu3 +C= —Zcossx+C.

5
. /sensxcosixdx

Como o expoente de senx €& 3, que &€ um ndmero impar,
vamos reescrever sen3x como (sen®x)(senx), usar um dos
fatores para compor o du = —senxdx e fazer a substituicdo
u=cosx. Lembre-se de que esta técnica funciona mesmo quan-
do o expoente de cosx nao & um ndmero inteiro, como neste
caso. Usaremos também a identidade trigonométrica funda-
mental sen?x + cos?x = 1 para escrever sen’x em termos de
cosXx. Assim,

5 5
/sen3xcos?xdx: /senzxcosix senxdx =

:/(1—coszx)cosgxsenxdx: —/(cosgx—cos%x)(—senx)dx:

2 2
— _/(ug _ug)du — _?U%+EU% +C=

= 2cos%er 2coslzix—kc
7 11 '

A poténcia de cosseno é impar e positiva

Calcule

a. /0033x(1+\/senx) dx b. /sengxcos5xdx

Solugéo:

a. /cos3x (1+ +/senx) dx

Como o expoente de cosx &€ 3 que & um ndmero impar, va-
mos reescrever cosx como (cos?x)(cosx), usar um dos fatores
para compor o du = cosxdx e fazer a substituicdo u = senx.

CEDERJ 193

SEMANA - MODULO 1



Caderno de Calculo Il | Integracdo de Poténcias e Produtos de FuncBes Trigonométricas

Lembre-se de que esta técnica funciona mesmo quando o expo-
ente de senx ndo € um nlmero inteiro, como neste caso. Usare-
mos também a identidade trigonométrica fundamental sen®x +
cos?x = 1 para escrever cos’x em termos de senx. Assim,

/cos3x(1+ \/senx)dx:/(1+sen%x) cos? cosxdx =
:/<1+sen%x> (1—senx) cosxdx:/(1+u%) (1-u?)du=

3

u 23 271

= [ (1-u? u%—u%>du:u—— “uz—-uz+C=

(1-v+ 3 3 I
en®x 2 3 2 1

+—sen2x—?sen2x+c.

=Senx—
3

5
b. /sen?xcosSde

Como o expoente de cosx € 5, que & um nimero impar, va-
mos reescrever cos®x como (cos*x)(cosx), usar um dos fatores
para compor o du = cosxdx e fazer a substituicdo u = senx.
Lembre-se de que esta técnica funciona mesmo quando o expo-
ente de senx ndo € um ndmero inteiro, como neste caso. Usare-
mos também a identidade trigonométrica fundamental sen®x +
cos?x = 1 para escrever cos’x em termos de senx. Assim,

5 5
/sen?xcosSde = /sen?xcos"’x cosxdx =
5 272 5 2\2
= [ sen2x(1—sen“x) cosxdx = [ uZ(1—u®)*du=

_/u% (1—2u%+u )dU:/(U%—ZU%—FU%) du=

Ambas as poténcias de seno e cosseno sao pares € nao nega-
tivas

a. A poténcia do cosseno é par e nao negativa
Calcule / cos*xdx.

b. A poténcia do seno é par e ndo negativa
2r
Calcule / senaxdx, a#0.
0
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Solugao:

1-+cos2a

a. Primeiro método. Usando a identidade: cos?a = >

temos

2
/cos"’xdx:/(coszx)zdx:/(%) =

1

= Z/(1+20052x+00522x)dx =
11 1 )

= Zx+1/20052x+1/cos 2xdx =

—1x+1sen2x+1/ 1+ cosdx dx =
474 4 2 a

= 1x+1sen2x+1x+1/4cos4xdx—
474 8" 8/ 4 N

3 1 1
= —X+ =sen2x+ —sen4 .
8x+45en x+325en Xx+C

Segundo método. Vamos usar a formula de reducdo dada na
Equacdo 9 da Aula 20, Médulo 2:

1 n—1
/cos”xdx = ﬁcosnflx senx+ — /cos”fzxdx.

Entdo, para n = 4, temos

4 1 3 3 2

/cos xdx = ZCOS X Senx + Z/COS xdx (7.1)

Para n = 2, temos também

1 1 1 1

/coszxdx = —COSX SenX+ = /dx = —cosxsenx+-x+C
2 2 2 2 (7.2)

Assim substituindo 7.2 em 7.1, obtemos

1 3 3
/cos“xdx = Zcos3x Senx -+ £ CosX senx+ §x+c.

2m
b. / senaxdx, a#0
0
Podemos calcular a integral definida de duas maneiras:

Primeira maneira: Resolvendo aintegral indefinida/senzaxdx,
a # 0 e depois calculando a integral definida.
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. . 1—cos2ua .
Lembremos a identidade: sen?o = — assim temos

/senzaxdx:/ M dx:l/ 1—§c052ax dx
2 2 2a

L.t
2 da
Fazendo a substitui¢do u = 2ax = du = 2adx na Gltima integral,
obtemos

1 1 1 1
Ex— 4—a/2a cos2axdx = Ex— 4—asen 2ax+C (7.4)

/Za cos 2ax dx (7.3)

Substituindo 7.4 em 7.3, resulta
/senzaxdx = 1x 1 sen2ax+C.
2  da

Calculando a integral definida usando a 22 forma do Teorema
Fundamental do Calculo, obtemos

o 27
/ senaxdx = 1x—isenZax = 1271:— isen4a7r =
0 2 4a 0 2 4a

1
= T — —sendarn.
T 1a T

Segunda maneira: Faca a substituicdo u = ax = du = adx.
Mudando os limites de integracdo, temosque sex=0=u=0
esex=2m = u=2ra, logo

2n 1 [2ar 1 2t 1—cos2u
/ senaxdx = —/ senudu = —/ - du=
0 a.jo a.Jo 2

1 2arm 1 1
=—U——5en2u = —2anm— —sendamr = w— —sendar.
2a  4a ]0 2a°" " 1a =T fa "

Observe que, se vocé utiliza esta segunda forma, faz a substi-
tuicdo e esquece-se de mudar os limites de integracdo, a res-
posta obtida ndo sera a correta!

A poténcia do seno e do cosseno € par e nao negativa

Calcule;
a. / sen?xcos*xdx b. / sen?xcos?xdx
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Solugao:

a. /senzxcos“xdx

. . sen2o
Basta usar as identidades:  seno coso = >
? 1—cos2a 2 1+cos2a
sen‘g=—— e CO0S°00=———,
2 2
como segue

/ senxcos*xdx = / (sen?xcos?x) cos?xdx =
Sen 2X 2 1
:/( 5 ) coszxdx:Z/(sen22x)coszxdx:

1 2 14-cos2x
_Z/sen ZX(f)dX—

= %/senZZde— %/SQHZZX coS2XdX =

1 1 — cos4x 1 2
— §/ (f) dx—1—6/(sen 2X €0s 2X)2dx

Fazendo a substitui¢do u = sen 2x = du = (cos 2x) 2dx na Gltima
integral a direita, obtemos

1 1 1
2 4 _ . _ 3
/sen XCcos*xdx = & sen4x 255" 2x+C.

b. / sen*xcos*xdx

Primeiro método. (Este método é o que nbs recomendamaos).

. . sen2o
Basta usar as identidades  sen o coso = —
9 1-cos2a 2 1+cos2a
sen‘g =—+—— € CoS°0l=——,
2 2
Como segue

4
/sen“xcos“xdx = /(senx cosx)*dx = / (ser;Zx) dx =

1 2002 1 1—cos4x )\’
:?/(sen 2x) dx:?/<#> dx =

1
= %/(1—Zcos4x+cosz4x) dx =

1 1
=%

1 1 1 1+ cos8x
= ﬁx—?/4cos4xdx+§/ (#) dx =

2 1 9
/520054xdx+ §/cos Axdx =
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1 1 1 r8
sen4x+—x+?/§0058xdx:

=% 77

= 2_16x—2—175en4x+2—17x+2%05en8x+C:
= %x—%sen4x+ Z%SGHSX-‘FC =

= %x—%semwr 5%senSerC:

Segundo método. (Muito trabalhoso, ndo aconselhamos aos
alunos trabalhar desta forma, s6 damos o método como
informacéo)

Basta wusar a identidade trigonométrica fundamental
sen®x + cos®x = 1 para obter

/sen“xcos“xdx: / (senzx)zcos“xdx: / (1—coszx)2 cos*xdx
= / (1 —2cos?x + cos*x) cos*x dx

= / (cos*x — 2c0s°x + cos®x) dx (7.5)

Vamos usar a formula de reducdo dada na Equacdo 9 da Aula
20, Modulo 2:

1 n-1
/cos”xdx = ﬁcosnflx senx+—— /cos”fzxdx.

Lembre-se de que no Exercicio 2.c (segundo método) usando a
formula de redugdo, encontramos que

1
/cos“xdx = Zcos3x senx+ gcosx senx+ gx +C. (7.6)
Usando a formula de reducdo para n = 6, temos

1 5
/cosﬁxdx = ECOSSX senx+ /cos“xdx.

Assim, usando 7.6 na Gltima integral da direita, obtemos

6 1 . 5(1 o 3 3
cos°xdx = ECOS xsenx+6 ZCOS xsenx+§cosx senXx+ gX +C.

Isto é:

/cosﬁxdx = 10055x senx+ 3cos3x senx+ i COSX SenX—+ Ex+C
6 24 48 (747% ’
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Usando a formula de redugdo para n = 8, temos
8 1 7 7 6
cos®xdx = gcos X senx + 3 cos’xdx.

Assim, usando 7.7 na Gltima integral da direita, obtemos

/cosgxdx = }cos7x senx + ! 10055x senx + icos3x senx
8 8|6 24

+ 15 COSX senx -+ 15x +C = 1cos7xsenx+ ! cos®xsenx
48 48 -8 48

3B 4 105 105
— - - 7.
+192cos XSenx -+ 384 cosxsenx+ 384X+C (7.8)

Finalmente, substituindo 7.6, 7.7 e 7.8 em 7.5 resulta:

/ (cos*x — 2cos®x + cos®x) dx =

= 1cos3xsenx + 3 cosxsenx -+ 3x 2 1C055X59nx
T4 8 8 6

+ icos3xsenx + Ecosxsenx + Ex + 1cos7xsenx
24 48 48 8

+ lcos5xsenx+ Ecos3xsen X+ 105 COSXSen X -+ gx+C
48 192 384 384

/ (cos*x — 2c0s®x + cos®x) dx =

L 10+—5 cos®x senx + §—§+ﬁ COSX senx
4 24 192 8 48 384

3 30 105 2 7 5 1 e
+(=———=+=— |X+|—=+-= | cos xsenx+§cos xsenx+C.

8 48 384 6 48

Ou seja,

/sen“xcos“xdx = icos3x senx — icosx senx + ix
192 384 384

1
5 7
— —C0S°X senX + =cos'x senx +C.
8 + 3 +

Finalmente,

/sen"’xcos“xdx = icos3x senx — icosx senx + ix
64 128 128

— Ecosf’x senx + §0057x senx+C.

Observe que, neste caso, a resposta aparece huma forma dife-
rente, mas as duas respostas sao corretas.
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Integrais que Envolvem Produtos de Seno e Cosseno com
Angulos Diferentes

Calcule /sen axcosfBxdx, onde o #pf.

Solucéo: Lembre-se de que

sen ax cos fx = % (sen(oc— B)x+sen(o+ B)X) .
Assim, como o # f
/sen ox cos Bxdx = /% (sen(o — B)x+sen(oc + B)x) dx

:ﬁ/(a—ﬁ)sen(a—ﬁ)xdx—i-ﬁ/(a—l—ﬂ)sen(a-kﬂ)xdx

__cos(ox—B)x cos(a+PB)x
- 2(a-B)  2a+p)

+C.

Logo, obtemos a formula:

cos(ar — B)x cos(a+ B)x

20a—PB)  2(0+B) +C, onde a #p.

/sen oxX cos Bxdx = —

Sendo m e n naturais ndo nulos, calcule as seguintes integrais
definidas:

1

2 T
a. /o cos(nx)cos(ix) dx

T
b. / senmx sennxdx
—7T

T
C. / oS mx cosnxdx
—TT
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Solugao:

a. / COS(7X) CoS (gx) dx

0

Lembre-se de que

cos ox €0s X = = (cos(o + B)x+ cos(o — B)X) .

N~

Neste Caso, COS 7TX COS X = ! (cos (n+ E) X+ C0s <7r - E) x)
’ 27 2 2 2

_1 cos 3—nx + cos (Ex)
2 2 2
/% COS(7x) CoS (Ex> dx = 1/% cos 3—nx +cos (Ex) dx
0 2 2 2 2
= 1/%cos 3—nx dx+}/%cos (Ex> dx (7.9)
2Jo 2 2 Jo 2 '

1 2 3n
Para resolver — / cos | —x | dx
2Jo 2

3 3 2
Faca u = STy = du = gdx = dx = gdu. Mudando os
limites de integracdo, se x = 0 = u = 0, analogamente se

x——:>u—3—n Logo
= U= R0

1/%cos 3—nx dx—i/%ﬂcosudu—isenu?—
2 Jo 2 3r)o - 3rn 0o

1 12
Ln3m_1v2 V2 (7.10)
3r 4 3t 2 6r

1 /L
Para resolver = / ’ cos (Ex) dx
2 Jo 2

2 -
Facaz= gx =dz= gdx =dx= ;dz. Mudando os limites de

) 1
integracdo, se x =0 = z = 0, analogamente se x = 5 =7= %
Logo,
1 /3 T 1 (% 1 i
—/ cos(—x) dx:—/ coszdz = —senz| =
2Jo 2 T Jo T 0
1 T V2
= —Sen— = —. 7.11
T 4 2z ( )
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Substituindo 7.10 e 7.11 em 7.9, obtemos

/O%COS(nX)Cos(” ) dx — V2 <}+1) _ 2V/2

=X —.
2 2w \ 3 3r
Outra forma de resolver as integrais dadas em 7.9 é a seguinte:

1
z n
/o COS(7X) CoS (§x> dx =

112 [3 3n 3r 2 [3 T T
=5 [Q/O cos (7X) : (7) du+ E/o cos (§X) : <§> dx]
1

1 3n\ 1 /my 1 (V2) 12
_ﬁse”<7)+?€”(2>_§<7>+57
_V243V22V2
- 6r 3

b. Usando a identidade
1
senmx sennx = > [cos(m — n)x — cos(m + n)x|
temos:
Primeiro caso: m=n

T T
/ senmx sennxdx = % / [cos(0x) — cos(2mx)] dx

/4 -7

1T 1 sen(2mx) 1"
=5/ [1—cos(2mx)] dx = > [x o },,
21 - sen(2mzm) | 1 e sen(—2mm)
2 2m 2 2m '
Y3
Como a fungdo sen é impar, / senmx sennxdx =
—TT

2

-] L ][

e lembrando que sen(kr) = 0 para todo k inteiro, obtemos

Vi
/ senmx sennxdx = .
—TT
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Segundo caso: m=£n, m e n ndmeros naturais.
T 1 T
/ senmx sennxdx = 3 / [cos(m — n)x — cos(m + n)x] dx
- -

1 [sen(m —n)x _sen(m+ n)x] 4

2 m-—n m+n
1 [sen[(m—n)x] sen[(m+n)x]] 1[sen[(m—n)(—m)]
_5[ m—-n  m+n }_5[ m—n
sen[(m+n)(—m)]
- m+n ]

Como a fungdo sen é impar,

T
/ senmx sennxdx = [

—T

senfnm_—nn)n} B [senfnmjnn)n} '

Note-se que m+n & um nimero natural e m —n, no pior dos
casos, & um nimero inteiro. Assim, lembrando que sen(kz) =0
para todo k inteiro, obtemos

T 0 0
/ senmx sennxadx = - =0
r m-—n m-+n

Logo, temos a formula:

T T Se m=n
senmx sennxdx = .
r 0 se m#n

. Usando a identidade
COSMX COsNX = 7 [cos(m+n)x+cos(m —n)x]

temos:
Primeiro caso: m=n

/4 1 /4
/ coSmx cosnxdx = 3 [cos(2mx) + cos(0x)] dx
- —T

_Lr cos(2mx) + 1 dx:1 sen(2mx) +X ’
[ lcos(am + 1y dx— 5 | ]

2/)-xn 2 2m
_ 1 [sen(2mr) . 1 [sen(—2mmr) .
-2 2m 2 2m ‘

Como a funcdo sen é impar e lembrando que sen(kz) = 0 para
todo k inteiro, obtemos

[ oo

2m
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Segundo caso: m=£n, m e n ndmeros naturais.

T 1 T
/ cosmxcosnxdx:z/ [cos(m+ n)x + cos(m —n)x| dx

-7 -7

_ 1[sen(m+n)x  sen(m—n)x|”
2| m+n m-—n i

1[sen(m+n)7r sen(m—n)n] B 1[sen(m+n)(—n)
2

2 m-n m-—n m-n
sen(m—n)(—m
sen(m—n)( >]

m-—n

Como a fungdo sen é impar,

Vs
/ cosmx cosnxdx = [

—T

sen(m+n)r  sen(m—n)x
m+n m-—n '

Note-se que m-+n & um namero natural e m —n, no pior dos
casos, & um nimero inteiro. Assim, lembrando que sen(kz) =0
para todo k inteiro, obtemos

T
/ cosmx cosnxdx = [

-

mn
- +—| =0
m-+n m-—n

Logo, concluimos a formula:

T T Se m=n
cosmx cosnxdx = .
T 0 se m#n

sen(m+n)r  sen(m—n)rx
m-n m-—n

Integrais que envolvem Poténcias de Secante e Tangente
(Respectivamente Cossecante e Cotangente)

A poténcia da secante (resp. cossecante) é par e positiva

Calcule:
1
a. /tgzxsec“xdx

b. / cotg®x cossec?x dx



Solugéo:

a /tg%xsec“xdx

Como o expoente de secx & 4 que & um nlmero par, vamos
reescrever sec*x como (sec®x)(sec?x), usar um dos fatores para
compor du = sec?xdx e fazer a substituicdo u = tgx. Além
disso, usaremos a identidade trigonométrica sec?x = 1 +tgzx,
para escrever sec’x em termos de tgx. Lembre-se de que esta
técnica funciona mesmo quando o expoente de tgx ndo & um
nlmero inteiro, como neste caso.

SEMANA - MODULO 1

/tg%xsec“xdx = /tg%xseczxseczxdx
:/tg%x(1+tgzx)sec2xdx:/u% (14u?) du
1 5 23 271 2 3 2. 7
= 2 2 = —Uuz —uz = —tQ2 —{Q?2
/(u +u )du 3u +7u +C 3tg x+7tg x+C.
b. / cotg®x cossec?xdx

Como o expoente de cossecx € 2 que &€ um nimero par, va-
mos separar cossec®x para compor du = — cossec?xdx e fazer
a substituicdo u = cotgx

/ cotg®xcossec®xdx = — / cotg?x (—cossec?x) dx

3 3
2 u cotg°x
/U u 3—|— 3 +

A poténcia da tangente (resp. cotangente) & impar e
positiva

Calcule:

3 3
a. tgxsec2xdx
0

cotg®x

b. [ ——dx
4/ COSSECX
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Solugéo:

3 3
a. tgxseczxdx
0

Como o expoente de tgx & 1 que € um nimero impar, e levando
em conta que (secx)’ = tgx secx, vamos separar no integrando
tgx secx, para compor du = tgx secxdx e fazer a substituicdo
u = secx. Lembre-se de que esta técnica funciona mesmo quan-
do o expoente de secx ndo & um nimero inteiro, como neste
caso. Assim,

3 3 1
/ tgxseczxdx:/seczxtgxsecxdx.
0

Fazendo a substituicdo u=secx, du=secxtgxdx.

3

2
= /u%du = 2u—2 +C= §sec%x+C.

3
cotg°x
OO g
/cossecx
Como o expoente de cotgx &€ 3 que € um ndmero impar, e
levando em conta que (cossecx)’ = — cotg x cossec x, vamos mul-

tiplicar no integrando o numerador e o denominador por cossec X,
e vamos reescrever cotg®x como (cotg?x)(cotgx). Usaremos
um dos fatores para compor du = — cotgx cossec xdx e fazer a
substituicdo u = cossecx. Além disso, usaremos a identidade
trigonométrica cossec’x = 1 + cotg®x, para escrever cossec?x
em termos de cotgx. Lembre-se de que esta técnica funciona
mesmo quando o expoente de cossec x ndo & um nimero inteiro,
como neste caso. Assim,

cotg>x 1
/zigdx:/cotg%cossec sxdx
1/COSsecx

COSSECX ., 5 _1
= | ———cotg°xcossec™ 3xdx
COSSeC X

5 [ cossec™3x
= [ cotg°x [ ————— | cotgx cossecxdx
COSSeC X

4
= / cotg2x cossec 3 x cotgx cossecxdx

4
= / (cossec?x — 1)cossec ™ 3x cotgx cossec xdx



Fazendo a substituicdo u=cossecx, du= —cossecx cotgxdx.

:/(uz—l)ufg(—du):/(—U%Jru*%) du

= 3u%+ 3u‘%%—C— 3cossec%x 3cossec‘%x—kc
5 -1 5 1

3 5
= —gcossecsx —

3
—+C
J/cossec x *

A Poténcia da Tangente (resp. Cotangente) & Par Positiva e
a Secante (resp. Cossecante) nao é Par Positiva

Calcule:

tg°x
a. /9—de
Sec?x

b. / cotg?x cossecx dx

Solugéo:

tg?x
a. / g =_dx
sec°x
Note-se que, neste caso, o expoente da tgx é 2, que € um nimero
par e 0 expoente da secx nao & um ndmero inteiro, assim nao
é nenhum dos casos anteriores (isto é: Exercicios 7.7 e 7.8).

Neste caso, o integrando pode ser reescrito em termos apenas
de secantes, usando a formula tg?x = sec’x — 1.

/tgzxsec*Sde:/(seczx—l) sec*5xdx:/(sec*3x—sec*5x) dx

= /sec‘3xdx—/sec‘5xdx (7.12)

Note-se que as formulas de redu¢do ndo valem para expoentes
negativos. Porém podemos lembrar que

1 1
/sec‘3xdx—/sec‘5xdx:/ dx—/ dx
sec3x secSx

= /cos3xdx—/c055xdx (7.13)
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Observe que / cos®xdx — / cos®xdx =

= /coszx cosxdx—/cos“x cosxdx (7.14)

Usaremos também a identidade trigonométrica fundamental
sen®x + cos?x = 1 para escrever cos’x em termos de senx.

Assim, /coszx cosxdx—/cos“x cosxdx =

= /(1—sen2x) cosxdx—/(l—senzx)zcosxdx

Fazendo a substituicdo u = senx, du = cosxdx nas integrais a
direita, obtemos /coszx cosxdx — /cos“x cosxdx =

3

:/(1—u2)du—/(1—u2)2du:u—%—/(1—2u2+u4)du

ul ud Ul sen®x _sen3x  sen°x
=U———U+2-—-—+C=— +2 -

3 3 5 3 3 5+C

sen3x  sen°x

= - C 7.15

Substituindo 7.15em 7.14, 7.14 em 7.13 e 7.13 em 7.12, resulta

= — C.
secSx 3 5 *

/tgzx _sen®x  senX

. / cotg?x cossec x dx

Note-se que, neste caso, 0 expoente da cotgx & 2 que é um
nlmero par e 0 expoente da cossecx & 1, um nimero impar,
assim ndo é nenhum dos casos anteriores (isto &: Exercicios 7.7
e 7.8). Neste caso, o integrando pode ser reescrito em termos
apenas de cossecantes, usando a formula cotg®x = cossec?x — 1.

/ cotg?x cossecxdx = / (cossec?x — 1) cossec xdx
= / cossec®x — cossec xdx (7.16)
Da formula 4, da Aula 21, Médulo 2, temos que

/cossecxdx = In|cossecx — cotgx| +C (7.17)



Por outro lado, a formula de reducdo 5, da Aula 21, Moédulo 2,
que é obtida por integracdo por partes, diz que: /cossec”xdx =

1 n—2
— ——— cossec"?xcotgX + —— / cossec"?xdx, n>1
n—1 n—1

- (7.18)
Usando dita formula para n = 3, temos

s 1 1
/COSSEC xdx = —E cossec xcotg x + E /COSSECXdX.

Substituindo a Gltima integral da direita pelo seu valor dado em
7.18, temos

3 1 1
/cossec xdx = —Ecossecxcotg x+ In | cossecx —cotgx|+C.
(7.19)
Substituindo 7.19 e 7.18 em 7.17, obtemos

) 1 1
/cotg X cossecxdx = — 5 COssecx cotgx+ 3 (In|cossecx — cotgx|)

—In|cossecx —cotgx| +C

1 1
= — 5 C0ssecx cotgx — > (In|cossecx —cotgx|) +C

Exercicio 7.10.

A poténcia da secante (resp. cossecante) é impar e positiva
V1

Calcule a integral definida /4 sec>x dx.
0

Solucd@o: Neste caso, s6 podemos usar a integragdo por partes. No
Exemplo 21.4, Aula 21, Mbdulo 2, usando integracdo por partes foi
mostrado que:

1 1
/sec3xdx = zsecxtgx+ 3 In|secx+tgx| +C.

Portanto,

T

4 3 1
/sec xdx:isecxtgx+ In\secx+tgx]
0

(5o ol () ()] B0

:§+%)ﬁ+1’.

[
4
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Exercicio 7.11.

b

Calcule a integral definida / * cossec3x cotgxdx.

]

Solugdo: Neste caso, o expoente da cotgx € 1 que & um nlimero impar
e positivo, e 0 expoente da cossecx € 3 um nimero impar, podemos
trabalhar aqui como o fizemos no Exercicio 7.8. Portanto,

T n

cossec’x cotgxdx = [~ cossec”x(cossecx cotgx)dx
n n
1 4

Fazendo a substituicdo u = cossecx, du = —cossecx cotgxdx e mu-
- . ~ T T
dando os limites de integracdo, quando x = 7 U = COSSec 1= V2e

T T
X= 5, U = COSsecC E =1, obtemos

7 ) L G371t
COSSECX cossecx cotgxdx = — udu=—— =
7 V2 31

3 3 3

1+2\/§_2\/§—1

PASSO A PASSO DE ALGUNS EXERcCiclOS PRoO-
POSTOS NO CADERNO DIDATICO

Exercicio 7.12.

Calcule as seguintes integrais:

T
6
a. / cosZxdx
0

b. / * cos3xdx
0
c. /(cost —cos2t)?dt

d. /sen3x0033xdx

T

€. / " cos(2x) cos?(x) dx

_r
1

(Aula 20 do caderno didatico, exercicio proposto n° 4: b, e, h, je
n° 5: ¢, respectivamente)
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Solugao:

T

6
a. / cosZxdx
0

. . 14 cos2x
Lembrando a identidade cos?x = % temos

/gcoszxdx:/g 1+cos2x dx:l/g 1+gc032x dx
0 0 2 2Jo 2

n

178 1 [%
= —x} + —/6 €0S 2x 2dx
2 19 4Jo

§ 178 1 /% iz 1 z
/6 cos?xdx = Ex} +Z/6(c052x)2dx: =T~ sen2x g
0

0 0 26 4
T 1 T 1 T 1 m 1w 13

_E+Zsen2g—zsen0_ﬁ+zsen§_ﬁ 12

_m V3

12 8 -

T

b. /§ cos®xdx
0

Como o expoente de cosx é 3 que & um nimero impar, vamos
reescrever cosx como (cos?x)(cosx), usar um dos fatores para
compor o du = cosxdx e fazer a substituicdo u = senx. Mu-
dando os limites de integracdo, se x =0 = u =sen0 =0, ana-

logamente SEX—E:>U—Sen<E)—§ Logo
g SeX=g = U=sen{g) =5 g0

n

4 T
3 3 3
/ cos®xdx = / cos?x cosxdx = / (1 —sen?x) cosxdx
0 0 0

c. /(cost —cos2t)2dt = /(coszt — 2cost cos 2t + cos?2t)dt

= /cosztdt—/ZCost costht+/cosZtht (7.20)
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Vamos estudar cada uma das integrais da direita de 7.20:

/cos%dt:/(%) dt:%/<1+§COSZt> dt

1 1 1 1
= §t+ Z/cosZt 2dt = §t+ Zsen2t+C1 (7.21)

2

1 4
Analogamente, /cosZtht: / <ﬂ> dt =

1 4 1 1
- 5/ <1+ Zcos4t> dt=St+ssendt+C,  (722)
Para calcular /ZCost cos2tdt, lembre-se de que
1
cosat cosht = 3 [cos(a—b)t +cos(a+ b)t]

Logo,/ZCost costht:/Z% [cos(1—2)t+cos(1+2)t]dt =

:/[cos(—t)+cos(3t)]dt:/[cos(t)+gcos(3t)} dt =

1

=sent+ gsen 3t+Cs (7.23)

Substituindo 7.21, 7.23 e 7.22 em 7.20, obtemos
1 1 1
/(cost — cos2t)2dt = <§t+ ZsenZt) - <sent+ §sen3t>
1 1

+ <§t+§sen4t) +C
Isto é:

1 1 1
/(cost—cosZt)zdt :t+Zsen 2t—sent— §sen3t+§sen4t+C.

. /sen‘3xcos3xdx

Como o expoente de cosx é 3, que & um ndmero impar, vamos
reescrever cos®x como (cos?x)(cosx), usar um dos fatores para
compor o du = cosxdx e fazer a substituicdo u = senx.

/sen‘3xcos3xdx = /sen‘3xcoszx cosxdx

:/sen*3x(1—sen2x) cosxdx:/u*3(1—u2)du:/(u*3—u*1)du

-2 —2
u sen—2x
=———Inju+C=

—In|senx| +C.



e. /Z cos(2x) cos?(x) dx
-5
Usando a formula:  cos2x = cos?(x) — sen?(x)

/’Z

[
4

7
c0S2XCcos?Xdx = / [cos?x — sen?x| cos?xdx =

]

SEMANA - MODULO 1

4 4
T T
—/ [cos®x — sen?x cos?] dx:/ cos"’xdx—/ senx cos2x dx
: E -
(7.24)

]

Lembre-se de que a fungo f(x) = cos*x & uma func#o par, pois
f(—x) = cos*(—x) = cos*x = f(x). Logo, pela propriedade de

simetria que diz: “Suponha que f & continua em | . Sef
for par [isto & f (—x) = f(x)], entao/ dx—2/ x)dx.”
resulta que:

[

Analogamente, a fungdo g(x) = sen®xcos’x & par, Ppois
g(—x) = sen?(—x) cos?(—x) = (—senx)?(cosx)? = sen’x cos’x =
g(x). Logo, pela propriedade de simetria:

)

s
z

i i
Assim, /

= 2/Z cos4xdx—2/zsen2xcoszxdx (7.25)
0 0

cos xdx—2/ cos*xdx

e

sen®xcos xdx—Z/ senx cos2xdx.

T
7
cos4xdx—/ sen®xcos?xdx =

]
~la

Por outro lado, lembre-se de que, usando a identidade
1+cos2a

2 1

2
foostnax= [(costorax= [ (FEEE2) oy

1
- Z/(1+20052x+00522x)dx

cos?o = temos

1 1 1
= —x+—/2c052x+—/c0322xdx

—}x+1sen2x+ / M dx
4 4 4

1 1
= Zx+zsen2x+ §x+§/zcos4xdx

CEDERJ 213



Caderno de Calculo Il | Integracdo de Poténcias e Produtos de FuncBes Trigonométricas

214 CEDERJ

Logo,
/cos“xdx— §erisenZXJriseMerC (7.26)
8 4 32 ‘ '
. . 2
Por outro lado, usando as identidades: sen o coso = sen2 a,
2 1—cos2a 2 1+cos2a
sen‘a=—-—— € CoS‘0=———.
2 2
Segue que
/senz(x) cos?(x)dx = /(senx cosx)2dx
—/ sen 2x 2dx— i/(sen22x)dx
N 2 - 22
1 1—-cos4 1 14
= ?/ (%) dx = gX g/zcos4xdx.
Assim,
9 ? 1 1
/sen (x)cos”(x)dx = g5~ ﬁsen4x+c. (7.27)

Usando 7.26, 7.27 e a 22 forma do Teorema Fundamental do
Caélculo, obtemos que

Z/Ecos“(x)dx—z/zsenz(x)cosz(x)dx =
0 0

ESE

3 1 1 1 1 T
=2 =X+ —=sen2x+ — sen4x — 2| =X— ==sen4x
(8 +4 +32 )L (8 32 )]o

3r 1 =& T 1 1/=x
e E A Rl (AR | 7.2
16+2 16 8+2 2<4+) (7.28)

Portanto, substituindo 7.28 em 7.25 e 7.25 em 7.24, resulta;

: 2 dx= L (%
/Zcos(Zx)cos (x)dx = > (4 +1>.



Exercicio 7.13.

Calcule as seguintes integrais:

()]
>
o
>
SEMANA - MODULO 1

%

a [‘tg
5

b, / —Sefxd
tg3x

to?

c./ g;( dx
cosdx

1

d /sen“zem9
cotg®

e. / gzxdx
sen2x

(Aula 21 do caderno didatico, exercicio proposto n® 4: e, h, 0, pe
g, respectivamente)

Solucéo:

a /Ethde
5

Vamos calcular em primeiro lugar a integral indefinida /thde.

Como o expoente de tgx & 5, que & um nimero impar, e le-
vando em conta que (secx)’ = secx tgx, vamos multiplicar no
integrando o numerador e o denominador por secx, e vamos
reescrever tg°x como (tg*x)(tgx). Usaremos um dos fatores
para compor du = secxtgxdx e fazer a substituicdo
u = secx. Além disso, usaremos a identidade trigonométrica
sec®x = 1+ tg?x, para escrever sec’x em termos de tgx.

/tg xdx = /th XX _/g—secxtgxdx

2
secx—1
:/7secxtgxdx:/Qsecxtgxdx.
Secx Secx

Fazendo a substituigﬁo u = secx, du = secx tgx dx, obtemos

_/ (v~ /Wdu:/o —2u+- >du

ut 1
= 2E +Inju[+C = Zsec4x—sec2x+ In|secx|+C.
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Logo, pela segunda forma do Teorema Fundamental do Célculo,
temos que
7 1 /&
= —sec” | —
o' (3)

i (o i)
%(‘/5)4‘(‘5)2*'”“[2’_%(%) +< 23) - <%>'

1 1/16 4 1
:1—2+§In2—z (3) + (§) —In2+-1In3

=-1-— 4 + 4 +1In§——1+lln§
N 9 3 2 2 9 2 2

Outra forma de resolver o exercicio é usando formulas de reducéo:

=

1
/ tg°xdx = Zsec X — Sec?x + In\secx\]

N ol

Da formula 3 dada na Aula 21 do caderno didatico, temos a
formula de redugdo para n > 1:

tgn—lx B

n _ o n-2
/tg Xxdx = 1 /tg xdx.
Assim,

4
/thde = t%TX —/tg3xdx

3 tgx tgx
/tg Xdx = - —/tgxdx: T+In|cosx]+C.

Logo,

4 2
/tg5xdx: thX _lox In|cosx|+C.

" tgxdx = %—%—Inkosx@ ‘ :% g* (E> —%tgz (E)
e ()2 ()26 2) -l ()
1
2

%
i
6
1 2
— ) +1In
(5)

o]
~

I SN I Y 4+ V3
~4 2 2| 4\ 3 2
11 V2l 171N 171 V3
7‘5"“7‘1(5)*5(5)*'”7

11 1

=35 In\f+ln2—%+ +Inv3—1In2

_ 1 1In2 1Jrl+1ln3 —9- 1+6+1|n 3
402 6 6 2 36 2 2



secx

En dx

sec*x

tg3x
Como o expoente de secx & 4, que & um nimero par, vamos
reescrever sec*x como (sec?x)(sec?x), usar um dos fatores para
compor du = sec®xdx e fazer a substituicdo u = tgx. Além
disso, usaremos a identidade trigonométrica sec’x = 1 + tg?x,
para escrever sec’x em termos de tgx.

/tg‘3xsec4xdx = /tg‘3xsec2xsec2xdx

dx = /tg‘3xsec4xdx

= /tg*3x(1+tgzx)sec2xdx: /u*3(1+u2)du

1 u—2
:/<u‘3+—> du=— +Inju[+C
u -2

Finalmente,
4 -2
sec*x tg—“x
dx = — In|tgx|+C.
t 2
. /g—sxdx
C0S°X
tg2x
/ g5 dx:/tgzxsec5xdx
C0S°X

Observe que, neste caso, 0 expoente da tgx & 2 que &€ um nimero
par e o expoente da secx & 5 um nlmero impar, assim nao é
nenhum dos casos anteriores. Neste caso, 0 integrando pode
ser reescrito em termos apenas de secantes, usando a formula
tg?x = sec?x — 1.

/tgzxsec5xdx = /(seczx— 1)sec’xdx = /(sec7x—sec5x)dx
= /sec7xdx—/sec5xdx (7.29)

Da formula 2 dada na Aula 21 do caderno didatico, temos a
férmula de reducgdo paran > 1:

1 n—2
/sec”xdx = msec”‘zx X+ —— /sec”‘zxdx,

Usando a formula para n = 7,5 e 3 respectivamente, temos:

1 5
/sec7xdx = ése05xtgx+ g/sec5xdx, (7.30)
5 1.3 3 3
/sec xdx = Zsec xtgx+Z/sec xdx, (7.31)
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1 1
/sec3xdx: Esecxtgx+—/secxdx:

1
zisecxtngr In]secx+tgx|+C (7.32)

Substituindo 7.30 em 7.29, obtemos

/sec7xdx—/sec5xdx: ésec5xtgx+g/sec5xdx—/sec5xdx:

1 1
= ésec5x tgx— = /sec5xdx (7.33)

Substituindo 7.32 em 7.31:

5 1 3
/sec xdx = 4sec 3 tgx + 85ecxtgx+ In]secx+tgx\+C

(7.34)
Substituindo 7.34 em 7.33, tem-se

/sec7xdx—/sec5xdx:

1 . 1/1 3 3
= =sec xtgx—é 4sec xtgx+85ecxtgx+ In|secx+tgx| | +C

6
(7.35)

. tgx

Assim, resulta que /g—sdx:
COS°X
—1sec5xt X— : sec3x tgx L secx tgx In]secx+t x|+C
R VR R TR g
1
' /sen“zede

4
/sen429d9 /cossec 20d6

Como o expoente de cossec26 é 4, que & um nimero par, va-
mos reescrever cossec*26 como (cossec?20)(cossec?20), usar
um dos fatores para compor du = —2cossec’26d6 e fazer a
substituicdo u = cotg26. Além disso, usaremos a identidade tri-
gonométrica cossec?26 = 1+ cotg?26, para escrever cossec’26
em termos de cotgX.

/ cossec?20do = / cossec?20 cossec?260 d6

:/%(lJrcothze)cossecZzede :/(1+u2) (_%) du

1 ul 1 1
- — S 20 — —cotg®2 ,
> <u+ 3)+C 2cotg 0 6cotg 0+C



Finalmente, resulta:

1 1 1 4
/mde_ —Ecotgze—écotg 20+C.

cotg®x
e./ 92 dx
sen2x

cotg®x
/ gz dx = / cotg®x cossec?x dx
sen2x

SEMANA - MODULO 1

Como o expoente de cossecx € 2 que & um ndmero par, vamos
fazer a substituicdo u = cotgx. Assim, du = —cossec?xdx

u?

/cotg3xcosse02xdx:/—u3du ==

1
+C= —Zcotg4x+C.

Assim,

cotg®x 1 .4
dx = ——cotg™x+C.
/ sen2x 4 g X+

\Veja, no Apéndice 4, no final deste caderno, o passo a passo de
exercicios adicionais correspondentes a esta semana.
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» ,

Semana 8 ,

SIMULADOS DA AP1

#5 Em virtude da reforma curricular, estamos colocando
nesta semana versdes modificadas de provas aplicadas em
semestres passados. Os Gabaritos das mesmas encontram-
se no Apéndice 3 no final do caderno. Lembre-se de que
0 aluno ndo tem que achar, ou ainda exigir, que as pro-
vas sejam do mesmo jeito todos 0S semestres. Assim, es-
tas provas sO servem para vocé treinar e verificar se esta
pronto ou ndo para fazer a AP1 .

Todas as respostas devem estar acompanhadas das justifica-
tivas, mesmo que nao exista o que esta sendo pedido.

SIMULADO 1

12 Questao - Usando integral definida, determine o valor da area
da regido sombreada na Figura 8.1.

}7

Figura 8.1
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11
22 Questdo - Derive a seguinte fungdo: F(x) = / ( ) dt

3x \t2+1

32 Questao - Calcule:

a.

b.

C.

2
/x3ex dx

4y ]
———dx
/0 V142X

A * cotgB(x) cossec?x dx

7

42 Questao - Seja R a regido limitada pelas curvas dadas

y=vX y=¢, x=0, x=1.

Esboce a regido R.

Represente a area de R por uma ou mais integrais em
relacdo a variavel x.

Represente a area de R por uma ou mais integrais em
relacdo a variavel y.

Calcule a area da regido R (Use a representacdo mais con-
veniente).

SIMULADO 2

12 Questao - Seja R a regido no primeiro quadrante limitada

pelas curvas dadas y = o y=x° ey=1
a. Esboce a regido R.
b. Represente a area de R por uma ou mais integrais em
relacdo a variavel x.
c. Represente a area de R por uma ou mais integrais em
relacdo a variavel y.
d. Calcule a area da regido R. Use a representa¢do mais con-

222 CEDERJ
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22 Questao - Calcule a derivada da seguinte fungao:

(Inx)?
F(x) = /2 cos(t?) dt.
X

32 Questao - Calcule:

a. /8(1+tg2x)3se022xdx
0

2nx

1

b. X—de

C. /erxdx

42 Questao - Considere a fungio f(x) =4 —x?, x € [0,3].
a. Faca o esboco do grafico da fungdo f no intervalo dado.

3
b. Calcule / f(x) dx e interprete o resultado em termos de
0
areas.

c. Encontre a area da regido limitada pelo grafico de f e pelo
eixo dos x para x € [0, 3].

3
d. Calcule/ | f(x)]dx.
0

SIMULADO 3

12 Questao - Calcule

X
a. F/(1) sendo que F(x) = x3 (/ arctg(tz)dt>.
1

2
b. / X2 —1|dx.
1
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23 Questao
a. Usando a técnica de substituicdo, calcule: /t3(1 —tH7dt

€1 —Inx

b. Calcule a integral definida/ dx.
1

32 Questao

a. Usando a técnica de integragd@o por partes, calcule: / xsec?xdx.

b. Calcule /(sent)%cosgtdt.

42 Questao - Seja R a regido sombreada no primeiro quadrante,
mostrada na Figura 8.2, limitada pelas curvas y =1+ /X,
y=(x—1)? e x+y=3.

y=1+x
y= (-1

x+y=3

Figura 8.2

a. Represente a area de R por uma ou mais integrais em
relacdo a variavel x.

b. Represente a area de R por uma ou mais integrais em
relacdo a variavel y.

c. Calcule a area daregido R. Use a representagdo mais con-
veniente para voce.
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RECORDACAO DE PRE-CALCULQ.
TRANSFORMACOES DE FUNCOES

¢ Alongamentos ou Esticamentos e Compressoes

1. Dado A > 0, entdo o grafico de y = A f(x) pode ser obtido
a partir do gréfico de y = f(x) comprimindo-o vertical-

mente por um fator de —, se 0 < A < 1, ou alongando-o
verticalmente por um fator de A, caso A > 1.

2. Dado B > 0, entdo o gréfico de y = f(Bx) pode ser obtido a
partir do gréfico de y = f(x) alongando-o horizontalmente

por um fator de —, se 0 < B < 1, ou comprimindo-o hori-
zontalmente por um fator de B, caso B > 1.

o Reflexdes
1. Sey = —1f(x), reflita o gréafico de y = f(x) em torno do
eixo X.

2. Se'y = f(—Xx), reflita o grafico de y = f(x) em torno do
eixoy.

3. Sey=|f(x)|, reflita os pontos do grafico de y = f(x) com
ordenada negativa em torno do eixo x.

e Translacdes ou Deslocamentos Verticais e Horizontais

SuponhaC > 0 e D > 0. Para obter o gréafico de:

1. y = f(x) + D, desloque o gréfico de y = f(x) em D
unidades para cima.
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2.y = f(x) — D, desloque o grafico de y = f(x) em D
unidades para baixo.

3.y = f(x—C), deslogue o grafico de y = f(x) em C
unidades para a direita.

4.y = f(x+C), desloque o grafico de y = f(x) em C
unidades para a esquerda.
O diagrama a seguir ira relembra-lo os assuntos estudados:

Em relacdo ao grafico de y=f(x):

A Alongamento vertical se A>1
Compressao vertical se 0<A< 1

Reflexdo em
torno do eixo x B: Alongamento horizontal se 0<B<1

Compressao horizontal se B>1
y=EOAf(()BE+C))+D

‘ C: Deslocamento horizontal
Reflexdo em a direita se C<0
torno do eixo y a esquerda se C>0

D: Deslocamento vertical
para cima se D>0
para baixo se D<0

EXEMPLOS DE APLICACAO

[ Exemplo1.l. |

A Figura 1.1 seguinte mostra o grafico de uma funcdo
y = f(x) com dominio [—4,4] e imagem [0, 4]:

y
4 y=fx)
1
4 1 4 X
Figural.l
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Encontre o dominio e a imagem das funcGes abaixo e esboce
os gréaficos correspondentes:

a. y=2f(x) h.y=f(x)—2
1 .
b. yzéf(x) Ly=|[f(x)—2|
c. y=f(2x) joy="f(x+2)
1
dy= (EX) K.y=f(x—2)
1
e.y=—f(x) I.y:—éf(x—2)+3
1
f.y=f(—x) m.y:‘—éf(—2x)+1‘
g y="Ff(x)+2
Solucéo:

a. y = 2f(x) pode ser obtido do grafico de f por um alongamento
vertical, jaque A=2 > 1. Assim:

y

y=2/x)

[N}

Figura 1.2

Observe que o dominio da nova fungdo continua sendo 0 mesmo
que o da funcdo f, isto &, o intervalo [—4,4]. J& a imagem da
nova funcéo é o intervalo [0, 8] que tem o dobro do comprimento
da imagem de f.
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bh. y= %f(x) pode ser obtido do grafico de f por uma compressao

o 1 .
vertical, jaque A = 5 < 1. Assim:

y
y=%7(
-4 2 4 X
Figura 1.3

Observe que o dominio da nova fungdo continua sendo 0 mesmo
que o da funcdo f, isto &, o intervalo [—4,4]. J& a imagem da
nova funcdo é o intervalo [0,2] que tem a metade do compri-
mento da imagem de f.

c. y= f(2x) pode ser obtido do gréfico de f por uma compressao
horizontal por um fator de 2, ja que B=2 > 1. Assim:

Y

B y=r2

) 2 X

Figura 1.4

Observe que a imagem da nova fungdo continua sendo a mesma
que a imagem da funcdo f, isto &, o intervalo [0,4]. Ja o
dominio da nova funcdo é o intervalo [—2,2] que tem a me-
tade do comprimento do dominio de f. (De fato, note-se que
—4<2x<4 & -2<x<2).

dy=f <%x) pode ser obtido do grafico de f por um alonga-

. . 1 )
mento horizontal por um fator de 2, ja que B = 3 < 1. Assim:
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sty

Figural.b

Observe que a imagem da nova fungdo continua sendo a mesma
imagem que a da funcdo f, isto é, o intervalo [0,4]. Ja o
dominio da nova funcdo é o intervalo [—8,8] que tem o do-

bro do comprimento do dominio de f. (De fato, note-se que

1
—4§§x§4<:>—8§x§8>.

.y = —1f(x) pode ser obtido do gréfico de f por uma reflexdo em
torno do eixo x. Assim:

y=-f(x)

Y 4

Figura 1.6

Observe que o dominio da nova fung¢@o continua sendo 0 mesmo
que o da funcdo f, isto &, o intervalo [—4,4]. J& a imagem da
nova funcdo é o intervalo [—4,0] que é a reflexdo da imagem de
f em torno do eixo x.

.y = f(—x) pode ser obtido do gréfico de f por uma reflexdo em
torno do eixo y. Assim:

)/7
4 y=f(=x)
-4 4 X
Figura 1.7

CEDERJ 229

' MODULO 1

APENDICE



Caderno de Calculo Il | Recordacéo de Pré-Célculo. Transformacdes de Funcdes

230 CEDERJ

Observe que a imagem da nova fungdo continua sendo a mesma
que a da funcdo f, isto &, o intervalo [0,4]. J& o dominio da
nova fungdo, neste caso em particular, coincide com o intervalo
[—4,4], porém, em geral é a reflexdo da imagem de f em torno
do eixo y.

. y= f(x)+2 pode ser obtido por um deslocamento ou transla¢&o

vertical do gréfico de y = f(x) em D = 2 unidades para cima:

y
y=fx)+2
4
4 2 4 X
Figura 1.8

Observe que o dominio da nova fungdo continua sendo 0 mesmo
que o da funcdo f, isto é, o intervalo [—4,4]. J& a imagem
da nova funcéo é o intervalo [2,6] que é obtido deslocando a
imagem de f 2 unidades para cima.

. y= f(x)—2 pode ser obtido por um deslocamento ou transla¢do

vertical do gréfico de y = f(x) em D = 2 unidades para baixo:

y
y=f(x)-2

Figura 1.9

Observe que o dominio da nova fungdo continua sendo 0 mesmo
que o da funcdo f, isto é, o intervalo [—4,4]. J& a imagem
da nova funcdo é o intervalo [—2,2] que é obtido deslocando a
imagem de f 2 unidades para baixo.



i. y=|f(x)—2| pode ser obtido refletindo os pontos do grafico de
y = f(x) — 2 com ordenada negativa em torno de eixo x:

' MODULO 1

y

y=lf0-2| N
e ¢ 2 9
&)
° =z
<«
. <

4 4 X

Figura 1.10

Observe que o dominio da nova fung¢@o continua sendo 0 mesmo
que o da funcdo f, isto &, o intervalo [—4,4]. J& a imagem da
nova funcdo é o intervalo [0, 2].

j- y= f(x+2) pode ser obtido por um deslocamento ou translac&o
horizontal do grafico de y = f(x) em C = 2 unidades para a
esquerda. Assim:

y=f(x+2)

Figural.11

Observe que a imagem da nova fungdo continua sendo a mesma
que ada funcdo f, isto &, o intervalo [0,4]. J& o dominio da nova
funcdo é o intervalo [—6,2] que é obtido deslocando o dominio
de f 2 unidades para a esquerda.

k. y= f(x—2) pode ser obtido por um deslocamento ou translagdo
horizontal do gréfico de y = f(x) em C = 2 unidades para a
direita. Assim:

CEDERJ 231



Caderno de Calculo Il | Recordacéo de Pré-Célculo. Transformacdes de Funcdes

y=f(x=2)

/

4 -2 2 4 6

Figura 1.12

Observe que a imagem da nova fungdo continua sendo a mesma
que a da funcdo f, isto &, o intervalo [0,4]. Ja o dominio da nova
funcdo é o intervalo [—2,6] que é obtido deslocando o dominio
de f 2 unidades para a direita.
1
. y= —Ef(x—2)+3

Observe que existem diversas maneiras de resolver este exercicio,
uma delas € a seguinte:

oy = %f(x) é obtido do gréafico de f por uma compressao ver-

N 1 .
tical jaque A= 3 < 1. Assim:

))
/@)
4 4 t
Figura 1.13

oy = _% f(x) & obtido do grafico dey = % f(x) por reflexdo em
torno do eixo x:

b
w

y=-1/()

Figura 1.14
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oy = —%f(x) + 3 é obtido do grafico de y = —%f(x) por uma
translacdo vertical de 3 unidades para cima:

y=-5f@)+3

Figura 1.15

e Finalmente, y = —%f(x—Z) + 3 é obtido do grafico de

1 . .
y = —Ef(x) + 3 por uma translac@o horizontal de 2 unidades
para a direita:

¥

y=-4f(x-2)+3

2 2 4 6

Figura 1.16

. . ~ 1 .
Assim, o dominio da funcdo y = —Ef(x— 2)+ 3 é o intervalo
[—2,6] e aimagem & o intervalo [0, 3].

Ly = }—%f(—ZX)—Fl}

Novamente observe que existem diversas maneiras de resolver
este exercicio, uma delas é a seguinte:

e y = f(—x) é obtido do gréfico de y = f(x) por uma reflexdo
em torno do eixo y:
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¥
4 y=flx)

4 4 X
Figura 1.17

e y = f(—2x) é obtido do gréafico de y = f(—x) por uma com-
pressao horizontal por um fator de 2, ja que B =2 > 1. Assim:

Y
y=/(-2x)

) 2 X

Figura 1.18

oy %f(—Zx) & obtido do grafico de y — f(—2x) por uma

. . 1 .
compressdo vertical por um fator de 2, jaque A= 5 < 1. Assim:

Y= f(-2%)

2 2

Figura 1.19

oy = —%f(—Zx) é obtido do grafico de y = %f(—Zx) por uma
reflexdao em torno do eixo x:
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2 '___72 X

Figura 1.20

oy= —% f(—2x)+ 1 & obtido do gréfico dey = —%f(—Zx) por
uma translacdo vertical de 1 unidade para cima:

=-L f(2x0)+1

I
TN

Figura1.21

e Finalmente, y =

1 .
—Ef(—ZX) + 1| é obtido por reflexdo dos

: 1 .
pontos do graficodey = —3 f(—2x) 41 com ordenada negativa
em torno do eixo x:

}7
y=|-+ f2x)+1|
e e
2 2 x
Figura 1.22

) L ~ 1 .
Assim, o dominio da fungdo y = 2 f(—2x)+1| é o intervalo

[—2,2] e aimagem é o intervalo [0,1].
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Lembre-se de que pela disciplina de Pré-Calculo sabemos
também que na func¢ado senoide,

f(x) = Asen [%(X—C)} +D

|A| &€ aamplitude, |B| é o periodo, C é o deslocamento horizontal
e D é o deslocamento vertical.

Na Figura 1.23, mostramos a fungdo senoide geral para o
caso de A, B, C e D positivos.

pral y=4sen (% (x—C))+D

DI\ __ [ ____\N_____ ):D

A: Amplitude

B: Periodo

C: Deslocamento horizontal
D: Deslocamento vertical

Figura 1.23

[ Exemplo12. |

Faca um esbogo do gréfico dey = g(x) = 3 sen [ZX + g} -1
a partir do gréfico da fungdo y = f(x) = senx usando alonga-
mentos, compressoes, translacdes e reflexdes. Em cada etapa,
especifique qual transformacgdo empregou e faca um esboco do
grafico da funcdo intermediaria correspondente, indicando no
grafico (pelo menos num periodo) as intersecdes com 0s €ixos

coordenados, caso existam.
Solugéo: Observe que:

y =9g(x) =3sen [2x+g} —1=3sen {Z(XJF%)} -1

e Consideremos o gréfico da funcdo y = f(x) = senx mostrado na
Figura 1.24.



Figura 1.24

e y = 3senx é obtido do gréafico da fungdo y = senx por um alon-
gamento vertical por um fator de 3. Assim:

I
n 2n ;c
Figura 1.25

e y =3sen(2x) é obtido do gréfico da fun¢do y = 3senx por uma
compressdo horizontal por um fator de 2. Assim:

y=3sen(2x)

o
3

2n X

NS
)

Figura 1.26

e y =3sen(2x) — 1 é obtido do gréfico da funcdo y = 3sen(2x)
por uma translacdo vertical de uma unidade para baixo. Assim:
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/\ y=3sen(2x)-1

X

Figura 1.27

e y = 3sen [2 (x+%)} — 1 & obtido do gréfico da fungdo
y = 3sen(2x) — 1 por uma translagc&o horizontal para a esquerda
T
de —. Assim:
e 2 ssim ,

| ¥=3 sen(2 (x+%))-l

il

=l

.
o
=

Figura 1.28

e Finalmente, y = ’35en [2 <x+ %)} —1} é obtido por reflexdo

dos pontos do grafico de y = 3sen [2 (x+ %)} — 1 com orde-
nada negativa em torno de eixo x:

’ y :‘3 sen(Z (x +%))—1 ‘

A g

=]
o

Figura 1.29
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Apéndice ? 7
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AD1 (SIMULADOS E PASSO A PASSO)

Caro aluno, lembre-se de que os simulados sejam de AD’s
ou AP’s sdo somente algumas alternativas de perguntas. O pro-
fessor da disciplina tem inimeras formas de elaborar perguntas
equivalentes ou perguntas totalmente diferentes. O que preten-
demos com este trabalho & estimular o raciocinio do aluno e ndo
€ nosso objetivo criar formulas ou macetes de provas onde o
aluno sem sequer ler a questdo ou raciocinar vai e aplica uma
formula porque essa formula foi cobrada em provas passadas e
ndo porque ela seja necessaria nesse momento.

SIMULADO 1

(x—m)*
X—TC 2

[; cos(m sen(t))dt

2

12 Questdo - Calcule:  lim .

22 Questao - Seja R a regido compreendida entre os graficos de
y=2|x—2|-1,y=x>comx>0earetay =27 — 6x.

a. Esboce a regido R. b. Ache a area da regido R.

1
V1t

(1+sen (gﬁ)) dt para todo x € (0, +oo).

dt,

G(x)
32 Questdo - Considere a fungdo F(x) = / e’
0

x\2

onde G(x):/(S)

logsx
a. Mostre que F é derivavel em (0, +-<o).

b. Calcule F/(5).
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~ 3 X2 -2t
42 Questao - Dada a funcdo F(x) = / ———dt, mostre que
0

o _ t2+4
F & derivavel em R e determine;

a. F'(x)

b. os nlmeros criticos de F

c. os intervalos em que F é crescente e os intervalos em que
F & decrescente

d. se F tem um méaximo local ou um minimo local ou ne-
nhum dos dois

e. os intervalos em que o gréafico de F é concavo para baixo
e os intervalos em que o grafico de F & concavo para cima.

SIMULADO 2
12 Questao

a. Faca um esboco da regido R limitada pelas curvas
x=eYse y<0; x=eYsey>0;
x=y°—1sey<0; x=(el+1y—1sey>0;
y=-1.

b. Calcule a area da regido R.

22 Questdo - Seja g : R — R derivavel até a 22 ordem. Suponha
g’(x) sempre positiva ou sempre negativa em R e seja h a fungdo

h(x)
inversa de g. Considere F(x) = / g(t)dt onde a é constante.
a

a. Mostre que F e F’ sdo fungdes derivaveis.

9'(h())? —xg"(h(x))]

b. Verifique que F”(x) =

[9'(h(x))]®
32 Questao - Calcule:
X
x/ intdt
1 z
a. / 5@ — x| dx b, lim 4
-3 x—Z X — 7
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42 Questao - Seja R a regido compreendida entre os graficos de
y=x3 e x=y? sobreointervalo —1 <y < 1.

a. Esboce aregido R.

b. Represente a area de R por uma ou mais integrais em
relacdo a variavel x.

c. Represente a area de R por uma ou mais integrais em
relacdo a variavel y.

d. Calcule a area da regido R (Use a representacdo mais con-
veniente).

52 Questao - Considere a funcao

23511
(fl Vet ds) sen(t®) dt.

Mostre que H & derivavel em R e encontre H'(x).

PASSO A PASSO DO SIMULADO 1

Solugdo da 12 Questao

Observe que se tentamos calcular diretamente o limite, é
claro que o numerador tende para zero. Analogamente, calcu-
lando o limite do denominador quando x — m obtemos

T

/(Ef))cos(nsen(t))dt = 0. Usando a regra de L’Hopital, a 12

2
forma do Teorema Fundamental do Calculo e a regra da cadeia,

temos:

im | (x—)° Y i (E?)’(X_”)Z

o /(%2) cos(msen(t))dt o %/(%; cos(msen(t))dt
= lim 3= ° o

T (nsen (%)) (%) - %cos(n) =
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Solugdo da 22 Questao

a. Observe-se que

B | 2(x—=2)—1sex—2>0
y_2]x—2\—1_{ 2(2—x)—1sex—2<0 "’
isto &,
_f 2x—-5sex>2
| 3—2xsex<2

Observe que o grafico desta funcdo faz um bico no ponto
(2,-1).

Interceptando a funcdo y = x? com x > 0 e a semi-reta
y =3—2x, X < 2, obtemos

y=x% x>0 X2 =3 —2Xx
y=3-2X, Xx<?2 Xx>0,x<2

{ X2 +2x—3=0 - { (x+3)(x—1)=0

0<x<?2 0<x<?2 & x=1,

logo, y = 1. Portanto, temos o ponto (1,1).

Analogamente, interceptando a fung¢do y = x? com x > 0
e aretay = 27 — 6x, obtemos

y=x% x>0 X2 = 27 — 6X
y =27 —6X x>0

2 07— —3) =
{x+6x 27=0 @{(x+9)(x 3)=0 o x=3

x>0 x>0
logo, y = 9. Portanto, temos o ponto (3,9).

Similarmente, interceptando a reta y = 27 — 6x e a semi-
retay = 2x—5, x > 2, obtemos

y =27 —6X 27 —6x=2x—-5
y=2x—5sex>2 X>2

{ 32 =8x
& & X =4,
X>2

logo, y = 3. Assim, obtemos o ponto (4, 3).



A Figura 2.1 a seguir representa a regido R

Figura 2.1

b. Do grafico observamos que: R = R; UR2 UR3. Assim,
A(R) =A(R1) +A(R2) +A(R3)

onde A(R) representa a area da regido R.

Portanto:
2 3 4

AR)= [ [x2—3+2x]dx+/ [x2—2x+5]dx+/ 32— 8xdx
1

3 %2 2 3 oy 3 2
. X} +X——i+5x} +32x—81}
1 3 2 2 2 |3

[5-eed)- () o 3-eo)

(128 — 64) — (96 — 36)]

(g_z__+2) (15—%—6) + (64 —60)
,
3

l—|

1 39-1 38

38 . .
Logo, A(R) = 3 unidades de area.

Observe-se que também & possivel considerar o problema
na forma seguinte e encontrar a area de R como soma das
areas das novas regides R1, R, e Rs.
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y
b ------ (3,9)
x=27-y
6
P
=
x=3-y Ry X=phs
2 2
31-\ -
I
R, /.
1t - X === I
1 Rl 1 :
1 3 4 X
Y
Figura 2.2

Solucéo da 32 Questao

a. ComoG(x):/(S)

logs x
Afirmamos que G é derivavel em (0,+40). Com efeito,

note que

(1+sen (gﬁ)) dt paratodo x € (0,+co).

G(X):/mog ) (1+sen (gtz)) dt—‘r/o(é)z <1+sen (gt2>)dt,

isto é,

60— [ (s (Z)Jar [V (13 (260 )

para todo x € (0, o).

Por outro lado, desde que a fun¢do p(x) = logsx & de-
2

rivavel para todo x € (0,+-oe), a fungéo q(x) = (g) é

derivavel para todo x € R, e a funco (1 +sen (gtz» é

continuaem IR, segue da 12 forma do Teorema Fundamen-
tal do Calculo e da regra da cadeia, que G é derivavel em
(0,+)e

G0 (1o 5007)) g (e (52))) &
1
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G 3 1
Por outro lado, na integral definida/ e* dt a
J 0 , V1413
variavel de integracdo é t. Assim como, e nao depende
de t, segue que

G(x) G(x)
F(x) = / o1 g / ! & @2
0 0

V14t 1+t3
Defi FL(x) / L g d
efina X) = : onde
i ! 0 V14t
(%) T,
G(x) = /Iog5x (1+sen <§t )) dt para todo x € (0, 4-o0).

Mostraremos que F;(x) é derivavel em (0,+<0). Com
efeito, como a funcéo G é derivavel em (0, +-<) e como

V1413

Teorema Fundamental do Calculo e da Regra da Cadeia
que Fy é derivavel em (0,+o0) €

é continua em (—1,+oc0) segue da 1% forma do

F/(X) = ————G'(X (2:3)

Assim, podemos afirmar de (2.2) e (2.3) que F é derivavel
em (0, +o0), pois, & um produto de fun¢Bes derivaveis em

Gx) 1
0,+oo), a saber: u(x — e e Fy(x :/ dt.
( ) () 1() 0 m

Logo, F/(x) = e F/(x) + F1(x)e¥ (3x2).

. Da Gltima formula obtida em a) temos, em particular, que

(3(5)%).

3

F'(5) = e F/(5) + F(5)e5

Por outro lado, de (2.3), temos que F,/(5) = ———=G/(5),

512
e da defini¢do de G(x) temos que G(5) = /(5) (1 +sen (gt2)> dt

logs 5
:/11 <1+sen (gt2>>dt =0.

! dt:/oexs#dtzo.
V1413 0 V1413

. GO s
Assim, F(5):/ e*
0
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Por outro lado, de (2.1) temos que

o1 11005 o) g 1o (3()')) 42

ou seja,

/ - T 1 p 27 2 f
6'(5)=— (1+sen(2)) gg + (1sen(3)) =2t
Logo,

! —; / 1 ,L ﬂ
Portanto, F’(5)e53< %*%) % (2Ir|1:5 1)_

Solugdo da 42 Questao

X

Verifica-se que F (x) = (Goh)(x) onde G(x) = / 74
0

pelo Teorema Fundamental do Calculo é derivavel em R (\Veja
2

. , ~ . Xc —2X
que o integrando é uma fungdo continua) e G'(x) = Zid Por
outro lado, h(x) = —x também & derivavel em R e h'(x) = —1.
Assim, pela regra da cadeia, tem-se que F(x) = (Goh)(x) é

derivavel em R e

(=%)? —2(=x)

a. F'(x) = (Goh)(x) = G'(h(x))' (x) = (X214

(X2
N x24+4 )

b. Para achar os nimeros criticos de F procuramos 0s pontos
onde F’(x) = 0 ou ndo existe F’. Como, neste caso, F’

sempre existe, 0s (nicos nimeros criticos sao 0s nlmeros
tais que X2 +2x =Xx(x+2) =0, isto &, x=0e x = —2.

(=1)

c. Os intervalos em que F é crescente e os intervalos em que
F é decrescente,

Intervalos —o X< =2 | —2<X<0 | 0<X< +o0
Sinal de x — — +
Sinal de x + 2 — + +
Sinal de X2 + 4 + + +
Sinal de F'(x) — + -
Comportamento de F AW Ve Ny

Podemos afirmar entéo que F é crescente em (—2,0) e F
é decrescente em (—oo, —2) U (0, 4-0).
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d. Note que como F é derivavel em R podemos concluir que
F & continua em R, por outro lado de (c) e o teste da de-
rivada primeira podemos concluir que F tem um minimo
local em x = —2 e que F tem um méaximo local em x = 0.

v (222N (R4 (2x+2) — (4 2x)(2x)
S T

! MODULO 1

X% —4x—4)

APENDICE

B 2X3 4+ 8x 4 2x2 48 — 2x3 — 4x? 2
(x2+4)2 (x244)2

Observe que F”(X) =0 X2 —4x—4=0=x=24+22.

Intervalos —oo <X <222 | 2=2V2 <x<242V2 | 2422 <X < 4o
Sinal de X2 —4x — 4 + - +

Sinal de X2 + 4 + + +

Sinal de F”(x) + — +
Concavidade do

gréafico de F U N U

Podemos afirmar entdo que o gréafico de F & cbncavo para
baixo em (2 —2v2,2+ 2\/§> e o grafico de F & concavo

para cima em (—oo, 2— 2\/§> U (2 +2V2, +<>o>.
PASSO A PASSO DA SIMULADO 2

Solugdo da 12 Questao

a. A figura a seguir representa a regido R = R; UR».

y

y=-1 -1 /

Figura 2.3
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Precisamos da intersecdo da reta x = (e~1 4+ 1)y — 1 com
acurvax=e Y, y>0.

Igualando as equacgdes temos

= (}+1>y—1:ey:> (}+1)y:1+1
e e e

Observe que uma solucdo obvia da equacdo anterior é

=l=x=e1l="C,
y e
As outras intersecdes sdo imediatas como pode ser visto
na Figura 2.3.

b. A(R) =A(R1) +A(R2)

/ —(y* - dy+/ (e~ +1)y—1])dy
—/ —y*+1) dy+/ —[(e”t+1)y—1))dy
e (e et o))

3
1 1 1 2 1 1
PR D (R e I R S
e 3Jr e <+)2+ * 3 e 2 2

24-2-3 4 1 19 5 19e—15
% 2 6 2 g Unidades de

Solucéo da 22 Questao

a. Observe que as hipoteses dadas no exercicio nos permi-
tem utilizar o Teorema da Funcéo Inversa, assim podemos
afirmar que a funcdo inversa h & uma funcdo derivavel em

1
Requeh’'(x) = ———.
W)= gt
g'(h(x)) #0emR.
X 7
Seja G(x) :/ g(t)dt ¥x € R. E claro que, por hipotese,

- 7 a 7 e ~
g é derivavel em R logo g é continua em R. Entdo, pela
primeira forma do Teorema Fundamental do Célculo e o

Note que, pelas hipoteses dadas,
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X

Exemplo 3.2 do livro texto, resulta que G(x) = / g(t)dt
a

Vx € R é derivavel em R e G'(x) = g(x) Vx € R.

Por outro lado, & claro que
h(x)
(Gem() =G(h() = [ gtydt=F(x).

Como G e h s&o derivaveis em R, a regra da cadeia nos
garante que F & uma funcao derivavel em R e

F'(x) = (Goh)'(x) = G'(h(x))'(x) = g(h(x))h’(x).

Como g e h sdo fungdes inversas entdo (go h)(x) = X,
entédo

F/'(x) = xh'(x) =x- =

Note que F’ & o quociente da funcdo identidade I (x) =x e
da fungdo g’(h(x)) = (g’ oh)(x) # 0.

E claro que I(x) = x & uma funcdo derivavel sobre R.
Resta provar que (g’ oh)(x) & também derivavel. Com
efeito, sabemos que g’ é derivavel em R pois, por hipotese,

g tem derivada até a segunda ordem e h é derivavel como
visto anteriormente. Assim, como a composicao de duas
funcdes derivaveis é derivavel entdo (g’ oh)(x) & derivavel,
logo, pela regra da cadeia, temos (g’ oh)’(x) = g”(h(x)) h'(x).
Portanto, F' resulta derivavel.

. Usando a regra do quociente, temos que

Y ) —xg (OO (x)
Fw‘(wmm)‘ ) 2 '

Substituindo o valor de h’(x) obtido em (a), na expressao
da direita, obtemos

¢'(h(x)) — xg/(h(x)) - >

E g(h(x)) _ g'(h(x)) ~xg'(h(x))

[9'(h())I? I AGICONE
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Solugdo da 32 Questao

3 x3—xsex3—x>0 x3—xse (X3 —1)x>0
a. [x°—x|= =

—x34Hxsex—x<0

—x3+xse (xX*-1)x<0

Observe que (X2 —1)x = (x—1)(x+1)x.

Intervalos —o X< —1 | —1<x<0|0<x<l|1l<X<+oo
Sinal de x +1 — =+ + +
Sinal de x — — + +
Sinal dex—1 — - +
Sinal de (x> — 1)x — + — +

X3 — x| —x3 X X2 —X —x3 X x5 —X

Resumindo, temos que

X x| = x3 —x se x € (—1,0)U (1, +oo)
T 3 4xsexe (—e,—-1)U(0,1)

Assim,

1 -1 0 1
/ ]x3—x]dx:/ \x3—x\dx+/ \x3—x\dx+/ X3 —x|dx
-3 -3 -1 0

4

X X

4 2 4
14 12
*(‘Z*?)
11 3 F 1 1
42 4 2 402
Xsent
o

b. Note que lim —4———

T
=3 x—=

4
car a regra de L"Hopital

B

lim —2

-1 0 1
:/ —x3+xdx+/ x3—xdx+/ —x3 4+ xdx
-3 -1 0
402

2771 x4 270 ¥ x2\ 11
:‘Tﬂﬁ‘ﬂﬁ(‘ﬂ?ﬂ

Dt DT (_ (=3 (—3)2) B (21)4 (—1)2)

— 0 portanto podemos apli-

X X
x/ ﬂdt i x/ ﬂdt
x t L'H . dx x t

ISE

Yy
=7 X—

T
4
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d X sent X sent =

oL ([ ) 4 [N S

) dx \Jz t Tt =)

= || 4 4 &)

x—Z 1 g
. senx Xsent T T 2

= lim <x +/ dt):sen—+0:sen—:£.

X2 X Tt 4 4 2

~

APENDICE

Solucgdo da 42 Questao

a. O esboco da regido R é apresentado na Figura 2.4.

Figura2.4

b. Represente a area de R por uma ou mais integrais em
relacdo a variavel x.

1 ¢3
y
R] y;x3
7 y=-x
R3 R

Figura 2.5
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Observe que, neste caso, devemos dividir a regido em 3
sub-regides R1, R, e R3. Assim,

A(R) =A(R1) +A(R2) +A(R3)

—/1 (VR—¥) dx+/1 (—ﬁ—(—l))dx+/° (¢ — (—1))dx
B 0 0 -1
_/1(\/§_x3)dx+/l(—\/i+1)dx+/0 (S +1)dx

N 0 0 -1

c. Represente a area de R por uma ou mais integrais em
relacdo a variavel y.

Figura 2.6

Neste caso, s6 precisamos dividir a regido em 2 sub-regides,
logo

A(R) =/01 (yZ—W)dH/ol (5 —y?) dy.

d. Para calcular a area usaremos a representacdo em relacao

a variavel y.
Vo] eyt ]
A(R):§_T] +T_§]
-1 0
_ (1?3153 (1)
3 4 4 3

6 3 . ,
=73 unidades de area.
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Solugdo da 52 Questao

(fl23x2+1 1 ds)
Seja H(x) =x2 | [\ VL sen(t3)dt | = x2F (x),

()

( 123 1 #ds)
onde F(x) = VL sen(t3) dit.
<x254xr7>

Pelas propriedades da integral definida obtemos que

0 12 4+l 1 4
F(x) = / sen(t®)dt + / (l Vit )sen(t3)dt]

() 0

5x

(#) (52 i)
F(x)= —/ o sen(t3)dt+/ Ve sen(t3) dt
0 0

5x
Defina  Fy(x) = —/(Xz”)sen(t3)dt e
0

3 X241 1

2 ds
Fo(x) = /( ' Vst ) sen(t®)dt  parax e R.
0

Note que F(x) = Fi(X) 4+ F2(X) & definida para todo x € R.
Para mostrar que F é derivavel em R basta provar que Fi(x) e
F(x) sdo derivaveis em R.

Verifica-se que Fi(x) = (G1 o hy)(x) onde Gi(x) =

X
—/ sen(t®)dt pelo Teorema Fundamental do Calculo & deri-

0

vavel em R e hi(x) = X2517 também é derivavel em R sendo
2 2
B 3 _ (x*4T7)5-5x(2x)  5(7—x°)
Gy'(9) = —sen(C) e hy'() = =— == = Ty
Assim, pela Regra da Cadeia, tem-se que F;(X) = (Giohj)(x) é
derivavelem R e

3
F1’<X>=<Gloh1>’<x>:Gl'<h1<x>>h1'<x>:—sen<( E ))M

X2 +7 (X2 47)?

Analogamente, verifica-se que F,(x) = (G2 o h2)(x), onde
X
Gao(x) = / sen(t%) dt pelo Teorema Fundamental do Calculo é
0
derivavel em R e G,/(x) = sen(x3).
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2+l q
Por outro lado, hg(X)/ ds = (FRsoh3)(x) onde
¢ g 1 s2+1
X) = ds pelo Teorema Fundamental do Céalculo é
F3(x) /1 0P

derivavel em R e h3(x) = 2v/x2 + 1 & também derivavel em R,

1 2 2 4x
/ _ / _ Syl -5 -
sendo F3/(x) = x2+1eh3 (X)_S(X +1)73(2x) 32113

Assim, pela Regra da Cadeia, tem-se que hy(x) = (Fsohs)(x)
é derivavelem R e
h2'(x) = (Fsoha)'(x) = R/ (hs(x))hs'(x)
B 1 ‘ 4x B 4x
UETIP+1 302+1)° U TIRVATR T +1
Logo, pela Regra da Cadeia novamente, tem-se que
Fo(x) = (G2 0ohy)(x) é derivavel em R e

R/ (x) = (G20 hy)'(x) = G2’ (ha(x))h2' (x)

29x+1 1 Ax
=sen —ds . 5
1 vsi+l BIE+L)2/AHE+T +1

Note que H(x) = x2-F(x). E claro que x2 & derivavel em
R e acabamos de mostrar que F € derivavel em R. Como o
produto de funcOes derivaveis é derivavel, finalmente, podemos
afirmar que H(x) = x°F (X) = x?(F1(x) + F2(x)) & derivavel em
R e usando a regra do produto temos que

H'(x) = x*(Fa(x) + F2(x))" + 2x(Fa(x) + F2(x))
=x*(F1'(x) + R/ (x)) +2x(F (x))

Substituindo os valores de F(x), F1’(x) e F/(x) achados an-
teriormente obtemos a resposta.



Apéndice 3

GABARITOS DOS SIMULADOS DA AP1

GABARITO DO SIMULADO 1

Solugdo da 12 Questao

SejaR = R URy aregido pedida, onde R; é a regido situada
abaixo do eixo x e R, € a regido situada acima do eixo Xx.

Entdo, a area da regido € A(R) = A(R1) + A(Ry).
Célculo de A(Ry):

A(Ry) = /O [(y*—y)— (y—y?)]dy = /Oz(y?’ +y? —2y)dy

S i
[ } > unidades de area.

Calculo de A(Ry):

A(Rz) = /01[(y—y2) — (Y —y)ldy = /01(2y_y2 —y3)dy

:zﬁ_ﬁ_y_“rz[l 1 1} _ [w}

12

5 ;
= — unidades de area.
12

Assim,

8 5 3245 37
AR)=A(R1)+A(Ry) = §+E TJZF_E unidades de area.
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Solugdo da 22 Questao

Notemos inicialmente que

-1 0/t—1 -1
F(x):/SX (t—2+1>dt:/gx (t—2+1>dt+/o (t—2+1>dt
2

-1 X t—1
__/0 (m>dt+/o (m>dt.

Derivando, temos
s d /3X t—1 d /X2 t—-1
F'(x) = ax \ o 71 dt +dx A e dt |.

E usando a 12 forma do Teorema Fundamental do Calculo e
a Regra da Cadeia, temos

3x—1 X2 —1
/ —_— R _—
F'(x) = 3(9X2+1>+2x(x4+1>.

Solucéo da 32 Questao

2
a. /x3ex dx

Considere |, — x2 — du = 2xdx

dv=xedx = v= %exz

Integrando por partes, temos
1 1
/x3e"2 dx = Exz e 5 /er"2 dx

1 1
S Ee"z(x2 —-1)+C.

3 X2 12x2
x°et dx = =xe" —
/ 2 2

40X
b, / dx
0 V14+2x
: 1
Considereu=1+2x = du=2dx e x:é(u—l)

Sex=0,entdou=1.

Sex =4, entdou =09.
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Portanto,

4 X Olu—-1)du 1 9/ 1
_ [ 2 au_ 2 3 3
/o —1+2xdx_/1 N 4/1 (uz u 2)du

2 3 17° 1
‘Uz —2uz| ==
-] =

1
4
1 20 10
Se7-9-1-3) =T =3

b/

2
C. [; cotg®(x) cossecx dx
7

Fazendo a substituigdo u = cotg(t) = du = —cossec?(t)dt
Fazendo a mudanca dos limites de integracé@o

T T T
set_z:u_l set_E:u_cotg(§>_0

Obtemos
z 0 1
/ cotg3(x)cosseczxdx:—/ u3du:/ uddu
z 1 0
T !
4 0_ 4

Solucéo da 42 Questao

a. Aregido R & mostrada na Figura 3.1:

O\
\
N

o X

=

Figura 3.1
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b. Na Figura 3.2, mostramos também um retangulo tipico
(ou representativo) vertical na regido:

N

o X

Figura 3.2

Neste caso, a representacdo da area é feita por uma inte-
gral em relacdo a variavel x:

c. Dessa forma, a regido

R precisa ser dividida em duas re-

gides. Na Figura 3.3, mostramos um retangulo represen-
tativo horizontal em cada regido:

_.________
=

Figura 3.3



Neste caso, a representacdo da area é feita por duas inte-
grais em relacdo a variavel y:

AR) = /y—dy+/ —Iny)d

d. Observe-se que a representacdo mais conveniente &, neste
caso, a representacao em relacdo a variavel x:

A(R):/Ol (ex—\/?)dx:/ol (ex—x%> dx:ex—zg}1

0
2 2 5

—el -2 _e0—e_Z_1—e—> unidades de area.
3 3 3

GABARITO DO SIMULADO 2

Solucéo da 12 Questao

a. Aregido R é mostrada na Figura 3.4:

MEYEN
i
=2
2 & ok
R
1 =1
0 2 *
Figura 3.4

b. Nesta forma, a regido R precisa ser dividida em duas re-
gides, na Figura 3.5 mostramos um retangulo representa-
tivo vertical em cada regido.

SN
PR

2 & y=2
N\
RI:RZ

I e

0 i 5 *
Figura 3.5
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Neste caso, a representacao da area é feita por uma inte-
gral em relacdo a variavel x:

AGD:iA%u2+1y—de+A2(%—1)dx

1 2 2
:i/ %dx+l/ (——1)dx
0 1 X

c. Na Figura 3.6 mostramos também um retangulo tipico
(ou representativo) horizontal na regido.

)
) jx\
¥ 2
2 | y==%
RRy
] 1
y=1
0 3 N
Figura 3.6

Neste caso, a representacdo da area é feita por uma inte-
gral em relacdo a variavel y:

A@):Af(g—v@ii>dy

y

d. Observe-se que a representacdo mais conveniente &, neste
caso, a representacao em relacdo a variavel y:

Am)ﬁf(zv@1>m/mnyzw:;ﬁ]2

y 1
2 B 6In2—-2

=2In2— 3= 3 unidades de area.

Se a representacdo mais conveniente para vocé é a repre-
sentacdo em relacdo a variavel x. Entdo

1
1 2 3
A(R):/ x2dx+/ (g—1>dx:x—
0 1 \X 3 0

1
:§+2In2—2—2 Ir;l +1

2
44mmﬂ—nh

 6In2-2

3 unidades de area.

A(R)

260 CEDERJ



Solugdo da 22 Questao

Observe que o integrando f (t) = cost? & uma fung&o continua
para todo t nimero real.

(Inx)? 1 (Inx)?
F (x) :/2 cos(tz)dt:/2 cos(tz)dt+/ cos(t?)dt
X X 1

X2 (Inx)?
F(x) :—/ cos(tz)dt+/ cos(t?)dt.
1 1

Logo, utilizando a 12 forma do TFC e a regra da cadeia em cada,
somando, obtemos

F’(x) = —cos(x?)2[x?]' + cos ((Inx)z)2 [(Inx)?]/

Ou seja,
F/(x) = — (cos (x*)) 2x+ (cos(Inx)*) (; Inx)

— (; Inx> cos(Inx)4 — 2x cos(x4).

Solucéo da 32 Questao

a. Para resolver a integral definida, usaremos o método de
substituicdo:

Faca a substituicdo u =tg2x = du = (sec?2x)2dx =
u . .
- = sec?2xdx. Precisamos também fazer a mudanca dos

. : ~ . . T .
limites de integra¢do. Enquanto x varia de O até 3 u varia
deu=0até u=1. Logo,

2 Inx .
b. Neste caso, para calcular 2 dx, usaremos a formula
1

de integracdo por partes para integrais definidas. Faca
1 1 1
u=Inx = du=-dx, dv=—dx = v:x—:——.
X X -1 X
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Assim,
2
2 2
/ Inzxd = (Inx) <_1>] _/ (_E)de
1 X X L 1 X/ X
_ 2 /2 2gy_ N2 x'7_ 2 17

Do Calculo I, sabemos que

X _ eIn2X — XIn2 — XX — exIn2ox ex(l+|n2)

Logo,

/erde:/ex(l+ln2)dX: F]m/(l+|n2)ex(l+ln2)dx
ex(1+ln2) zxex

= axm2) Ty ¢

Solugdo da 42 Questao

a. Lembre que o grafico de y = 4 — x? & uma parabola de
vértice em (0,4) que abre para baixo. O esboco do gréfico
da fungédo f no intervalo dado & mostrado na Figura 3.7.

y ¥y
2
I/__f(x\“"‘x
RI
3
a ]3 X RZ' X
Figura 3.7 Figura 3.8
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b, /03f(x)dx:/og(4—x2)dx:4x—§r: (4(3)-%)
—12-9=3, 0

Para interpretar o resultado em termos de areas, observe
na Figura 3.7 que a funcdo f(x) =4 —x? & maior ou igual
a zero no intervalo [0,2] e a fungdo f & menor ou igual
que zero no intervalo [2,3]. Logo, a integral definida dada
pode ser interpretada como a diferenca de areas:

3 2 3
/0(4—x2)dx:/0 (4—x2)dx+/2 (4 —x?)dx
=A(R1) +—A(Rz) = A(R1) —A(R2)

onde as regides R1 e R, sdo mostradas na Figura 3.8. A
diferenca, neste caso, & o nimero positivo 3 e indica que
a diferenca dada é positiva, isto é, A(R1) > A(Rz) o que
pode ser visto também na Figura 3.8.

. Observe que, neste caso, a regido R pedida é a unido das
regides Ry e R, mostradas na Figura 3.8, logo A(R) =
A(R1) +A(R2).

3

A(Ry) :/02f(x)dx:/02(4—x2)dx:4x—%r

0

ARy) =— [ f(x)dx= —/23(4—x2)dx: —4x+§E

- (_4(3)+3;—3> - (—4(2)+2§3> - —12+9+8—§

B 8 7

— 3= 3

Portanto,

ARR)=A(R1) +A(Ry) = % +g = 23—3 unidades de area.

. Note que /03|f(x)|dx:/02|f(x)|dx+/23|f(x)|dx

Observe na Figura 3.8 que a funcdo f(x) = 4 —x? & maior
ou igual a zero no intervalo [0, 2] e a fungdo f é menor ou
igual a zero no intervalo [2, 3].
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a. F’(x):x?’-i{

Assim,
3 2 3
/0 If(><)|d><=/0 f(x)dx+/2 (—f(x))dx.

Calculando diretamente as integrais definidas ou utilizando
os resultados do exercicio 4 (c) temos que

2 16 3 7
/Of(x)dx:§ e /Z—f(x)dx:g.

3 6 7 23
Logo, /Ojf(x)\dx_§+§—§.

GABARITO DO SIMULADO 3

Solugdo da 12 Questao

X X
/ arctg(tz)dt} +3x2-/ arctg(t?) dt.
1

dX1

X

Seja G(x) :/ arctg(t?)dt. Observe que o integrando
1

f(t) = arctgt? & uma fungdo continua para todo t nimero

. d
real. Assim, pela 12 forma do TFC temos que &G(x) =

arctg(x?) para todo x € R. Logo,

X

F/(x) :x3-arctg(x2)+3x2-/ arctg(t?)dt
1

Portanto,
1 T
F'(1) =arctg(1) +3 / arctg(t?)dt = arctg(1) = 7
1

—
0

. Dos seus conhecimentos de segundo grau vocé sabe que

y =x? —1 & a equacio de uma parabola de vértice em
(0,—1) e raizes em x = —1 e x = 1. Por outro lado, dos
seus conhecimentos de Pré Céalculo ou do Apéndice 1 do
Caderno da Coordenacdo, sabemos que o grafico de
y = |x?> — 1| & obtido refletindo os pontos do grafico de
y = x> — 1 que tem ordenada negativa em torno do eixo X,
como mostra a Figura 3.9 no intervalo [—1,2].
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Figura 3.9 Figura 3.10

Logo, utilizando as propriedades da integral definida po-
demos dizer que

2 1 2
/ |x2—1|dx:/ |x2—1|dx+/ X2 —1|dx

Solugdo da 22 Questao

a. Faga a substituicio u = (1—t%) = du= —4t3dt = t3dt =
_du Logo
4 -9

/t3(1—t4)7dt = —%/u7du

_ 1 {“8] Co—ta_theic

:Inx] /emxd —1- /emx (3.1)

1 - .
Faca u = Inx = du = —dx. Mudando os limites de inte-

X
gracdo, temosque: sex=1=u=Inl=0esex=e=
u=Ine=1.
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Substituindo (3.2) em (3.1), resulta

€1 —Inx 1 1
dx=1—=-=-.
/1 X 2 2

Solugdo da 32 Questao

a. Faga u=x = du=dx, dv=sec’xdx = v = tgx.

Assim,
/xseczxdx:xtgx—/tgsdx

Por outro lado,

du

—_—

—senxdx

tgxdx=— [ ——— = —In|cosx|+C

COSX
~—

u

Substituindo (3.4) em (3.3), resulta

/xseczxdx — xtgx +In|cosx| +C.

b. /(sent)% cos’tdt = /(sent)%coszt-costdt

= /(sent)%(l —sen’t) - cost dt.

Faca a substituicdo u = sent = du = costdt, logo

/(sent)% (1—sen?t) -costdt = /u%(l—uz)du

3 7
1 5 2u2  2uz
_/<u2—u2>du—T—T+C

_25en%t Zsen%t
3 7

+C.
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Solugdo da 42 Questao

a. Nesta forma, a regido R precisa ser dividida em duas sub-

regides como mostra a Figura 3.11. Mostramos também
nela um retangulo representativo vertical em cada sub-
regido.

y=(x-1)’

x+y=3

Figura 3.11

Neste caso, a representacdo da area é feita por duas inte-
grais em relacdo a variavel x:

1 2
A(R):/O (1+vX) - (x—1)2) dx+/1 (3-x)— (x— 1)) dx.
Ou, em forma equivalente,
A(R):/O1 (1+ VX) dx+/12(3—x)dx—/02(x—1)2dx.

. Nesta forma a regido R também precisa ser dividida em
duas sub-regides como é visto na Figura 3.12. Nela mos-
tramos também um retangulo representativo horizontal em
cada sub-regido.

y=(-1)”

x+y=3

Figura 3.12
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Neste caso, a representacdo da area é feita também por
duas integrais em relacdo a variavel y:

1 2
AR = [+ V9 - = ymdy+ [ (B—y) - -1y
2 2
_ _\2
—/0 2ﬂdy+/l (2+y—y")dy

c. Searepresentacdo mais conveniente para vocé é a representacao
em relacdo a variavel x, entao

A(R):/Ol (1+\/>_<)dx+/12(3—x)dx—/02(x—1)2dx

1
2x3 XZ]Z (x_l)T
=X+—| +3X—+%| —
3 0 2 1 3 0
2 1 2 5
:1 — 4_ _—— = = — 5 .
+ 3 +4—-3+ 5 3% unidades de area

Se a representacdo mais conveniente para vocé é a representacao
em relacdo a variavel y, entao

3

v 2 v
A(R):4— 0+{2y+§—§:|]

3
4 8 11 1
_§+(4+2—§)—<2+§—§> =2+
>
2

unidades de area.
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Apéndice 4 7

PASSO A PASSO DOS EXERCICIOS SUPLEMENTARES
E OUTROS PROPOSTOS NO CADERNO DIDATICO

SEMANA 1

NOTACAO SIGMA

Escreva as somas dos exercicios a-c sem a nota¢do sigma. De-
pois calcule-as.

s 6k : : k+1 n
a Y il b. kg'lCOS(kﬂ) c. Y (=1)“"*sen (kZ>

Solugéo:

2
6k  6(1) 6(2) 6 12
a = S+ =344=7
Zki1 141241 273 °F

4
b. ) cos(km) = cos(1x) +cos(2x) + cos(3x) + cos(4m)
k=t 1 1 1 1
= 141-1+1=0

= (—1)%sen (%) +(—1)%sen (g) +(=1)*sen <3g>
T — y

V2 1 V2
2 2

V2 V2 5,

:——1 _—
2 - 2
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Use a notagdo sigma para escrever a soma:
[ 1 2 8
N _5<§)+3}+{5(§>+3}+...+[5(§>+3]
B 2 2
b 1_<z_1>]<%)+...+ 1_<2_n_1> (2)
n n n n

Solucgéo:

a. Encontre a formula para a soma de n termos:
1

iﬁ(k—l)z.

k=1
b. Use a formula achada em (a) para calcular:
n

. 1 )
Yim 2, Fs (k= 1)~

Solucéo:
n 1 2 1 n 1 n »
k=1 k=1 =
1 n ? 2 n n

=52k —@2 21

k=1 - &
_1n(n+1)(2n+1) n(n+1)+ N
3 6 M2 n3
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(2n? +n+2n+1) n 1 1

- 6n2 T
_ (2n®+3n+1) 1 1.1 1 1
B 6n2 n 3 2n 6n2 n

b. Lembre-se de que lim <1> =0.
Nn—oo \ N

n
o 1 sa . (1 1 1 1\ 1
Assim, r!mk§:1—n3 (k—1) _,!'_Tc <§+_2n +—6n2 _ﬁ> =3

RETANGULOS PARA SOMAS DE RIEMANN

Esboce o grafico de f(x) = x? — 1 no intervalo [0,2]. Divida o
intervalo [0, 2] em quatro subintervalos de comprimentos iguais.

Depois acrescente ao seu esbogo os retdngulos associados com
4

a soma de Riemann ) f(x,)Ax,, tomando x, como a:
k=1

a. Extremidade esquerda dos subintervalos.
b. Extremidade direita dos subintervalos.

c. Ponto médio do k-ésimo subintervalo.

(Faca um esboco para cada conjunto de retangulos).

Solugdo: Na Figura 4.1, mostramos o esbogo do grafico de
f(x) = x> — 1 no intervalo [0,2].

Figura 4.1
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Na Figura 4.2, mostramos o intervalo [0,2] dividido em quatro
subintervalos de comprimentos iguais.

Figura 4.2

a. Na Figura 4.3, mostramos o esboco dos retdngulos associa-
4
dos com a soma de Riemann ' f(x)Ax,, tomando x, como

k=1
a extremidade esquerda dos subintervalos. Observe que f, na
extremidade esquerda dos intervalos, tem os seguintes valo-

1 1\? 1 3
. _ N2 _ - _ - I e
res: f(0)=0°-1= 1,f<2)_<2) 1_4 1=-=;

f(1)=(1)2-1=1-1=0; f (g) = (2)2121%

y=x2-1

0JA1 2

Figura 4.3

b. Na Figura 4.4, mostramos o esboc¢o dos retdngulos associa-
4
dos com a soma de Riemann >’ f(x,)Ax,, tomando x, como a

k=1
extremidade direita dos subintervalos. Observe que f, na extre-

. . . . 1
midade direita dos intervalos, tem os seguintes valores: f <§) =

2
(%) T T O 160 A O R

3 3\? 9 5 )
f<§>_<§) —l=-1=31@=2"-1=3
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y:xz-l

0;/1 > "

Figura 4.4

c. Na Figura 4.5, mostramos o esbo¢o dos retdngulos associa-
4

dos com a soma de Riemann Y’ f(x)Ax,, tomando x, como
k=1
0 ponto médio do k-ésimo subintervalo. Observe que, neste

L i - 1357
caso, 0s pontos médios dos intervalos dados sdo x, = AVLVAVE

Note-se que f no ponto médio dos intervalos tem os seguin-

1 1) 1 15 (3
tes valores: f <Z> = <Z) —1= 1_6_1: ~I5’ f(z> -
2 2
NP L9 75\ _ (5 B
4 16 16" \4 4 16

2
O TV (T % B
16 4 4 16 16

Figura4.5

EXPRESSANDO LIMITES COMO INTEGRAIS

Suponha que os limites dados s&o limites de somas de Riemann
Sn e que existem para qualquer sequéncia (S,) de somas de
Riemann de f no intervalo dado. Expresse os limites propos-
tos nos exercicios a-c como integrais definidas.
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n
. 2 .
a. r!LrQOI(Zl (x> —3x,) A, no intervalo [—7,5].

n
: V) :
b. '!ﬂ’lgl‘/‘l x,2 Ax, no intervalo [0, 1].

n
c. lim )’ sec(x,)Ax, no intervalo [——,0}.
N—oo
k=1

&~

Solugéo: Considerando as hipoteses dadas e a definigdo da integral
definida nos intervalos dados, podemos entdo afirmar que:

5

n
: 2 _ 2 _
a. JLﬂé(xk —3x,) AX, _17(x 3x) dx.

n 1
b. Iimzw/4—xk2Axk:/ V4 —x2dx.
n*>°°k:1 0

n 0
. lim X )AX, = Xdx.
c rHmgtlsec( JAX, / secxd

Bl

CALCULANDO UMA INTEGRAL DEFINIDA COMO
LIMITE

2
Calcule a integral definida / (x* —1)dx usando a definicio

por limite de somas de Riemann. Interprete o resultado geome-
tricamente.

Solugdo: Observe que a fungdo f(x) = x> — 1 & continua em [0,2] e
portanto integravel em [0, 2].

2
Portanto, / (X —1)dx= r!|_>m Sn para qualquer sequéncia (S, ) de
0 (o)
somas de Riemann de f em [0,2].

) ) ) b—a
Assim, em particular, podemos considerar AX, =X, —X, , = =

2—(0 2

%: ﬁ,parab:2,a:0ek:1,...,n.
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Para cada inteiro n > 1 consideremos 0s pontos: a =

0
2 2 2 2 2
u=0+2 =2 a=0+2(2) =2(2). x =0k (2) -
n n n n n

k(g),...,xn:OJrn(g) =2=h.
n n

Comot, € [x, ,,X,]; podemos escolher por exemplo a extremidade

- . 2
direita dos subintervalos t = x, =k (ﬁ) Logo,

- () () -

Assim, a Soma de Riemann de f(x) = x? — 1 sobre [0, 2] seré:

- Broco 3 (%) ()2 (5

k=1 k=1
_2i4k2 Zil

n& o ng
Assim,

8 < 2 8 n(n+1)(2n+1) 4(n+1)(2n+1)
=—YK-Sn=—= —2= -2
Sn n3k§1 n' o n 6 3n?
_§(2n2+n+2n+1)_2
3 n '

, 4(2n2+3n+1) 4 3 1
Istoé, Sp=z—5——"—-2=-(24+—+—)—2.
stoe,  Sn=7 7 3\ 2t -t

) .1 1
Assim, lembrando que lim — =0 e lim — =0, resulta:
N—sco N—seo N

2 - -
/o (x —1)dx_—r!|m Sh _—r!lm [—3 <2+—n+—n2)—2} = —3—2_— 3

Observe que como neste caso f assume valores positivos e negati-
Vos, entdo a soma de Riemann é a soma das areas dos retangulos que
estdo acima do eixo x e 0 negativo das areas dos retangulos que estao
abaixo do eixo x (veja as Figuras 4.3, 4.4 e 4.5 do Exercicio 4.4 deste
Apéndice, como casos particulares destas somas). Quando tomamos o
limite de tais somas de Riemann, obtemos a situacdo ilustrada na Fi-
gura 4.6. A integral definida, neste caso, pode ser interpretada como
area liquida, isto é, a diferenca das areas da regido acima do eixo x e
abaixo do grafico de f, e a area da regido abaixo do eixo x e acima do
grafico de f.
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Figura 4.6

UsO DA AREA PARA CALCULAR INTEGRAIS

Nos exercicios seguintes, esboce o grafico dos integrandos e use
as areas para calcular as integrais.

4 x
a /_2(§+3>dx
1
b./ x| dx
2
b
c./23ds,0<a<b
a

Solucéo:

a. %

Figura4.7

. -2
Considerey = f(x) = ;+3. Observe que f(—2) = > +3=2
eque f(4) = g+3:5.
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Neste caso, podemos ver facilmente na Figura 4.7 que

4 ’
/ (g +3) dx = Area do trapézio de base menor de compri-
2

+
w
N———
o
>
I
5
_|_
N
D
I
N
|_\
n MODULO 1

mento f(—2) =2, base maior de comprimento f(4) =5 e altura
b—a=4—(-2)=
: 4 X
Assim, /_2 (5 > N
Q
b =
a
Y <
:
|
: 1
|
i :
2 1 X
Figura 4.8
X, X>0
Observe que y = f(x) = |x| _{ X x<0"

Neste caso, podemos ver facilmente na Figura 4.8 que
1 0 1 i

/ ]x|dx:/ —xdx+/ xdx = [Area do tridngulo retangulo
-2 -2 0

de base 2 e altura f(—2) =21 + [Area do triangulo retangulo
de base 1 e altura f(1) =1].

. 1 22 1.1 5
A e T
ssim, /fJx\dx > > >
c. 0<a<b
y
5
7
%
a S
Figura 4.9

Considere y = f(s) = 2s. Observe que f(a) =2a >0 e que
f(b)=2b>0.
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Neste caso, podemos ver facilmente na Figura 4.9 que
b .
2sds = Area do trapézio de base menor de comprimento

f?a) = 2a > 0, base maior de comprimento f(b) =2b >0e
altura b —a.
b _
Assim, / 2sds = (2a+2b)(b—2a)
a

2

= (b? —a?).

USANDO PROPRIEDADES DA INTEGRAL DEFINIDA
E VALORES CONHECIDOS PARA ENCONTRAR OQuU-
TRAS INTEGRAIS

Suponha que f e g sejam continuas e que
2 5 5
/ f(x)dx = —4, / f(x)dx =6, / g(x)dx =8.
1 1 1

Use as propriedades da integral definida para calcular as seguin-
tes integrais:

2 1 2

a. / g(x) dx b./ g(x) dx c. [ 3f(x)dx
2 5 1
5 5

d. /Zsf(x)dx e./ [ (x) — g(x)] dx f./ [4£(x) — g(x)]dx

1 1

Solucéo:

2
a. /2 g(x)dx \:/ 0.

def. 1.1 (1) Semana 1

1 5
b. /5 g(x)dx = —/1 g(x)dx\:/—&

def. 1.1 (2) Semana 1 dado

2 2
c. /1 3F(x)dx = 3/1 f()dx = 3(~4) =12
prop. dado

d. Observe que, pela propriedade aditiva da integral definida, te-

mos que
5 2 5
/1f(x)dx:/1 f(x)dx+/2 £(x) dx.

Assim,
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e. /15[f(x)—g(x)]dx:/15f(x)dx—/159(x)dx\:/6—8:—2.

dados

f. / [4f(x dx—/54f(x)dx—/lsg(x)dx

_4/ dx—/ g(x)dx = 4(6)~ (8) =24~ 8 =16.

dados

SEMANA 2

Nos exercicios a-b, mostre onde as funcdes sdo derivaveis e de-

termine ﬂ
dx

X 2
a. yz/ V2 + cos?t dt b.y:/
2 S

—dt
ec(x?) t44+1

Solucgéo:

7x2
a. Observe que podemos escrever y = / V2+cos?tdt =
(Hog) (x), onde H(x / V2+cos’t dt e g(x

E claro que f(t) = v2+cos’t & uma fungdo continua
vt € R. Assim, pela primeira forma do Teorema Fundamental
do Célculo podemos afirmar que H & derivavel em R e
H’(x) = v/2+cos2x. Por outro lado, a fungdo g(x) = 7x% &
derivavel em R e g’(x) = 14x, logo, pela regra da cadeia Hog
é derivavel em R e

(Hog)'(x) = H'(g(x))g'(x) = (v/2+cos? (12) ) 14

= 14x,/2 + cos?(7x?), para todo x € R.

2 1
b. Observe que podemos escrever = / ——dt =
q P y secp2) 14+ 1

sec(x®) 1 x 1
—/2 a0t =~ (Hog)(x), onde H(x):/2 gt e
g(x) = sec(x?).

, 1
E claro que f(t) =

clero que T(l) =57 ,
sim, pela primeira forma do Teorema Fundamental do Calculo

é uma funcdo continua vt € R. As-
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1
podemos afirmar que H é derivavel em R e H'(x) = i Por
1
outro lado, a fungdo g(x) = sec(x?) = 0508) é derivavel em

{i,/ (2n+1)m } n=0,1,2... (Justifique!) e g'(x) =

sec(x?)tg(x?)2x, Iogo pela regra da cadeia H o g é derivavel em

R — jE\/@} n=012. e (Hog)(x) =

2 2
H'(9(x))g'(x) = <%) para todo x € R —
{i,/@},nzo,l,z....

2

dt =
sec() t4+1

2+l | dy 2xsec(x?) tg(x?)
{i 2 } =012.. __( sect(x2) +1 )

® dx
2 n
paratodoxe]R—{ n+ } n=0,1,2..

Assim, y = —(Hog)(x) & derivavel em R —

Exercicio 4.10.

Usando a 12 forma do Teorema Fundamental do Calculo, deter-

X

mine a reta tangente ao grafico de f(x) =3 +/ sec(t — 1)dt
1

emx=—1.

Solugdo: Lembremos do Calculo I que a reta tangente a fungéo
y = f(X) no ponto (xo, f(Xo)) & dada por

y— f(x0) = f'(Xo)(X—Xo) (4.1)
Neste caso xo = —1, logo a equagdo da reta tangente &

y—f(=1)=f'(-1)(x+1), (4.2)
onde falta encontrar f(—1) e f/(—1). Note-se que f(—1) =3+

_1)2
/ sec(t —1)dt =3+ 0 =3 e usando a 12 forma do Teorema Fun-
1

damental do Célculo e a regra da cadeia resulta que f/(x) = 0+sec(x? —
1)2x = 2xsec(x> — 1) = f/(=1) = 2(-1)sec((-1)? — 1) =
2(—1)sec(0) = —2.

N——

1
Substituindo em 4.2 os valores achados, resultay —3 = —2(x+1).
280 CEDERJ



Exercicio 4.11.

Use a 12 forma do Teorema Fundamental do Calculo para deter-

minar o valor de x que maximiza o valor da integral
X+3

y= / t(5—t)dt. Problemas como esse surgem na teoria ma-
X
tematica das elei¢Ges politicas.

Solugéo: Observe que f(t) =t(5—t) & uma fungdo continua vt € R.

y:F(x):/XX+3t(5—t)dt:/Xot(S—t)dt+/0X+3t(5—t)dt

X X+3
:_/0 t(5—t)dt+/0 t(5—t)dt.

Assim, usando a 12 forma do Teorema Fundamental do Céalculo e
a regra da cadeia podemos afirmar que

F'(x) =—x(5—%)+(x+3)(5— (x+3)) = —x(5—x)+ (x+3)(2—X)
F/(X) = —(5X —X%) +2X — X% 4+ 6 — 3Xx = —5X+ X% —x? — X+ 6 = 6 — 6X
F'(x) =6(1—x).

Assim, o Gnico nimero criticode F é x = 1.

Intervalos —o<X<1 1<X< +oo
1-x + —
F’ + —
F /! ¢

Portanto, F & crescente em (—eo,1) e F & decrescente em (1,+-).

Logo, pelo teste da derivada primeira, resulta que existe um maximo
relativo em x = 1. Como x = 1 & o (nico nimero critico de F em
(—oo,00) podemos afirmar que em x = 1 existe um méximo absoluto.
Portanto, o valor de x = 1 maximiza o valor da integral.

Exercicio 4.12.

Suponha que g seja a funcdo derivavel apresentada no grafico
dado na Figura 4.10 e que a posi¢do no instante t (segundos) de
uma particula deslocando-se ao longo do eixo das coordenadas

t
sejas(t) = / g(x) dx metros. Use o grafico dado na Figura 4.10
0
para responder as perguntas a seguir. Justifique suas respostas.
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g.

Figura4.10

Qual é a velocidade da particulaemt = 3?
A aceleracdo no instante t = 3 & positiva ou negativa?

Qual é a posicdo da particula no instante t = 3?

. Quando a particula passa pela origem?

Quando a aceleracdo é zero?

Quando a particula move-se no sentido positivo, isto é,
para frente? E quando a particula move-se no sentido ne-
gativo, isto é, para tras?

De que lado da origem a particula se situaemt = 9?

Caro aluno, lembre-se de que a velocidade e aceleracdo de uma
particula que esta se movendo em uma reta foram estudados na
Aula 14, Mbdulo 1, da disciplina Calculo I.

Solugéo:

a. Dadisciplina Célculo | sabemos que a velocidade de uma parti-

cula deslocando-se ao longo do eixo das coordenadas no ins-
tante t, & dada por v(t,) =s'(t,).

Por outro lado, como g é derivavel entdo g & continua. Logo,
usando a 12 ftorma do Teorema Fundamental do Calculo, temos
que s(t) = / g(x)dx é derivavel e v(t) = s'(t) = g(t). Portanto,

0
/ — —
s'(3)=9(3) = 0mis.

Fig. 4.10



b. Da disciplina Célculo | sabemos que a(t) = s”(t), do item a
sabemos que s'(t) = g(t), entdo a(t) = s"(t) = ¢'(t), em parti-

cular,
a(3) =s"(3) =g'(3). (4.3)

Por outro lado, observando o grafico de g, podemos notar que
y = g(x) no intervalo (0,6) & uma reta. Neste caso, da disci-
plina de Célculo I, podemos afirmar que a derivada g'(x) nesse
intervalo coincide com a inclinagdo da reta, que pelo gréfico
podemos observar é positiva. Assim, a aceleracdo no instante
t = 3 & positiva.

(Observe que, neste caso, podemos até calcular o valor exato da

inclinacdo da reta, pois m = 30" 2 > 0. Podemos concluir
entdo que, em particular, g’(3) = 2. Portanto, de 4.3 segue que
a aceleragdo é exatamente a(3) =s”(3) = ¢'(3) = 2 m/s?).

. Quando t = 3, a posicdo da particula estd dada por s(3) =

3 - - ~
/0 g(x)dx = — [Area do triangulo retangulo formado por
Fig. 4.10
y = g(x), pelo eixo x e por x =0] = — Area do tridngulo
3x6
retdngulo de base 3 e altura 6 = — >2< =-0

. Observe, na Figura 4.11, que g(0) = —6 esta bem definido.
0
Entdo, quando t = Os, podemos afirmar que s(0) = / g(x)dx =
0

6
0. Por outro lado, quando t = 6s resulta s(6) = / g(x)dx =0,
0

pois a diferenca “liquida” de &reas é zero (isto &, a diferenca de
areas da regiao acima do eixo x, limitada pelo gréafico da fungédo
y = g(Xx), 0 eixo X e a reta x = 6; e a regido abaixo do eixo x
limitada pelo gréafico da funcdoy = g(x), o eixo xearetax =0
é zero). Portanto, quando t = 0s e t = 65 a particula passa pela
origem.

"
64
o)
%,
L/ +
Tk 67 993
-6
Figura 4.11
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e. De b sabemos que a(t) =g'(t), entdo a(t) = 0 quando 0 = g'(t)
e isto acontece quando a reta tangente ao grafico de g é horizon-
tal, isto €, paralela ao eixo x. Olhando a Figura 4.12, podemos
concluir que isso acontece quandot =7s.

Y
64
=~
=
P
B
1 A 67 s
-6
Figura 4.12

f. Da disciplina Calculo | sabemos que a particula move-se no
sentido positivo, isto é, para frente quando v(t) > 0 e a particula
move-se no sentido negativo, isto &, para trés quando v(t) < 0.

De a sabemos que v(t) = s/(t) = g(t) e, observando a Figura
4.10, podemos afirmar g(t) >0 para3 <t <9,5eg(t) < 0 para
0 <t < 3. Portanto, podemos afirmar que para 3 <t <9,5a
particula se move no sentido positivo, isto &, para frente, e para
0 <t < 3 a particula se move no sentido negativo, isto &, para
trés.

g. Parat =9, a particula se situa a direita ou do lado positivo,
porque a integral de g de 0 a 9 & positiva, sendo maior a area
acima do que abaixo do eixo X.

Exercicio 4.13.

Calcule as seguintes integrais definidas:

a. /OZ cos(3x) dx b. /ab cos(ax)dx, (o€ R —{0})

(Sugestéo parab: Se G(x) = L sen(ax), entdo G'(x) = cos(ocx))

o

b

C. /04 sen(4x)dx d. /absen(ocx)dx, (x e R—{0})
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e [ ax [ (R o

(Sugestéo parae: Se G(x) =

o

, entdo G'(x) = X3 = \3/§>

(Aula 4 do caderno didatico, exercicio proposto n°1: g-m)

Solugéo:

T

a. /Z cos(3x)dx
0
1 '3
Desde que 3 sen(3x) | = 3 cos(3x) = cos(3x), podemos con-
. 1 ) Lo
cluir que G(x) = 3 sen3x & uma primitiva de f(x) = cos3x.

Como o integrando é uma fung&o continua no intervalo dado,
podemos aplicar a 22 forma do Teorema Fundamental do Calculo
e obtemos

n

/Z cos(3x)dx = }sen 3X]
0 3

-i(7) =50

b
b. / cos(ax)dx, (o €R—{0})

Y
= —-sen3— — =sen3(0

!
Desde que (ésen(ax)) = gcos(ax) = cos(ax), podemos

concluir que G(x) = %sen(ax) é uma primitiva de f(x) = cos(ax).

Como o integrando é uma fun¢&o continua no intervalo dado,
podemos aplicar a 22 forma do Teorema Fundamental do Calculo

e obtemos
b

b 1 1 1
/ cos(ax)dx = —senoax| = —senab— —senca
a (04 a O o

1
= (senab —senoa).

c. /Z sen(4x)dx
0

/
Desde que (—% cos(4x)> = —%(— sen(4x)) = sen(4x), pode-

. 1 , -
mos concluir que G(x) = —Zcos(4x) € uma primitiva de
f(x) = sen4x.
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Como o integrando & uma fun¢&o continua no intervalo dado,
podemos aplicar a 22 forma do Teorema Fundamental do Célculo

e obtemos
i 1 i1 1
/4 sen(4x)dx = ——cos4dx| = —- cos4” + —c0s4(0)
0 4 0 4 4 44— 2
1
1 1 1
AR I

b
d. / sen(ax)dx, (o € R—{0})

/
Desde que (—écos(ax)) = —g(—sen(ax)) = sen(ax), po-

. 1 ) o
demos concluir que G(x) = —&cos(ax) € uma primitiva de
f(x) =senox.

Como o integrando & uma fun¢do continua no intervalo dado,
podemos aplicar a 22 forma do Teorema Fundamental do Célculo
e obtemos

b

b 1 1 1
/ sen(ox)dx = ——cosox| = ——cosab+ —cosaa
a o a o o

1
= (cos oa — cos ab).

0 0,
e. / \"/idx:/ x3dx
-1 -1
O integrando & uma fungdo continua no intervalo dado, logo
podemos usar a 22 forma do Teorema Fundamental do Célculo.
1
o . x3tl
Usando a tabela de primitivas, podemos concluir que —— =
$+1

wn] %,

3 4, N 1
= sz € uma primitiva de x3.
Aplicando a 22 forma do Teorema Fundamental do Célculo:

0 0 3 ,1°
/ \3/idx:/ xidx = —x%] = ——(—1)% =,
1 1 47|,

0

0 0 0 §
f. / (€/>_<+{’/i)dx:/ \3/idx+/ \5/>_<dx:—g+5%5
1 1 1

_ 3 (1P 3 5 -18-20 38 19
T4 6 4 6 24 24 12
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Exercicio 4.14.

Sendo f(x) =|2sen(x)|, calcule a area da regiao compreendida
entre o grafico de f, o eixo das abscissas e as retas x = > e

X = 37” Faca o0 esboco da regido.

Solucéo: O grafico da fungdo y = senx & mostrado na Figura 4.13.

y

= S@(\X

O
A
o
a

Figura 4.13

Assim, o grafico de y = 2senx mostrado na Figura 4.14 pode ser
obtido por um alongamento vertical por um fator de 2 unidades do
grafico de y = senx (Ver Apéndice 1 para lembrar os detalhes).

y

y ;256‘{\35

a
O
A
N
A
-t

Figura 4.14

Logo, o gréfico de f(x) = |2sen(x)| mostrado na Figura 4.15 é
obtido refletindo os pontos do gréafico y = 2senx com ordenada nega-
tiva em torno do eixo Xx.

2sen(x) se 2sen(x) >0
f(x) =|2sen(x)| = { —2sen(x) se 2sen(x) <0

J)
;\253(\)(\
5 y
}2 m 3/721 2n *
Figura 4.15
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Finalmente, a regido compreendida entre o grafico de f, o eixo das
. T 3t , .
abscissas e as retas x = Sex=—¢8 mostrada na Figura 4.16.

— 2seﬁx\
24 y=!

Figura 4.16
Portanto, a area da regido é dada por

n o
A(R) :ﬁ Zsen(x)dx+/2 —2sen(x)dx.
2 T

Esta Gltima integral pode ser calculada diretamente usando, para
cada integral, a segunda forma do Teorema Fundamental do Calculo,
ou usando a simetria da figura, podemos calcular a area como

T

~—

28 forma TFC

i
2

T /4
AR) = 2[[ Zsen(x)dx:4ﬁ sen(x)dx = —4cosx]
2 2

= —4cosm+4cos T_ 4 unidades de area.
v 2

-1 ~——
0

Exercicio 4.15.

Sendo f(x) = |sen(2x)|, calcule a area da regido compreendida
entre o grafico de f, o eixo das abscissas e as retas x = > e

3r -
X= > Faca o esboco da regido.
Solugéo: O gréfico da fungdo y = senx & mostrado na Figura 4.13

dada anteriormente.

Assim, o grafico de y = senx mostrado na Figura 4.17 pode ser
obtido por uma compressdo horizontal por um fator de 2 unidades do
grafico de y = senx. (Ver Apéndice 1 para lembrar os detalhes)
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y = Se“/z‘x

D
RNV

|/

LoV

Figura 4.17

Logo, o gréfico de f(x) = |sen(2x)| mostrado na Figura 4.18 é
obtido refletindo os pontos do grafico y = sen(2x) com ordenada ne-
gativa em torno do eixo Xx.

sen(2x) se sen(2x) >0
f(x) = |sen(2x)| = { —sen(2x) se sen(2x) < 0

v

a aYaYaYa\

Figura 4.18

Finalmente, a regido compreendida entre o grafico de f, o eixo das

. 4 3r, .
abscissas e as retas x = > ex= > & mostrada na Figura 4.19.

Figura 4.19

Portanto, a area da regido é dada por

AR) = / " sen(20dx+ /n ¥ sen(2x)dx.

CEDERJ 289

n MODULO 1

APENDICE



Caderno de Calculo 11 | Passo a Passo dos Exercicios Suplementares e Outros Propostos no Caderno Didatico

Esta Gltima integral pode ser calculada diretamente usando para
cada integral a segunda forma do Teorema Fundamental do Calculo,
ou usando a simetria da figura, podemos calcular a area como

m 2
A(R):2/ —sen(2x)dx _= —cos(2x)]n =C0S2m —COS7 =2 uni-
% ~~ 2 T Hl,_/ Y

2
22 forma TFC
e Exerc. 5-d

dades de area.

Exercicio 4.16.

1/ .3
Calcule /(/ t4senxdt)dx.
0o \J2

3

Solugao: Na integral definida / t*senxdt, a variavel de integracdo
2

é t. Assim, como senx ndo depende de t, segue que:

3 3
/t"’senxdt:senx/ t4dt.
2 2

Lembre que
[ea o C-% 2 me-w
2 ~ 5 2_ 5 5 5 57
22 forma TFC
Logo,
1 3 1 3
/ (/ t4senxdt> dx:/ (/ t4dt)senxdx
0 2 0 2
1/211 211 Lo
:/ — |senxdx = ——(—cosx)| =———(cosl—cosQ)
0 5 - 5 0 5 <~
22 forma TFC 1

211 211
= —?(cosl—l) = ?(1—0051).

Exercicio 4.17.

Seja f : [0,1] — R uma funcdo continua tal que
x2 < f(x) < 2x* + 1, para todo x € [0,1]. Mostre que
1 < ' f(x)dx < >
37 Jo -3

Sugestdo: Use o Exemplo 2.5 do caderno didatico.

(Aula 4 do caderno didatico, exercicio proposto n°5)
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Solugéo: Das hipoteses do exercicio dado e utilizando o Exemplo 2.5
do caderno didatico, podemos afirmar que

/lezdx < /01 f(x)dx < /01(2x2 +1)dx. (4.9)

Por outro lado, as funges y = x? e y = 2x? + 1 sdo fungbes continuas
e podemos aplicar a 22 forma do Teorema Fundamental do Calculo.
Temos, entdo,

1 371 1 1 3 1 2 5
/XZdX:X—] e /(2x2+1)dx:2x—+x] —Ci1=2,
0 3 0 3 0 3

Substituindo estes Gltimos valores em 4.4 resulta que

w| o

1 1
- g/ f(x)dx <
3 0

SEMANA 3

Exercicio 4.18.

Considere a fungdo f(x) =x? —x —6.
a. Faca o esboco do grafico da funcdo f.
4
b. Calcule / f(x)dx e interprete o resultado em termos de
-3

areas.

c. Encontre a area da regido limitada pelo gréfico de f e pelo
eixo dos x para x € [—2,3].

d. Encontre a area da regido limitada pelo grafico de f e pelo
eixo dos x para x € [—3,4].

Solugao:

1 1
a. Observe que f(x) =x* —x—6 = <x2—x+—> — 6=

4) 4
X_12_§
2] 4

25 1\? ,
Lembremos que y + 7= \X 3 representa uma parabola

-_ 1 25 )
de vértice no ponto 277 que abre para cima. Podemos
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encontrar também a intersec@o da parabola com o eixo x igua-
lando a zero a equagdo: 0 =x> —x—60u 0= (x—3)(x+2), de
onde vemos que x = 3 e x = —2 sd0 as intersecdes da parabola
com o eixo x. O gréfico de f & mostrado na Figura 4.20.

Y

_-2_5_ i
4
Figura 4.20
b. Observe que a fungdo f é continua, logo f é integravel e pode-

mos aplicar a 22 forma do Teorema Fundamental do Céalculo:

4 4 3 x2 4
[ tood= [ (XZ—X—G)dXZ————Gx}
-3 -3 3 2 _3

$ g (-3)° (-3
—TTG“)‘[T‘T‘G(‘?’)]
64 9 64 9
:?—8—24—[—9—§+18}_?—32+§—9
_128+27 , 155246 91
N 6 N 6 6

Logo, a integral definida dada obteve como resultado o nimero
. 91
negativo e

4
Aintegral definida / f(x) dx, neste caso, pode ser interpretada

como a diferenca de duas areas, isto é:

4
/ f(X)dX = A]_ —Az,
-3

onde A; é a area total das regides acima do eixo X, ou seja,
as regides limitadas pelo grafico de f e o eixo x para
x € [-3,2]U[3,4]. Na Figura 4.21, as regides acima do eixo x
estdo representadas pelo sinal +.
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A, € a area da regido abaixo do eixo x, ou seja, a regido limitada
pelo gréfico de f e o eixo x parax € [—2,3]. Na Figura4.21, a
regido abaixo do eixo x esta representada pelo sinal —.

Na Figura 4.21, podemos ver também que A; < Ay, logo a

diferenca € um nimero negativo.

y

X

Figura4.21

c. SejaR aregido limitada pelo grafico de f e pelo eixo dos x para
X € [—2,3]. Aregido & mostrada na Figura 4.22.

y

_'2_5.
4

= Rttt (S

Figura 4.22

Como a regido R, esta abaixo do eixo x, tem-se pela Defini¢cdo
2.2 do caderno didatico, ou equivalentemente pela Definicdo

1.1(4) das notas de aula, que

ARR) = —/Z(XZ —x—6)dx
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- O o [ o))

3 2
9 -8 9 8
= —{9—5—18— [?—2+12] } = —{—§+§—19}
9 8 27—-16+114 125 . .
=573 +19= % & unidades de area.
d. A area da regido limitada pelo grafico de f e pelo eixo dos x
para x € [—3,4].
y
64
) 39 ¥
) 4
R2
Figura 4.23

Na Figura 4.23, podemos observar que, neste caso, a regiao
pedida é a unido das regides R;, R, e R3. Assim, AR) =
A(R1) +A(R2) +A(R3). Por outro lado,

A(Rl):/z (Xz_x_e)dxzx_g_f_f;x}z

3 3 2 s
(=2 (-2)? (=3)°  (-3)?
prn — — —2 — _— —
-8 9 8 9
=5 —2+12- [—9—§+18} =5 +10+5-9
= M +1= ﬂ = E unidades de area.
6 6 6
4 3 x2 4
A(R3) = Z_Xx—6)dx==—-=——6
(R3) /3 (x> —x—6)dx 33 XL
(4° (47 (3 (3)?
S VA V-7 A W IS S A
64 9 64 9
= 128; 27 23 = @ = 1—67 unidades de area.
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125 . .
Da parte ¢, sabemos que A(Ry) = % unidades de area.

17 125 17
LOgO, A(R) - A(Rl) + A(RZ) + A(R3) = € + ? + F =
1 .
? = % unidades de area.

Exercicio 4.19.

Esboce e ache a area da regido compreendida entre:

a. Os gréficos de f(x) =x?eg(x) = —x?easretasx=—1e
x=1.

b. Os gréficos de f(x) = /X e asretasy=0e x = a, onde
a € (0,+eo) & arbitrario.

c. Os graficos de f(x) =x> —x—2eg(x) =x+6.

d. Os graficos de f(x) =1+ senx, g(x) =1+ cosx e a reta
x = 0 (no primeiro quadrante).

(Aula 5 do caderno didatico, exercicio proposto n°1: e, f, h, i)
Solugao:

a. O esboco da regido é mostrado na Figura 4.24.

Figura 4.24

Observemos que a regiao dada é simétrica em relagdo ao eixo x
€ ao eixoy.

Podemos calcular a area como 2 vezes a regido do lado direito
do eixo y, como mostrado na Figura 4.25.
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y
y=x?
0 T x
y=-x?
Figura 4.25

Nesse caso, temos

—2/ dx—Z/x—— dx

1 ¥4
:4/ xzdx:4—] = — unidades de area.

Ou podemos calcular a area como 4 vezes a area da regido no
primeiro quadrante limitada pelo eixo x, pela retax =1 e 0
grafico de f(x) = x2.

1
—4/ dx—4/ X2dx = 4% } — 2 Unidades de
3], 3
area.

b. O esboco da regido é mostrado na Figura 4.26.

Figura 4.26

a a 1" 2.,
A(R):/ f(x)dx:/ VXxdx=2—| =:za ?:—a\f a uni-
0 0 3 0 3

dades de area.
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c. Os gréficos de f(x) =x>—x—2 e g(x) = x+6.

Observe que f(x) =x2—x—2 = (XZ—X_A'_}) 1 _2_

4) 4
AN
2) 4

9 1\? ,
Lembremos que y + 1=\ X3 representa uma parabola

n MODULO 1

APENDICE

- 1 9 .
de vértice no ponto 277 que abre para cima. Podemos

encontrar também a interse¢ao da parabola com aretay = x+6.
Igualando as equagdesy = x> —x—2 ey = X+ 6, temos X+ 6 =
x2 —x—2deonde 0 =x?> —2x—8 0u 0= (x—4)(x+2) de onde
vemos que X =4 e x = —2 sdo as interse¢des da parabola com a
reta dada. Lembre-se de que o grafico de g & uma reta que passa
pelos pontos (—6,0) e (0,6). A regido & mostrada na Figura
4.27.

76 ) _1\ E
N

Figura 4.27

Na Figura 4.28, mostramos um retangulo representativo verti-
cal na regido.

Figura 4.28
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Logo, a area da regido é:

ARR) :/4 [f(x)—g(x)]dx:/_‘; (x+6) — (@ —x—2))dx

-2

4 2 3 4
:/ (2x—x2+8)dx:2———+8x]

2 3
43 _23
= 42— +8(4) - [(—2)2—( 3) +8(—2)]
64 8 72
—16— — 432 4— - +16=60— =
6 3 +3 3+ 6 =060 3

= 60— 24 = 36 unidades de area.
d. O grafico de y = senx é dado na Figura 4.29.

OV

S
N
a

Figura 4.29

Assim, observando o Apéndice 1, temos que o grafico de
y = 1+senx é obtido da fungdo y = senx por um deslocamento
vertical de uma unidade para cima como mostra a Figura 4.30.

y
2 y=1+senx
\j
2 5 B m
Figura 4.30
Analogamente, o grafico de y = cosx & mostrado na Figura
4.31.
y
1 y=cosx
R —.71/2 % fi3 3/3; 2.7{ x
Figura 4.31
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Do Apéndice 1, temos que o grafico de y = 1+ cosx é obtido da
fungd@o y = cosx por um deslocamento vertical de uma unidade
para cima como mostra a Figura 4.32.

Y
y=1+cosx
1+
+ X
-7 5 0 ;2 n 3}2 on
Figura 4.32

Assim, a intersecdo das curvas f(x) = 1 + senx e
g(x) = 1+cosx e a reta x = 0 no primeiro quadrante, é dada
na Figura 4.33.

y

_+cosX
y/\

:ON

4
5
!

>l

-1 -3% '52 of % ;2 n 54 3}2 o1

Figura 4.33

Observe que da intersecdo das curvas y = 1+ cosx e
y = 1+ senx obtemos cosx = senx e para x > 0 esta Gltima

igualdade é verdadeira para x = % +nmx, n=0,1,2,.... As-

sim, a primeira intersecdo das curvas quando x > 0 é x =

T \/i
=14cos—=1+—.
y=1+cos7 =1+
Na Figura 4.34, mostramos a regido e um retangulo represen-

tativo vertical.

T
4 1l

— oSt

— x=0
O

; y=I1+senx

At

Figura 4.34
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Entdo, a area da regido é dada por

n pd

A(R) :/0Z [f(x)—g(x)]dx:/4 ((1+cosx) — (14 senx))dx

0

AR) = /Z(cosx—senx)dx :senx+cosx}§
0
A(R)—senz—kcosz—coso_g+£—1

A(R) = v2—1 unidades de area.

Observe que teremos outro exercicio se for pedido o seguinte:

Esboce e ache a area da regido compreendida entre os graficos
de f(x) =1-+senx, g(x) =1+ cosx e areta x =0 (no segundo
quadrante). A regido, neste caso, &€ a mostrada na Figura 4.35.
Deixamos ao leitor o célculo da area neste caso.

y=1l+cosx 2

K] 3 n % 2n
y=1+senx
Figura 4.35

Exercicio 4.20.

Esboce o conjunto D e ache a sua area nos seguintes casos:

a D={(xy)eR% x*+1<y<x+1};
b. D={(x,y) e R x> -1 <y <x+1};

(Aula 5 do caderno didatico, exercicio proposto n°2: d e e)
Solucéo:

a D={(xy) eR? x*+1<y<x+1}
Fazendo a intersecdo das fungdes y = x> +1 e y = x+ 1, obte-
mos os pontos (0,1) e (1,2). Lembre-se de que y = x* & uma
parabola com vértice na origem que abre para cima e fazendo
um deslocamento vertical de uma unidade para cima obtemos
a parabola y = x> + 1. Assim, na Figura 4.36, mostramos a
regido D.



Figura 4.36

Na Figura 4.37, mostramos a regido D e um retdngulo repre-
sentativo vertical.

Figura 4.37

AD) = [ 1100 —g(ldx= [ ((+ 1)~ 0 +1) ox

1 2 371 1 1 1
:/0 (x—xz)dx:%—%}0:§—§:6 unidades de 4rea.

b. D={(x,y) eR% x*—1<y<x+1}

Fazendo a interse¢#o das funces y = x> — 1 e y = x+ 1, obtemos

os pontos (—1,0) e (2,3). Assim, na Figura 4.38, mostramos a
regido D.

VY.
A

1

Figura 4.38
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Na Figura 4.39, mostramos a regidao D e dois retdngulos repre-
sentativos verticais.

3
1
/\L \ _21

21 y=x"-

Entdo,

AD) = [ 1100~ g0l dx= [ (0t 1)~ (2 1))

-1

2 3 2
2 Xe X
= — 2)dX = — — —+2
_1(x X“+2) dx 5 3+ x} .
8 1 1 8 1 1
—2— 44— (Z4Z42(-1))=2—-+4—-Z—-242
3Jr <2+3+( )> 3+ 2 3+
1 1 1 9 . ,
_8—5—3—5—5—3_5—5_5 unidades de area.

Exercicio 4.21.

Seja R a regido compreendida entre os gréficos de x = y? e
X =12 —2y%
a. Esboce a regido R.

b. Represente a area de R por uma ou mais integrais em
relacdo a variavel x.

c. Represente a area de R por uma ou mais integrais em
relacdo a variavel y.

d. Calcule a area da regido R. (Use a representacdo mais
conveniente)
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Solugao:

a. O grafico de x = y? & uma parabola de vértice na origem que
abre para a direita. Por outro lado, a equagdio x = 12 — 2y?
pode ser expressa como X — 12 = —2y?, 0 que mostra que é
uma parabola de vértice em (12,0) e que abre para a esquerda.

n MODULO 1

Fazendo a intersecdo das funcdes, obtemos

APENDICE

{ X:12—2y2 Sy =12-2y 3y =12y =4y==+2.

Logo, x = 4 e obtemos os pontos de intersecdo (4,2) e (4,—-2).

O eshogo da regido R é mostrado na Figura 4.40.

NE

x=)2_

S

Figura 4.40

b. Represente a area de R por uma ou mais integrais em relacdo a
variavel x.

Precisamos expressar as curvas que delimitam a regido dada

como fungdes de x. Assim, x = y? proporciona as funcdes

y=yXey=—yXex=12—2y?> fornece as fungdes
12 —x 12 —x

y = S ey=-— 5 Notemos que, neste caso, a

regido R precisa ser dividida em duas regides: R; e Ry, onde R;

€ a regido limitada pelas fungdes y = /X e y = —/X no inter-

12 —x
2

valo [0,4] e R, & a regido limitada pelas funcdes y =

12 - .
ey=—4/ 5 X no intervalo [4,12]. R=R;UR;.

Na Figura 4.41, mostramos um retangulo representativo verti-
cal em cada regido.
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Figura4.41

Assim, a representacdo pedida &:  A(R) = A(R1) +A(R2)

[ e (22 (122 o
:2/04ﬂdx+2l112\/122_xdx.

Observe que se usamos a simetria das regides em relacdo ao
eixo x também chegamos ao mesmo resultado multiplicando
por 2 as areas das regides mostradas na Figura 4.42.

y
(y_\l? /y= -
0 4 =0 PR
Figura 4.42

c. Represente a area de R por uma ou mais integrais em relacdo a

variavel y.
Note-se que, neste caso, a regido R ndo precisa ser dividida em
regides. Na Figura 4.43, mostramos dois retangulos represen-
tativos horizontal na regido.

2 :Nx=12-2y2
x=y2/ ~
3 —n
o Teeee—
Figura 4.43



Assim, a representacdo pedida é:

A(R) = /22(12 —2y? —y*)dy = /22(12 —3y?)dy.

Observe que, pela simetria da regido em torno do eixo X, po-
demos também calcular a area como 2 vezes a area da regido
mostrada na Figura 4.44.

y
ol /x:12-2y2
R S A
xX=y ~ .
4 y=0 12

Figura 4.44
Entdo,

1 2
A(R):Z/ (12—2y2—y2)dy:2/ (12— 3y2)dy.
0 0

d. Pela lei do “menor esforco” vamos calcular a area usando a
representacdo obtida em c, logo

AR) = 2/02(12—3y2)dy =2 (12y— 3?3’3) ] 2
0

=2(12(2) — 8) = 32 unidades de &rea.

Exercicio 4.22.

a. Use o Teorema do Valor Médio para Integrais para mostrar

que /Onsen (vx)dx < .

b. Chegue a mesma conclusdo usando o Exemplo 2.5 do ca-
derno didatico.

(Aula 5 do caderno didatico, exercicio proposto n°4)
Solucéo:

a. Lembremos que o Teorema do Valor Médio para Integrais diz o
seguinte:

Sea<be f:]abl — R écontinua em [a,b], entdo existe
b

c € [a,b] tal que/ f(x)dx = f(c)(b—a).
a
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Neste caso, é claro que 0 < w e f : [0,n] — R definida por
f(x) = sen(y/x) é continua em [0, x]. Logo, pelo Teorema do
Valor Médio para Integrais, existe u € [0, ] tal que

/Oﬂsen (vx) dx =sen (vu) (r —0). (4.5)

Por outro lado, sen(y/u) <1 VYu>0=-msen(y/u) <rm Yu>0.

Em particular, wsen(y/u) <z Yu € [0,7] e usando 4.5 resulta

que /ﬂsen (Vx)dx < 7.
0

b. O Exemplo 2.5 do caderno didatico diz o seguinte:
Se f,g: [a,b] — R sdo integraveis em [a,b] e f(x) > g(x) para
b b
todo x € [a,b], entﬁo/ f(x)dxz/ g(x) dx.
a a

Observe que 1> seny/x Vx> 0.

Em particular, 1 > sen/X Vx € [0,7]. Observe que f(x) =1
e g(x) = sen/x sdo fun¢Bes continuas para ¥x > 0, logo sdo
integraveis ¥x > 0. Em particular, s@o integraveis no inter-
valo [0, ], entdo pelo Exemplo 2.5 do caderno didatico, po-

T T Y3
demos afirmar que / ldx > / sen+/xdx, como / ldx =
0 0 0

/1 T
X]o = (m—0) = n. Resulta que = > / sen+/xdx, ou seja,
0

/nsen (vx)dx <.

0

Exercicio 4.23.

Determine o valor médio da func¢do f(x) = senx no intervalo
[0,27] e encontre todos os valores de x no intervalo [0, 2x] para
o0s quais a funcao assume este valor médio.

Solugdo: Seja f : [0,27] — R definida por f(x) = senx. E claro
que f & continua, pois a funcdo seno é continua para todo x € R, em
particular f & continua no intervalo [0,2x], logo f satisfaz o Teorema
do Valor Médio para integrais e existe ¢ € [0,2x] tal que

2n
/ senxdx = f(c)- (2w —0) = sen(c) 2. (4.6)
0 SN——
f(c)

Este nimero f(c) = senc & chamado o valor médio (ou média) de f
no intervalo [0, 27x].
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Por outro lado,

2r 2r
/ senxdx:—cosx]0 =—cos2r+cos0=-1+1=0. (4.7)
0

Comparando 4.6 com 4.7 resulta: 0 = 2m(senc) = 0 = senc. Logo,
c=km, k=0,£1,£2,.... Como c € [0, 2x], temos somente que c =0
OuU C=m OuU C=2m.

Logo, podemos afirmar que os valoresc=0o0u c=m ou c =2r
sdo todos os valores de x no intervalo [0, 2x] para os quais a funcdo f
assume este valor médio.

SEMANA 4

Exercicio 4.24.

) X —e X eX e X
Defina  senhx = — coshx = +2 e
X —e X 2
tghx=——"—_=1———— paratodox € R.
J eX4-e~x i1 P ©

Mostre que, para quaisquer x,y € R, tem-se:

a. cosh?x —senh?x = 1

=1

b. tgh?x + =
g cosh?x

c. senh(x+y) = (senhx)(coshy) + (coshx)(senhy)

d. cosh(x+y) = (coshx)(coshy) + (senhx)(senhy)
(Aula 9 do caderno didatico, exercicios propostos n°4: a-d)

Solugéo:

X —x\ 2 X a—X\ 2
a. coshzx—senhzx:<e +2e ) _(e Ze )

_ e2x 4 2eXa—X 4 efZX er — XX 4 efZX
N 4 4
_<e2x+2+e—2x_e2x+2_e—2x>_4_1

= = Z =

4
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1 e — e\ 2 2 2
b. tgh?x =
I Coshax ( 2 ) * (ex +e—X)
- er_Z_i_efo N 4 _62x+2+672x_1
S\ 4240 eX+2+e ) eX42+4e

c. Observe que

Xty _ g—(x+y)

senh(x+y) = >

(4.8)

Por outro lado,  (senhx)(coshy) + (coshx)(senhy) =

() E) (D)

e tefeY —e e —e eV refe —efe Y e el —e M

4
ey —e e Ve —e eV eV —eXe Y Ve (XTY)
- 4 - 2 - 2
4.9)
De 4.8 e 4.9 podemos concluir que
senh(x+y) = (senhx)(coshy) + (coshx)(senhy).
d. Analogamente ao exercicio ¢, temos
ety 4 a—(x+y)
cosh(x+y) = ere 7 (4.10)

2
Por outro lado, (coshx)(coshy) + (senhx)(senhy) =

() ) )

B XY +eXe Ve XY e eV Lefey —efe Y —e XY e Xe Y
a 4

e ree Yt e ey eeVteXe Y @ e 0N
— " — 5 —

2
(4.11)
De 4.10 e 4.11 podemaos concluir que

cosh(x+y) = (coshx)(coshy) + (senhx)(senhy).
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SEMANA 5

Exercicio 4.25.

Calcule as seguintes integrais indefinidas:

dx

COSX evX (Inx)?
a. mdx b./ﬁdx c./ <

1
d. /sen5x cosxdx e. /7dx
1+4x2

(Aula 18 do caderno didatico, exercicio proposto n°2: a, b, d, e e
n°4: a, respectivamente)

Solugao:

COSX
a.
1-+senx
Faca a substituicdo u = 1+ senx = du = cosxdx.

Logo,/ cosx dx:/dvu:In|u|+C:In|1+senx|+C.

1+ senx
%
b. de
Faca a substitui ﬁou—ﬁidu—idx:ﬂdu—idx
¢ ¢aou = = 3K = R

evX 1
_ = ﬁ— — u — u
Logo, /ﬁdx /e ﬁdx /e 2du 2/e du
=2e"+C=2eV*+C.

C. /de

X

o 1
Faca a substituicdo u = Inx = du = " dx.

2 3
Logo, /@dx:/(lnx)zidx:/uzdu:%Jrc

(Inx)3
- e
3 +

d. /sen5x cosxdx

Faca a substitui¢cdo u = senx = du = cosxdx.

6 1
Logo, /sensx cosxdx = /u5du = ug—kc = ésen6x+C.
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o [t ae [t
1442 ) 14 (2x)2

Faca a substituigﬁo u=2x=du=2dx.

/ ! du L du 1arct u+C
1+ (2x)? 1t22 2)1t@ 2%

= Earctg(Zx) +C.

Exercicio 4.26.

Calcule as seguintes integrais definidas:

6

a. / XV 36 — x2dx
0
4

b. / L
0 (9_1_)(2)?

C. ————dx
48 xV/x2 —4

(Aula 18 do caderno didatico, exercicio proposto n°3: b, d e
n°4: h, respectivamente)

Solucéo:

6
a. / X1/ 36 — x2dx
0

u
Faca a substituigdo u = 36 — x> = du = —2xdx = xdx = —
Precisamos também considerar os limites de integracdo. Como
u=36—x2, enquanto x varia de 0 até 6, u varia de u = 36— 0% =

36 até u =36 — 6% = 0. Logo,

6 0 3
/xx/36—x2dx:/ \/Gd / \/_du_lu—2
0 36— 2 2%

363
=" =7
3

4 X
b. / — % _dx
0 (9+4x2)2

N du
Faca a substituicdo u = 9+ x? = du = 2xdx = xdx = > Pre-
cisamos também considerar os limites de integracdo. Como



u=9+x?, enquanto x varia de 0 até 4, u variade u=9+0? =9

até u= 9442 = 25. Logo,

/4 _/25 1 du _/25 7%du_1 U_% ]25

0 (9+x2) ui 2 2 2(-3)],
11 1.1 2

:_WL RS

(5)° -1

N dx . ,
Faca a substituicdo u = E =du= > Precisamos também

. - . o X
considerar os limites de integracdo. Como u = -, enquanto X

2
2V3

varia de 43—\/§ até 4, uvariade u = 3 até u = 2. Logo,

/4 ;dx—l/z ;du—larcsecu
o 0o 2Rz 2 28
X (5) -

1 1 2v3 1/n\ 1/m T
= zarcseCZ— EarcsecT =3 (§> ~3 (E) -

SEMANA 6

Exercicio 4.27.

Usando a técnica de integracdo por partes, calcule as seguintes
integrais:

a. /te‘tdt

Solugao:

b. /x sen3xdx C. /x2 cos 3xdx

a. Para calcular / te'dt, usaremos a formula de integracdo por

du=dt
=

V= /e*t dt = —e .

u=t

partes com { dv=etdt

4 1
e [ —

dx

CEDERJ
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Assim,
/te*‘dt / ) *tdt t (—e*t)—/—e*t dt
~ , ——"
v u v v du
=—tet—-et+C.

. Para calcular /x sen3xdx, usaremos a formula de integracdo

or partes com { o X
porp dv = sen3xdx
du = dx
= v:/sen3xdx: —%/—SSenBde: —%cosSx.
Assim,
1 1
/xsen3xdx:/ (x) sen3xdx=_ x (——cos3x) —/——cosBx dx
L —— ~~\ 3 3 ~—
u dv U ee—— ﬁﬂ du

\

1 1
= 3 <—x €0S3X + §sen3x> +C.

. Para calcular / x? cos3xdx, usaremos a formula de integragdo

or partes com u=x’
porp dv = cos3xdx
du = 2xdx
1 1
= v:/c053xdx: 5/3cos3xdx: §sen3x.
Assim,
1 1

/x2 cos3xdx:/(x2)0053xdx: X (—sen3x> —/—sen3x2xdx

N =~~\3 3 <~

u dv U S —— ~—— du
v v

1, 2
= —Xx“sen3x— = [ xsen3xdx.
; 5/

*

Porém observe que a integral dada em (x) foi calculada no exercicio
anterior e sabemos que

1 1
/x sen3xdx = 3 (—xc053x+ §sen 3x) +C.
Substituindo este Gltimo valor em (), temos

1 2 2
2 _ =2 “ _c
/X cos3xdx = 3X sen3x+9x0053x 27 sen3x+Cj.



Exercicio 4.28.

Usando a técnica de integracdo por partes, calcule as seguintes
integrais definidas:

1

2
a. arcsenxdx
0

(Aula 19 do caderno didatico, exercicio proposto n°3: d)

1 4 4
b. / X5*dx c./ In /Xdx d./ VX Inxdx
0 1 1

Solucéo:

1
2
a. / arcsenxdx
0

1
2 L, . ~
Para calcular / arcsenxdx, usaremos a formula de integracdo
0

. . - u = arcsenxdx
por partes para integrais definidas {

dv = dx
du— dx
= \/1—X2
v:/dx:x.
Assim,
3 3 i ;X
arcsenxdx:/ arcsenx dx = (arcsenx)x 2—/ ——dX
/o 0 Huf—’\d( ( )}0 0 V1—x2
1 arcsenl B 3 xdx _1<E>_/% xdx
2 2) Jo vi—x2 2\6/) Jo V1-x2
1
T 2 Xdx
-2 _ . 4.12
12 Jo v1-x2 (4.12)

Para resolver a Gltima integral da direita, usaremos o0 método de
substituicdo:

N du
Faca a substituicdo u = 1 — x> = du = —2xdx = xdx = —
Precisamos também considerar os limites de integracdo. En-

. L1 . , 3
guanto x varia de 0 até o uvariadeu=1attu= T Logo,

1 3 1 1
/2 xdx :—1 4d_u:1/ u*%du:lz\/ﬁ :1—£.
0 2.1 \/ﬁ 2 3 2 3

1—x2

w
N
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Substituindo 4.13 em 4.12, resulta

1
2 n V3 T V3
/Oarcsenxdx_ﬁ—<—7+1>_ETL?_L
1
b. / x5%dx
0

1
Para calcular / x5*dx, usaremos a formula de integragdo por
0

_ . u=x
partes para integrais definidas { dv = 5% dx
du = dx
Xd 5 C
v= [sax= Tt
Assim,
Lo S 1AL 5 15!
AXS dX_XE:| _m 0 Sdx = E_EE
5 5 1 5 4
N5 (In5)2 (|n5)2 " In5 (In5)2

C. /14In\/§dx_/ In\f dx

u

Para calcular / In\/xdx, usaremos a formula de integrago por
1

N u=lnyx
partes para integrais definidas. Faga { dv = dx
1 1 1
du= K 2[ de

v_/dx_x
4 4 4 1 114
/In\/i dx = x InyX —/ X —dx=4InvV4—1Inv1—-Zx
1~~~ S~ 1~~~ 2X ~— 2 1
u dv \% u % T 0
u

1 1 3
:4In2—§4+§:4|nz_E

4
d. / VX Inxdx
1

4
Para calcular / VX Inxdx, usaremos a formula de integracdo
1

u=Inx

dv = /xdx

por partes para integrais definidas. Faca {
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dU:7
- v—/x%dx—zxg
- 3
4 4 2x3 4 4 2x2 dx
/\/T(Inxdx: Inxﬁdx:Tlnx - 3 5
1 v \7;—/ Vu 1 1 ,
v v du
243 (1)3 4
= a2 |n1——/1 x3 dx
0
16 2 [ 2x3 16 4
— _In4a—< | LD — —_In4——-(8—1
3 3(3)] 3 9(8 )
16 28 32 28
— In4—=" =2 - 22,
3 T g T3y

Exercicio 4.29.

Calcule as seguintes integrais indefinidas:

a. /cosxln(senx)dx b. /e9c0329d9
Solucéo:

a. /cosx In(senx) dx

Observe que, neste exercicio, podemos usar mais de um método.

1° Método

Para calcular / cosx In(senx) dx, usaremos a formula de integracdo

. e u=In(senx)
por partes para integrais indefinidas. Faca { dv — cosxdx
COSX
= ——dx
= Senx
V = Senx

Assim,

COSX
/cosx In(senx) dx = (senx) In(senx) —/senx—senxdx

= (senx)ln(senx)—/cosxdx: (senx)In(senx) — senx+C.
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2° Método
Faca a substituicdo z =senx = dz = cosxdx

/(cosx)[ln(senx)]dx: Inz dz .

~—
u dv
. - u=1Inz
Usando a integracdo por partes, obtemos que dv — dz
1
du=—dz
= Z
V=12
Inz dz =zIlnz—z+C
~—~

u dv

/cosx In(senx)dx = (senx) In(senx) —senx+C.

b. /e*900529d9

i . ~ u
Usando a férmula de integracdo por partes { dv — cos 20 do

du=—e9d6

= V= %/ZCoszede = % senz20

1 1
/e“’coszedez/e‘e c0s20df =g ° —sen29—/—sen29(—e‘9d9)
N~ —— 2 N——
u

2
dV u T T dU
1 17
= Ee sen29+§/e sen260d6. (4.14)

Calculamos a Gltima integral a direita novamente por partes:
_ _ab
U—e" ~ du —1—e do .
dv=sen26d6 V:E/Zsenzedez—zcosze

Assim,

/e*O sen20d0 = e ° (—Ecosze) —/ (—}COSZQ) (—e9do)
u

dv u du
v v

1 1
= —Ee“’cosze - E/e“’coszede. (4.15)

Observe que, no segundo membro de 4.15, reapareceu a inte-
gral desconhecida /e*O €0s26d6. Substituindo 4.15 em 4.14,
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obtemos

/e*G c0s20d6 = %efesen 20— %e*"cosze— % /e*"coszede

5 1 1
Z/e*"cosZGdG = Ee*’senze — Ze*’cosZG +C

n MODULO 1

/e*"coszede = %efgsen 20 — %e*"cosZG +C.

~

APENDICE

SEMANA 7

Exercicio 4.30.

Calcule as seguintes integrais:

a. / c0s°x senxdx

b. / sen?x cos®xdx

T
7 ox
/ sen?= dx
0 2

. /sen229 c0s20d6

o

o

D

. /senzx cos 2x dx

=h

/ cos®2x dx

X
g. /seni senx dx

SR

h./ sen(2x) cos(3x) dx
0
I. /cos?x cos 3x dx

(Aula 20 do caderno didatico, exercicio proposto n°4: a, c, i, d, g, f
e n°5: a, b, d, respectivamente)
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Solugéo:

a. /0055x senx dx

Neste caso, as poténcias de seno e cosseno sdo nimeros impares

porém, basta fazer a substituicdo u = cosx. Logo, du = — senxdx
entdo —du = senxdx e temos

/COSSX senx dx = —/cosSX(—senx)dx = —/u5du
M~ ——

us du

b. / sen®x cos®x dx

Como o expoente de cosx é 3, que & um ndmero impar, vamos

reescrever cos®x como (cos?x)(cosx), usar um dos fatores para
compor o du = cosxdx e fazer a substituicdo u = senx

/senzx cos®x dx = /senzx cos®x cos xdx

= /senzx(l—senzx) cosx dx = /uz(l—uz)du
3.5 3 5
wou sendx  sen®x

:/(uz—u“)du:——— C=

3 5"
I X
c./osenzdx

1—--cos2
Lembrando a identidade: sen?o = 706

C.
3 5+

temos

/sen25 dx:/(1 COSX) 2/ —cosx)d

1 1 1
x——/cosxdx—ix— senx+C

n

7 ,X 1 1
sen“=dx = =X — = senx
/o 2 2 ]

2

oin N

r
0 4
d. /sen229 c0s260d6

Observe que os angulos sdo iguais. Neste caso, uma substituicdo

resolve o problema. Faca u = sen®@, entdo du = (cos26)2d6
1

logo Edu =0s260d6

3
/sen229 c0s20d6 = %/uzdu _Lu

1,
EE‘FC—EU +C

= }sen329 +C.
6
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e. /senzx c0s 2x dx

12 forma

Lembrando as identidades:

n MODULO 1

9 1—cos2u 2 1+4cos2a
sen‘o=———— e costa=——r—

temos que

/senzx cos2xdx = / <%> cos 2xdx

1 1 2
= E/costdx—E/cos 2x dx

1 1 71+ cos4x
= Z/COSZXZdX_§/72 dx

1 1 1
= —senZX—Z/dx—Z/cos4xdx

APENDICE

4

1 1 1
= Zsen 2X — Zx— 16 cos4dx4dx

1 1 1
= Zsean— Zx— 1—65en4x+C.

22 forma

Observe que, neste caso, os angulos das fungdes trigonométricas
sdo diferentes. Lembre-se de que, pelas formulas do angulo du-
plo, sabemos que

COS2X = COSX — sen®x = 2c0s?X — 1 = 1 — 2sen’x.

Vamos utilizar a Gltima expressao; raciocinio analogo sera feito
se usamos as outras formulas equivalentes:

/senzx cos2x dx = /senzx(l—ZSenzx)dx = /senzxdx—Z/sen“xdx.
(4.16)
Neste caso, as poténcias de seno sdo pares e ndo negativas. Por

1—cos2a
2 1

outro lado, lembre-se de que, usando a identidade: | sen®ca =

temos

2 B 1—cos2x _1/ 2
/sen xdx—/<72 dx = > 1 2cost dx

1 1
= —X— = [ Cc0S2X 2dX. 417
Lot @i

Fazendo a substituicdo u = 2x = du = 2dx na Gltima integral,
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obtemos

/cosudu:senu+C1:sen2x+C1 (4.18)
Substituindo 4.18 em 4.17, resulta

1 1
/senzxdx = 5X— 7 5en2x+Cy. (4.19)

Analogamente,

2
sentxax— [ seniax = [ (F52) ox

1
— Z/(1—20052x+00522x)dx

1 1 1 2
— Zx— Z/20052xdx+z/cos 2xdx

—Ex—lsen2x+}/ M dx
4 4 4 2

1 1 1 14
= -X—=Sen2x+ =X+ = [ —cos4xdx
T3 +8/4

4 4
3 1 1
= §X_ Zsen 2X+ ﬁsen4x+cz. (4.20)

Substituindo 4.19 e 4.20 em 4.16, obtemos

1 1 3 1 1
2 _ Ty = . Yy = -
/sen X C0S2X dX = 5X 4sen2x 2 (8X 4sen2x+ 5 sen4x) +C

= 1x—lsen2x—§x+gsen2x— isen4x+C

2" 4 8" 4 32
= %x— %sean— §x+ %sean— 1—165en4x+C
:_%x+%sen2x—1—1€ssen4x+0 (4.21)
f. /COSGZX dx
Lembrando a identidade: cos22x = %, temos

3
/COSGZX dx:/(c0322x)3dx:/(%) dx

1
= g/(1+3cosz4x+3cos4x+cos34x)dx
1 30, 3 4 1/
= g/dx+§/cos 4x dx+§/zcos4xdx+§/cos 4x dx
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:%x+§/de+%/4cos4xdx+}/cosz4x cos4x dx

1 2
§x+—x+ 16/80058xdx+—sen4x+8/4 (1—sen4x)4cos4xdx

u2 du

Fazendo a substituicdo u = sen4x = du = 4 cos4x dx na (ltima
integral, temos

1 3 3
/00562xdx_ X4 =X+ —= /8 cosSx)dx+§sen4x+8/ (1—u?)du

8 16 128
—3 +ix+isen8x+isen4x+iu iu—3+C
16 16 128 32 32 323

3 3 1 1 3
EXersen8x+ ﬁsen4x+ ﬁsen4x— %sen 4x+C

5 3 1 1
= x4y 4x — —sen®4
16X+ 1283en8x+ 8sen X 96sen x+C.

X
g. /sen— senx dx
2
Sabemos que sena senf3 = % [cos(oe — B) —cos(a+ B)].

Logo, seng Senx = % [COS (g —X) — COS <g —}-X)}

) -on(3)] 4 ) (2)

(Lembre-se de que a fungdo cosseno & uma funcdo par, isto &,
cos(—x) = cosx para todo nimero real)

o o f [on () - ()
Jem() 5 e (3) o

X 1 3X
=sen (5) — gsen <?> +C. (4.22)
Outra forma de resolver o exercicio & lembrar que senx = 2sen g cos g

logo

X _ [sen® 25en X cos X dx—2 [ sen?X cos*
/sen2 senxdx_/senzZsenzcoszdx_Z/sen > coszdx

2 HX X
_2/§sen 5 cosz dx.
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Lo 1
Fazendo a substituicdo u = sen g temos que du = 5 cosg dx

4

:4/u2du:4u—3+C:
3 3

sen?é +C. (4.23)

\Vocé pode provar que a diferenca entre ambas primitivas acha-
das em 4.22 e 4.23 € uma constante, portanto pertencem a mesma
familia.

T

h. /7sen(2x) cos(3x) dx
0

Sabemos que seno cosf = %[sen(a+ﬁ)+sen(a—ﬁ)].
Assim, sen(2x)cos(3x) = % [sen(2x 4 3x) 4 sen(2x — 3x)]
= }[sen(Sx) +sen(—x)] = E[sen(5x) —sen(x)].
2 —_— 2
f impar

(Lembre-se de que a fungdo seno & uma funcdo impar, isto &,
sen(—x) = —sen(x) para todo nimero real)

Logo, a integral indefinida resulta

/sen(Zx) cos(3x) dx = %/[sen(5x) —sen(x)]dx

= %/sen(5x)dx— %/sen(x)dx

1 1
T cos(5x) + 5 cos(x) +C.

T T

2 1 1 2
/2 sen(2x) cos(3x)dx = —-— cos(5x) + = cos(X)
0 10 2 0

10 2) T27°\2) 10222

= _icos (55> +Ecos <E> +i cos(0) —Ecos(O)
_— 1 e

i /cos?x cos 3x dx

Sabemos que cos o cosf = %[cos(oc —B)+cos(e+ B)], logo

1
COS 7X COS3X = 3 [cos(7x — 3x) + cos(7x + 3x)]
1
=3 [cos(4x) + cos(10x)].

. 1 1
Assim, /cos?x cos3x dx = E/cos(4x)dx+ E/cos(le)dx.
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Ou seja,

1 1
/cos?x cos3x dx = g/cos(4x)4 dx+ %/cos(lox)lo dx

1 1
=3 sen(4x) + 20 sen(10x) +C.

n MODULO 1

Exercicio 4.31.

Calcule as seguintes integrais:

~

APENDICE

a. /t922x sec?2x dx b. [rs sec>x tgx dx
[

c. / cotg>x cossec?x dx d. / cossec*x dx

(Aula 21 do caderno didatico, exercicio proposto n°4: a, c, g e m,
respectivamente)

Solugéo:

a / tg?2x sec*2x dx = / tg22x sec?2x sec?2x dx

2
— / Et922x sec?2x sec?2x dx.

Como o expoente de sec2x é 4, que € um nimero par, reescreve-
mos sec*2x como (sec?2x)(sec2x). Vamos fazer a substituicio
u = tg2x, logo du = (sec?2x)2dx. Além disso, usaremos a iden-
tidade trigonométrica sec?2x = 1+ tg?2x, para escrever a outra
sec?2x em termos de tg2x. Ou seja,

1
/ tg%2x sec*2x dx = 5 / tg%2x sec?2x sec?2x 2dx

1 2 2 2 1 2 2

= — [ tg°2x(1 +tg“2x sec2x2dx:—/u 1-+u)du

2/9 (1+19°2x); X (1+u%)
u2 u2 u

I S A AT T
_E/(u +u)du_§<§+€ +C.
tg®2x  tg°2x

Finalmente, /t922x sec*2x dx = % " 1o +C.

b. /3 sec®x tgx dx
6

Vamos calcular em primeiro lugar a integral indefinida
/ sec®x tgx dx.

CEDERJ 323



Caderno de Calculo 11 | Passo a Passo dos Exercicios Suplementares e Outros Propostos no Caderno Didatico

Como o expoente de tgx & o nimero impar 1, e levando em
conta que (secx)’ = secxtgx, vamos reescrever secx como
(sec?x)(sec?x). Usaremos um dos fatores para compor du =
secxtgxdx e faremos a substituicdo u = secx.

Assim, /sec3x tgx dx = /seczx secx tgx dx = /uzdu
2
u du

Logo, pela segunda forma do Teorema Fundamental do Célculo,
temos que

n

/3 sec3x tgx dx =
5

C. / cotg®x cossec?x dx

Neste caso, basta fazer a substituicdo u = cotgx, logo
du = —cossec?x dx. Portanto,
/ cotg®x cossec?x dx = — / cotg®x (—cossec®x) dx
us du

4 4
3 u cotg’x
/u u 4+ 4 +

d. / cossec*x dx
Note-se que / cossec*x dx = — / (cossec?x) (—cossec?)dx

= —/(1+cotgzx) (—cossec?x)dx.
u? du
Observe que u = cotgx, logo du = —cossec?x dx. Além disso,
estamos usando a identidade trigonométrica cossec®x = 1+ cotg?x,
para escrever cossecx em termos de cotgx.

3

. u
Assim, /cossec“x dx = —/(1+u2)du =-u-= +C

cotg®x

= —cotgx — +C.
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