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Aula

INTEGRAIS DUPLAS

compreender a no¢ao de integral dupla;

estudar algumas propriedades;

estudar o Teorema de Fubini para retangulos;
estudar uma versao mais geral do Teorema de
Fubini;

calcular Area e Volume.
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INTEGRAIS DUPLAS

No Calculo I, vocé aprendeu as integrais definidas. Agora,
no Calculo 1V, pretendemos estender essa ideia para integrais
duplas e triplas de funcdes de duas ou trés variaveis.

Ent#o consideremos uma funcdo f : D c R?> - R, onde D é
um conjunto fechado e limitado (também conhecido como con-
junto compacto). Como D & limitado, entdo existe um retangulo
R = [a,b] x [c,d], tal que D C R.

yk
d:yn - ] R
__ R::
D f ' f
AyI Yi b-- ( .\/ — >
Yj-1 -~
T ] \(X,*,Y]k)
Yo=C -~
R X R
a=Xp Xi—1 Xi b=xy XV
A
AX

Vamos dividir o retangulo R em subretangulos Rjj da se-
guinte maneira: dividimos os intervalos [a,b] e [c,d] em n sub-

. . b—a d—c
intervalos de mesmo comprimento Ax = ——e Ay = —— res-
pectivamente; tracamos retas verticais e horizontais pelas extre-

midades desses subintervalos. Vamos escolher (x{',y}) € Rij e
formemos a soma

n n n
Sn= 2 F(x,y;) axay = Y f(x,y))AA
j=li=1 i j=1
onde f(x},yj) =0se (x,y;) ¢ D.
Esta soma é dita soma de Riemann de f. Se existir nIi%rroLSn:L

dizemos que f € integravel e o nimero L é dito integral de f
sobre D e é indicado por //Df(x,y)dxdy ou //Df(x,y)dA ou

//DfdA. Assim,

n
//D f(x,y)dxdy = nILnJOLJz:Ilf (X,y]) Axay.



i. Prova-se que se f & continua em D, entdo f & in-
tegravel.

ii. Se f(x,y) > 0 & continua em D, entéo o grafico de
f (Gt) estd acima do plano xy. Ent&o o volume do
s6lido W que esta abaixo de G e acima de D é dado
por

V(W) :// f(x,y)dxdy.
D
Logo, para achar o volume do sélido W, integramos
f(x,y) (o “teto”) sobre D (0 “piso0”).

z
Gt :z=f(x,y) (“teto”)

/

iii. Se f(x,y) =1em D, entdo

// 1dxdy = // dxdy = A(D) = Areade D.
D D
iv. Propriedades:

iv.1. //D(f+g)dA://DfdA+//ngA

iv.2. //DkfdA:k//DfdA,keR
iv.3. D:D1UD2:>//DfdA://D fdA+ [[ fdA
1 2

(“piso”)

(x,y;) Rij

CEDERJ 9
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UM METODO PRATICO PARA CALCULAR INTE-
GRAIS DUPLAS

Teorema 1.1 (Teorema de Fubini).

Se f(x,y) & continua no retdngulo D = [a,b] x [c,d], entdo

f(x,y)dxdy = ’ OI1“(><,y>dy dx
D a C
_ /Cd{/abf(x,y)dx}dy
ou

b rd d rb
//f(x,y>dxdy=// f(x,y>dyd><=// f(x,y) dxdy
D JaJc cJa ,

integrais iteradas ou repetidas

[ Exemplo1.1. |

Calcule //nyzdxdy, sendo D = [0,1] x [-1,0].

Solugdo: Temos

- 1 40
// xyzdxdy:// xy? dydx.
D 0J-1

Primeiro calculamos a integral interna. Logo:

0

/AxyZ dxdy = /O.lx [g] B %/0.1x[0 (-1)] dx =

CALCULO DE INTEGRAIS DUPLAS EM REGIOES
MAIS GERAIS

Suponhamos agora, que D seja diferente do retangulo
[a,b] x [c,d]. Entdo vamos definir dois tipos de regido.



Definicao 1.1.

Dizemos que D é wuma regidodotipol ou uma
regido simples vertical se D for limitada a esquerda pela reta
vertical x = a, a direita pela reta vertical x = b, inferiormente
pela curva de equacdo y = g1 (x) e superiormente pela curva
y = g2(x), onde g; e g2 sdo continuas.

AULA n MODULO 1

As figuras que se seguem ilustram regides do tipo I:

y=02(x) Y =02(x)

y1 Y

a X b

>

Logo, D = {(x,y) eR?|a<x<begi(x) <y<gs(x)}.
Prova-se que:

b rg2(x)
// f(x,y)dxdy:// f(x,y)dydx.
D a Jgi(x)

Definig¢éo 1.2.

Dizemos que D & wuma regidodotipoll ou uma
regido simples horizontal se D for limitada inferior-
mente e superiormente por retas horizontaisy =cey=d,
respectivamente, pela esquerda pela curva x = hy(y) e pela
direita pela curva x = hy(y), onde h; e h sdo continuas.

CEDERJ 11
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As figuras que se seguem ilustram regides do tipo II:

Logo, D = {(xy) eR?|c<y<dehi(y) <x<hy(y)}.
Prova-se que:

d rha(y)
// f(x,y)dxdy:// f(x,y)dxdy.
D ¢ Jha(y)

[ Exemplo12. |

Calcule por dois métodos a integral de f(x,y) = Xy sobre a
regifo D limitada pelas curvasy = x e y = x°.

y 4
Solugdo: As curvas se inter-
ceptam quando x> = x ou
X(x—1)=0,logox=00ux=1.
Assim, o0s pontos de intersecdo y =X
sdo (0,0) e (1,1). Logo, o esboco
de D esta representado na figura (x.y)
ao lado. D y =X

[N

12 CEDERJ



Método 1
Enquadrando D como tipo I, temos
D={(xy)eR*|0<x<lex?<y<x}.

Entdo:
X

1 ,x 1 y2
//xydxdy:// xydydx:/ x[—] dx =
D 0.Jx2 0 L2]p

Método 2
yu
-~ :
X=y E
Yoo -
D X=y -
1 X

Enquadrando D como tipo I, temos

D={(xy)€R?|0<y<ley<x<,y}.

[ Exemplo 1.3. ]

Calcule, por integral dupla, a area da regido plana D limitada
pelas curvasy = x3 ey = /X.

CEDERJ
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Caderno de Calculo IV | Integrais Duplas

Solugdo: O eshogo de D esta representado na figura que se segue.

A
y y= x1/2 y= X3
1---t----= y=vX=x1/2
D : y=x3
/ Loox
Podemos descrever por
) 0<x<1
3 <y <2

Entao:

<1/2

A(D)://[)dxdy:/ol/x3 dydx:/ol(xl/z—x3) dx =

1

23/2 x* 2 1 5

= | =X [ — = - — — = — U.a.
[3 41, 3 4 u-a

[ Exemplo14. |

Calcule o volume do tetraedo W com faces nos planos coor-
denados e no plano x+y+z = 3.

Solugé@o: O plano x+y+z = 3 passa pelos pontos A = (3,0,0),
B =(0,3,0) eC =(0,0,3). Assim, o0 esbogco de W é:

yu
teto de W 3 X+y=3
y=3-—X
D
3 X
y=0

X D (piso)
14 CEDERJ



Observemos que o teto de W é a porc¢do do plano x+y+z = 3 ou
z=3—x—y= f(x,y) e opiso de W é o tridngulo D. Entao:

://Df(X,y)dXdy://(3—x—y)dxdy:
:/3/3X(3xy)dydx:/0 [3), ny?]: de:

—/ [ (3—X)—x(3—x)— (SZX)Z]dx:

18 s 1 , 1 o
_5/0 (9 —6x+Xx )dx_E [9x3x +3 0_5 u.v.

1. Calcule | :/ ye*t¥ dxdy, sendo D = [—1,1] x [0,1].
D

2. Determine a regido D e troque a ordem de integracdo das
seguintes integrais:

al_// f(x,y) dydx.
-y

bl—// f(x,y) dxdy.
Vi1-y2

3. A integral abaixo ndo pode ser calculada exatamente, em
termos de fungdes elementares, com a ordem de integracéo
dada. Inverta a ordem de integracdo e faca os calculos em

101,
I://exdxdy.
0Jy

4. Utilizando integral dupla, calcule a area da regido D limi-
tada pelas curvasy> = —x, x—y=4,y=—-ley=2.

5. Calcule //DHVXZ

y=0,y=vXxex=4.

6. Inverta a ordem de integracdo e calcule seu valor em

1N 4 01
Iz//\[ e dxdy+// e’ dxdy.
0./ \y/2 1Jyy/2

onde D é a regido limitada por

CEDERJ 15
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Caderno de Calculo IV | Integrais Duplas

7. Encontre por integracdo dupla a area da regido no plano
xy, limitada pelas curvas y = x? e y = 4x — x2.

8. Determine a area da regido limitada pelas curvas x =y,
X+y=2ey=0.

9. Calcule o volume do sblido W, no primeiro octante, limi-
tado pelas superficiesz=4—x?,y=0,z=0ex+y=2.

10. Calcule o volume do s6lidoW limitado pelos planos x = 0,
z=0,x+Yy =9 e pelo cilindro parabolico z = 9 —y~.

16 CEDERJ
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Aula

MUDANCA DE VARIAVEIS NA INTEGRAL
DUPLA

aprender a fazer mudanga de variaveis em inte-
grais duplas;

estudar uma mudanca de variaveis bastante usada:
coordenadas polares.
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MUDANCA DE VARIAVEIS NA INTEGRAL
DUPLA

No Célculo 11, vocé aprendeu a formula da mudanca de variavel
para uma funcdo de uma variavel:

b d
| t0gax= [ (gw)g/w)du.

Para as integrais duplas, temos uma férmula analoga.

Uma mudanca de variaveis num subconjunto do R? é dada
por uma transformacéo

¢: DywCR?> — R?
(U,V) — (X7y> - (p(U,V) - (X(U,V), y(U,V))

de classe C! e injetora no interior de Dyy.

v y
9 f
DLIV
u X R
Suponhamos que o jacobiano de ¢, Jo(u,V), seja diferente
de 0, isto &,
ax  ox
_ _IXy) | au ov
J=Jo(u,v) = ) | oy oy #0.
Jdu ov

Prova-se que dxdy = |J| dudv.

Seja Dyy = ¢ (Dyy). Entdo se f(x,y) & continua em Dyy, te-

MOsS:
//ny f(xy)dxdy = //D f (x(u,v), y(u,v)) |J| dudv.

18 CEDERJ



5 Pelo teorema da fungdo inversa, o jacobiano de ¢! &

dado por
o u
-1 . X 8y . -1 1
‘](p (va) - v v - (‘](P<U7V)) - J((p(U,V))
ox dy

[ Exemplo21. |

Calcule, utilizando uma mudanca de variaveis conveniente, a
6
integral // (Xfii) dxdy, sendo Dyy a regido limitada pelas retas
Dy -
y+x:3,yix:5,y—x:1ey—x:3.

Solucéao: O eshogo de Dy, esté representado na figura a seguir.

Facamos u = x+Y, v=y — X, que nos da

(o U=V
{u+v:2y T2
ou
U—v=2x _u+v
y=7
Temos:
ox  dx 1 1
3 gr ox - 2
J— (X7Y): Jdu ov |2 2 :}7&0.
auv) | gy 9y 1 1] 2
ou  ov 2 2

Como dxdy = |J| dudv, temos dxdy = %dudv.

A seguir, vamos determinar Dyy.

CEDERJ 19
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Caderno de Calculo IV | Mudanca de Variaveis na Integral Dupla

Como Dy, € limitado por y +x =3, y+x =5 y—-x=1¢e
y—x =3, entdo Dy, é limitadoporu=3,u=5v=1ev=_3.

Segue da formula da mudanga de variaveis que:

6 6
// X+y dxdy = // < Edudv— // L dudv =
Dyy - uv w V
5 3
:1/ ub —dvdu:l/ u6 Inv In3/ ubdu =
2J3 J1v 2J3

In3 [u’]° 7 In3
_7[7}3_(5 3)14

INTEGRAIS DUPLAS EM COORDENADAS POLA-
RES

No Célculo I, vocé aprendeu coordenadas polares (r,6),
onde r é a distdncia de um ponto P = (x,y) a origeme 6 é o
angulo (em radianos) formado pelo eixo x positivo e o raio polar
OP.

P(x,y)

<

% 0

v

Da figura, vemos que x = rcosf, y = rsen6 donde
242 —r2,

20 CEDERJ



Entdo consideremos a mudanca de variaveis dada por

.| x=rcos6
y=rsenf

onder>0ce 6y <0 <6y+2m, paraalgum 6y € R.

O jacobiano de ¢ é dado por

ax  ox
J:J(P:a(x,y): or 06 | _|cos® —rsen6 |
a(r,0) dy oy sen@®  rcoso
ar a6

=rcos?0+rsen?f =r.

Entdo

// f(x,y)dxdy:// f(rcos@,rsen6)r drdo.
D Dro

#5 i, O termo dxdy n#o é substituido por drd@, mas por
rdrdo.

ii. A area de D em coordenadas polares é dada por

A(D)://D rdrdo.

[ Exemplo22. |

Calcule // e +y? dxdy, onde D é aregido limitada pela curva
D

y=+v1-x2eo0eixox.

Solugdo: O eshogo de D esta representado na figura que se segue.

CEDERJ

21

AULA ' MODULO 1



Caderno de Calculo IV | Mudanca de Variaveis na Integral Dupla

Passando para coordenadas polares, temos:

X= Trcoso

y= rseno

dxdy = rdrd6
2y = r2

Observemos que em D o angulo 6 varia de 0 (no eixo
polar = eixo x positivo) a 7 (no ponto (—1,0)). Fixado 6, tal que
0 <6 <, oraio polar r variade 0 a 1. Entao, D¢ é dado por:

D 0<6<nrn
-1 0<r<i1

Logo,

W2y2 2 1 T2
//e ydxdy:// e rdrd@://e rdedr =
D Dro 0Jo
1 2
:n/ e rdr.
0

Temos d(r?) = 2rdr, donde rdr = %d(rz). Ent3o,

1 1
X2ty _ T eary = Fle?l = e
//De dxdy_z/oe d(ro) > [e }0 2(e 1).

[ Exemplo23. |

Calcule | ://Dydxdy, onde D & limitado por x> +y? = 2y.

Solugdo:  Completando quadrado em x? +y? = 2y, temos
x2 4 (y —1)> = 1. Logo, temos uma circunferéncia de centro (0,1)
e raio 1. Assim, o esboco de D esta representado na figura que se
segue.

y 4
2

v

22 CEDERJ



Calcular I, enquadrando D como tipo I ou tipo 1, € uma tarefa dificil
(verifique!), entdo passemos para coordenadas polares.

X= rcosé

y= rsené

dxdy = rdrd@
2 y? = r2

Passando X% + y2 = 2y para coordenadas polares, temos
r> =2rsen® ou r = 2sen®. Observemos que como 0 eixo x & tan-
gente a circunferéncia na origem, entdo 0 varia de 0 a 7. Fixando 0,
tal que 0 < 6 < m, o raio polar r varia de 0 a 2sen 6. Logo, o conjunto

D¢ € dado por
D.. - 0<6<nm
-1 0<r<2seno

Entdo,

I:// rsene-rdrdez// r’sen@drdd =
Dre Dro

b 2sen 6 b r3 2sen
:/ sene/ rzdrdez/ sene[—] de =
0 0 0 3 0

8 Va
:—/ sen*6do.
3Jo

Vale a pena lembrar que:

4p (22 (l—c0s20\?
sen*6 = (sen”0) _(72 ) _

_1 1—2c0s26 +c0s226);
4

o /coszudu = % (u+ ser;2u> +C.

Entdo:
2 T
| = —/ (1—2c0s26 +cos?20) do =
3Jo

217 2 —
_5'5/0 (1—2c0s26 +c0s226) d(26) =

[29 —2sen20 +% <29 n sen49> } n

2

1
3
1
3

[39 —2sen26 + Se”‘w]” -

CEDERJ 23
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24 CEDERJ

. Considere a transformacgdo do plano uv no plano xy de-

finida por T (u,v) = (x,y) = (u+v,u>—v). Seja Dy a
regido do plano uv limitada pelos eixos u e v e pela reta
u+v=2.SejaDy =T (Dy), aimagem de D,y por T.

a. Esboce Dyy.

1
b. Calcule //nymdxdy.

. Calcule a seguinte integral dupla

//Dcos (g : %) dxdy

onde D é a regido do plano xy, limitada pelas retas
X+y=1,x+y=4,x=0ey=0.

. o X—
Sugestao: Use a mudanga de varidveis U = Xy

X+y
e V=X+Y.

. Mostre que a area da regido limitada pela elipse

X2 y2

7 1(a>0,b>0)éigual a mab.

. Calcule

| = // sen (4x% +y?) dxdy,
D

onde D = {(x,y) | 4x>+y> <1,y > 0}.

. Calcule a area da regido D do plano xy, definida por

D={(xy) | X*+(y—2)2<4dex*+y*>4}.

. Calcule a integral iterada transformando-a, antes, para co-

ordenadas polares:

4 r\/Ay-y?
a. I:// VX2 +y2dxdy
0 Jo

b |:/0 /0 2 dydx
' 1) VIS 1+ Rty
1 pl4q/1-y2
C. I:// VX2 +y2dxdy
0Jy



10.

Passe para coordenadas polares e calcule //Bxy dxdy, onde
B éaregifo x?+y>—2y <0, x> 0.

Passe para coordenadas polares e calcule

| /3/y L dxd
= ——dx
1J0 VX2+y2 y

. Achar o volume do soélido limitado superiormente pela es-

fera de equagdo x? +y? + 22 = 4, inferiormente pelo plano
xy e lateralmente pelo cilindro de equagdo x2 +y? = 1.

Determine o volume do s6lidoW limitado pelas superficies

X2 +y2=2y,z=0ez=+/x2+y2.

CEDERJ 25
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Aula

APLICA(;E)ES DAS INTEGRAIS DUPLAS

estudar algumas aplicacdes fisicas como massa,
centro de massa e momento de inércia;

explorar simetrias em integrais duplas.
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APLICACOES DAS INTEGRAIS DUPLAS

MASSA

Seja D c R?, uma regidio compacta, representando uma lami-
na plana delgada. Suponhamos que a fungdo continua e positiva
5 : D Cc R? — R representa a densidade superficial de massa
(massa por unidade de area).

P LA
o] |1\

\ I

x,y7)

Considerando-se n? subretangulos Rjj de algum retangulo R
que contém D e uma escolha (xf,y]f) € Rjj , observamos que a

SOma 0N
D 2 8(x,yj)AA
j=1i=1

€ uma aproximacdo da massa M de D, onde 6(xi*,y>jk) =0 se
(X,y}) ¢ D. Logo, & razoavel definir a massa M de D com

M ://Dé(x,y)dxdy.

5 Se 5(x,y) for constante e igual a k, entdo a massa M sera
igual a KA(D). Neste caso, dizemos que a lamina D &
homogénea.

CENTRO DE MASSA

Seja um sistema finito de particulas Py = (X1,Y1), P> = (X2,Y2),
-+, Pn = (Xn,Yn), COM massas m;, i = 1,-- -, n, respectivamente.
Lembrando da Fisica que 0s momentos de massa desse sistema,
em relacd@o aos eixos x e y, sdo definidos por:

n n
My = miyi € My =" mix;.
i—1 i—1
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O centro de massa do sistema & o ponto (X,y) que se com-
n
porta como se a massa total M = > m; do sistema estivesse

i=1
concentrada nesse ponto. Logo, MX = My e My = Mx ou

n n
My izzlmixi v i:zlmiyi
X_V_ n e y_ﬁ_ n

2. m 2, m

[
N
I

i=1

Se considerarmos no lugar de um sistema finito de particulas,
uma lamina plana D com densidade superficial de massa dada
por uma fung&o continua e positiva §(x,y), fazemos uma particéo
de algum retangulo R contendo D, obtendo subretangulos R;;.
Escolhemos (xf,y]f) € Rij. Logo, a massa de Rjj pode ser apro-
ximada por 6(x;k,yjf)AA, onde 6(x;k,y]f) =0se 6(xi*,y>jk) ¢ D.

Entdo

n n
M, ~ 2 y]—k6(x}k,yj—‘)AA e My~ 2 x}k6(x}k,y]‘)AA
i =1 i =1

Logo, definimos My e My por

MX://DycS(x,y) dA e My://Dx6(x,y) dA

O centro de massa (X,y) da ldmina D é definido por

B //Dxé(x,y) dA B /Dyé(x,y) dA
= y= P

e

#£3 Se §(x,y) = k, k constante, o ponto (X,y) & dito centroide
e temos as seguintes formulas

// xdxdy // ydxdy
/ dxdy / dxdy
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MOMENTO DE INERCIA

O momento de inércia de uma lamina D em relagdo a um
eixo E é dado por

IE://DrZ(x,y)é(x,y)dxdy

onde r(x,y) é a distancia de (x,y) ao eixo E.

Assim, os momentos de inércia de D em relacdo aos eixos x
ey, respectivamente, sdo dados por

IX://DyZS(x,y)dxdy e Iy://Dx26(x,y)dxdy.

O momento de inércia polar em relagdo a origem é dado por

lo = //D(x2+y2) §(x,y) dxdy = Iy + 1, .

[ Exemplo 3.1. ]

Determine o centro de massa € 0 momento de inércia em
relacdo ao eixo x, da regido D limitada por x =y? e x —y = 2,
sendo 6(x,y) = 3.

Solucdo: As curvas se interceptam quando y> —y —2 = 0, logo
y= -1, y=2. Assim, o eshoco de D estd representado na figura

que se segue.

y A
2
I
b . X=2+Yy
| .
2 4 X
B (1,-1)
2V




Descrevemos D como tipo I1:
D={(xy)|-1<y<2,y?<x<2+y}.

A massa de D é:

2 24y
M://S(x,y)dA://SdA:S/ / dxdy =
D D ~1Jy?

2 y2 oy 2
=3 (2+yy2)dy:3[2y+5—} =
1 3|,

=3[(4+2§>(2+%+%)]=%

O centro de massa (X,Yy) é dado por

e [

Célculo de // X0 (x,y)dA
D
24y X2 2+y
//x5xydA 3/ / xdxdy = 3/ [ ]

3 2\ A Yoy ’
:E/, (4+4y+y>—y*) dy= [4y+2y +3-% -
(I R )

Calculo de/ yo(x,y)dA
D

2 r2+y
//y6(x,y)dA:3/ / ydxdy =
D —1.Jy2

2 2
:3/_1y(2+y—y2) dy:3/_1 (2y+y?—y?) dy =

Logo,

CEDERJ
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. . . 1
Assim, o centro de massa (X,Y) esta localizado em (g , 5).

O momento de inércia em relagdo ao eixo x é:

2 r2+y
|X://yZé(x,y)dAza//yZdAzs// y2 dxdy =
D D —1)y2
2 2
3/1y2(2+y—y2)dy:3/1(2y2+y3—y4)dy:

3 4 572
4 -1

3 5
—3[<1_6+4_2)_<_g+1+})]—1_89
o 3 5 3 4 5/)] 20°

SIMETRIA EM INTEGRAL DUPLA

Seja D ¢ R?, simétrica em relagfo ao eixo y e f(x,y) impar
na variavel x, isto &, f(—x,y) = —f(x,y). Entdo temos que
//D f(x,y) dxdy = 0. Com efeito, como D tem simetria em relagcdo
ao eixo y, observamos que D esta limitada a direita pela curva
X = X(y) e & esquerda pela curva x = —x(y). Supondo que a
projecdo de D sobre o0 eixo y seja o intervalo [c,d], temos o se-
guinte esboco para D:

y 4

d
D/
X==X(y) — \ J\x:x(y)
c

Entdo,

d[ rx(y) d
// f(x,y)dxdy:/ [/ f(x,y)dx} dy:/ 0dy =0.
D c | —X(y) c

0 (%)

(x) Aqui, usamos um fato do Célculo II:
a
/ g(x)dx =0 se g(x) & uma funcéo impar.
—a
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Analogamente, se D tem simetria em relagdo ao eixo x e
f(x,y) & impar na variavel y, entdo // f(x,y)dxdy =0. Veja o
D
esboco para D na figura a seguir.

y =Y(x)

|

D

— .
)

[ Exemplo32. |

Calcule
| = // <xy6+(x4+y4)seny+ 1) dxdy,
D
onde D & o disco x? +y? < a?,(a > 0).

Solucéo: Por propriedade, temos que

I:// xyﬁdxdy+// (x4+y4)senydxdy+// dxdy .
- | - | D|
1 2 3

e Como f(x,y) = xy® & impar na variavel x e D tem simetria em
relagdo ao eixo y, entdo I, = 0.

e Como g(x,y) = (x* +y*)seny & impar na variavel y e D tem
simetria em relacdo ao eixo x, entdo I, = 0.

e Como // dxdy = A(D), entdo I3 = wa?. Logo,
D

| =0+0+ 7a® = wa’.
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RECOMENDACAO: Nas integrais duplas, busque as simetrias e
as funcBes impares. N&o calcule cegamente!!!

) i. Seadensidade d(x,y) & uma funcdo par na variavel x (isto
€, 0(—x,y) = 6(x,y)), entdo x5(x,y) é impar na variavel
X. Se D tem simetria em relacdo ao eixo y, entdo

// x6(x,y)dxdy = 0 e portanto, X = 0.
D

Analogamente, se d(x,y) é uma funcdo par na variavel y
e se D tem simetria em relagdo ao eixo x, entdo y = 0.

ii. Se D é uma Iamina homogénea e tem simetria em relagdo
ao eixo y, entdo X = 0.
Analogamente, se D & homogénea e tem simetria em rela-
¢80 ao eixo x, entdo y = 0.

[ Exemplo33. |

Uma lamina delgada D ocupa a regifo x> +y2 <1,y > 0,
de modo que a densidade em qualquer ponto & proporcional a
distancia do ponto a origem. Determine

a. amassa M de D b. o centro de massa

Solugdo: O eshogo de D esta representado na figura que se segue.

Como a distancia de (x,y) a origem é /x2 +y2 entdo a densidade &
dada por 6(x,y) = ky/x% +y? onde k & uma constante.
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a. ComoM ://Dé(x,y) dxdy, entdo temos que M = k//D\/x2 +y2 dxdy.

Passando para coordenadas polares, temos:

X= Trcosé

y= rsené

dxdy = rdrd6@
X2py2 = 2

Além disso, Drg & dado por:

D 0<r<1
%Y o<o<nr

Entdo,

1 T
M:k/ r-rdrdezk// errdezk/rZ/ dodr —
Dro Drg 0 0
1

:kn/ r2dr:k—7r u.m.
0 3

b. Como &(x,y) & uma funcdo par e D tem simetria em relagdo ao
eixo y, entdo X = 0. Sabemos que

[ ystxyanay

M )

y:
onde

//yS(x,y)dxdy:k//y\/x2+y2dxdy:

D D

:k// rsene-r-rdrdezk// risen0drdo =
Drg Dr9
1 T . 1

:k/ r3/ senededr:k[—cose]o/ ri3dr =
o Jo 0

471
zzk[r_} _k
0

Portanto, o centro de massa esta localizado em (0, %)

CEDERJ 35

AULA n MODULO 1



Caderno de Calculo IV | Aplicacdes das Integrais Duplas

36 CEDERJ

. Calcule as coordenadas (X,y) do centro de massa de uma

chapa homogénea D com o formato de um triangulo isos-
celes com base 10 cm e altura 5 cm.

. Suponha que uma ldmina D tem a forma da regido trian-

gular de vértices (0,0), (3,0) e (3,5) e adensidade 6(X,y)
em cada ponto P = (X,y) € D & igual a distancia de P ao
eixo y. Calcule a massa total e as coordenadas (X,y) do
centro de massa de D.

. Determine as coordenadas do centro de massa da regido D

determinada por x2 +y2 > 1, x?4+y? <4 ey >0, se a den-
sidade de massa em cada ponto é proporcional a distancia
do ponto a origem.

. Uma lamina plana D tem a forma da regido delimitada pe-

las curvas y = x> +1 e y = x + 3. Sua densidade de massa
no ponto (x,y) é proporcional a distancia desse ponto ao
eixo x. Calcule

a. amassa de D.
b. a primeira coordenada X do centro de massa de D.

. Calcule o momento de inércia de um disco circular ho-

mogéneo de didmetro 10 cm.

a. em relacdo a seu proprio centro.

b. em relacdo a seu didmetro.

. Calcule a massa de uma lamina delimitada por

(x —1)2 4 (y — 2)? = 1, se a densidade em um ponto &
proporcional & distancia desse pontoa (1,2).

. Uma lamina homogénea tem a forma de um triangulo re-

tangulo isodsceles com lados iguais de medida a. Ache o
momento de inércia em relacdo a um dos lados iguais.

. Calcule a massa de uma chapa D limitada pelas curvas

Xy =2 X°+y? =4x,y=xey= ?x, sabendo que a
densidade de massa em um ponto é inversamente propor-
cional a distancia do ponto a origem.



9.

10.

Mostre que 0 momento de inércia em relacdo ao eixo y de
uma placa homogénea de massa M, limitada por x+y = 4,
X=4,y=4¢&igual a 8M.

Seja uma lamina delgada representada pela regido D de-
terminada por y < X,y > —X, X2 +y? > 2x e X2 +y? < 4x.
Se a densidade em cada ponto P = (x,y) da [amina é dada

por 6(x,y) = \/f—;ﬂ determine:

a. amassa de D;
b. o momento de inércia polar em relac@o a origem.
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Aula 4

INTEGRAIS TRIPLAS

compreender a no¢ao de integral tripla;

reduzir o calculo de uma integral tripla a uma
integral dupla.
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INTEGRAIS TRIPLAS

Na Aula 1, vocé aprendeu a nogdo de integral dupla. Agora,
VOCE vera o conceito de integral tripla.

Seja f :W C R® — R, onde W & uma regio solida do R®
(regido limitada e fechada de R%). Como W é limitada, ento
existe um paralelepipedo (ou caixa) R = [a,b] x [c,d] x [p,q],
contendo W. Dividimos R em n® subcaixas Rijk, por planos
paralelos aos planos coordenados, todas de mesmo volume
AV = AXAyAz, escolhemos (x;k,y]-‘,z;) € Rjjx e formamos a soma

onde f(x,yj,z;) = 0se (x{,y},z) ¢ W, dita soma de Riemann
de f.

Se existir lim S, =L, dizemos que f & integravel e o nUmero
N—oo

L & dito integral tripla de f sobre o s6lido W e é indicado por

// f(x,y,z)dxdydz ou// f(x,y,z)dV ou// fdv.
W w W

# i, Se f é continuaem W entdo f & integravel.

ii. Se f(x,y,z)=1emW, entdo ///dedydz:V(W).

i, ///W(f+g)dv:///Wfdv+///wgdv.
iv ///kadvzk///Wde,keR

v. Se 6(X,Y,z) é continua e positivaem W, e representa
a densidade volumétrica de massa (massa por uni-
dade de volume), entdo a massa M de W é dada por

M :///vv O(x,y,z)dxdydz.



vi. O centro de massa (X,Y,z) & dado por

; ///Wx-cz:x,y,z)dv

][] y-seyaav

Y= M
///Wz-é(x,y,z)dv

p— M .

vii. O momento de inérciaem relagdo a um eixo E é dado

por
Ig :///vv r2(x,y,z) - 8(x,y,z)dv

onde r(x,y,z) = distancia de (x,y,z) ao eixo E.

NI

Se eixo E = eixo z, entdo

Iz:///W(XZerZ)cS(x,y,z) dv .

Se eixo E = eixo y, entdo

Iy:///vv(x2+22)5(x,y,z) dv .

Se eixo E = eixo X, entao

IX:///VV(y2+22)5(x,y,z) dv .

REDUCAO DO CALCULO DE UMA INTEGRAL TRI-
PLA A UMA INTEGRAL DUPLA

Observamos que um dominio de integracdo pode ser descrito
como uma reunido de regides dadas por:

Wi = {(x,¥,2) | (x,y) € Dyezi(xy) <z<z2(xy)}

onde Dyy = projf';y (projecd@o de W; sobre o plano xy) e z1(x,Y),
Z2(X,y) continuas;
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W2 = {(vavz) | <X7Z> S DXZ € y1<X7Z> < y < yg(X,Z)}
onde Dy, = proj\XN;Z e y1(X,2), y2(x,z) continuas;
W3 = {(X,y,Z) ‘ (y,Z) € Dyz eXl(y7Z> <x< X2<yvz)}

onde Dy, = proj\yN;Z e x1(Y,2), X2(y, z) continuas.

Os esbocos de Wy, W, e W3 séo:

Z
N
X
Z
YIAD )
y
X
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Prova-se que

///\Nl f(x,y,z)dxdydz://ny -
///W2 f(x,y,z)dxdydz://DXZ
///W3 f(x,y,z)dxdydz://DyZ _

[ Exemplo4.l. |

Calcule
0<y<xel0<z<1l

Solugéo: Definimos W por:

W = {(X,y,Z) | (X,Z) € DXZeOSySX}

onde Dy, = [0,1] x [0,1].

Logo:

X
/// exzdxdydz:// [/ exzdy} dxdz =
W @ /0
101 211 1
2 . x2 _ e _efl
//sze dxdz_/o/oxe dxdz_[z]o/o dz_—2 .

dxdy

dxdz

dydz.

/exzdxdydz onde W é o conjunto 0 < x < 1,
w
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[ Exemplo42. |

Calcule o volume do sélido limitado pelos paraboloides de

equacio z=x>+y?ez=8—x> —y?.

Solugdo: Inicialmente, calculemos a interse¢do das superficies:

22
{ ;:gi+x>2/7y2<:>x2+y2:8—x2—y2<:>2(x2+y2) =8«

S X4y =4,

Logo, a intersecdo dos paraboloides é a circunferéncia x> + y? = 4,
situada no plano z = 4.

7=8—-x2—y?
(x,,2)

z=x>+y?

Descrevemos W por:

W = {(X,Y,2) | (X,y) €Dy e X2 +y? <z <8—x2—y?}

onde Dy, € o disco X? +y? < 4. Como V (W) :// dxdydz, entdo
W
8—x2—y?
V(W):// / dz dxdy:// [8— 20 +y?)] dxdy.
Dyy X2 +y? Dyy
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Passando para coordenadas polares, temos:
2 r2n 2

vw) = [*[" @~ 2r)rdedr —2x [ (8r—2r%) ar -
0.Jo 0

2
— 2 [4r2 - '2—“] = 2m(16—8) = 167 L.

[ Exemplo43. |

Calcule a massa do solido W, no primeiro octante, limitado
pelos planosy =0, z=0, x+y =2, x+2y = 4 e o cilindro
y?2 4+ 72 = 4, sendo a densidade igual & distancia de (x,y,z) ao
plano xz.

Solucdo: O eshogo de W esta representado na figura que se segue.

Podemos definir W por:
W= {(xy,2) eR®| (y,z) €Dy, e 2—y<x<4-2y}
onde Dy, étal que y2 +2° <4,y >0ez>0.
YA

2
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Como M :/// o(x,y,z)dxdydz, onde d(x,y,z) =|y| =Yy, poisy >0,
W
entdo:

4-2y
M= /// ydxdydz = // [/ ydx] dydz =
W Dy, [J2—y

:// y(4—2y—2+y)dydz:// (2y —y?) dydz.
Dy Dy

Passando para coordenadas polares, temos:

y= rcos6
Z= rseno

dydz= rdrd6

e Dyg € dado por Dyg : { . Entéo:

/2

/2 2
M = / /(Zrcose—rzcosze)rdrde
0
/2 2
= / /(Zrzcose—r%osze) drd6
o Jo

/2 2
- bl — ' cos?
= / [3 Cos 0 — 7 Cos O]Ode

1. Calcule ///Wx dxdydz onde W é o solido limitado pelos
planos coordenados e pelo planox+y+z = 1.

2. Seja W o solido limitado pelas superficies z + x? = 4,
y+z=4,y=0ez=0.

a. EsboceW.
b. Calcule, por integral tripla, o volume do solido W .



10.

. Calcule a massa do solido W situado no primeiro octante,

limitado pelos planos x = 0, y = 2x e pelo cilindro
y2 + 22 = 2, supondo que a densidade no ponto (x,y,z)
é proporcional a distancia deste ponto ao plano xy.

Seja W um solido limitado pelas superficies y* +z = 4,
y+z=2,x=0ex=2.

a. EsboceW. b. Calcule / / / edv.
W
Seja W um solido limitado pelas superficies z = y?,
z=2—-y° x=0ex+z=A4.

a. Esboce W.
b. Calcule o volume de W.

. Calcule o volume da regido W no primeiro octante limi-

tada pelos planosy =0,z=0,x+y=2,2y+x=6¢€0
cilindro y? + 7% = 4.

Determine o volume do sélido limitado pelas superficies
2=3x%71=4—x2,y=0ez+y=6.

. Seja o solido W limitado pelas superficies x? +y? = 1,

z+y=2ez=0.

a. Esboce W.

b. Calcule a massa de W, supondo que a densidade em
(X,y,2) & dada por &(x,y,z) = z.

Um s6lido tem a forma de um cilindro circular de raio
de base a e altura h. Determine a massa supondo que a
densidade em cada ponto seja proporcional a distancia do
ponto a uma das bases do cilindro.

Calcule a massa de um s6lido homogéneo limitado pelas
superficiesz=y,z=4—x%z=0ey=—4 comz > 0.
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Aula

MUDANCA DE
VARIAVEIS NA INTEGRAL TRIPLA

aprender a fazer mudanca de variaveis em inte-
grais triplas;

estudar a mudanca de variaveis cilindricas;
estudar a mudanca de variaveis esféricas.
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MUDANCA DE VARIAVEIS NA INTEGRAL
TRIPLA

Aqui temos um resultado similara mudanca de variaveis em
integral dupla:

/ / /Wf<x,y,z> dxdydz =
i ///W F(x(u, v w), y(u, v, W), 2(u, v, w)) 3| dudvdw

onde
X dx  IX

ou dv  ow

9(x,y,2) dy dy Iy

J — ') — gy gy Yy O
a(u,v,w) du ov ow a

oz oz

Jdu dv ow

€ 0 jacobiano da mudanca de variaveis

@(u,v,w) = (X,y,2) = (x(u,v,w),y(u,v,w),z(u,v,w))

UM CASO PARTICULAR DE MUDANCA DE VARIAVEIS

COORDENADAS CILINDRICAS

As coordenadas cilin-

. > _ 7
dricas (r,0,z) sdo defi-
nidas por

X=1rcosé “wp

y=rsen6 :

71=1 '

Y .

Portanto, x? +y? = r?, 6\\\[ s y
com r > 0 e, também, X o-emeooo2 -

6o <0 < 6y+2m, para
algum 6y e z € R.

As coordenadas r e 6 sd@o as mesmas que as coordenadas po-
lares e, portanto, as suas variacdes sdo encontradas na projecao
de W no plano xy. A variacdo de z é encontrada diretamente no
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solido. Supondo que z1(X,y) <z < Zz(X,Yy), entdo a variagdo de
zserazy(rcos@,rsenf) <z <zy(rcosf,rsend). Calculando o
jacobiano da transformacao cilindrica, encontramos

_d(xy,z) I
J= 79(& 0.2) r (Verifique!)

Logo:

/// f(x,y,2) dxdydz:/// f(rcos@,rsen6,z)r drdodz
w Wroz

é a formula da integral tripla em coordenadas cilindricas.

[ Exemplo5.1. |

Calcule ///W (zx® +zy?) dxdydz, sendo W o solido limitado

pelo cilindro x? +y? < 1, pelo plano z = 0 e pelo paraboloide
2

7=4—x2—y?
Solucdo: Dez=4—x?>—y?ex?+y?> =1, temos z = 3. Isto significa
que as superficies apresentam interse¢do no plano z = 3. O esbogo de
W & a figura que se segue.

Passando para coordenadas cilindricas, temos

X= rcosé
y= rseno
1= 12
dxdydz = rdrd6dz
gy = 2
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Seja P = (x,y,z) € W. Uma reta por P, paralela ao eixo z, in-
tercepta a fronteira deW emz=0ez=4—x?—y> =4—r2. Logo,
0<z<4—r2 Como aprojecdo de W no plano xy & o disco x? +y? < 1,
entdo 0 <r<1e0<6 <2xm Logo, o conjunto Wy, € dado por:

0<r<1
0<z<4-r?

Temos,

/// (2x* + zy?) dxdydz = /// z2(x* +y?) dxdydz =
W W
:/// zr2-rdrd9dz:/// zr® drdfdz =

Wro; Wroz

4—r2 o

1 2n p4—r? 1 72
:/ r3/ / zdzdedr:/ 3 [—] dedr =
o Jo Jo 0 21, Jo

1 1
- n/ r3(4—r?)%2dr = n/ (16r* —8r°+r") dr =
0 0

a3 en
YV C i L
”[ 3 " 8]0 24

INTEGRAL TRIPLA EM COORDENADAS ESFERICAS

As coordenadas esfé-
ricas (p,¢,0) sdo defi- Z 4
nidas por

X = psen¢cosO -
y=psen¢sen6
Z=pCoS¢

Portanto, x? 4+y? + 7% = -
= p? com p > 0, x0Ty
0 < ¢ < m e, também,

6o <0 < 6y+2m, para X

algum 6q.

A coordenada p mede a distancia do ponto P & origem (por-
tanto p > 0). A coordenada 6 & a mesma que a coordenada
cilindrica e sua variagdo é encontrada na projecao de W no plano
xy. A coordenada ¢ é o angulo entre o eixo z positivo (onde
¢ = 0) e a semirreta OP. A variagdo maximade ¢ €0 < ¢ < .
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Calculando o jacobiano da transformacdo esférica, temos:

g= o0y p?sen¢  (Verifique!)

a(p,9,6)
Logo:

][ txyav =

W

:/// f(psen¢cosh,psengsend, pcoso)p?seng dpdpdo
Wooe

é a formula da integral tripla em coordenadas esféricas.

[ Exemplo 5.2. ]

Calcule o volume da esferaW : x> +y? 422 < a?, coma > 0.

Solugéo: O eshogo de W esta representado na figura que se segue.

Passando para coordenadas esféricas, temos

X= psen¢coso
y= psen¢seno
Z= pcos¢
dV =dxdydz = p?sen¢dpd¢de
Ry 2= p2

A equacdo da esfera x? +y? 472 = a? fica p = a. Logo, 0 conjunto
W, 40 € dado por:
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Como V(W) :/// dxdydz entdo:
W
VW) = /// p2senddpdede
Wpo0
a b4 2n
= /pz/ seng [ dOd¢dp
0 0 0
a T
= 27r/ p2/ seng dpdp
o Jo

— 2n[cos¢]g/oap2dp

37a
-l
3 0

[ Exemplo53. |

2
. - X
Calcule o volume do elipsoide W : 2 +

a,b,c>0.

2 2
y z
2t C—Zgl,com

Solugdo: Fagamos a mudanca de variaveis

X =au
y=hbv .
Z=CwW

Temos

X oJXx OX
Ju Jdv Idw

o a(x7y7z) o 8y 8y 8y

a(u,v,w) du Jv oIw
Jdz dz 0z
Ju dv Idw

=abc#0.

o T O
O O o

o oo

Logo,
dxdydz = |J| dudvdw = abcdudvdw.
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O elipsoide W : ;—Z+ ﬁ—z +i—2 < 1 é transformado na esfera
Wy © U2+ V2 +w? < 1. Como V (W) :// dxdydz, entdo:
W

VW) = ///WM\J\dudvdw
— abc / / / dudvdw

4
— L
abc 3 T

4
= —mabc.
37r

1.

Calcule a massa do solido limitado pelo paraboloide
7 =x%+y? e pelo plano z = 4, sendo a densidade em cada
ponto do solido dada por §(x,y,z) = (x? +y?)Y/2.

. Calcule amassa do cone /x2 +y2 <z < 1, sendo a densi-

dade no ponto (x,y,z) proporcional ao quadrado da distan-
cia do ponto ao eixo z.

Calcule ///W /X2 +y2+272dV, onde W é limitado inferi-

ormente pelo cone z = 4 /3(x2 +y2) e superiormente pela
esfera x? +y2 +22 = 4.

Considere a integral iterada dada em coordenadas cilin-

dricas:
2 pVA—r2
I:/// r’sen6 dzdrdo.
0.JoJo

a. Expresse | em coordenadas esféricas segundo a or-
dem de integracdo d6d¢dp.

b. Calcule o valor de I.
SejaW um sblido dado pelas inequacdes x? +y? 472 < 4z

ez> ,/%(x2+y2).

a. Esboce W.
b. Calcule o volume de W.
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. Calcule o volume do conjunto W dado pelas inequagtes

Xry24(z—1)°<lez>x2+y2

. Calcule /// édv, sendo W a regido interior ao
w X2 4y?+72

cone z = /x2+y2, limitada superiormente pela esfera
x> +y?> + 72 = 4 e inferiormente pela esfera
X2 4+y2+72=1.

. Calcule a massa do solido W interior ao cone

z = /3(x*+y?) e limitado pela esfera
X2 +y2 4 (z—1)2 = 1, sendo a densidade igual ao qua-
drado da distancia de (x,y,z) ao plano z = 0.

. Considere a integral iterada

2 VA—X2 py/A—Xx2—y?
I:// / 2/ X% +y? dzdydx.
0.Jo 0

a. Expresse | em coordenadas cilindricas e calcule o
valor de I.

b. Expresse | em coordenadas esféricas (sem calcula-
la).

10. Considere o solido homogéneo, limitado pelo plano z =0,

o cilindro x? +y? = 2y e pelo cone z = \/x2 +y2. Calcule
0 momento de inércia em relagdo ao eixo z.
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CURVAS PARAMETRIZADAS

parametrizar curvas planas e espaciais;

compreender a no¢ao de integral de linha de campo
escalar;

estudar algumas propriedades.
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CURVAS PARAMETRIZADAS
PARAMETRIZACAO DE CURVAS

Parametrizar uma curva C C R" (n = 2 ou 3) consiste em
apresentar uma funcdo vetorial 0 : 1 C R — R" (n =2 o0u 3),
onde I éum intervaloe o(l) =C.

yﬂ

[ Exemplo6.1. |

Sendo A,B € R" (n = 2 ou 3), parametrize 0 segmento de
reta C de extremidade inicial A e final B.

Solucdo: Se P € C, entdo oP — Cﬁ+t,ﬁ,0 <t<1ou
P-0=B—-0+t(B—A),com0<t<louP=B-+t(B—A), com
0 <t < 1. Entdo, uma parametrizacdo do segmento C é dada por

c(t)=B+t(B—A),

com0<t<1.

[ Exemplo 6.2. ]

Seja C C plano xy, gréfico de uma fungdoy = f(x), x € I.

y A

Entdo, uma parametrizacdo de C é dada por

o(t) = (t, f(t) ,tel.



[ Exemplo63. |

Seja C a circunferéncia x*> +y> = a, com a > 0. Seja
P = (x,y) € C. Sejat o0 angulo em radianos entre o eixo positivo
X e a semirreta OP.

Observe que, quando t aumenta de O a 2z, 0 ponto
P = (x,y) = (acost,asent) se move, uma vez sobre C no sentido
anti-horéario a partir do ponto (a,0). Entdo, uma parametrizacdo
deCé

o1(t) = (acost,asent) ,0 <t < 2m.

Observe que o> (t) = (asent, acost) ,0 <t < 2x & também uma
parametrizacio de C, pois x° +y? = a®. Neste caso, quando t
aumenta de 0 a 27z, 0 ponto P se move uma vez ao longo de C
no sentido horario a partir do ponto (0,a).

Observe que o3(t) = (acos(2m—t), asen(2r—t)) =
= (acost, —asent), com 0 <t < 2x é outra parametrizacdo de
C e P se move ao longo de C no sentido horario a partir do ponto
(a,0).

[ Exemplo6.4. |

Seja a circunferénciaC : (x —xo )2+ (y — yo)? = a2, de centro
(Xo0,Yo) e raio a. Efetuando uma mudanca de variaveis u = x — X
evVv=y—yYo, temos

u? 4 v = a?

que é uma circunferéncia no plano uv, de centro (0,0) e raio a.
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Logo,
{u:acost 0<t<2m.
vV = asent
Substituindo acima, temos
X = Xg +acost 0<t<or.
y =Yo+asent

Assim, uma parametrizacdo diferenciavel de C é dada por

o(t) = (xo+acost, yg+asent) ,0 <t < 2r.

[ Exemplo65. |

(X_XO)Z + (Y—YO)2 = 1.

Seja uma elipse C : ——; 02 Fazendo

U= X=X gy_¥Y—Y
a b

, mostramos que

o(t) = (Xo+acost, yo+bsent) ,0 <t <2rm

€ uma parametrizacdo de C.

[ Exemplo66. |

Seja C uma curva do espago dada pela intersecdo do cilindro
x2 +y? =1 com o plano x+z = 2.

a. Esboce C.

b. Apresente uma parametrizacdo diferenciavel para C.
z
Solugdo: a. Inicial-
mente, facamos o esbogo 1
do cilindro x? 4y? = 1. ()
Desenhemos, no plano
Xy, a circunferéncia x? +

y? = 1. Pelos pon- 3
tos (17070)’ (_17070)’ d;ti‘_i(:l.o,O)
(0,1,0) e (0,—1,0) trace- Pems = oEs ot
_ (0,-1,0) €=~ =
mos paralelas ao €ixo z. pEE - 010 Yy
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Para eshocgar o plano x +z = 2, tragamos a reta x +z = 2 no plano xz.
Observe que a equacgdo do plano ndo contém a variavel y. Por isso, por
pontos da reta tragamos paralelas ao eixo y.

N
AULA n MODULO 1

Agora, juntemos as duas figuras, procurando destacar alguns pontos
de interse¢do. A reta x+z = 2 intercepta o cilindro nos pontos A; e
A,. Por outro lado, a reta do plano, paralela ao eixo y, passando por
(0,0,2) intercepta o cilindro nos pontos B; e B,. A curva C passa por
A1, B1, Ay e By,

b. Seja (x,y,z) €C. Logo, x e y satisfazem x? +y> = 1. Assim, x =
costey=sent,com0 <t <2x. Comoz=2-—X, entdo z =2 — cost.
Logo,

o(t) = (cost,sent,2 —cost) , 0 <t <2m

€ uma parametrizacdo de C.

CEDERJ 61



Caderno de Calculo IV | Curvas Parametrizadas

62 CEDERJ

[ Exemplo6.7. |

Seja C a curva no espaco representada pela funcédo vetorial
de equagdo o (t) = (acost,asent,bt),0 <t <4m,a>0,b>0.
Esboce C, dita hélice circular.

Solugdo: De x =acost, y = asent, temos x? 4 y? = a?. Isto significa
que C esté contida no cilindro x? +y? = a2. Como z = bt, quando t vai
de 0 a 4r, o ponto (Xx,Y,z) percorre a hélice contida no cilindro.

INTEGRAL DE LINHA DE CAMPO ESCALAR

Nesta aula definiremos uma integral similar a uma integral
definida. Sejam dados um campo escalar em R? ou uma funcéo
real de trés variaveis f : R® — R e uma curva C em R, dada
por o (t) = (x(t),y(t),z(t)), t € [a,b], com o de classe C! (veja
a figura que se segue).




Dividimos o intervalo [a,b] em n subintervalos I;, com

. . b—a
i=1,---,n, de mesmo comprimento At = — Logo, a curva

C fica dividida em n subarcos de comprimento Asy, ASp, - - -, ASp,
onde As; ~ ||o’(t;")|| At para algum t* € l;. Formemos a soma

i o (1)) Asi = Zf ) [[o'(t)] At

Definimos a integral de linha de f sobre C por

/Cfds:/cf(x,y, ds = I|m2f a(t™)) o' (1) At

se o limite existir.

#y i, Se f & uma funcdo continua, entdo o limite existe e,
portanto,
b
/ f(x,y,z)ds :/ f(o(t)|[o’(t)| dt =
C a —
ds

b
= [ 100310200y (¢ )+ (v 0+ (1) .

ii. Se f(x,y) & uma fungdo continua em R? e C uma
curva em R?, dada por o (t) = (x(t),y(t)) , t € [a,b],
com o de classe C1, entdo definimos

/fds—/fxy ds—/f ) o' ot =

S

:/a F(x(0),y(1)) (X’(t))2+(y’(t))2dt.
iii. Se f(x,y) =1 (ou f(x,y,2) = 1), entdo

/ fds = comprimento de C.
c

iv. A integral de linha de um campo escalar f ndo de-
pende da parametrizacdo de C e nem de sua orien-
tacdo, isto &, denotando por C~ a curva C percorrida
em outro sentido, entdo

fds:/fds.
C— C
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v. Se C & uma curva dada por uma parametrizacdo
c :[ab] - R"(n = 20u3), C' por partes,
isto é, o €& continua e existe uma particdo
a=ty <ty <..<ty=Dbde [ab] de modo que
oi = G’[ti_h ) & de classe cli=1,---,n. Entdo

n
fds = fds
/C Z Ci

i=1

onde Ci = a; ([ti_1, ti])-

C

[ Exemplo638. |

Seja C a intersecdo do cilindro parab6lico x = y? com a parte
doplanoz =Yy, tal que 0 <y < 1. Calcule /Cyds.

Solucdo: Fagamos y =t. Logo, x =t e z=1t. Como
0 <y<1,entdotemos que 0 <t <1. Assim, uma parametrizacao de C
é dada por o(t) = (t%tt), com 0 <t < 1, donde
o'(t) = (2t,1,1). Como ds = ||o’(t)|/dt, entdo temos que
ds = V/4t2 + 1+ 1dt = /2 + 4t2dt. Assim:

1 1
/yds:/ t\/2+4t2dt:/ (2+4t2)tdt.
Cc 0 0

d(2+4t?)

Observe que d(2 + 4t?) = 8tdt, donde tdt = . Logo:



1
/yds: 1/ (2+4t2)1/2 d(244t?) =
c 8.Jo

12 032t 1 3p a3y 1 _
g 5 (2149 ‘0—5(6 —2 )—G(WE \@)'

[ Exemplo 6.9. ]

Calcule /x ds, onde C é formado pelo segmento de reta C;
C

de (0,2) a (0,1), seguido do arco C, da parabolay = 1 —x? de
(0,1) a (1,0).

Solugdo: O eshogo de C esta representado na figura a seguir.

yk

2
/_\Cl

1
l

Como C =C; UC,, temos:

/xds:/ xds -+ xds:/ xds+ [ xds.
Cc C1 Cy Cr C2

Calculo de/ x ds
Cr

Uma parametrizacdo de C; é dada por o(t) = (0,t), com
1<t <2 Logo, ¢'(t) =(0,1), donde ||o’(t)|| = 1 e, portanto, ds =
|o’(t)]| dt = dt. Assim,

2
/ xds:/ 0dt = 0.
c; 1

Calculo de/ xds
C2

Uma parametrizagdo de C, é dada por o(t) = (t,1 — t?),
com 0 <t <1 donde o'(t) = (1,-2t). Logo, temos que
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ds = ||o’(t)|| dt = v/1+ 4t2dt. Entdo,
1 1
/xds:/ t\/1+4t2dt:/ (1+4t2) "% dt.
Cy 0 0

d(1+4t?)
8

Observe que tdt = . Portanto:

1
/ X ds = 1/ (1+4t2)" d(1+4t2) =
C 8.Jo

12 n32|t 1 B
=2t ‘O_E(sﬁ 1).

Assim:
/des: > (5v5-1).

[ Exemplo6.10. |

Seja a curva C obtida como intersecdo da semiesfera
X2 +y?>+72 =4, comy >0, com o plano x4z = 2. Calcule
/Cf(x,y,z) ds, onde f(x,y,z) é dada por f(x,y,z) = xy.

Solugdo: O eshogo de C esta representado na figura que se segue.

Seja (x,y,z) € C. Entdo x> +y>+22 =4, com y >0 e

X+2z=2 donde x> +y2+ (2—-x)? =4, com y > 0 ou

2x2 —4x +y> =0, comy >0 ou 2(x —1)> +y?> =2, com y > 0 ou
2

(x—1)2+ y? =1, comy > 0. Logo, a projecdo de C sobre o plano xy
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& a semielipse de centro (1,0) e semieixos 1 e /2. Ento,
x =1+ cost
y = v/2sent
z=2—(1+-cost) =1— cost

Comoy >0, entdio v/2sent >0, donde 0 <t < 7. Logo, uma parametrizacao
para C é dada por

o(t)= <1+cost,\/§sent,1—cost> 0<t<m.

Temos
o'(t) = (— sent, \/icost,sent)

donde

ds = ||o’(t)|| dt = v/sen2t + 2cos?t +sen?tdt = v/2dt.

Entdo,
T
/f(x,y,z)ds:/xyds = / (1+cost) <\/§sent> V2dt
c c 0

T
= 2/ (sent+sentcost)dt
0

2 Y
_ 2[—cost+sen t]

0

= 4.

1. Calcule / éds, onde C & a curva dada por
c X2+y2+22

y(t) = (cost,sent,t), com 0 <t < 2m.

2. Calcule /C\/x2+y2ds ao longo da curva
- -
y(t) = (4cost) i +(4sent) j +3t?,com —2n <t <2m.

3. Seja C a semicircunferéncia x> +y> =a%,y>0ea > 0.

a. Parametrize C.
2 2
b. Calcule/c(x y?) ds.

CEDERJ
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10.

Seja C o0 segmento de extremidades A = (1,2,3) e
B=(4,5,6).

a. Parametrize C.
. Icul .
b. Calcu e/c(x+y+z) ds

Calcular a integral / (x—Yy) ds, onde C é a circunferéncia
C
X2 +y? = ax.

. Calcule /yzds, onde C é a semicircunferéncia
C

X? 4+y? =2x, comy > 0.

. Calcule /8xds, onde a curva C é formada pelo arco C; da
C

parabola y = x? de (0,0) a (1,1), seguido pelo segmento
de reta vertical C, de (1,1) a (1,2).

. Seja C a curva interseco das superficies x? +y? + 22 = 4,

z>0ey=x queligao ponto A= (v/2,+/2,0) ao ponto
B=(1,1,v2).
a. Esboce C.

b. Parametrize C.
c. Calcule /x2 ds.
C

Calcular / x ds, onde C é a intersecdo do cilindro
C

parabolico y = x* com a parte do plano z = x, tal que
0<x<1.

Seja C a curva intersecdo da semiesfera
X2 +y?+72=8—-2(x+Y),z>0como plano x+y = 2.
Calcule /(x2+y2)z ds.

C
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APLICA(;@ES DA INTEGRAL
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apresentar uma interpretacdo geomeétrica;
apresentar algumas aplicacdes a Fisica;
apresentar os campos vetoriais;

estudar alguns operadores diferenciais.
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APLICACOES DA INTEGRAL DE LINHA
DE CAMPO ESCALAR
INTERPRETACAO GEOMETRICA NO PLANO

Seja f(x,y) > 0 e continua. Entdo o gréfico de f, G¢, esta
acima do plano xy.

z

A partir da curva C C plano xy, construa a superficie S de

base C e “altura” f(x,y) em (x,y) € C. A integral /Cf(x,y) ds
representa a area de um lado da superficie S.

[ Exemplo7.1. |

A base de uma superficie é dada por x> +y? =2, x > 0. Se

a altura da superficie em (x,y) & f(x,y) = x, x > 0, achar a area
de um lado da superficie.

Solugdo: O eshogo de S esta representado na figura que se segue.

70 CEDERJ



A érea de um lado de S é dada por /Cf(x,y) ds :/Cx ds,

onde C & parametrizada por o(t) = (v2cost,/2sent), com
—r/2 <t <m/2 (pois x > 0).

Se o'(t) = (— V/2sent,v/2cost), entdo

|o'(t)|| = V/2sen?t +2cos?t = V2

donde,
ds = ||o’(t)]| dt = v2dt.

Portanto

n/2 n/2
/xds:/ (V2cost)v2dt =2sent| = =4u.a.
C —r/2 -

/2

INTERPRETACAO FisSICA

Se 4(x,y) representa a densidade (massa por unidade de com-
primento) de um arame C C R?, entdo /C6(x,y) ds representa a
massa total do arame:

M — /06(x,y)ds.

&5 i, O centro de massa (X,y) do arame é dado por
MX = / X6 (x,y)ds
c
My = [ y3(cy)ds
c

ii. O momento de inércia de C C R? em relagdo a um
eixo E é dado por

le = [ r2(cy)8(xy)ds

onde r(x,y) = distancia de (x,y) ao eixo E.

iii. Seja uma curvaC C R3, representando um arame de
densidade 6 = 6(X,y,z) em (x,y,z) € C. Ent&o, ob-
serve as seguintes formulas:

iii.1. Comprimento do arame: L = / ds
c
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1i.2.
ii.3.

iii.4.

Massa do arame: M = /6(x,y,z)ds
c

Centro de massa do arame (X,Y,Z), onde
MX = / X6 (x,y,z)ds
c
My = / y&(x,y,z)ds
c

Mz = / z6(X,y,z)ds
¢

Momento de inércia do arame em relagdo a um
eixo E:

IE :/Crz(x,y,z)5(x,y,z)ds

onde r(x,y,z) = distancia de (x,y,z) ao eixo E.

[ Exemplo7.2. |

Um arame fino tem a forma de uma semicircunferéncia
x?4+y? =4, comy > 0. Se a densidade linear & uma constante
k, determine a massa e o centro de massa do arame.

Solugéao: small

O esboco de C esta re-
presentado ao lado. Te-

mos

/kds_
C

onde/cds:L:

1

5 2nr = 2w, pois r = 2. Como M :/ kds entdo
C

M= k/ ds = 2kz. Uma parametrizagdo de C é dada por:
C
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Se o/(t) = (—2sent,2cost,) entdo

|o(t)]| = V/4sen2t + 4cos?t = 2.

Como ds = ||o’(t)|| dt, entdo ds = 2dt. Temos:
T T
/xds:/ (2cost)2dt =4[sent|, =0
¢ 0

T
/yds:/ (2sent)2dt = 4 —cost]; =8
c 0

Logo,X=0 e y= % = %. Portanto, (X,y) = (0,4/x).

[ Exemplo7.3. |

Calcule 0 momento de inércia em relacdo ao eixo z de um
arame C cuja forma é a intersec3o das superficies x2 4+y? +z% =4
e y = X, sabendo que sua densidade & uma constante.

Solugdo: Como a intersecdo de uma esfera com um plano é uma
circunferéncia, segue que C & uma circunferéncia contida no plano
y = X. Para esbocéa-la, procuremos encontrar pontos de interse¢do das
duas superficies. Observe que o plano x =y contém o eixo z. Logo,
os pontos A; = (0,0,2) e A, = (0,0,—2) estdo em C. Por outro lado,
a reta y = x do plano xy intercepta a esfera em dois pontos: B; € Bo.
Ligando os pontos A;, A, B; e By, encontramos a curva C.

z

Az =(0,0,-2)

Para parametrizar C, resolvemos o sistema {

mos 2x2 472 = 4 ou x?/2 4 7% /4 = 1, que representa a projecdo de C
no plano xz. Portanto, se (x,y,z) € C, entdo x e z satisfazem a elipse
x2/2+12° /4. Logo, x = v/2cost e z = 2sent, com 0 <t < 2z. Como
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y = X, entdio y = v/2cost. Portanto,
o(t) = (V2cost,v2cost,2sent), 0<t < 2z
€ uma parametrizac&o de C.

Se o’(t) = (— v2sent, —v/2sent,2cost) entdo:

|o'(t)|| = V/2sen?t + 2sen?t + 4cos?t = 2.

Assim, ds = ||o’(t)|| dt = 2dt. O momento de inércia em relagdo ao
eixo z é dado por

Iz:/c(x2+y2)6(x,y) ds:k/(;(x2+y2) ds =

2 2r
= k/ (2cos?t +2cos?t) 2dt :8k/ cos’tdt =
0 0

1 sen2t12”
:8k-§[t+ ; ]O — 8k

CAMPOS VETORIAIS

DEFINICAO DE UM CAMPO VETORIAL

Definicao 7.1.

Sejam P e Q funcdes reais de x e y, definidas em D c R?. A
funcdo vetorial F : D  R? — R? definida por

Fxy) = (PGY), Q) = PO,Y) T +QY) T

& chamada de campo vetorial definido em D C R?.
Outra notag&o: ?(x,y) = (P,Q).

y
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Definicao 7.2.

Sejam P, Q e R funcdes reais de x, y e z, definidas em D ¢ R3.
Temos que a fungdo vetorial F :D c R® - R3 definida por

Fy2) = (PXY,2),Q%Y,2),R(xY.2)
= P(x,y,z)_i)JrQ(x,y,z)?nLR(x,y,z)F>

& chamada de campo vetorial definido em D  R3.
F(xy.2)

X

Os campos vetoriais sao (teis para representar 0s campos de
forcas, campos de velocidades e campos elétricos.

Geometricamente, visualizamos um campo vetorial F no
plano esbogando vetores ?(x,y) com origem em (X,Y).

[ Exemplo7.4. |

O campo vetorial F (x,y) = (X,y) = XT +y7, (x,y) € R?,
esta representado por:

\
S\ |/

N

N/~
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| Exemplo75. |

Re_p)resen_t)e geometricamente o campo vetorial f(x,y) =(—y,x)=
=—yi +xj,com(xy)cR?

Solugéo: Observemos que H?(x,y)” = VY2 + X2 =|(x,y)], isto &,
os vetores F (x,y) e (x,y) ttm mesmo comprimento. Além disso,

F6Y)- (%,Y) = (—¥.X) - (X,y) = —yx+xy =0,

donde ?(x,y) L (x,y).

Entdo o eshogo do campo esta representado na figura que se segue.

Defini¢ao 7.3 (Dizemos que o campo vetorial ? é continuo,
de classe CK, k € N* ou C se as fungBes componentes
PeQ (ouP, Q R) sdo continuas, de classe CX ou C*=,
respectivamente.).

OPERADORES DIFERENCIAIS

SeF = (P,Q,R) & campo vetorial diferenciavel em um con-
junto aberto D do R3, entdo o divergente de ? € um campo
escalar definido por

. P R
dIV? = J Q. J

W+8—y+§ 1)
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? (P Q) é de classe C! em um aberto D do R?, entdo

dlv? ?93 O rotacional de F & um campo vetorial defi-
nido por

JdR - P  JR\ = JdQ JP\ 77
otF = (5 -5) T+ (5-5)T+(5-5)K @

Vamos expressar (1) e (2) usando a nota¢do de operador.
Entdo, consideremos o operador diferencial vetorial V (“del”)
dado por

V= 7

Q_)|Q_J

27 R (2 2 )
Tl T ox’ 9y’ 9z

O operador V sobre uma funcgéo escalar f (ou um campo escalar)
produz o gradiente de f:

of of of
Vf_(ﬁ’?y’%)‘

Consideremos o “produto vetorial” de V pelo campo vetorial

= (P,Q,R):

Vx?:
T K
2 2 a9 |_
ox dy oz
P Q R
a9 09 )
:8yaz—i>_ﬁﬁj+8xay:
Q R P R P Q
(IR _IQ\ (IR _IP\  (IQ P\ _
=(5-%)T-(5-%)T+(5-5)K=
_(OR AQ\ = (P IR\  (IQ 9P\
=(5 -3 T+(5-5)T+(5-5)K=
— 1ot F.
Logo,
rot?:Vx?.
Consideremos o “produto interno” de V pelo campo F:
(9 9 9 199
Vﬁ_(&’?y’&) (P,Q,R) = a ay —divF.
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Assim,

divE =V.F.

[ Exemplo76. |

Calcule o divergente e o rotacional do campo vetorial

?(x,y, Z) = xy_i> + sz> + XK .

Solugdo: Temos

. d d d
divF =V.F = 5(xy)+a—y(yz)+5(zx) =y+2z+X.

e
rot?:Vx?:
77 K
o 9 0 -
=< 2 2 \|=(0- 0— 0—-x)k =
X 3y oz O0-y)i +(0-2)j +(0—x)
Xy yz Ix

——y?—z?—x?.

A seguir, apresentaremos algumas propriedades para o rotacional
e o divergente.

Sefe ? sdo de classe C2, entdo

I. rot(gradf):ﬁoqu(Vf):ﬁ>
ii. div(rotF) =00uV-(VxF)=0
iii. div(gradf) =lapf ou V- (Vf)=V2f onde

02f  92f  9%f

_vef_<2 _ 2, 7
Iapf_Vf_8x2+8y2+822

é dito laplaciano de f.

v, V-(f?):fv-?+Vf?.

As demonstracOes de (i) e (ii) seguem das definicOes e do Teo-
rema de Schwartz. A demonstracdo de (iii) segue das defini¢bes. De-
monstraremos a propriedade (iv). Escrevendo F = (P,Q,R), temos
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Entdo

tF = (P, fQ, R).
V- (1F) = 2(tP)+ qu+%uR)

AULA n MODULO 1

0P af 2Q . af (R Ot
= fa—+a— PHigs+5, Q+ig +5; R
B 9Q IR of af of

— fV.F4+Vi.F.

como quer’lamos demonstrar.

£y Se ?(x,y) =P(x, )_'>+Q(x y)T entdo:

rotF — <_X 8y)?

L Bxercicio7l

1. Calcule a massa de um fio que tem a forma do arco de
elipse C : x2 +y2/4 = 1, no primeiro quadrante, se a den-
sidade em cada ponto (x,y) do fio & dada por 5(x,y) = xy.

2. Calcule a primeira coordenada do centro de massa de um
fio homogéneo que estd ao longo de uma curva

4
y(t) = 7+ %ﬁtf’/ZTqL %? com 0 <t <2, se aden-
sidade for 6(x,y,z) = 10x.

3. Um arame tem a forma da curva C obtida como intersecao
da porgdo da esfera x? +y? +2z2 = 1, x > 0, com o plano
y+z=1.

a. Esboce a curvaC.
b. Apresente uma parametrizacdo diferenciavel para C.

c. Sabendo-se que a densidade em cada ponto do arame
é dada por 6(x,y,z) = yz, calcule a massa total do
arame.

4. Deseja-se construir uma peca de zinco que tem a forma da
superficie do cilindro x? +y? = 4, compreendida entre os
planosz=0e x+y+z =2,z > 0. Se 0o metro quadrado
do zinco custa M reais, calcule o preco total da peca. Faca
um esboco da peca.
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10.

Calcule a area de um lado da superficie S cuja base é a
circunferéncia x2 +y2 = 1 no plano xy e a altura em cada
ponto (x,y) & f(x,y) = 1 —x2. Esboce a superficie.

Um pintor deseja pintar ambos os lados de uma cerca cuja
base esta dada pela curva C : x¥/3 +y2/3 = (20)2/3, para
x>0ey>0. A altura esta dada por f(x,y) =y. Se o
pintor cobra R reais por metro quadrado, quanto ele rece-
ber&?

. Calcule o momento de inércia de um fio retilineo, ho-

mogéneo de comprimento L, em torno de um eixo per-
pendicular ao fio e passando por uma das extremidades do
fio, em fungdo de sua massa.

Um fio delgado tem a forma do segmento de reta que une
o0s pontos (1,1) a (2,2). Determine 0 momento de inércia
em relacdo ao eixo y = —1, supondo que a densidade no
ponto (x,Yy) & proporcional a distancia do ponto ao eixoy.

. Calcule o divergente e o rotacional do seguinte campo:

a ?(x,y):( J - ),(x,y#(O,O)

IRV R
b. ?(x,y,z) :yez? +erT+xyeZE>

Quando o divergente de um campo vetorial é nulo, di-
zemos que o campo é solenoidal. Quando o rotacional
de um campo vetorial & nulo, dizemos que o campo é
irrotacional. Prove que o campo T>/r3 é solenoidal e
também irrotacional fora da origem sendo T (x,y,z) =

T
=Xi+Yy] +zk,r:|]?|].



Aula

PREPARA(;;&O PARA A AP1

Queridos alunos de Calculo 1V,

Estamos na semana de preparagdo para a primeira prova pre-
sencial. Espero, sinceramente, que estejam em dia com a matéria.

Selecionei alguns exercicios para prepara-los para a prova.

Sucesso!!l

1. Dada a integral

I_//fxydxdy //fxydxdy+//fxydxdy

a. Esboce a regido D.

b. Expresse a soma de integrais do segundo membro
como uma s6 integral na qual a ordem de integracao
esta invertida.

c. Calcule o valor de I para f(x,y) = !

Viexe'

2. Seja uma lamina homogénea com a forma da regido

y < X

2 \2
D: Xc+ys < 1
y >—X
Xx >0

Determine

a. O centro de massa de D.
b. O momento de inércia em relagdo ao eixo X.
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10.

. Calcule a integral dupla passando para coordenadas pola-

res

I :// Va2 —x2 —y2 dxdy
D

onde D é a metade superior do disco x4+ y? < ax, a > 0.

Usando coordenadas polares, calcule
4 py/ly—y? 2 (\/4-y?
a. // dxdy b// (x* +y?) dxdy
0.0 0Jy

Calcule a integral passando para coordenadas esféricas

1 rV1-X2 py/1—x2—y2
Iz// / /X2 +y2 + 72 dzdydx.
0.J0 0

. Calcule 0 momento de inércia em rela¢do ao eixo z do

so6lido homogéneo W, limitado pelas superficies
7=x>+y?, X’ +y?=1¢e z=0.

. Encontre 0 momento de inércia em relacdo ao eixo z do

s6lido homogéneo limitado pela esfera x2 +y2 +z2 = 4.

. Seja uma mola que tem a forma de uma hélice circular

C:y(t) = (4cost,4sent,3t), 0 <t <4r.

Sabendo que a densidade em (X, y,z) & dada por o (x,Y,z) =
=x?+y?, calcule

a. A massa M da hélice.

b. O momento de inércia em relagdo ao eixo z.

. Calcule /xy ds, onde C é a intersecdo da superficie
C

X +Yy = 2 com a superficie x> +y? + 72 = 2(x + ).

Encontre 0 momento de inércia em relacdo ao eixo z de
um fio homogéneo fino que se encontra ao longo da curva
)

¥(t) = (tcost)i+ (tsent)j + (Lft3/2> K

com0<t<l1.



Aula

INTEGRAL DE LINHA DE CAMPO VETORIAL

definir integrais de linha;
estudar algumas propriedades;

estudar uma classe de campos vetoriais que tem
a propriedade de que a integral de linha nédo de-
pende do caminho;

calculo de funcgdes potenciais.
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INTEGRAL DE LINHA DE CAMPO VETO-
RIAL

MOTIVACAO

Considere uma particula que se move ao longo de uma curva
C:y(t) = (x(t),y(t)), t € [a,b], sob a agdo de um campo de
forcas ?(x,y) =P(x,y) i +Q(x,y)T. Queremos calcular o
trabalho realizado pela forca F quando a particula se desloca
de A=y(a) até B = y(b).

Da fisica, temos que no caso em que F é constante e C &
um segmento de reta, o trabalho & dado pelo produto escalar

W=TF -AB.

No caso geral, dividimos o intervalo [a,b] em n subinterva-
los [tj_1,t], i=1,...,n, de mesmo comprimento A¢ = t; —tj_;.
Temos n subarcos y([ti—1,ti]) = Cj e n segmentos [Ai_1,Ai],
Ai = y(ti) = (x(t),y(ti)), comi=1,...,n.

b=t, /

Supondo ? constante ao longo do segmento [Aj_1,Aj], o tra-
balho ao longo de C; & aproximadamente igual ao produto esca-
lar

Wi = F (7(t)) - AaAi = F (1(6) - (A~ A1) =
=P (X(ti),y(t)) Ax + Q(x(t), y(ti) ) Ay
onde AX = X(ti) —x(ti-1) e Ay = y(ti) —y(ti-1).
Pelo Teorema do Valor Médio, temos Ax = X' (t*) At, com

t* elti_g,ti[ e Ay =Y () At, com £ €ti_1,t[ . Logo,

W= [P (x(1). ()X (i) + Qx(t).y(t)y (17

donde

n

w=y [p(x(ti>,y(ti>)x’ (t) +Q(x(ti>,y<ti))y’(ti**)]At =Sn-

i=1



Assim, definimosW = lim S,. Entdo
At—0

W= / )X () +Q(x(1), ())y’(t)} dt.

Esta motivacdo sugere a definicdo que se segue.

AULA n MODULO 1

Definicao 9.1.

Seja C c R3 uma curva regular, dada por uma
parametrizacio y: [a,b] — R3 de classe C?, tal que /(t) #0
para todo t € |a,b[. Seja F = (P,Q,R) um campo vetorial
continuo sobre C. Entéo a mtegral de linha do campo ? ao
longo de C, denotado por / , € definida por

/?u?:
Cc
= ['F ) 7 0o

= /ab {P(x(t),y(t), 2(1))X (1) + Q(x(t),y(),z(t))y'(t)+
+R(x(t),y(t),z(t)) Z’(t)] dt.

#3 i, Seja C uma curva regular por partes, isto &,
C=CiUCyuU...UC,. Entdo

/C?~d_r>:/c ?~d?+...+/c F.d¥

ii. A integral de linha de um campo vetorial ? /?

d 7, ndo depende da parametrizaggo de C, desde que
ndo se inverta sua orientacdo. Isto &, denotando por
C~ acurva C percorrida em outro sentido, entdo

/_?-d?:—/cf-d?

iii. Se C é uma curva fechada (y(a) = y(b)) e esta ori-
entada no sentido anti-horario, denotamos a integral
de linha porf F.dP. Caso contrario, denotamos

por%?d
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[ Exemplo9.1. |

Seja f(x,y,z) i +yT +z?. Temos que a integral de
linha F a0 longo de uma hélice C : y(t) = (cost,sent,t), com
0 <t < 2rm édada por

b
/c?'w:/a F (y(1)- (Y (1)) dt =
:/02”(C05t’sent7t)‘(—Sent,cost,l) dt —

2
= / (—costsent +sentcost +t) dt =
0

o 2 21
— tdt:{t—] —2n2.

0 2 0

Uma Outra Notagao
Sabemos que dx = X/(t) dt, dy = y/(t) dt e dz=7/(t) dt. Se

usarmos a convencio d ¥ =dx i +dyj +dzK = (dx,dy,dz),
temos

/?'d?:/(P,Q,R)-(dx,dy,dz):

C C

:/Cde+Qdy+Rdz:

Z/ab [P(X(t%y(t),Z(t))X’(t)+Q(x(t),y(t),z(t>)yf(t)+
+R(x(t),y(t),z(t))z'(t)] dt.

Logo, uma outra notacdo é /de+ Qdy+Rdz.
c

[ Exemplo9.2. |

Calcule /Cy dx + (x2 +y2) dy, onde C é formado pelos seg-
mentos que ligam (—2,0) a (0,0) e (0,0) a (0, 2).
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Solugéo:

yl
O esboco da curva 0.2)
C = C1 UC; esta repre- A

: C,
sentado na figura ao
lado.
20) | 00 X

Cy

C1 e C, podem ser parametrizadas por

cl:{ X=t 5 <t<0, dondedx=dtedy=0.

Cg:{§:? ,0<t <2, donde dx =0 e dy = dt.

0
y dx+ (x2 +y?) dy:/ 0dt+ (t?+0%) =0
C 2

2
/ydx+(x2+y2) dy:/ t-0+4 (02 +t2) dt =
C 0

2 372
:/tzdt:[t—} :5.
0 3], 3

Logo, /ydx+(x2+y2) dy:0+§:
c 3

8
3
CAMPOS CONSERVATIVOS

Dizemos que F:DCR" - R", (n=2,3) & um campo
conservativo ou um campo gradiente se existir um campo es-
calar diferenciavel ¢ : D C R" — R, tal que Vo = F emD.

O campo escalar ¢ : D ¢ R" — R & dito fun¢do potencial de
em D.

[ Exemplo9.3. |

. - — -

O campo vetorial ?(x,y,z) = (2x+3yz) i +3xzj +3xykK

& um campo conservativo em R?, pois existe ¢(x,y,z) = x>+
+3xyz diferenciavel em R®, tal que Vo = F em RR®,

CEDERJ
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A seguir apresentaremos alguns resultados dos campos con-
servativos.

Teorema 9.1.

Seja F:DCR - R", (n=2,3) um caano vetorial de
classe Cl. Se E € conservativo, entdo rot? =0.

Demonstracao

Suponhamos n = 3. Entao, f = (P,Q,R). Se f é conserva-
tivo, entdo existe ¢ : D C R® — R tal que Vo = F. Logo,
otF = Vx F =V x (Vo) = 0 por propriedade dos opera-
dores diferenciais.

CcQD

Mais adiante veremos um exemplo de um campo vetorial,
ndo conservativo, com rotacional nulo.

#5 0O Teorema 9.1 também pode ser enunciado da seguinte
maneira:

- p
“Se rot? # 0 em D entdo ? nao é conserva-
tivoem D™

[ Exemplo9.4. |

2X =7 2y
X2 +y2 I + X2 +y2
servativo em R? — {(0,0)}, pois existe ¢(x,y) = In (x*> +y?) tal
que Vo = F em R2— {(0,0)}.

-,
Temos que ?(x,y) = j éum campo con-

[ Exemplo95. |

s = .
Temos que ?(x,y) =—2y 1 +2XJ nao & um campo con-
servativo. Ora, temos que

ot F (x,y) = (‘;_‘3 - ‘;_Fy’) K=@2-(-2)K=4K+£0.
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Teorema 9.2.

Seja F :D C R" — R", (n=2,3) de classe C2. Se F &
conservativo, isto é, F = Vo em D, e se C é qualquer curva
regular por partes com ponto inicial A e ponto final B, entdo

- _ AT = -
/C?.dr _/CV<p dT =¢(B)—o(A).

Demonstracao

Seja y(t) , comt € [a, b] uma parametrizagdo de C, de classe ct
e tal que ¥ (t) # 0 em ]a,b[ com y(a) = A e y(b) = B. Entdo,

b b
LE-dar=["Faw) v dt= [ Vo) 7w at.
Pela regra da cadeia, temos que
Vo(y(t) - Y(t) = (por)(t).
Entdo:
~ b
LE-ar=[(pen' ) dt=[porv)]; =

= ¢(v(0)) —o(r(@)) = ¢(B) — o(A)
como queriamos demonstrar.

CQD

Este resultado é conhecido como Teorema Fundamental do
Calculo para Integrais de Linha. E dele que concluimos que
a integral de linha de um campo conservativo s6 depende dos
pontos A e B e ndo depende da trajetoria que os une.

Teorema 9.3.

Se F:DCR - R", (n = 2,3) é conservativo, entdo
?gf -dF = 0 qualquer que seja o caminho fechado.
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Demonstracéao

A demonstracdo segue do Teorema 9.2, pois C sendo um cami-
nho fechado, tem-se que o ponto final B coincide com o ponto
inicial A, donde ¢ (B) — ¢(A) = 0 e, portanto, a integral de linha
é zero.

CQD

Este Teorema também pode ser enunciado da seguinte ma-
neira:

“Se jéﬁ -dT +# 0 para alguma curva fechada C

entao f nao é conservativo™ .

[ Exemplo 9.6. ]

Calcule /C?d?, onde F (x,y) = X1 +y] eCédadapela
equagdo y(t) = (arctgt,cost*), com0 <t < 1.

Solugé@o: Observemos que F &um campo conservativo em R? com
~ . 1 .
funcdo potencial @(x,y) = 5 (X2 +y?). Assim,

/C?-d? =9 (¥(1) - 0(7(0) =
= p(arctgl,cosl) — ¢(arctg0,cos0) =

= (p(%,cosl> —-(0,1) =

1 (x? 2 Lo o 1(7 2
_§<E+cos 1)5(0 +1%) =5 (g —1+cos’l).

A sequir, e)ﬂ)iremos um campo vetorial ndo conservativo
com rotacional 0, o que mostra que a reciproca do Teorema 9.1
é falsa.
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[ Exemplo9.7. |

7. (xy) eD=R2—{(0,0)}.

— -
Sejafxy = +X21y21

X2 +y?
c(?;Q opP (verlflque') entdo rotF = 0 em D. Calcule-

? dr ondeC é a circunferéncia y(t) = (acost,asent),
0 <t < 2m. Temos

f{? a7 = /2+y2 x2+y2dy_
- /Ozn [(ﬂsent) (—asent) + (%?) (acost)] dt =

Como

a2
21
— / (senzt +coszt) dt=27#0 1)

Se F fosse conservatlvo teriamos encontrado, pelo Teorema
9.3, que 7{ =0, 0 que contradiz (1). Logo, ? nao é
conservativo.

Na Aula 10, veremos para 0 caso n = 2, que impondo certas

condic¢des ao dominio de ? prova-se que a reciproca do Teo-
rema 9.1 é verdadeira.

CALCULO DE FUNCOES POTENCIAIS

[ Exemplo9.8. |

Sabe-se que ?(x,y) = (2xy? —y3,2x%y — 3xy? 4 2) & um campo
gradiente. Determine uma fungéo potencial.

Solugdo: Para determinar uma fungao potencial ¢(x,y) devemos ter

do . o .3

5 =Y (2
8—("):2x2y—3xy2+2 (3)
ady

Integrando (2) em relagdo a x, temos

P(x,y) =x2y? —xy3 + f(y) (4)

CEDERJ
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Integrando (3) em relacdo ay, temos
P(%,y) = x2y? —xy* +2y +9g(x) (5)

De (4) e (5), vemos que tomando f(y) = 2y e g(x) =0, segue que uma
funcdo potencial é

P(x,y) = x2y? —xy* +2y.

[ Exemplo9.9. |

- -
Sabe-se que ?(x,y, Z)=2xy i + (x2 +1zcos(yz)) j +ycos(yz)?
€ um campo conservativo. Determine uma fungdo potencial.

Solugéo: Devemos ter:

o

v 2xy (6)
299 _ X2 +zcos(yz) (7
ady

Ip

. —ycos(yz) ®

Integrando (6), (7) e (8) em relagdo a X, y e z respectivamente, temos

(p(X,y,Z) = XZy+ f(y,Z) (9)
@(x,y,2) = X2y +sen(yz) +9(x,2) (10)
P(x,Y,2) = sen(yz) + h(x,y) (11)

De (9), (10) e (11), devemos ter f(y,z) = sen(yz), g(x,z) =0 e
h(x,y) = x?y. Logo,

¢(x,y.2) = x?y +sen(yz)

é uma funcdo potencial de F.
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1. Um objeto percorre uma elipse 4x? + 25y? = 100 no sen-
tido anti-horario e se encontra submetido a forca

?(x,y) = (—3y,3x). Ache o trabalho realizado.

2. Calcule o trabalho realizado pelo campo de forcas

F (x,y) = (x2—y2, 2xy) a0 mover uma particula ao longo
da fronteira do quadrado limitado pelos eixos coordena-
dos e pelas retas x =a e y =a, a > 0 no sentido anti-
horario.

AULA n MODULO 1

3. Calcule jgf-d? para f(x,y) = (x2,x+y) onde C é
a fronteira do tridngulo de vértices (0,0), (1,0) e (1,1),
orientada no sentido anti-horario.

4. Calcule /Czdx+ydy —xdz, onde C é a intersecdo das su-

perficies y+z = 8 e x> +y? + 72 — 8z = 0, orientada no
sentido anti-horario quando vista de cima (ou equivalen-
temente, no sentido horario quando vista da origem).

5. Calcule o trabalho realizado pelo campo de forcas
?(x,y, z) = (y,z,x) a0 mover uma particula ao longo da
curva C intersecdo das superficies x +y = 2 e
X2 +y? 472 = 2(x+y), percorrida uma vez no sentido anti-
horario quando vista da origem.

6. Calcule /—2ydx+ 3zdy + xdz, sendo C a intersec¢do das

C
superficies x> +4y> =1ex?+z2=1,comy >0ez >0,
percorrida uma vez do ponto (1,0,0) ao ponto (—1,0,0).

7. Ache o trabalho que realiza a forca
?(x,y) = (ysenxy —y* - 3) T4 (xsenxy — 2xy) ?

para transladar uma particula de (4,0) a (0,0) ao longo da
curva
C:y=2—|2—x|,com0<x<4,

8. a. Determine uma funcéo potencial para 0 campo gra-
diente

?(x,y, z) = (—4xe¥ +z2e) T4
+ (—6x%e¥ +4y?) T (xe® +c0sz) K .
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b. Calcule /C? .d 7, se C é a curva descrita por
¥(t) = (t—1>(t_2)7+t?+gt5 K,
com0<t<1.

(1,4)
9. Mostre que /( : 2xy dx + x2 dy é independente do cami-
2,-1

nho e calcule a integral.

10. Calcule/?-df', onde
C

F(xy,2) = (2xsenz,z® — &Y, x? cosz + 3yz?)

eC:y(t)= (t,t(t—1),t2+1),com0 <t <1.
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TEOREMA DE GREEN

estudar um teorema que estabelece uma ligacédo
importante entre integrais de linha e integrais
duplas;

estudar condi¢des sobre o dominio de F para
que valha a reciproca do Teorema 9.1, da Aula
9, isto &, em que dominios, campos de rotacional
nulo sdo conservativos?
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TEOREMA DE GREEN

Teorema 10.1.

Seja D uma regifo fechada e limitada de R?, cuja fronteira
dD é formada por um nimero finito de curvas simples, fechadas
e C! por partes, duas a duas disjuntas, orientadas no sentido que
deixa D & esquerda das curvas, (isto &, &D esta orientada positi-

_)
vamente). Seja F = P(x,y) i +Q(X, y) j um campo vetorial de
classe C! em um conjunto aberto U com D  U. Entfo,

}[ F.d7 = }[ P dx+Qdy — // 9Q ‘”’ ) dxdy
oD+ oD+ ox

Cy

No caso, dD =C,UC,UC3UC, €

ygm?-d_r)_
:fw?.d?jufcﬁd_r#?é?-d?wtf?-dT}

#5 Geralmente, usamos o Teorema de Green, quandof ?
d T é dificil de ser calculada diretamente.

[ Exemplo 10.1. |

Seja ?(x,y) = (2x+ y)_i) + (3y + 4X)T. Vamos calcular
as duas integrais do enunciado do Teorema de Green, para D a
regido triangular de vértices (0,0), (1,0) e (0,1).
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B=(0,1)

D x+y=1

Solugédo: Temos 9D = CAUABUBO.
Calculo de/ F.d7?
OA
Temos OA:y=0,0<x <1, donde dy = 0. Entdo,

! 1
/ F.d7= P(x,O)dx:/ 2xdx = [xX*]; =1.
oA oA 0

Calculo de/ F.d7
AB
Temos AB:x=1-y,0<y <1, donde dx = —dy. Entdo,
/?-d_r’zf P(1-y,y)(—dy)+Q(1—y,y)dy =
AB AB
1
:/0 —[2(1—y)+y|]dy+ [By+4(1—y)|dy =

1 1 1
:/o (—2+2y—y+3y+4—4y)dy:/o 2dy — [2y]O:2.

Célculode/ ?-d_r):—/ F.d7

BO 0B

Temos 0B : x=0,0 <y <1, donde dx = 0. Entdo:
[ F-aP=-] Qoydy=-[ @y+0)dy=
BO )

1

0

- m b3
2 0 2

Somando, temos

— _q4.9_3_38
fgmﬁ AP =1+2-3=>.

CEDERJ
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Por outro lado,

JL(2- 9;) oxcy = //4 1 oty =

[ Exemplo10.2. |

. - - :
Seja ?(x,y) = —x%y i +xy?j eD odisco de centro (0,0)
e raio 1. Calculemos 72 .d 7, para 9D orientada no sentido
D+
anti-horario.

Solugéo: Do Teorema de Green, temos

jém?.d?://l) <?9§ 35) dxdy = // y2+x%) dxdy.

Passando para coordenadas polares, temos

X= 1rcoso
= rsené@
dxdy = rdrd6
2 py2= 12

, [ 0<r<1 ~
e Dyg € dado por Dre.{ 0<6<2n . Entdo

f F.d¥=/ r2.rdrdo= [ r3drde

JD+ Dro Dre

a1
—/r3/ d9dr—27t/ r3dr—2n[r} I
0 il,” 2
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Exemplo 10.3.
( )

, -y =
Seja f(x,y) = ﬁyyz' +

D =R?—{(0,0)}. Calculemos:

— -
XZ—iyZJ definido em

a. j&?-d_ﬁ, sendo Cy 1 x2+y2 =a% a>0;
Cl

b. f+? .dF, sendo C, uma curva fechada, C* por partes,
C2

que envolve a origem.

Solucéo:

a. Observemos que a regido limitada por C; ndo esta contida em D,
pois (0,0) ¢ D. Entdo ndo podemos aplicar o Teorema de Green.
Sendo assim, usaremos a definicdo. Parametrizando C;, temos
x = acost e y = asent, com 0 <t < 27 donde dx = —asent dt e
dy = acost dt. Entdo

- _ -y X _
jélﬁ dT _jérszryzderxzﬂlzdy_

2w -
:/ [ aszent(—asent)+ a(;ZSt (acost)] dt =
0

2r 2r
:/ (sen’t-+cos?t) dt = [ dt =2x.
0 0

all B
A

Aqui também ndo podemos aplicar o Teorema de Green, pois (0,0)
esta na regido limitada por C; e (0,0) ¢ D. Usar a definicdo é im-
possivel, pois nem conhecemos uma equacgdo de C,. Entdo o que fa-
zer?
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Aideiaédeisolar (0,0)
por uma circunferéncia
Ci: X2 +y% = a? com
0 raio a adequado de
modo que C; esteja no
interior da regido limi-
tada por C,, orientada
no sentido horario.

Seja R a regido limitada por C; e C,. Logo, dR =C, UC;. Como R
nao contém (0,0), entdo podemos aplicar o Teorema de Green em R.

Temos
?-d—ﬁ:// (9_Q—‘9_P> dxdy.
jém R\ JX dy y
0Q P\ A ~
Como <§ — a_y> = 0 (Verifique!) entdo
f F.d7 =0.
IR+
Logo,
f ?d?@f F-d7P =0
3 1
donde
j{?-d?—j{ F-d7 =0
c; C/
ou
j[?-d—ﬁ:f F.d¥ =2
c; Cf
por (a).

[ Exemplo 10.4. |

a. Se D é uma regido plana qualquer a qual se aplica o Teo-
rema de Green, mostre que a area de D é dada por

A(D :?{ —y dx ou A(D :j{ x dy ou A(D) =
©)=¢ -y (D)= ¢ xdy ou A(D)
= 1% —y dx+xdy.
2Jc
b. Aplique uma das férmulas acima para mostrar que a area

limitada pela elipse < + Y _ 1é mab
a2 b? '
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Solugéo:

a.

Pelo Teorema de Green, tem-se
j{ —ydx:jf —ydx+0dy =
D+ D+
_//< >dxdy // (0+1)dxdy =
:// dxdy = A(D)
D

Logo,
A(D) = 7{ —ydx.
D+

Analogamente, provam-se as outras formulas.

b. O eshoco de D esta representado na figura que se segue.

v

\/\,/ax

A érea de D é dada por A(D) = f —y dx onde dD é parametrizada
oD+
por

¥(t) = (acost,bsent)
{ Y (t) = (—asent,bcost) 0<t<2r.

Entdo
2n 2n
A(D):/ (—bsent)(—asent) dt:/ absen’tdt =
0 0

en2t12r 1
s } —ab-> .27 = rab u.a.
2 lo 2

:ab.%[t_

CEDERJ

101

AULA n MODULO 1



Caderno de Calculo IV | Teorema de Green

TEOREMA DAS QUATRO EQUIVALENCIAS
CONDICOES SOBRE D

i. D é aberto.

ii. D é conexo (isto &, dois pontos quaisquer de D podem ser
ligados por uma curva contida em D).

iii. D é “sem buracos” (isto &, qualquer curva fechada de D
delimita uma regido inteiramente contida em D).

Um conjunto satisfazendo as condicdes (i), (ii) e (iii) é dito
um conjunto simplesmente conexo. A seguir daremos exem-
plos de conjuntos simplesmente conexos.

7,
7z Yy
G
L
A
U
L
4 CLL
X
7
y 3
7%7//—/7/‘/»
//// LI N
P
o,
‘// i i .

Agora, daremos exemplos de conjuntos ndo simplesmente
CONEXos.
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T OTNAON H vinv

/////////
///

R
%///////

N
o

«vy
%//

N

/%ﬂ//7//
an

Dizemos que D & um conjunto simples-

#£5 Seja D C RS,

mente conexo se D & aberto, conexo e “sem buracos” (no
sentido de que qualquer curva fechada de D delimita uma

superficie inteiramente contida em D).

[ Exemplo 10.5. |

O R3, uma bola aberta em R3, 0 R® — {(0,0,0)} s&o conjun-

tos simplesmente conexos. O R3 sem uma reta n

mente conexo.

¢ les-

do é simp

~

Teorema 10.2.

zgse C! em um dominio D de R?,

Seja ? um campo de cl
simplesmente conexo. Se rot

- i .
0 entao ? € conservativo.

Demonstracao

0, para todo caminho

/’ﬁ dr
C
fechado de D. Tomemos dois pontos A e B quaisquer de D e

sejam Cy e C, caminhos C! por partes ligando A e B.

Do Teorema de Green segue que
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A C1

Seja o caminho fechado C = C; UC,. Logo, temos que
/F-d?zOOU/ClF-dTHL/ F.df=0ou /ClF-dr— [ Fdr=
=0, donde / F.drf = F dr. Isto mostra que /le-d? nao
depende do caminho.

Entdo, fixemos um ponto A = (aj,a2) em D e para cada
X = (x,y) € D, definimos ¢(x,y) = /F dronde C e D éum

caminho C! por partes ligando A a X. Como essa integral ndo
depende do caminho C escolhido, ¢ & uma fungdo bem definida.
Finalmente, mostra-se sem grandes dificuldades que Vo = F em
D e, portanto, o teorema esta demonstrado.

CoD

Do Teorema 10.1 e de teoremas da Aula 9, enunciamos um
teorema contendo quatro equivaléncias.

Teorema 10.3 (Teorema das Quatro Equivaléncias).

Seja F— (P,Q) : D ¢ R? — R? um campo de classe C* em
D. Se D c R? & um conjunto simplesmente conexo, entdo as
seguintes afirmacdes sdo equivalentes:

2Q oP
a. a_yyemD

b. ?{? -dT = 0 qualquer que seja a curva fechada C de D.
C

C. /? -d T n3o depende do caminho C de D.
c

d. ? € conservativo.



Exemplo 10.6.
( )

Considere a curva C dada por ot < cos- et” 1)

1<t<2. Calcule/? dv onde?(x y) (—y?senx,2ycosx).

Solugéo: Como F & de classe C! em R2 (que & um conjunto sim-
Q _ _dP

plesmente conexo) e EV 2ysenx = 3y

quatro equivaléncias, segue que /? -dF ndo depende do caminho

C

que liga o(1) = (1,1) e 6(2) = (0,e). Entdo, considere C = C; UCy,

ondeC; :y=1,0<x<1,dondedy=0eC;:x=0,1<y<e, donde

dx=0.

entdo pelo teorema das

yﬂ

Temos

/C?-d /7? d¥ / P(x,1)dx =

1 1 1
:—/ (—senx)dx:/ senxdx:—cosx‘ozl—cosl
0 0

e
/?-d?:/ Q(0,y) dy:/2ycosOdy:
C, Co 1

—-1.

Logo,
/?-d?:1—cosl+e2—1:e2—cosl.
c
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Uma Solucdo Alternativa

Pelo teorema das quatro equivaléncias, segue que F & conserva-
tivo. Logo, existe ¢(x,y) definido em R?, tal que

o _ 2
X y<senx (D)
99 _

5y 2y COS X 2

Integrando (1) e (2) em relacdo a x e y respectivamente, temos
P(x,y) =y?cosx+ f(y)
9(x,y) =y>cosx+g(x).

Tomando f(y) =0 e g(x) = 0, temos que ¢@(X,y) = y?cosx & uma
funcdo potencial de F. Logo,

LF 4% = 0(0(2) - p(o(1) = p(0.e) ~ 9(L1) =

=e2c0s0—1%2cos1l =e? —cos1.

[ Exemplo 10.7. |

Considere a integral de linha

/ (kxe¥ 4-y) dx+ (x%¥ +x —ky) dy.
C

a. Determine a constante k para que esta integral seja inde-
pendente do caminho.

b. Calcule o valor da integral de A = (0,0) aB = (1,1) para
o valor de k encontrado em (a).

Solucéo:

a. O campo ? é definido em IR? que & um conjunto simplesmente co-
Exo. Pelo teorema das quatro equivaléncias € necessario que rot F =
0 para que a integral independa do caminho. Entdo
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otF =0 o 29-9° g
ox  dy
& 2xeY+1=kxe¥+1
& 2xeY = kxeY
< 2x=kxpoise¥ A0Q0paratodoy € R
s k=2.

%
Portanto, para k = 2 segue que rot? = 0, donde pelo teorema das
equivaléncias temos que a integral independe do caminho.

b. Temos que
k=2 = Py) = (@& +y) T+ (2 +x-2)) T .
y A

1 B=(1,1)

C

A= (0,0) ﬁ 1 X
C

Como a integral independe do caminho, tomemos C = C; UCy, onde
Ci:y=0,com0<x<1ldondedy=0eCy:x=1,com0<y<1,
donde dx = 0. Temos

/?d_> Pdex—/erde—/Zxdx—
C1
2
P}o_l
1
LFaP=[Quydy= [ (e'+1-29)dy—
C2 C 0

= [ey+y—y2};:e—1.

Somando, temos

/?-d?:ue—l:e.
C
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Uma Solucdo Alternativa

Também do teorema das equivaléncias resulta que F & conserva-
tivo, isto &, existe @(x,y) definido em R?, tal que

e y

3 = 2xeY +y (3)
Q0 oy,

ay =xe 4+x-2y 4)

Integrando (3) e (4) em relagcdo a x e y respectivamente, temos
P(xy) =X +xy+ f(y)
P(X,y) =x°e¥ +xy —y* +g(x).

Devemos tomar f(y) = —y? e g(x) = 0. Assim, temos que ¢(X,y) =
x2e¥ +xy — y? & uma fungdo potencial de F . Logo,

/c?.d? = ¢(B)—0(A) =0(1,1)— 9(0,0) =

=e+1-1-0+0—-0=ce.

Exercicio 10.1.

1. Verifique o teorema de Green, calculando as duas integrais
do enunciado para P(x,y) = g (xy3 —x2y), Q(x,y) = x?y?,
D é o tridngulo de vértices (0,0), (1,0) e (1,1).
2. Calcule y{xley dx + (¢YInx+2x) dy, onde C é a fron-
c

teira da regido limitada por x = y* 41 e x = 2, orientada
no sentido anti-horério.

3. Calcule
I :/(y—x+arctgx) dx+ (2x—y++/1+y?) dy,
C

sabendo que C é a fronteira da regido limitada pelas curvas
y =X+2 ey = x?, orientada positivamente.

2 2
4. Se D é a regido interior a elipse )2(—5 +y§ =1 e exterior &

circunferéncia x? +y? = 4, calcule a integral de linha

I :/ (2xy+ex2) dx + (X% +2x+ cosy?) dy
c

onde C = dD esta orientada positivamente.



5. Calcule

(0,0)
/( ) —xy(1+x)"t dx+In(1+x) dy,
40

onde C é formada por x+2y =4ex=0.

. Seja

Py = (2 oy X
P ey e e-12)
com (x,y) # (0,1). Calcule a integral de linha do campo

%
F ao longo de C; e Cy, orientadas no sentido anti-horario,
onde

a Ciixe+(y—12=1
b. Co:x°+y%2 =16

. Calcule as integrais

X y :
a. /(:X2+y2 dx+ 5= dy, sendo C: y(t) = (e',sent),

0<t<r

b. /7x6y dx +x’ dy, sendo C: y(t) = (t,e"1),
c
0<t<1

. Mostre que a seguinte integral independe do caminho e
calcule seu valor:

I_/(S’A') 2xy dx — x2dy
(17_2) X4 .

. Mostre que a seguinte integral de linha
| = /(3+2xy)dx+ (X2 —3y?) dy
C

é independente do caminho e calcule o valor de | quando
C é a curva dada por

— —
o(t) =e'sent i' +-e'cost j, 0<t <.
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10. Seja C uma curva simétrica em rela¢do ao eixo y, que vai
de (4,0) a (—4,0), como mostrada na figura que se se-
gue. Sabendo-se que a area da regido delimitada por C e
pelo eixo x vale 16, calcule o trabalho realizado pela forca

f(x,y) = (% +xy3) T + (2x+arctgy)T>.

~~C

(—4,0) (4,00 X
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SUPERFICIES PARAMETRIZADAS

estudar as superficies parametrizadas visando as
integrais de superficie;

estudar as areas de superficies parametrizadas.



Caderno de Calculo IV | Superficies Parametrizadas

SUPERFICIES PARAMETRIZADAS

Definic¢éo 11.1.

Dizemos que S ¢ R3 & uma superficie parametrizada se exis-
tir uma funcéo vetorial continua

¢: DCR> — R3
(u,v)  — o(u,v) = (x(u,v),y(u,v),z(u,v))

tal que S = ¢(D).

' Z{M_W
o)

As fungdes x = x(u,v), y =y(u,v), z=z(u,v) sdo chamadas
equacgOes paramétricas de S.

Se ¢ for diferenciavel em (ug, Vo) € D, fixando v = vg, obte-
mos uma curva diferenciavel

Ci: ’}/(U) = (P(U7V0> = (X(U,Vo),y(U,VO),Z(U,Vo))

(\Veja a figura a seguir).
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Se
¥ (Uo) = 52 (U, Vo) = @u(to, Vo) =

ox ay Jz ) e
<au (Uo;Vo) ; 57 (U0, Vo), 5-(Uo, Vo) ) # O
segue que ¢y (Up,Vp) & um vetor tangente a C; em ¢(up, Vo).
Analogamente, se

Jdo
L

Uo, Vo) = @v(Uo,Vo) =
ox ay Jz e
<8V(Uo, 0), 5, (Uo,Vo), =~ (Uo,Vo)> # 0
entdo este vetor & um vetor tangente a C; em ¢(uo, Vo).
Se 0 vetor
e _
N = W (Uo, Vo) a 22 (ug, Vo) x =, (Uo,Vo) =
— 9u(Uo,V0) X @(Uo,Vo) # O
N

entdo N & um vetor normal a S em @(Ug,Vg). O vetor I = il

é um vetor normal unitario a S em ¢(up, Vo).

Dizemos que S é regular em ¢(ug, Vo) Se W(uo,vo) # 7.0
plano tangente a S em ¢(ug, Vo) é dado por

[(vavz) - (P(U07VO)] ’W(Uo,Vo) =0.

Apresentaremos, agora, parametrizagdes das principais superficies:

PLANO S

SejamPyeS, @ e b n&do paralelos contido no plano S. Seja
P € S. Ent&o, existem escalares u e v, tais que:

— —
PP=UZ+VD ©P=Py+ud +vb .
Entdo, uma parametrizacao de S é dada por:

o(u,v) = Po+u +vb

com (u,v) € R?,
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Caderno de Calculo IV | Superficies Parametrizadas

Da Geometria Analitica, vé-se que um vetor normal a S em

N=axb.

Po é:

S=GRAFICO DE z= f(X,y), cOM (x,y) € DE f(x,y)
DE CLASSE C!

Z A

S:z=1(x,y)

Uma parametrizacdo natural (ou candnica) de S = G+ (grafico
de f) é dada por

e(x,y) = (x¥ f(x,y)), com (x,y) € D.
Um vetor normal é dado por:
_9d¢ ¢ _ _
N = Z200y) x S206Y) = @ulxy) x @y(,y) =
= (— fx(x,y),—fy(x,y),1) Verifique!

Como W(x,y) =+ 6) para todo (X,y) € D, segue que S = G+
& uma superficie regular.
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CILINDRO X? +y?>=a?, a>0

Utilizamos as coordenadas cilindricas para parametrizar um
cilindro de raio a. Tem-se:

X =acos0
y=asen6
1=12

Entdo
©(0,z) = (acosO,asen6,z)

com (0,z) eD:0< 6 <2r, z < R é&uma parametrizagdo de S.
Verifique que N = ©0g(0,2) x ¢;(0,2) = (acosH,asen6,0).
Logo, N = (x,y,0) & um vetor normal exterior a S em cada

(x,y,z) €S, donde T = w € 0 vetor unitario normal exterior
as.

ESFERAXZ+Vy2+272=a% a>0

Utilizamos as coordenadas esféricas para parametrizar a es-

fera. Tem-se:
X =asen¢@coso

y=asen¢seno
Z=acos¢

com0<¢ <me0<0O <2r. Entdo:

©(¢,0) = (asenpcosO,asen¢sen6,acos¢)

) 0<o<nm . .
com (¢,0)eD: { 0<0<2r. Verifique que:
8(,0 eX0)
N = 90 90
= (a?sen ¢ cos6,a>sen? g sen O, a>sen ¢ cos ¢)
HWH =a’seng.
Logo:

N 09,0 _ (xy.2)
= ,
||WH a a

X
isto &, W y’ ) € 0 vetor unitario normal exterior a esfera.
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SUPERFICIE DE REVOLUCAO S

a. Seja C uma curva no plano yz dada por

x=0
C:q y=y(t)
z=1(t)

coma<t<bey(t)>0em [ab].

Ao girar 0 ponto
(0,y(t),z(t)) ao redor do
eixo z, na altura z(t), obtemos
uma circunferéncia de raio i
y(t), parametrizada por

(y(t)cos6,y(t)sen®,z(t)),

com0 <0 <2m.

Fazendo t variar de a até
b, a circunferéncia comeca a
de deslocar segundo a altura X y
z =12(t), gerando a superficie y

de revolugdo S da figura ao 'x/

lado. Tem-se:

S:o(t,0) = (y(t)cos,y(t)senH,z(t))

a<t<b

onde (t’e)eD:{og)gzn.

Observe que na superficie S tem-se:
y(t) = raio de uma circunferéncia transversal

z(t) = altura desta circunferéncia.

b. Se C & uma curva no plano xz dada por

X = X(t)
C:¢cy=0
z=1(t)

coma <t <b, entdo:

X(t) = raio de uma circunferéncia transversal

z(t) = altura dessa circunferéncia.
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Logo, uma parametrizacdo da superficie de revolucdo S obtida
girando C ao redor do eixo z &

S:o(t,0) = (x(t)cosO,x(t)sen6,z(t))

a<t<b

Com(t’9>€D:{O§9§2ﬂ'

AREA DE SUPERFICIE

Seja S uma superficie parametrizada por ¢(u,v) =
= (X(u,v),y(u,v),z(u,v)) € D onde D & um conjunto compacto
que tem area e com ¢ de classe C2 em um conjunto aberto con-
tendo D. E necessario também que ¢ seja uma funcgéo injetora
exceto possivelmente na fronteira de D e que S seja regular ex-
ceto em um ndmero finito de pontos.

Daqui por diante, até o final do curso, trabalharemos so-
mente com superficies descritas acima.

Definimos a area de S por

//Ha(puv (Pudeudv

5 Se S for o grafico de uma fungdo de classe Ct, z = f(x,y),
(x,y) € D, onde D & um conjunto compacto que tem area,

entao:
//\/1+ (102 + (f,)2 dxdy.
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S = G; (gréafico de S)

[ Exemplo11.1. |

Mostre que a area da esfera S: x> +y>+72=a°, a>0 é
dada por A(S) = 4ra?.

Solugao: Usando as coordenadas esféricas com p = a, para parame-
trizar a esfera, tem-se

©(¢,0) = (asen¢cosH,asen$senH,acosq)

] 0<¢o<m
com(q),e)eD.{ 0<6<2r "
adp  Jo ,
Calculemos @y x Qg (¢,60) = % T (¢,0) e seu modulo.
Tem-se
¢y = (acos¢ cosH,acospsend,—asen o)
0o = (—asen¢psen6,asen ¢ cos 6,0)
donde
Py X Qo =
K 7 K
=| acos¢cosf® acos¢senf® —asen¢
—asen¢send asen¢coso 0

= (a?sen? ¢ cos 0,a’sen g sen o,

a’ sen ¢ cos ¢ cos” O + a”sen ¢ cos ¢ sen’ 6 )

=a?sen ¢ cos ¢
=asen ¢ (asen¢ cos,asen ¢ sen6,acoso)

= (asen¢)-¢(9,0).
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Esta Gltima expressdo mostra que o vetor normal em cada ponto da
esfera é radial, isto &, & um maltiplo do vetor posi¢do ¢ (¢, 0).

Tem-se

196 x 90 (9,6)] = lasen||o (9,6) = & [sen | = a’sen

pois 0 < ¢ < 7, isto &, ||y x @g|| = a®sen¢ (memorize este resul-
tado). Como A(S) // | @o % 9o || d9d6, entdo

S)=//Dazsen¢d¢d9:a2/on/o ﬂsen¢d9d¢:

T
= 27ta2/ sen¢ d¢ = 2ma? [ —cos¢|; = 4wa’ u.a.
0

[ Exemplo11.2. |

Calcule a area da superficie z = /x2+y2, 0<z < 1.

Solugdo: O eshogo da superficie S esta representado na figura que se
segue.

Temos que S:z = /X2 +y2, (x,y) € D :x% +y? < 1. Também temos
——

f(xy)

fx = X e fy= y . Logo,
ey ) ey
2 2 _ X2 o
\/1+(fX) +(fy) _\/1+x2+y2+m_
_ Ji ey
= 1+X2+y2_\/§
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Caderno de Célculo IV | Superficies Parametrizadas

Como

// V1 (502 + (f)2dxdy

://D\fzdxdy:\fz//Ddxdyzﬁ-A(D)z
:\/i.n-lzzn\/iu.a.

entao

Exercicio 11.1.

1. Esboce e parametrize as superficies abaixo, indicando o
dominio dos parametros:

a. S={(xy,2) eR®| x> +y?+72 =4, 2>1}.
b. S={(x,y,2) €R®| 2= /30 +¥2), X’ +y* +2° <
<1},
C. S:{(X,y,Z)€R3| X+y+Z:2, Xz—}—yzgl}.
X
d :{(X’V’Z)EWIX2+y2=4,ogz§2+z_%}'
e. S={(xy,2) eR3| X +y2 =2y, 0<z<x®+y?}.

2. Seja S uma superficie parametrizada por
@(u,v) = (vcosu, vsenu, 1 —v?),

com0O<u<2me v>0.

a. ldentifique esta superficie.

b. Encontre uma equacdo da reta normal e a equagdo
do plano tangente a S em ¢(0,1).

3. Seja S asuperficie parametrizada por ¢(u,v) = (u,v, 1-— v2) ,
u>0,v>0eu+v<l.

a. Desenhe S.
b. Determine o plano tangente a Sno ponto ¢ (1/2,1/4).
c. Determine a érea de S.

4. Seja S a superficie obtida girando-se a circunferéncia C :
(x—a)?+2%2 =b? com 0 < b < a, em torno do eixo z. Essa
superficie é dita toro.

a. Parametrize-a. b. Calcule a sua area.
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10.

Determine a area do paraboloide z = 2(x? 4-y?), abaixo do
planoz = 8.

. Calcule a area da parte da superficie esférica

x2 +y% 422 = 2 que se encontra dentro do paraboldide
z=x°4V2

. Calcule a area da parte da superficie z = /x2 +y2 com-

preendida entre os planos x+y =1, x+y=2,x=0¢e
y=0.

. Seja S a superficie de equacdo 2z = x? +y?, onde

0<z<k,comk>0.

a. D& uma parametrizacdo para S.

. 14 .
b. Sabendo-se que a area de S vale % determine o

3
valor de k.

. Calcule a éarea da superficie S parte da superficie

x> +y> =4, limitadaporz=4—x* e z=0.

Calcule a area da superficie do cilindro x? +y? = 2y limi-
tada pelo planoz =0e 0 cone z = /X2 +y2.
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Aula 12 _(_( £

INTEGRAL DE '
SUPERFICIE DE UM CAMPO ESCALAR

estudar as integrais de superficie de um campo
escalar;

estudar aplicacdes como calculo de massa, cen-
tro de massa e momento de inércia.



Caderno de Calculo IV | Integral de Superficie de um Campo Escalar

INTEGRAL DE SUPERFICIEDE UM CAMPO
ESCALAR

Definimos a integral de superficie de um campo escalar con-
tinuo f(x,y,z) sobre uma superficie S, parametrizada por ¢(u, V),
com (u,v) € D, da seguinte maneira:

105~ 1w~ ] o) < 5]

ds

onde dS = H 3—(5 X g—(\’; H dudv é o elemento de area.

£ i, Temos que se S é o gréfico da funcdo z = z(x,y),
com (x,y) € D, entdo:

//de //fxy,
—//fxy, (X,Y)) \/1+zx dxdy

E
onde dS = \/1+ (zx)? + (zy) dxdy é o elemento de
area.

ii. SeS=5,US,U---USp, entdo

//Sfdsziil//sifds.

iii. Se f(x,y,z) =1em$§, entdo

//SldS:/SdS:A(S)

[ Exemplo12.1. |

Calcule //Sxy dS, onde S & parametrizada por
( V) = (u—v,u+v,2u+v—+1) com (u,v) e D:0<u<1
0<v<u.
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Solugéo: Temos 9 _ =(1,1,2) e 9 _ (—1,1,1), donde

Ju ov
e
i 7K
20 9 J
3(5 a(\/; 11 2 1=(-1-32 €
101 1

-

Logo, dS = v/14dudv.
//Sxde://D(u—v)(UJrv)\/ﬂ dudv =
:\/ﬂ//D(uz—vz) dudv:\/ﬁ/ol/ou(uz—vz) dvdu =
:\/ﬁ/ol[uzvgrdu:\/ﬁol[ﬁu—;] du=
0

2 o B B

6 o 6

Exemplo 12.2.
( )

dS, onde S é a parte da superficie

Calcule //;
S/1+4x2+4y?

z =1—x*>—y? que se encontra dentro do cilindro

Solugéo: O eshogo de S é dado na figura que se segue.
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Caderno de Calculo IV | Integral de Superficie de um Campo Escalar

Temos S:z=1—x>—y? com (x,y) € D:x%+y? <2y. Como
—_————
f(xy)
dS = \/1+ (f)? + (f,)2dxdy, entdo dS = /T 4x2 + 4yZdxdy. Logo,

1
—_dS=
//s\/1+4x2+4y2
1
= [ = /142X +4y2 dxdy =
//|3\/1+4x2+4y2 Ty y

://Ddxdy:A(D):n-lzzn.

APLICACOES A FisICA

Seja S uma chapa delgada formando uma superficie no espaco
e seja o(x,Y,z) sua densidade superficial que supomos continua.
Entdo, a massa M de S é dada por

M ://Sé(x,y,z)ds.

O momento de inércia de S em relacdo a um eixo E é dado por

le ://Srz(x,y,z)é(x,y,z)ds

onde r(x,y,z) = distancia de (X,y,z) ao eixo E.

Se 0 eix0 E = eixoz, entdo r(x,y,z) = /X2 +y2 e

Iz:// (X +y%) 8(x,y,2)dS.
S
Se 0 eixo E = eixoy, entdo r(x,y,z) = vx2 +22, donde

Iy://s (X2 +22) 5(x,y,z)dS.

Se 0 eixo E = eixo x, entdo r(x,y,z) = \/y2 +z2, donde

IX://S (y? +22) 8(x,y,z)dS.
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O centro de massa (X,Y,Z) é dado por

//Sxé(x,y,z)ds
M
//Syé(x,y,z)ds
M

//zs(x,y,z)ds
—JJS M .

x|
I

<
I

NI

Exemplo 12.3.
( )

Calcule a massa da chapa fina S dada por ¢(u,v) =
= (u,v,2u+v), com (u,v) eD:0<u<1e0<v<u, sendo
0(x,Y,z) = x+Yy+z a densidade superficial.

Solugéo: Temos

_ _ 99, 99
M_//S(x+y+z)d8_//D(3u+2v) 55 adeUdV’
onde N
20 90 i ] K
S Xy =1 0 2 =(-2,-1,1)
0 1 1
e
29 92\ _ 2 (—12 412
‘8ux8v = /(22 + (-2 +12= V6.
Logo,

M :\/5//'3(3u+2v) dudv:\/é/ol/ou(3u+2v) dvdu =
:\/6/01[3uv+v2];du:\/é/ol[3u2+u2] du

1
:\/6/ 4u2du:43£u.m.
0
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[ Exemplo 12.4. |

Calcule 0 momento de inércia da superficie homogénea de
equacio z = x> 4+y2, com (x,y) € D: x? +y? < 1, em torno do
eixo z.

Solugéo: O eshogo de S esta representado na figura que se segue.

A superficie S é descrita por
S:z=f(x,y) =x*+y?, (x,y) eD:x*4+y?> <1.

Temos

dS—\/1+ )2 dxdy = /14 4x2 + 4y2 dxdy .

Iz://S (x2+y2)6(x,y,z)dS:k//S (X2 +y?) dS

pois S &€ homogénea. Logo:

I, :k// (X +y%) v/ 1+4x2 + 4y? dxdy.
D

Usando coordenadas polares, temos

1
IZ:k// r’\/1+44r2rdrd@ :2k7r/ 2 (1+4r2)Y rdr
Dro 0

Entao:
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Fazendo u = 1+4r?, temos r? = (u—1)/4 er dr =du/8. Parar =0
temos u = 1e parar = 1temos u=>5. Entdo

_ —1,1/2 du k_” 32 12 _
Iz_2k7r/1 o T = 16 (u ut/2) du =

_km[2 5, 2 3/2} k”( 5/2 _ 2532 )
_lﬁ[u ERR PTG 5 t15)

Exercicio 12.1.

1. Calcule [/ (z—x?+xy? —1)dS, onde S é a superficie

ouV) =uT +v] + (W2 +1)K,
com0O<u<leld<v<<2

2. Calcule //stS' onde S & o triangulo com vértices (1,0,0),
(0,1,0) e (0,0,1).

2 L \2 -
3. Calcule //S(x +y?) dS, onde S & a esfera
X2 +y2 472 — a2,

4. Calcule a massa da superficie S parte do plano z =2 — x
dentro do cilindro x? +y? = 1, sendo a densidade dada por

8(x,y,2) =2

5. Calcule //f (x,y,2)dS, onde f(x,y,z) =z e S é a parte

da superficie z2 = x2 + Y2 que se encontra acima do para-
bolodide 4z = x? +y? + 3.

6. Seja S uma superficie fechada tal que S = S1 US>, onde S;
e S, sdo as superficies de revolugdo obtidas pela rotacdo
emtornodoeixozdascurvasCy:z=1—-x%x,0<x<1
eCy:z=0,0<x<1, respectivamente. Se p(x,y,z) =
= /X2 +y2 ¢ a fungdo que fornece a densidade (massa
por unidade de area) em cada ponto (x,y,z) € S, calcule a
massa de S.

7. Mostre que 0 momento de inércia em relacdo ao eixo z
da casca do cone z = /X2 +y2 de altura h que esta no
primeiro octante com densidade constante & | = ﬂ , onde

M é a massa total.
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8. Calcule o momento de inércia da superficie esférica de
raio R, homogénea, de massa M, em torno de qualquer
diametro.

9. Calcule 0 momento de inércia da superficie homogénea,
de massa M, de equagdo x* +y? = R?, (R > 0), com
0<z<1, emtorno do eixo z.

10. Mostre que 0 momento de inércia em relagdo a um didmetro
que passa pelo centro de uma casca cilindrica de com-
primento L e raio de base a com densidade constante é

| = %Ma2+ %MLZ, onde M é a massa total.
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INTEGRAL DE '
SUPERFICIE DE UM CAMPO VETORIAL

compreender a nogdo de superficie orientavel;

estudar as integrais de superficie de campos ve-
toriais.
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INTEGRAL DE SUPERFICIEDE UM CAMPO
VETORIAL

Hoje vamos integrar campos vetoriais sobre superficies.
Quando estudamos as integrais de linha de campos vetoriais, vi-
mos que a definicdo dependia da orientacdo da curva, isto é,

/_?-d?:—/cﬁ-d?.

Aqui, em integral de superficie de um campo vetorial ou fluxo
de um campo vetorial, a definicdo também depende do conceito
de superficie orientada, que passaremos a definir.

Dizemos que S & uma superficie orientavel quando for possi-
vel escolher sobre S um campo de vetores unitarios normais a S
que varie continuamente sobre S. Intuitivamente falando, signi-
fica que S tem dois lados. Ha superficies que tem um lado so
como, por exemplo, a fita de Mdbius que pode ser facilmente
construida. Peguem uma tira de papel retangular ABCD. Pintem
um lado de vermelho e o outro de azul. Fixem o lado AB e fagcam
uma meia volta com o lado CD e colem A com C e B com D.

A fita de Mdbius tem apenas um lado, pois as duas cores se
encontram.

#5 Superficies fechadas orientaveis terdio duas orientagfes
“naturais”, determinadas pela normal “exterior” e pela nor-
mal “interior”.

//////// ) ou

. 4
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Daqui para frente so consideraremos superficies orientaveis
(com dois lados).

Definicdo 13.1.

Seja S uma superficie regular orientavel. Seja W uma
orientacdo de S. Seja F um campo vetorial continuo defi-
nido em um aberto contendo S. A integral de superficie de

F através de S ou o fluxo ¢ de F através de Séa integral de

superficie do campo escalar ? W

®= //?st

£ . Se f representa o campo de velocidades de um flui-
do, essa integral fornece o volume do fluido que atra-
vessa S em uma unidade de tempo, na direcéo de .

-

ii. Se S & parametrizada por ¢(u,v), (u,v) € D, entdo

cD://?.st:

_//? v ||q,u><(pv|| “lou x @y|| dudv =
-/ /Dfap(u,v» (@ x @) dudv

—  QuXQy

se n =

llou < ol

//? T dS =

=~ | [F(ouv)- (ux o) dudy
_>

__Pu Xy

se .
[ ou < @l

3

CEDERJ 133

AULA E MODULO 1



Caderno de Calculo IV | Integral de Superficie de um Campo Vetorial

iii. Se S é o grafico da funcdo z = f(x,y), (x,y) € D
entéo

cb://?-ﬁdsz

_//?xy, (X,y)) - (—fx, —fy,1) dxdy

( fXa fya)
1+ ()2 + (fy)?

®— //? T ds =
_ //D?(x,y, £(x,y)) - (fy fy, —1) dxdy

se = bl
T+ (FZ+(F)2

iv. Queremos definir //? dS, onde temos que
S=S1USU---USp.

se W =

S=5US;

Definicédo 13.2.
Seja S uma superficie orientada por um campo de vetores
normais unitarios . Dizemos que o bordo de S, 9S, esta

orientado positivamente se ao caminhar ao longo de dS com
a cabeca no sentido de TV, tivermos S & nossa esquerda.

W
aS aS
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#5 Uma regra pratica para orientar dS é a conhecida “regra
da m3o direita” com polegar no sentido de 1.

=
n

Defini¢édo 13.3.

Dizemos que S = S1US, U---USy, esta orientada se for
possivel orientar cada S; de forma que nos bordos comuns
a duas superficies, as orientagfes resultem opostas.

ns
i
™Y
s
ou
Entao:

//S?.stz

[ B omasst [[ Fomos.
S1 Sm

( Exemplo13.1. |

Calcule o fluxo de ?(x,y,z) — X + (x+y)T> — 2xy?>
através da superficie S : @(u,v) = (u,v,1 —u? —v?), com

(U,V)ED30§U§1,0§v§1ecomnormalﬁzinz“ign,
u
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Solugéo: Temos ¢, = (1,0,—2u) e @, = (0,1, —2v) donde

- = o

i k
pux@eu=| 1 0 —2u|=(2u,2v,1).
0 1 -2
O fluxo de F & dado por

//S?-st:
- //D?((p(u,v)) ’ % || ou < @v|| dudv =
= [[F @) (o x ) dudv =

= //(2u,u+v,—2uv)-(2u,2v,1) dudv =
S

= //(4u2+2uv+2v2—2uv) dudv =

_// 4u +2v dudv—// 4u +2v dudv =
—/ —+2uv dv—/0< +2V)d [3V+V];:

=3+1=3

[ Exemplo132. |

- = =

Calcule o fluxo do campo ? X,y,2) =x1i +Yy]j +zKk atra-
vés da parte da superficie esferlca X2 +y?47% = &%, com a nor-
mal exterior.

Solugdo: Lembremos que, no caso da esfera x? 4 y? 4+ z2 = a2 (ver
Aula 11), temos T = ( 2) . Entdo, o fluxo & dado por

J[7 - e 222
_//xzﬂ“zds //azds_a/ ds =

aA(S) = a4ra® = 4ma’.




Exemplo 13.3.
( )

Calcule [[F - dS, sendo E(x,y,2) =X 1 +Y] +7K e
S

S a parte do cilindro x> +y?2 =4 entrez=0ey+z =3, com a
orientacdo normal que aponta para o €ixo z.

Solugéo: O eshogo de S esta representado na figura que se segue.

Lembremos que, no caso do cilindro x* +y? = a? (ver Aula 11), o

(_Xa _y70)
2

vetor unitario normal interioraSé W = . Entdo:

J[Fwds= [[oya) X2 as -
:_//S(xhz-y?)dsz—//sgds:_2//Sd8.

Para calcular //ds, devemos parametrizar S. Logo, S : ¢(t,z) =
S
(2cost,2sent,z),com (t,2) eD:0<t<2me0<z<3-—2sent.

Vimos, na Aula 11, que ||¢x x ¢,]| = ||(2cost,2sent,0)|| = 2. Como
temos que dS = ||¢t x ¢|| dtdz, entdo dS = 2 dtdz. Logo:

//S?.stz_z//Dzdtdz:

2n r3—-2sent 2
:_4/ / dzdt:—4/ (3— 2sent) dt = —24x.
0 0 0
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[ Exemplo 134. |

Calcule [[F -7 dS, sendo F(x,y,2) = X1 +Yy] +7K e
S

S a parte do plano y +z = 3, limitada pelo cilindro x? +y? = 4,
. —
orientada com a normal T tal que - K > 0.

Solugdo: O eshogo de S é dado a seguir.

Se - ? > 0, entdo a componente z de T & maior ou igual a zero
donde T aponta para cima. A superficie S pode ser descrita da se-
guinte maneiraS:z=3-y = f(x%), com (x,y) € D:x? +y? <4,
Um vetor normal a S & dado por N = (—fy,—f,,1) = (0,1,1) que
aponta para cima. Logo, temos que T = 0.11) .
V2

Por outro lado, sabemos da Aula 19 que dS = HWH dxdy = v/2dxdy.
Portanto:

J[F-was= [[y3-y (O’;;)ﬁ dxdy =

z//D(y+3—y) dxdy:3//Ddxdy:

=3A(D) =372? =12r.
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Exercicio 13.1.

. Calcular o fluxo do campo rotacional dado por
- = = ) .

F - (x—y—4)i +yj +zKk através da semiesfera su-

perior de x? +y_2>+ 72 = 1, com campo de vetores normais

W talque W- K >0,

. Calcule //SE . T dS onde ?(x,y, ) = xze¥ —xzeyT+

+zKk e S é a parte do plano x+y+2z =1 no primeiro
octante com orientacdo para baixo.

. Calcule //S F. TdS, onde F = —ZE) e S é a parte da es-

fera de equacio x®> + y?> 4 z°> = 4 fora do cilindro
x2+y2 =1, T apontando para fora.

. Calcule o fluxo do campo F = —x_i> —yT +3y22F> sobre
o cilindro x? +y? = 16, situado no primeiro octante entre
z=0ez=5-—ycom a orientacdo normal que aponta para
0 eixo z.

. Calcule ?-ﬁ dS,sendo? X,Y,Z :z_i>+sz>eSéa
S

parte do plano z =2 —x, limitada pelo cﬂ)indro X2 +y? =9,
orientada com o campo T tal que T - K > 0.

- = .
. Ache o fluxo de f(x,y,z) =X1i+VY] JrzF> através da
superficie S do solido limitado por z=0, x> +y? =4 e
X+Y+2z =3, com vetor T exterior.

. Ache o fluxo de ? = (yz, —XZ,X? +y2) através de S su-
perficie de revolucdo obtida girando-se o segmento de reta
que liga (1,0,1) e (0,0, 3) em torno do eixo z, onde o vetor
normal T tem componente z ndo negativa.

. Calcule o fluxo do campo I? (X,y,2) = x_i> +yT> +z?>
através de S: superficie cilindrica x? +y? = a2, a > 0,
limitada superiormente pela superficie z = x? e inferior-
mente pelo plano z = 0, com n apontando para fora
de S.

. Calcule //S? T dS, onde F (X,y,2) = —x i +22K €5

é a fronteira com regido limitada por z =1 e z = x2 + 2,
com T exterioraS.
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. - = - .
10. Determine o fluxo de F — X i +Yy]J +2zK através de S
porcdo do conez = +/x2 +y2 entreos planosz=1ez =2,
orientada para cima por normais unitarios.
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TEOREMA DE GAUSS

estudar um teorema famoso que permite calcu-
lar fluxos através de superficies fechadas: o Teo-
rema de Gauss.
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TEOREMA DE GAUSS

O curso de Calculo 1V contém alguns teoremas fascinantes
como o Teorema de Green, o Teorema de Stokes e 0 Teorema de
Gauss. Nesta aula, apresentamos o famoso Teorema de Gauss
ou Teorema da Divergéncia. Na proxima aula, apresentaremos
o também famoso Teorema de Stokes.

O Teorema de Gauss estabelece uma relacdo entre uma in-
tegral tripla numa regido solida W de R® com uma integral de
superficie na sua fronteira. Este teorema & um instrumento pode-
roso para 0s modelos matematicos que descrevem alguns fend-
menos fisicos como, fluxos de fluidos, fluxos de campos elétricos
ou magnéticos e fluxos de calor.

Finalmente, enunciaremos o Teorema da Divergéncia ou de
Gauss.

Teorema 14.1 (Teorema de Gauss).

SejaW ¢ R® um solido, cuja fronteira W = S esta orientada
positivamente, com T exterior aW. Seja ? um campo vetorial
de classe C1 em um aberto U contendo W. Entéo:

JL F-was= [[[ dvF dxayoz.

Para enunciar os Teoremas de Gauss e de Stokes, utilizare-
mos conceitos definidos na Aula 7 — Campos Vetoriais: diver-
gente e rotacional. Lembrando aqui que:

divF =V.F = —+—+8—R

0z
e

7 j K
rotE:Vx?: 9 9 9|

ax d dz

p d R
=(5 -2 TG-S THH-5)K
_<8y ) " & 15 ay K



Exemplo 14.1.
( )

Verlflqueoteoremade Gauss para? X,Y,2) =Xz 7 +yz j +

+22 k calculando as duas integrais do enunciado, e S a esfera
x2 +y? + 22 = a° e fi a normal unitéria exterior a S.

Solugéo: Temos queﬁ_( Z 2 . Logo,
//?-ﬁdS:// (xz,yz,2%) - x%,2) 4g
S S a
1 2, 25 1 3 _
~ 5 [ | 0ezyiz+2) as—

2
:1//z(x2+y2+22) dS:a_//zdS:a//ZdS-
alls alJs S

Parametrizando S, temos
o(¢,0) = (asen¢cosH,asendsenH,acosq)

comD:0< ¢ <me 0< 6 <2r. Temostambém que dS=a?sen¢ d¢ dé.
Entdo:

//S?.ﬁdsza//D(acosq))(azsend)) dodo —
2% W
:a4/0 /0 cospseng dodo =

21 247 21
:a“/ €9 go—at [ 0do—o0.
0 2 | 0

Por outro lado, temos

dlv? P+8—Q+8R—z+z+22:4z
dy oz

e, entdo:

/// divF dV=/2”/1/”4p3005¢sen¢d¢dpd9:
_4/2ﬂ/ [ﬂ] dp d6 = 4/ /ps 0dpde 0.

O teorema de Gauss esta, portanto, verificado.
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[ Exemplo14.2. |

Calcule [[F - dS, onde F X,Y,2) = (X + yet,y + zeX,
S

22 +xeY), S é afronteira do solido interior ao cilindro x? +y? =1,
entre os planosz =0 e z = x+2 e ii a normal exterior a S.

Solugéo: O eshogo de S esta representado na figura que se segue.

Zﬁ\

SejaW o sblido limitado por S. Pelo teorema de Gauss, temos:

J[Fnds=[[[ avFav= [[[ a+1+2mav -
:2//D/OX+2(1+z)dzdxdy:2//D |:Z+§:|:+2dxdy:

:2//D [x+2+ (“22)2} dxdy =

://D (6x+8+x2) dxdy =

:6// xdxdy+8A(D)+// x2 dxdy.

D N—— D
T 871'

Passando para coordenadas polares, temos:

2w rl 1 2n
// xzdxdy:/ / r3coszedrd9:—/ cos’0do =
D 0o Jo 4 Jo

11 sen201%" 1
=330+ 5] =4
Logo,
T 33n
//S?-ﬁd8—8n+Z—T.
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Exemplo 14.3.
( )

Calcule //?ﬂds, sendo ?(x,y,z):x3?+y3T+z3?,
s

i a orientacdo normal exteriora S : X2 +y2 +72=1,comz > 0.

Solucé@o: O eshogo de S (aberta) esta representado na figura que se
segue.

SejaS=SUS; onde S;:z=0, x> +y2 < 1, com fi; = —k.

SejaW o solido limitado pela superficie fechada S. Como estamos nas
condi¢Bes do teorema de Gauss, temos:

J[Fonds+ [| Fomas— [[[ avFaov—
:///W3(X2+y2+22) av .
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Passando para coordenadas esféricas, temos que x* 4 y? + 22 = p?,
também, dV = p2sen¢p dpd¢d6 e

0<p<l1
0<06<2r

Entao:

///W3(x2+y2+zzn) dv =

:3/// p%-p?sengpdpdpdo =
Wose

/2 1 r2n
:3/ // psengdOdpdy =
o JoJo

/2 rl
:67r/ /p“senq)dpdq):
o Jo

6 [7/2 67 m/2 6r
=%/, senq)dd):?[—cosqb}o =—.

Calculo de // ?-ﬁldS
Sy

Temos

//Sl?.rildsz//s1 (X3,y3,0)'(0,0,1)dS=/SlOdS:0.

Logo,
//?-ﬁdSZG—”.
S 5

Exercicio 14.1.

1. Verifiqgue o teorema de Gauss para 0 campo vetorial
(X,¥,2) = (X,Y,z) no s6lido W limitado pelas superficies
7=x>+y’ez=A4.

) : -
2. Considere o campo vetorial ?(x,y,z) = (2x+6e*) i +
- — . -
+@By—2ze") j + (z—2)k, e seja S a calota esférica
X2 4+y2+7% =a?, comz >0 e raio a > 0. Sabendo que o
fluxo de ? na dire¢do da normal exterior fi & igual a 27a®,
calcule o raio da calota.



3. Calcule // rotF - ndsS, sendo ?(x,y,z) = (x2y+2,

S
x3+y* 2xz—1), e Saparte da esferax® +y* +z2 — 4z =0,
com z < 1, orientada com 1 exterior.

. Seja f : R® — R de classe C2. SejaW um solido e seja S
a fronteira de W, com normal exterior fi. Prove que

of o 2
//Sﬁds_///wv f dxdydz

onde of _ Vf{ . é aderivada direcional de f na direcdo

on

: 2¢ 0% 9% 9%,
e sentl'do do vetor unitariorie V-f = o2 T P +t5z €0
laplaciano de f (estudado na Aula 7).
. Seja f : R® — R de classe C?, tal que V2f =x2+y2 e
ﬂ(x y,1) = : para todo (x,y,z) € R3. Calcule //ﬂ ds
9z T Ty PO b ' son >
onde S é a lata cilindrica com fundo e sem tampa dada por
X4+y?2=10<z<1,x24y?<1lez=0,comnormal ii
apontando para fora de S.

. Seja ?(x,y,z) = zarctg (yz)_i> +23In (X% + 1)T> 17K,
Determine o fluxo de f através da parte do parabolbide
X2 +y2 47 = 2 que esta acima do plano z= 1, sendo T a
normal com componente z ndo negativa.

. Seja Q uma carga elétrica localizada na origem. Pela Lei
de Coulomb, a forca elétrica ?(x,y,z) exercida por essa
carga sobre uma carga g localizada no ponto (x,y,z) com
vetor posicdo X é

Fix) = £99
%) IX1°

onde & é uma constante. Considere a for¢a por unidade de
carga

ﬁ X :Ef ) — €9 y _ £Q(x,y,2)
00 =gF00 = = S

que é chamada campo elétrico de Q. Mostre que o fluxo
elétrico de E é igual a 4neQ, através de qualquer su-
perficie fechada S que contenha a origem, com normal ™
apontando para fora de S. Esta € a Lei de Gauss para uma
carga simples.
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10.

. Calcule //S F.WdsS, onde

Flxy.2)=x1 + (—2y+excosz)?+ (ZJFXZ)F>

e S é definida por z=9— (x*+y?), 0<z<5; z=5,
1<x®+y?<4ez=8-3(x*+y?),x®+y*<1.

. Seja a superficie conica S de vértice (0,0,h) e de baie

situada no plano xy com raio 1 e T com a componente K
ndo negativa. Seja

?(X,y,Z) - (;_;(vaaz)_i) - %(Xamz)?—i—z(z—}_ 1>E>7

sendo f(x,y,z) de classe C2. Calcule o fluxo de F através
de S.

X3 3 23
Calcule o fluxo do campo ?(x,y, 7)= (5 +Y, yg Y +2)
através da superficie S do solido W definido por
W ={(x,y,2) eR3[x2+y?>+22 > 1, X2 +y?+ (z—2) <
<4,7> /%2 +y2}, com campo de vetores normais a S
apontando para fora de W.
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TEOREMA DE STOKES

estudar um teorema famoso que generaliza o Teo-
rema de Green para 0 espaco.
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TEOREMA DE STOKES

Seja U um aberto conexo de R3 e
= (P,Q,R) um campo vetorial de e
classe Ct em U. Seja S c U, uma
superficie regular por partes, ori-
entada pelo campo normal unitario
T. Seja dS o bordo de S, com
a orientacdo induzida pela de S.

as

Entdo,
//rot?-WdS:% F.d7
fluxo do‘rGtacionaI circulaéo deF

#5 Seja S uma supe;ﬁcie plana contida no plano xy, orien-
tada com W = K. Entdio, S:z =0, (x,y) € D. Logo,
dS = dxdy. Seja ?(x,y) = (P(x,y),Q(x,y)), entdo:

rotF = rot(P,Q,0) = (?9_(3 — 3—5) 4

y

X/@:by

C=0S

Logo, pelo Teorema de Stokes, temos:

jésﬁ.d?:?{ de+Qdy://rot?-ﬁ>dsz

_// ”&x y) (0,0,1) dxdy =
_// ox 8y

Isto prova que o Teorema de Stokes generaliza o Teorema de
Green.
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Como consequéncia do Teorema de Stokes, temos:
“SeU —domF &um conjunto simplesmente conexo, isto &,
UéoR3 ou U & 0 R3, exceto um namero finito de pontos, e
se rot? = 0 entéo E é conservativo”.

O teorema das quatro equivaléncias é dado por:

Teorema 15.1.

Seja ? (P,Q,R) um campo vetorial de classe C* em um
conjunto S|mplesmente conexo do R3. Entdo, as seguintes afir-
mag0es sdo equivalentes:

1. j{? .dF = 0 para toda curva fechada C;
c

2. / F. d 7 é independente do caminho;
C

3. F € um campo gradiente, isto é, F = Vo para algum
campo escalar o;

4, rot? = 6)

( Exemplo15.1. |

Verifique o teorema de Stokes, calculando as duas integrais

do enunciado, para ?(x,y, 7) = -y 7 +XJ +1z KeSo para-
boldide z=1—x2—y2 comz>0e T anormal unitaria exterior
as.

Solugéo: O eshogo de S esta representado na figura que se segue.

z
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Pela regra da méo direita, com o polegar no de sentido T e movimen-
tando os dedos, vemos que a curva bordo de S, S, fica orientada no
sentido anti-horario, quando vista de cima. Entdo, uma parametrizacao
de dS é, dS:x=cost, y=sentez=0, com 0 <t < 2r, donde
dx = —sent dt, dy = cost dt e dz = 0. Entdo:

/?.d?:/—yderxderde:
c c
= /0271 [(—sent)(—sent) -+ (cost)(cost)] dt =

2r
:/ (sen’t + cos’t) dt = 2r.
0

Por outro lado,

- = -
i ] Kk
> 9 2

otF =| 2 2 2 | =(0,0,1+1)=(0,0.2).
ox dy 0z (0,0,1+1)=(0,0,2)
-y X 1

Temos, S:z=1-x>—y? = f(x,y), com (x,y) € D:x?+y? < 1. Um
vetor normal a S & dado por N = (—f,—fy,1) = (2x,2y,1) que &
exterior a S.

Logo,

o (2X,2y,l) _m
W_m e dS=+/1+4x2+4y2dxdy.

Entéo,
//SFO'[?-WdS://D(Ovo,Z)-(Zx,zy’l) dx dy —

:2//dxdy:2A(D):27r-12:27r.
D

Assim, o teorema de Stokes esta verificado para este caso.

[ Exemplo15.2. |

_>
Use o teorema de Stokes para calcular /? -dr, onde
C

f(x,y,z) = (Y —X+Senx, z—X+cosy, X —Yy+¢€?)

e C éaintersecdo do cilindro x2 +y? = a2 com o plano §+% =1,
sendo a > 0, b > 0, orientada no sentido anti-horario quando
vista da parte superior do eixo z.
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Solugdo: O eshogo de C esta representado na figura a seguir.

z 4

Para aplicar o teorema de Stokes, precisamos de uma superficie S
g(ujo bordo seja a curva C. Entdo, consideremos a por¢do do plano

Z ..
3 + b= 1, limitada por C.

z 4

Pela regra da mdo direita, vemos que T aponta para cima. Logo,

podemos descrever S por S:z=b— %X = f(x,y), com (x,y) € D:

x? +y? < a?. Um vetor normal a S é N = (= f,—fy,1) = (g,0,1>
. . (9 ,0,1) N

que aponta para cima. Entdo, T = -2 e dS = ||N| dxdy.

INI

Temos:
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otF =
i i K

- 9 9 9 |z
X ay dz

y—X+Senx z—X-+cosy X—Yy-+e’
=(-1-1,0—-1,-1-1)=(-2,-1,-2).

Do Teorema de Stokes, temos:

/C?-d?://srot?-WdS:
s (03) e
:<_T%—2)//Ddxdy:—2(bf:a>nab:

— _2nb(b+a).

[ Exemplo153. |

Seja ?(x, y,2) = (3x%2+y3,3xy? + &%, x3 4 ye?).

a. f e conservativo? Por qué?

b. Seja C a curva obtida como intersecdo da superficie
z=x°+y>—4,7<1como planoy = —1. Calcule
/? -dF, especificando a orientaggo escolhida.

C

Solucéo:

a. Temos rotF — (e? —€?, 3y? —3y?, 3y? —3y?) = 0 edomF =
R3 que & um conjunto simplesmente conexo. Entdo, pelo teo-
rema das equivaléncias em R3, segue que F & um campo con-
servativo.

b. Logo, existe uma funcdo potencial ¢(x,y,z), tal que:

90 _ oo, 3
Ix =3xz+y> (1)
a(P_ 2 z
a—y_3xy +er (2
a(P_ 3 z
E—X +ye (3)
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Integrando (1), (2) e (3) em relagdo a x, y e z, respectivamente,
temos:
o(x,y,2) =xz+xy° +f(y,2) (4)

o(x.y,2) =xy*+ye? +9(x,z) (5)
@(x,y,2) =x3z+ye* +h(x,y) (6)

Comparando (4), (5) e (6), vemos que f(y,z) =ye?, g(x,z) = x3z
e h(x,y) =xy%. Logo, ¢(x,y,z) = x3z+xy® +ye?, (x,y,z) € R®
& uma funcgdo potencial de é O eshogo de C esta representado
na figura a seguir.

Escolhamos a orientacdo de A= (2,—1,1) paraB=(—2,—1,1).
Entdo

/?-d?:

(P( ) (p(A):(p(_zv_]'?l)_q)(zv_l?l):
—(-842—€)—(8-2—¢) = —12.

Exercicio 15.1.

1. Use o teorema de Stokes para mostrar que a integral de
linha é igual ao valor dado, indicando a orientacdo da
curva C.

32 ra?
4

?({:(Serz) dx+ (x+4y) dy+ (2x+y) dz = —

onde C é a curva obtida como intersecdo da esfera
X2 +y2+72=a?comoplanoy+z=a.
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Caderno de Célculo IV | Teorema de Stokes

2. Use o Teorema de Stokes para mostrar que a integral de li-
nha é igual ao valor dado, indicando a orientag&o da curva.

%2xydx+[(1—y)z+x2+x] dy+ <§+ez> dz=n
C

onde C é a curva obtida como interse¢cdo do cilindro
X2 +y?>=1,2>0, com o cone z° = x* 4 (y — 1)2.

3. Seja ? um campo vetorial cujo rotacional em cada ponto
de R3 & dado por

rot ?(x,y, Z) = (X,—2y,2).

Calcule f? . d?, onde C & o contorno do semifuso esférico,
C
de angulo /4, indicado na figura que se segue.

4. Seja ?(x,y,z) = (2xz+y?, 2xy +3y?, &2 +x?).

a. ? & um campo conservativo em R3? Por qué?

b. Seja C a curva obtida como intersecdo da superficie
de equacdo z =9 —x2 —y?, z > —4 com o plano
y=2. Calcule/ f-d_r), especificando a orientacédo
escolhida. ¢

5. Utilizando o Teorema de Stokes, transforme a integral
//rot? . dS numa integral de linha e calcule, onde
S

- o .
(x,y,2) =y i,Séasuperficiez=x>+y>comz<1,e
a normal com componente z positiva.
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10.

Use o Teorema de Stokes para calcular o fluxo do rotaci-
onal do campo

F(xy,2) = 2y T +2y37] +37K

através da superfu:le S : o0 = (rcose)

+(rsen6)j +rk com0<r<1e0<9<2nn03en-
tido do vetor unitario normal exterior 1.

. Calcule /C?-dT), onde

?(x,y, z)=(eY—ze¥,e7?—xe Y, e —ye?)

e C éacurva parametrizada por y(t) = <In(|i;rt> , sen (%) ,
_ @t
1—Z),comogt <1l

Determine /C? .dT, onde

?(Xuyuz) - (yZ+X3,XZ—|—3y2,xy+4)

e C & a curva obtida como intersecdo das superficies de
equacdes z=5—y?,z>1ex+z =5, orientada no sentido
de crescimento dey.

. Calcule /? dF, onde ?(x y,2) = (— 2y + e,

—z+y,x3+e%") e C & a intersecdo da superficie z =y

com o plano x+z = 1, orientada no sentido do cresci-
mento de y.

Caleule [ (z—y)dx-+In(1+y?)dy+ [In(1+2%) +y]dz,
sendo C dada por y(t) = (4cost, 4sent, 4 —4cost), com
0<t<2rm.
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PREPARACAO PARA A AP2

Exercicio 16.1.

1. Calcule 7{ ? dT, ao longo da circunferéncia
C
x2 +y2 = 2y, no sentido horario, sendo

2
F(xy) = <1Ox2—3y, 3%+ y4+1> .

2. a. Aintegral | :/C(senxy+xycosxy) dx+x? cosxy dy
é independente do caminho?

b. Calcule o valor | onde C é dada por o(t) =
=(t?2-1,t2+1),0<t< 1.

3. Uma lamina tem a forma da parte lateral do cilindro
x2 4+y2 = 4, entre os planos z = 0 e z = 3 —x. Determine
a massa dessa lamina se a densidade no ponto (x,y,z) é
dada por f(x,y,z) = x°.

4. Calcule
| = / Ca +y?) dx + (e —2%)dy + (ezz —x?)dz,
c

onde C é o contorno da parte do plano x+y-+z =1, que
esta no primeiro octante, no sentido anti-horario.

5. Calcule o fluxo de
F = (e*arctg z) 7 + [ez In (x2 + 1)} ? + 7K

através de S parte do parabolbide z =4 —x? —y?, acima de
z =1, na direcdo da normal exterior 1.
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6.

10.

Calcule

= 4 (=2 442 dx+ (x+arctgx)d
- o 1+X2 y g y7

onde C é o caminho fechado formado pory =0, x+2y =4
e x =0, orientado no sentido anti-horéario.

. Considere a superficie S porcdo do cilindro x? +y? = 2x,

compreendida entre o plano z = —1 e o paraboldide
7 =x%+y?. Pede-se.

a. Uma parametrizacéo de S.

b. A areadeS.

c. O fluxo do campo ?(x,y,z) = (3x -3 -y,
3y+x—1,e%"?) através de S, com o campo de ve-
tores normais apontando para dentro de S.

. Seja

2
?(x,y,z) :2y?+%?+\/1+28?.

Calcule 7{? -dF, onde C é a curva dada pela intersecéo
C

das superficies z = x? +y% e x> + (y — 1) = 1 com um
sentido de percuso tal que, quando projetado no plano
z =0, produz um percurso no sentido anti-horéario.

. Seja um campo de forcas dado por

F(xy,2) = (3¢yz + ¢, 2, Xy + xe? +32%) .

a. f € um campo conservativo? Por qué?

b. Calcule o trabalho realizado por ? para mover uma
particula ao longo da curva C intersecdo da superficie
z=1—x%com o plano y+z = 1, orientada no sen-
tido do crescimento de x.

Use o teorema de Stokes para transformar a integral
é/rot? T dSemuma integral de linha e calcule-a sendo
S
(

X,y,2) = (ye* 1, —xe*"1, 3e*) e S a superficie

x24+y24+(z—1)2=1com0<z<1e T anormal apon-
tando para baixo.



Gabarito

RESPOSTAS DOS EXERCICIOS DAS
AULAS

AULA 1

1. Temos

= )= [ () v
- () [y dy = (e—e ) /Olyeyzdy.

Fazendo u = y? temos du = 2y dy, donde ydy = dfu Para
y=0,temosu=0e¢, paray =1, temos u = 1. Logo,

_ e [tlugy et (et
| = /Oedu_ '], = (e—1).

2 2 0 2

2. a. Observequel = //;)f(x,y) dxdy, onde

D={(x,y) eR?[0<x<1,x®<y<vX}.

Portanto, D é do tipo | e esta ilustrada na figura a
sequir.



yA
y=x°
= /X
P y=vX
x=y* —— ) P/
X=X
1 X

Descrevendo D como tipo Il, temos:

D:{(x,y)eRz\Ogygl,yzgxg\3/37}.
1 3y
Entdo, / /f f(x,y) dxdy.
0 Jy?
b. Temos que | :// f(x,y) dxdy, onde
D

D={(x,y) ER?|0<y<1,—/1-y2<x<1-.f4}

é do tipo I1.

X4y?=1

W=1l-x=y=(1-x)2,0<x<1

-1 1 X

Para descrever D como tipo I, devemos dividi-la em
duas regides: D = Dy UDao.

y




onde
Di={(xy) €R?|-1<x<0,0<y<vI-x}

Dy ={(x,y) eR?|0<x<1,0<y<1-x°}.

Entao

| = //Dl f(x,y) dxdy+//Dz f(x,y) dxdy =

0 V1-x2 1 r(1-x)?
:/ / f(x,y) dydx+/ / f(x,y) dydx.
-1Jo 0 /o

3. Temos que | = //Dex2 dxdy, onde

D:{(x,y)eR2|0§y§1,y§x§1}

é do tipo 1l.

yA

Descrigcdo de D como tipo |

Projetando D sobre o eixo x, temos o intervalo [0,1]. Fi-
xando x € [0,1], aordenaday variadey =0ay = x. Entdo,

1x 1o, 1,
I://eX dydx:/ X [y}odx:/xeX dx.
0.Jo 0 0

Fazendo u = X2, temos du = 2x dx, donde xdx = d_2u . Te-

mos:
X=0= 0
X=1= 1

o - 2 270 2

u
u

Entdo



4. O esboco de D esta representado na figura que se segue.

yA

(6,2)
X=4+4y

Da figura, temos que

D={(xy)|-1<y<2,—y*<x<4+y}.

Como A(D):// dxdy, entdo
D

2 b4y 2
/1/ dxdy:/1(4+y+y2) dy =

A(D) =

,yZ

2
o 2] (e - (e
_[4y+3+§}1_ 842+ 4+5-3)=

38
=3+

B_Bya
6 2 7

5. O esboco de D esta representado na figura que se segue.

yA

3




Enquadrando D como tipo I, temos

D 0<x<4
Loy <y

Entao:

y vy
//D1+X2dxdy:/0/o 1+X2dydx:

_ [ y2\/)_(dx—l ' x dx
o 1422, 2 1+x27TT

Temos d(1+4x?) = 2xdx, donde xdx = 2d(14x?). Logo,

4 2
y _ 1.1 /7dd+xt)
//Dszdxdy_z 2/0 1+x2

_1
T4

4
|t 1 B _In17
In(1+x ))0_4(In17 Inl)_—4 .

. TemosI://DeX3 dxdy, onde D = D; UD> com

_ 2 VY
D1 ={(xy) e R?[0<y <1, <x< 5}
D, = {(xy) eR?|1<y<4, ¥ <x<1}.

Com as informacdes dadas acima, podemaos ilustrar a nossa
regido D.

Enquadrando D como tipo I, temos

D={(x,y) eR?[0<x<1,x*<y<ax?}.



Entdo
1raxe 1,

I:// e dydx:/ e (4x% —x?) dx
0 Jx2 0
L 3|1

:/ e (3x°) dx=¢*| =e—1.
0

7. Dey=x%ey=4x—x?, temos 2x* —4x = 0, donde x = 0,

0
X = 2. Logo, as interse¢Bes sdo (0,0) e (2,4). O eshoco
da regido D esta representado na figura que se segue.

y

Escrevendo D como tipo I, temos:

_ 0<x<?2
X2 <y <4x—x2.

Como A(D) ://D dxdy, entdo:

2 pAx—x? 2
A(D):// dydx:/ (4x —x2 —x?) dx =
0 Jx2 0

2 3 2
:/ (4x —2x2) dx:[sz—zi} —g_¥_8,a
0 3 |, 3

3
y
2|
\Tj\‘x+y:2
1 ) x—y3
X=y3f 777777777777777777 [—X=2-Yy
y D




8. Vamos enquadrar D como tipo II:
D={(xy)eR*[0<y<1,y’<x<2-y}.

Como A(D) ://D dxdy, entdo:

12—y 1 3
A(D)z//3 dxdy:/ (2-y-y’)dy=
0Jy 0
1

a _y2_y4 _§
= {Zy > Z]O_4 u.a.

9. Para eshocar a superficie z =4 —x2, no primeiro octante,
desenhamos a parabola z = 4 — x? no plano xz, com x > 0
e z > 0. Como a equagdo ndo contém a variavel y, entdo
devemos tracar paralelas ao eixo y por pontos da parabola.
Para esbocar o plano x+Yy = 2, no primeiro octante, dese-
nhamos a reta x+y = 2 no plano xy, comx >0ey > 0.
Como a equagdo ndo contém a variavel z, entdo tracamos
paralelas ao eixo z por pontos da reta. Observamos que a
reta x+Yy = 2 do plano intercepta a superficie z= 4 —x? no
ponto A. Além disso, a reta do plano, paralela ao eixo z,
passando por (0,2,0), intercepta a superficie z =4 —x? no
ponto B. Ligando A a B, encontramos a curva interse¢do
das duas superficies. Assim, o esboco de W é:

X D (“piso™)

Observe que a equagdo do “teto” é z =4 —x% = f(x,y) e
0 “piso” D é o tridngulo acima. Entdo:



V(W)://Df(x,y)dxdy://D(4—x2)dxdy:
:/02/02_)((4—x2) dydx:/oz(Z—x)(4—x2)dx:

2

2 3 4
:/ (8—2X2—4X—|—X3)dX:{SX—ZX——ZXZ—FX— =
0 3 4],

16 20
_16—3—8+4—§ u.v.

10. A integral dupla de uma funcéo positiva f(x,y) pode ser
interpretada como o volume do sélido abaixo do gréafico de
f(x,y) e acima do dominio D de f(x,y), contido no plano
xy. Devemos esbocgar o solido para encontrar a regido de
integracéo.

Do eshogo de W, vemos que a regido de integracdo tem a
seguinte forma:

yA
9|




Entao,

V(W)://Df(x,y) dxdy://D (9—y?) dxdy.

Descrevendo D como tipo I, temos:

D={(xy)[-3<y<3,0<x<9-y}.

VW) = /_33/09_y(9—y2) dxdy
3

= /3(9—y2)(9—y> dy

3

= /_3 (81— 9y —9y? +y°) dy

3
9y? 3 y4]
= [8ly— =2 —3y°+ =
l 2 4] .3

= 81(343)—-0-3[3*—(-3)*)]+0

= 81-6-3-2-27
= 6-27(3-1)
= 324 u.v
AULA 2
1. a. Temos que:
Vi
B/ 2
Dy 9 )

o’ A u



Imagem de O’A’ pela transformacao T

OA :v=0,0<u<2 =
= OA:x=Uu, y=U% 0<u<2 =

= OA:y=x° 0<x<2.

Imagem de A’B’ pela transformagdo T

AB :u4+v=20<u<2 =
= AB:x=2,y=u’—(2-u),0<u<2 =
= AB:x=2, —2<y<A4.

Imagem de O’B’ pela transformacao T

OB :u=0,0<v<2 =
OB:x=v,y=—-v,0<v<2 =

= OB:y=—x, 0<x<2.

y A
4 __________
Y=
ny
2 X
2 |-
y=-X

b. Temos




Usando a formula

//ny £(x,y) dxdy =

_ I(x.Y)
= //Duvf(x(u,v),y(u,v)) ’8@7\/)' dudv

temos:

// dxdy

Dy VT X7y

B 1

N / Duw V1+4(u+v)+4(uZ—v

) |—1—2u| dudv =

1
B //Duv V144u+4u? (1+2u) dudv =

1
_ / (L2 dudv=
1

:/ dudv=A(Dy)=--2-2=2.
Duv 2

X—y

2. Considerando a mudanca de variaveis u = Ty’ V=X+Y,
temos:
uv=x-y
V=X+y
donde
X — uv+v
2
_V—uv
y==
Assim,
ax  oIx v 1
ay) | au v 2 2
\] — = — = —,
a(u,v) dy ay -V 1(1_u) 2
ou  ov 2 2

Como dxdy = |J| dudv, entdo dxdy = %dudv.

Passando para as coordenadas u e v as equacdes das curvas
que limitam D, temos:

X+y=1 = v=1

X+y=4 = v=4
Xx=0 = u=-1
y=0 = u=



Portanto D, pode ser descrito por:

D —-1<u<l1
e 1<v<4 -

Do Teorema da Mudanca de Variaveis, temos:

//cos ” X= y dxdy // cos dudv_
Du

/vdvdu:

1

]’ 15

[E]ldu_Z/ cos( )du_

—Ez{sen(fu)]l —E[senf—sen<—5>} =
4z 2 1 2 2 21

3. Facamos x = au ey = bv. Logo,

Ix  Ix
~d(xy) | du ov| |a 0]
I= duyv) | ay ay| |0 Db ’ —ab.

ou  ov
2 2
O conjunto D : % + % < 1 é transformado em

Dy : U2 +Vv? < 1. Como A(D) :/ dxdy, entdo:
D

:// \J|dudv:// abdudv =
DUV DLIV

= ab/ dudv = abA(Dy,) =ab-7-12 = rab u.a.
Duv

4. Facamos a mudanca de variaveis U = 2x, V=Y ou X = g
y = V. Logo:

donde,
dxdy = |J| dudv = %dudv.



A regifio D & limitada pela semielipse 4x% +y? = 1, com
y>0earetay=0.

Passando essas equacgdes para as novas coordenadas, te-
mosu2+v2=1,comv>0ev=0. Logo, Dyy é limitada
pela semicircunferéncia u2+v2=1,comv>0eo0eixou.

Entdo, pelo Teorema da Mudanca de Variaveis, temos:

I :// sen (4x? +y?) dxdy =
D
1
://Duvsen (u? +v?) Edudv:
1 2, .2
= E//Duvsen (u®+v?) dudv.

Passando para coordenadas polares, temos

u = rcos6

V = rsené@
dudv = rdrd6
Wav2 = 2

A regido Dy descrita em coordenadas polares é:
D - 0<o6<nm
-l o<r<i1
Logo,

:%//Dresen (r¥)rdrd6 =
! 2
//sen rdedr—E/0 sen (r°) rdr =

_E 5[ cosr ]0:%(1—0031).



5. O esboco de D esta representado na figura que se segue.

y A

A circunferéncia x? 4 (y — 2)? = 4 se, e somente se,
X2 +y% — 4y = 0 se transforma em r2 —4rsen6 = 0, isto
e, r=4senb.

A circunferéncia x? +y? = 4 se transforma em r? = 4, isto
e, r=2.
A regido D é “varrida” girando o raio ﬁ no sentido anti-

horario, até o raio &B. Os pontos A e B sdo intersecdes
das duas circunferéncias. Entao, resolvendo o sistema

X2 +y?—4y=0
X2 4y? =4
temos:
dy=4=y=1x==V3.

Entao:

A=(V3,1), B=(—V3,1).

O angulo de inclinagcdo do segmento JA é:

1 n
g6 = — 0=
O angulo de inclinagcdo do segmento B é:
n 5

Assim, conseguimos transformar a regido D em outra re-
gido Dyg expressa em coordenadas polares:

Dro={(r,0)|2<r<4sen6,n/6<6 <51/6}.



Como A(D) ://Ddxdy, entdo:

5m/6 r4sen@
A(D):// rdrdo — / rdrdo —
Dro n/6 J2

5m/6 4sen 6 5r/6
:1/ I - de:l/ (16sen26 —4) d6.
2)r/6 2 2 )n/6

Da trigonometria, temos:

senz 0 — 1—cos26 .
2
Logo,
1 5m/6
A(D) = E// (165en20 —4) do =
/6
1 (576 /1 cos26 -
_§/7r/6 (1625220 —4) do =

5m/6 1 5m/6
/ (4-800526) do = 7[40 —4sen26] " "=

/6
:2[ %—sen%)—(%—sengﬂ =

:2(2”+£+i§) :2(2_”+\/§) u.a.

3 "2 2

a. Temos
I=/()4/()m¢x27yzdxdy:
— [ [ Vi any
onde

D:{(x,y)\0§y§4,0§x§ \/4y—y2}.

De X = /4y —y2 temos x? +y%> —4y =0, com x > 0
donde x? 4 (y —2)? = 4, com x > 0. Ent3o, o esbogo
de D esta representado na figura que se segue.



r=4sen0

r=0

Passando x2 +y? — 4y = 0 para coordenadas polares,
temos r? = 4rsen® ou r = 4senf. Assim, a regido
D pode ser descrita em coordenadas polares por:

Do 0<6<m/2
- 0<r<d4send

Entao,

I:// \/r_ZrdrdG:// rdrdg =
Dr9 Dre

/2 r4send n/2 3 4sen6
:/ / rzdrdG:/ H 46 —
o Jo 0 3o
/2
_ o sen®0do =
3 Jo
64 [T/2 2
=3 ), (1—cos“0)sen0d6.
Fazendo u = cos @, temos du = —sen6d6O. Para

0 =0, temosu=1e para 6 = r/2, temos u = 0.
Entdo:

0 3 0

64 2 64 u 64 2 128

I:—— 1—u du:—— u—— = —— = —,
31 ( ) 3[ L_ 3 3

0 40
2
| = — dydx =
/1/\/1x2 1+4/X2+y2 y
2
= — = _dxd
//|31+\/X2+y2 y
onde D:{(x,y)\—1§x§0,—\/1—x2§y§0}.



Pela descricdo da regido D, vemos que ela é limi-

tada inferiormente pela curvay = —v/1—x2, se, e
somente se, x2 +y2 =1, comy > 0 e limitada su-
periormente pela reta y = 0 (eixo x) e, além disso,
a projecdo de D sobre o eixo x é o intervalo [—1,0].
Com estas informacOes, temos que o0 esbogo
de D é:

yA
X>
Em coordenadas polares:
X = rcosf
y = rsenf
dxdy = rdrd6
24y = 12

A regido D se transforma em:

D nt<60<3m/2
Y o<r<i1 :

A integral | se transforma em:

I:// irdrdG:
DrelJrI’
13%/2 o 1oy
1 1
- 1+r—-1 o ﬂ_i o
—n/o I dr_n/O (1+r 1+r)dr_

n/ol (1—%”) dr:n[r—ln(1+r)](1):
n[(1—In2)—(0—In1)]=r(1—-1In2).




c. Temos
1 p144/1-y2
|=// VX2 +y?dxdy =
0Jy
:// VX% +y?dxdy
D

onde
D:{(x,y)\Ogygl,y§x§1+\/l—y2}.

Da descricdo de D vemos que a sua projecdo sobre
0 eixo y é o intervalo [0,1] e sua fronteira lateral
da esquerda € a reta x =y e a da direita € a curva
X=1++/1—y2(se, esomentese, x—1=+/1-y?,
com x > 1, se e somente se (x —1)2+y? =1, com
X > 1). Levando em conta essas informacdes, temos
0 eshoco de D:

yA

r=2cos6

Passando para coordenadas polares, temos:

X = rcosf

y = rsenf
dxdy = rdrd6@
2y? = r2

A equagio polar da circunferéncia (x —1)2+y? =1
oux?+y?=2xér=2cos6. Logo, a regifo Dyq &
dada por:

D 0<o6<m/4
-1 0<r<2cos@



Assim:

/4 r2c0s6
I:// \/r_zrdrdez/ / r’drdo =
Dro o Jo
2cose n/4
_/ { } :§/ cos’0do =
3Jo

8
:§/0 (1—sen?0)cos0d6 =
/

7. Passando a circunferéncia
X2 +y>—2y=0
para coordenadas polares, temos

p?>=2psen® = p =2sen@.

Da figura ao lado, temos

B:0<6<m/2,0<p<2send.

Entdo:

//xydxdy:// pcosOpsenfp dpdb =
B B/

:// p3cos@send dpdo =
B/

/2 r2senH
:/ / p3cosfsend dpdo =

n/2 2sen 6
_/ { } cos0senh dO =

m/2
:4/ sen*6cosOsend do =
0

r/2 m/2
:4/ sen° 0cosH dO = 4{‘%” 9] 2
0 0



8. Temos | ://D ﬁ dxdy, onde D é dado por:

[ 1<y<3
"l o<x<y

e cujo esboco esta representado na figura a seguir.

Passando para coordenadas polares, temos

X= rcoso

y= rsené

dxdy = rdrd6
2 y2 = 12

Transformando y = 1 e y = 3 para coordenadas polares,
temos rsen6 =1 ersen® =3 our=ry(0) = vl

=csch er =ry(0) =3cschH. Entdo, o conjunto Dyg &
dado por:

f m/A<0<m/2
-] cscO <r<3csch °

Logo:

|:/ i-rdrde:/ drde —
Dre\/r2 Dre

m/2 r3csco r/2
= / drdo = 2csc6do =

/4 Jesco n/4
m/2
=2In [csce —cotg 9} o4 =

=2[In(1-0)—In(v2—1)] = -2In(v2-1) =
= 2In (ﬁ) —2In(V2+1).



9. O esboco de W esta representado na figura que se segue.

D (“piso”)

Observemos que o “teto” do s6lido W & uma porcdo da

esferax? 4y +z2 =4, donde z = \/4 —x2 —y2 = f(x,y).
O “piso” de W & o disco D : X2 +y? < 1. Entdo:

V(W)://Df(x,y)dxdy://D\/LT—ydedy.

Passando para coordenadas polares, temos:

X= rcosf

y= rsen@

dxdy = rdrd6
2 py2 = 1?2

O conjunto Dyg € dado por: 0 <r<1e0<6 <2nm.
Entdo:

V(W):// V4—r2.rdrdo =

Dre
1 2 1

:/ (4—r2)1/2r/ ”dedr:2n/ (4—r2)rdr.
0 0 0

Temos d(4 —r?) = —2rdr, donde rdr = —%d(4— r2).

Logo, V(W) =27 () /01(4—r2)1/2d(4—r2):
— % [(4— rZ)S/ZE - —%” (33/2 —43/2> -

= 2?” (8—3V/3) u.v.



10. Identificando as superficies z= 0 (plano xy), x2 +y? = 2y,
isto &, x> 4 (y — 1)2:1 (superficie cilindrica circular de
diretriz circunferéncia no plano xy e geratrizes paralelas
a0 €ixo z) e z = /X% +y2 (superficie conica).

z >

Observe na figura acima que o solido W esta abaixo do
graficode z= f(x,y) = v/x% +y2 e esta acima da regido D
limitada pela circunferéncia x*> +y? = 2y.  Como
VW) = //Df(x,y) dxdy, entdo temos que

V(W) = //D\/x2+y2 dxdy.  Passando a equagdo

X2 +y? = 2y para coordenadas polares, temos r? = 2rsen 6
our =2sen6. Observe que

V(W):// r~rdrd9:// r2 drdo
Drg Drg

onde Drp = {(,0) eR?*|0<6<m,0<r<2sen6}.

Entao
T 2sen@ L 2sen6
V(W):// r2drd9:/ H do =
0Jo 0 L3]p
R T 3 8 T 2 _
_5/0 sen 6d9_§/0 (1—cos“6)sen6 d6 =

g8 [T 2
:_5/0 (1—cos“6)d(cos6) =




AULA 3

1. Consideremos o eixo x passando pela base e o eixo y coin-
cidindo com a mediatriz relativa a base do tridngulo.

Como D é homogénea e é simétrica em relacdo ao eixoy,
entdo pela observacdo 5, segue que X = 0. Temos

// y dxdy
D

Y= AD)

onde L
A(D):§-10-5:25 u.a.

ComoD={(x,y) eR?|0<y<5,—(5—-y) <x<5-y},
entdo

dxd P dud VKB g

[y [ yoor- [t -
5 5 9

=2/0 y(5—y>dy:2/0 (By —y°) dy =

5
2 3
:2[1_3’_} _ 1%

2 3 0 3

Logo:

) . 5
Assim, 0 centro de massa situa-se a 3 cm da base, sobre
sua mediatriz.



2. O esboco de D esta representado na figura que se segue.

yA

Seja (x,y) € D. Entdo, x > 0. Logo, (X,y) = x. Como
M ://D6(x,y) dxdy, entdo M ://Dx dxdy.

Olhando D como tipo I, tem-se:

O centro de massa (X,y) é dado por:

// x5 (x,y) dxdy // x% dxdy
x— /D _JJp
M M
// yo(x,y) dxdy // Xy dxdy
y— /D _JJp '
M M

Tem-se:
3 r3x 3. 5
//xzdxdy:// xzdydx:/xz-—xdx:
D 0Jo o 3
3

5 Py 8[¥] _1s
3Jo 340 4




3 5x 3 273
//xydxdy:// xydydx:/x{y—] dx =
D 0.Jo 0o L2]g

3 43
_2 XSdX_E[X_] _ 25
0

18 Jo - 18| 4 8
Logo:
g 185/4 9 o 2258 15
15 4 Y="15 %

Como adistanciade P = (x,y) aorigem & \/x2 +y2, entdo
a densidade em P é dada por &(x,y) = k/X2+y2, onde k
€ uma constante de proporcionalidade. O centro de massa
(X,y) é dado por:

k// XvV/ X2 +y2dA
D

M

k// YV X2 +y2dA
y= D M

X

onde M & a massa de D.

Como a fungdo f(x,y) = xy/x2+y2 & impar na variavel
X, pois temos que f(—x,y) = —x/X2+y2 = —f(x,y) e
como D tem simetria em relagdo ao eixo y, entdo, temos
que

//Dx\/x2+y2dA: 0. Logo, X = 0.



Calculode M

M://DS(x,y)dxdy:k//D\/mdA.

Passando para coordenadas polares, temos:

X= rcosé
y= rsenf
dxdy = rdrd6
X2 4y? = 12
<
e Dy & dado por Dyg : { (1) - r9§<2n . Entdo:

2 T
M:k/ \/r_2~rdrd9:k/ r2/ dodr —
Dro 1 Jo

2

2 3
:kn/ r2dr:knlr—} _ Tk
) 3|, 3

Calculo de // YV X2 +y2dA
D

//y\/x2+y2dA:// (rsen@)r-rdrd6 =
D Dro

2 b4
:// r3sen9drd9:/ r3/ sen6dodr =
Dro 1 Jo
2

2 4
= [—cose]g/ r3dr:2{%] :%.
1 1

Logo:
15k
2 _
1l4rn”

<
I
~
=~
Q

Assim, (X,y) = <0, %).

4. a. Inicialmente, calcule-mos os pontos de intersecdo da
parabolay = x?+1 com aretay = X+ 3:



w2 yu
{y_x +1

y=Xx+3
s X+1=x4+3 <
& Xox—-2=0 &
& X=20ux=-1.

Logo, o0s pontos de 24
intersecdo sdo: (—1,2)
e (2,5). Assim, o b

esboco de D esta re-
presentado na figura ao
lado.

Descrevendo D como tipo I, temos:

D - —-1<x<2
L X4+1<y<x+3

Como a distancia de (X,y) € D ao eixo x & |y| =y, pois

y > 0, entdo a densidade em (x,y) & dada por §(X,y) = ky,
k>0.ComoM = //Dé(x,y)dxdy, entdo

_k//ydxdy k// ydydx =
x2+1

AL sl
:5/_1( x* —x% 4+ 6x+8) dx =

:g {_’i +3x2+8x]2_l =

(2t (g
:g<_%—g+28—%—%+5):%k u.m.



//DXS(x,y)dxdy B k//nydxdy. Te.

M B M

b. Sabemos que X =
mos que:

X+3
//xydxdy //X xydydx =

X+3

“J el e

1
:E/_lx( x* —x? +6x+8) dx =
2
:1/ (_x5—x3+6x2+8x> dx =
2/
1 x8 x4 3 2 2
1 4 1
_§[<—€—4+16+16> (6—_—2+4)]_
1/ 64 11 3
= (52 =%
Logo,
o - 35
X—m—s_z.

10
5. Considere o disco D de raio 5 cm centrado na origem
como na figura a seguir.

y

5

(o
NI

Se D & homogéneo, entdo a densidade é constante, isto &,
f(x,y) =k paratodo (x,y) € D.

lo = //D (X +y?) f(x,y) dxdy =
:k//D (X% +y?) dxdy.

a. Temos:



Passando para coordenadas polares, temos

|0:k// r2~rdrd9:k// 3 drde
Dre Dre

0<06<2r
0<r<5

5 r2n
|0:k// B3 dodr —
0.J0
5

4 5
:2k7r/ Bdr =2k | ©| = 825k
0 4 0

onde Dy : { . Entéo:

2

b. Considere o diametro contido no eixo x. Entao:

IX:// y2f(x,y) dxdy:k// y2 dxdy =
D D
:k// r’sen@.rdrdg =

DrG

5 2r
:k/ r3/ sen0 dodr =
o Jo

1 en2012% (% 3
_k~§[9— 5 ]O/Or dr =

5
{r“} 625k
=kt |—| = .
4|, 4

6. O esbogo da lamina D é a figura que se segue.

A distancia de um ponto (x,y) € D ao ponto (1,2) é dada
pela expressao \/(x —1)2+4 (y—2)2. Portanto, a densi-

dade é dada pela equacdo 8(x,y) = k\/(x —1)2+(y—2)2




Como = //6xydxdy, entdo temos que

= k//\/ (x—1)2+ (y—2)2dxdy. Para calcular essa
mtegral devemos usar a seguinte mudanca de variaveis:

u=x-1 ou X=u+1
v=y—-1 y=v+1

Logo,
ox %
3 9xy) _ Ju ov| |10 _q
S ouv) gy a9y | |0 1]

du v
donde dxdy = |J| dudv = dudv.

O disco D : (x —1)2 + (y —2)? < 1 & transformado em
Dw : U2+ V2 < 1. Aplicando a formula da mudanca de
variaveis, temos:

M :k// VU2 +v2dudv.
Duy

Passando para coordenadas polares, temos

Uu = rcoso
V = rsenf
dudv = rdrdo
w+v2 = r?
<r< .
e Dyg € dado por D,y : { 8 - r9_<12n . Assim:

M:k/ \ﬁimmezkA/r%mez
Dro Dro

_k/%/rdme_k/h{—}dez

. E conveniente considerar um sistema de coordenadas co-
mo o da figura que se segue, com o vértice do angulo reto
na origem e 0s catetos sobre 0s eixos coordenados, e a
hipotenusa sobre aretax+y = a.



y
a
X+y=a
y=a—x
D
N
y=0

Podemos definir D por D = {(x,y) € R? |0 < x < a,
0 <y <a-—x}. Calculemos o momento de inércia em
relagdo ao cateto que esta sobre o eixo y : ly. Temos:

Iy://szcS(x,y)dA

onde 6(x,y) = ¢, ¢ > 0 & uma constante. Portanto:

a ra—Xx
Iy:c//xsz:c/ / x2 dydx =
D 0 Jo

a a
:c/ xz(a—x)dx:c/ (ax? —x3)dx =
0 0

¢ ac x4 a_C a* a') _ cat
B 3 40_ 3 4 ) 127

8. Primeiro vamos encontrar as interse¢des das curvas, isto
é, as intersecdes de y = x com as circunferéncias.

{x2+y)2/ z )Z(X S =%=x-—x=0c

S x=0oux=1.
Logo, as intersecdes sdo (0,0) e (1,1).
y T X Lo =0 x(x-2)=0o
X24+y? = 4x n -

S Xx=0o0ux=2.



Logo, as intersecdes sdo (0,0) e (2,2).
e :
y=3% @x2+%:2x¢>4x2:6x¢>
X2 4+y2 = 2x

& 2X(2x—3) =0 < x=0ou x:g.

Logo, as intersecdes sdo (0,0) e <g, ?)
_ V3 2
T R R e e P R
X2 4y? = 4X

& 4X(x—3)=0 < x=0o0ux=3.

Logo, as intersecdes sdo (0,0) e (3,1/3).

De x% +y2 = 2x e X2 4+ y2 = 4x, temos respectivamente,
(x—1)2+y?> =1e (x—2)?+y? = 4. Levando em conta
essas informac0es, esbocamos a regido D na figura que se
segue.

A distancia de (x,y) € D a origem é y/x2+y2. Como
a densidade é inversamente proporcional a distancia de

(x,y) a origem, entdo §(X,y) = \/XZLT;/Z ondek>0¢éa
constante de proporcionalidade. Como M = //DS(x,y) dA,

entdo M :k//D\/x%Tysz.



Passando para coordenadas polares, temos

X = Trcosf
y = rsenf
dxdy = rdrd6
2iy2 = 2
Temos
2 py2=2x = r2=2rcos® Z r=2cos6
X2 4y2=4x = r2=4rcos® = r=4cosh
y=Xx = 9:%

Entdo, o conjunto D,¢ € dado por:

Do - r/6<0<m/4
-1 2cos6 <r<4cosh

Logo,

1
M:k/ —rdrdG:k/ drde =
Drg Vr? Dro

/4 r4cos6 /4
=k drd6 = 2k cos6do =
/6 J2cos0 r/6
72?/4 \/E 1
= Zk[sen 9} w6 2k (7 - E)
=k <\/§ — 1) u.m.

9. O esbogo da placa D é a figura a seguir.




Observemos que D pode ser definido por

D: 0<x<4
| 4-x<y<4

Como D é homogénea, entdo, a densidade & constante,
0(x,y) = k, e portanto, a massa de D é igual a M =
=KkA(D) =k- % -4.4 =8k u.m.. Sabemos que 0 momento
de inércia em relacdo ao eixo y é dado por:

Iy://x25(x,y)dxdy:k//x2dxdy

D D
4 4 4

Iy:k// x2dydx:k/ x%(4 — 4 +x) dx
0 J4—x 0

4 x4 4
:k/ Cdx=k || =64k —8(8k) = 8M.
0 4 0

ou

10. a. Completando quadrado em x% + y? = 2x e
2 1 y2 = 4x, obtemos a equagdo (x —1)2+y%2 =1
e (x—2)2+y>=4.
Logo, o esbogo de D esta representado na figura que
se segue.

A massa M é dada por:

M= dxd
// VX2 4 y2 h



Vamos usar coordenadas polares para descrever a regiao
D. Temos:

X= rcosé

y= rsenf

dxdy = rdrd6
2yl = r2

Logo, x? 4 y? = 2x e x? +y? = 4x acarretam em
r2 =2rcos6 e r2 =4rcos@, e para r # 0, obtemos
r=2cos6 er=4cosf. Para descrever D, conside-
ramos um ponto P = (x,y) = (r,0) € D. A semirreta
OP intercepta a fronteira de D em A = (r1(6),0)
e B=(r(6),0), onde ri(6) =2cosO e ry(0) =
=4c0s6. Logo, 2cos0 <r <4cos6.

Asretasy =xey= —xacarretamemrsen6 =rcos 6
ersenf = —rcosf outgh =1letgb = —1, donde
0 = rm/4 e 6 = —mn/4, respectivamente. Logo,
—n/4<0<m/4

Assim, D = {(r,0) € R? | —n/4 < 6 < r/4,
2c0s60 < r <4cos}. Entdo:

1
M:/ —-rdrdez/ drde =
Dr9 Vrz DrO

/4  r4cosO /4
/ / drd9:/ 2c0s0df =
/4 J2cosO —r/4
4
= [Zsene]”/ :4-§:2\@ u.m.

—m/4

b. Temos:

_ 2 (X% +y?)
lg = //x+y (X,y)dA = // X2+y2
://\/xz-kysz:/ V2 -rdrd6 =

D Dro

/4  rdcos6 n/4 4cos 6
/ r2drde = / [ } do =
—m/4J2cos 6 m/4 2c0s 6

/4
:1/ (64cos®0 —8cos®0) d =
3 —r/4




56 /4

> cos®0d6 =
3 —n/4
/4
_ %6 (1—sen?6)cos6do =
3 —n/4
3 r/4
=% {sen@—sen 6] =
3 —n/4
_ 56, V2 1 (V2 ’ _ 2 (V2 V2 _
3 12 3\2 T3 \2 12)

_ 112 5v2 _ 140V2

3 12 9

AULA 4

1. O eshogo de W esta representado na figura que se segue.

Podemos descrever W por W = {(X,y,z) | (X,y) € Dy €

<x<
0§z§1—x—y},ondery=prOJ\X/gyi{ 82;2i—x |

Entao:

[ xaxavez= | /ny [ /Ol_x_yxdz} dxdy —

1 p1-x
:// x(l—x—y)dxdy:// X(1—x—y)dydx =
Dyy 0.Jo



2.

1—-x—x(1-x)— (1;)()2} dx =

I
N| -
o\..

[REN
>
—

N

|

N

>

|

N

>

+

N

>

N

|

'_\

+

N

>

|

>

N
SN—"

o

>

I

a. Para esbocar a superficie z+x? = 4 (dita cilindro pa-

rabolico), tracamos no plano y = 0, a parabola
z=4—x%. Como a equacdo ndo contém a variavel y,
entdo por pontos da pardbola (por exemplo
A=(0,0,4),(2,0,0) e (—2,0,0)) tragamos paralelas
ao eixoy. No plano x =0, tracamos a retay +z = 4,
que intercepta o cilindroem A = (0,0,4).

Para esbocar o plano, devemos tracar paralelas ao
eixo x, por pontos da reta. Em particular, por (0,4,0).
Esta paralela intercepta o cilindro nos pontos B e C.
A curva que passa por B, A e C representa a curva
intersecdo do plano com o cilindro. Considerando
os planosy =0e z =0, temos o esbogo de W.




b. Temos V(W) ://dedydz, onde W pode
ser descrito por W = {(x,y,z) | (x,z) € Dy e
0 <y <4-—2z} de onde temos Dy, = {(x,2) € R? |
—2<x<2,0<z<4-x2},

Entao:

V(W) ://D [/04_Zdy] dxdz =
://D (4—z)dxdz:/22/04X2(4—z)dzdx:
:/_22 {42—?]:_xzdx:

2
= 1/ (32—8x2—16+8x2—x4)dx:
2) 2

2 4 1 X5 2
/ (16 —x*)dx = 5 {16x—§}_2:

1
2)-2

1 32 128
— 5-2(32—€) =2 uv.

. O s6lidoW e sua projecdo sobre o plano xy acham-se ilus-
trados nas figuras a seguir.



V2 y+22 =2

ﬂ L
D‘ y
y = 2X
X
yA
V2 y = 2X
D
AT
x=0 x=y/2
X

Podemos descrever W como W = {(x,y,z) € R3 |

0<z<+/2-y2,(x,y) € D} onde D & a projecao de W
sobre o plano xy. Temos:

M :///vv f(x,y,z)dxdydz

onde f(x,y,z) & a densidade dada por f(x,y,z) = kz, com
k constante de proporcionalidade. Entdo:

=[x [[ [ [ 0] oy
// 2 y?) dxdy = & / /y/z 2) dxdy =

/ Y(2—y?) dy= ;/0 (2y—y®) dy=

0

V2
2 YTk gk
{y ——] _Z(Z 1)_4u.m.

K
2



4. a. Para esbocar a superficie y2+z=4,0<x <2 ou
z=4—y? 0<x <2, eshocamos inicialmente a
parabola z = 4 — y? no plano yz e, em seguida, por
pontos da parabola tracamos paralelas ao eixo x (pois
a variavel x ndo esta presente na equacao da parabola).

Para esbocar a porcdo do planoy+z=2,0 <x < 2,
tracamos a reta y +z = 2 no plano yz e por pontos da
reta tracamos paralelas ao eixo x (pois a variavel ndo
esta presente na equacao do plano).

Juntando as duas superficies, temos o esboco do sblido
W na figura que se segue.



Resolvendo o sistema

z=4-y 2 _
{ 722y = 4—y =2—-y=
=y’ —y—2=0=y=-louy=2.

Portanto, projetando W sobre o plano xy, encontra-
~1<y<2

0<x<?2
crevemos 0 solido W por D = {(x,y,z) € R? |
(X,y) €Dy € 2—y <z <4-—y?}. Logo,

4—y?
///eaXdV: // e dzdxdy =
W Dyy /2y
:// e¥(2 —y? 4y)dxdy =
Dyy
2 2
=/eaX/ (2—y*+y)dydx =
3 2 2
— [ ey Y ¥ dx:g/ e dx =
/ { 3 2}_1 2 /o

:5[?]2 zgél(e2a 1).

mos o retangulo Dyy : { . Assim, des-



5.

a. Inicialmente, encontremos os pontos de intersecdo

das duas parabolas:

_\2
{ ;;g_yz sy =2-yVo=2soy==1l1.
Por pontos das parabolas, tracamos paralelas ao eixo
x (por exemplo, (0,0,2), (0,0,0), (0,—1,1) e
(0,1,1)).

No plano xz, tragamos a reta x +z = 4, que inter-
cepta as superficies anteriores em Ae B. Por (0,0,1),
tracamos uma paralela ao eixo X, que intercepta a
reta em C. Por C, tracamos uma paralela ao eixo y,
que intercepta as superficies anterioresem D e E. Li-
gando A, E, B e D por uma curva fechada, obtemos
0 s6lido W na figura a seguir.

Z 4

B = (4,0,0)

b. Projetando W sobre o plano yz, encontramos Dy, na

figura a seguir.




Entdo, descrevemos W por W = {(x,y,z) |
(Y.2) € Dy; € 0 < x < 4—z}. Temos:

4—z7
V(W):/// dxdydz=// [/ dx] dydz =
W Dy; /0
1 p2—y?
Dy; —1.Jy?
1 Z2 2_y2 1 1 2 27y2
_/—1 {42_5]),2 dy= 5/_1 [82_2 ]y2 dy =

= %/11[(16—8y2—4+4y2—y4) — (8y2—y4)}dy:

1t 2\qy — 1 3]t _
_5/_1(12—12y ydy=3[12y-ap| =
=2-2(12-4)=8uv,

6. A figura a seguir mostra o sélido dado.

Projetando W sobre o plano yz, encontramos a regido D
ilustrada na figura que se segue.

7 z




Entdo, W pode ser descrito por
W={(xy,2) eR¥|2-y<x<6-2y,(y,2)€D}.

Assim,

- o [ [[] o
_ //D(4—y) dydz.

Passando para coordenadas polares, temos:

L Tme am {01
dydz = rdrd6 0<0<=/2

Entao

/2 2
:/ /(4—rsen9) rdrd6 =

4r—r sen@ drd6 =

v
{ - —sen 6} do =
" ”

——sene) do = [89+ cose} =

I
\ \\

0
=-Br-2)u

Ool-lk

. Inicialmente, encontremos as interse¢cbes das curvas
1=3x%ez=4—%°
I =4-x> = 4x°>=4
= x°=1
= X=xlez=3.
Esbocando os cilindros parab6licos z = 3x?, com
0<2<3,z=4—%?, com0<z<3eoplanoy+z=56,

podemos visualizar o nosso solido W na figura que se se-
gue.



T
\\\\\\\Q\\vx =

T IR

N
e A
LR O
Y

s

‘‘‘‘‘‘

Projetando W sobre o plano xz encontramos a seguinte
regido D na figura a seguir.

Z A
4 ‘ 1=4-%2
¢ 31 )
A\D | /i
i E 7= 32
1 1 X

Portanto:

V(W)://dedydz=//D erz dy] dxdz =
://D(G—z) dxdz:/_11/3:2_X2(6—z) dzdx —

1 4% 1
/ [6z—2_] :4/ (4—5x+x*) dx =
-1 2 |32 -1

1
3 5
:4{4x—51+x—} =%u.v.
3 5],

15



8. a. Inicialmente, tracamos o cilindro x? +y2 =1, em se-
guida, tracamos no plano yz, aretay—+z = 2, que in-
tercepta o cilindro em A e B. Pelo ponto C = (0,0, 2)
da reta, tracamos uma paralela ao eixo x, que inter-
cepta o cilindro em D e E. Ligando os pontos A, B,
D e E, obtemos a curva intersecdo do cilindro com o
plano. Assim, temos o s6lido W na figura a seguir.

b. Temos W = {(x,y,z) | (X,y) € Dyy,0<z <2y}
onde Dyy € dado por Dyy : x2 4+y2 < 1. Temos:

- fsuio- {0~
I [ o [ 2] o

1
= E// (4 — 4y +y?)dy.
Dyy

Aplicando coordenadas polares, temos

X= rcosé
y= rsenf
dxdy = rdrd6
6D 0<r<i1
-l o<o<2n



Entao:

M = %// (4—4rsen0+r25en20)rdrd9:
Dr9
1 2 1
:5/ / (4r —4r?sen 6 +r3sen?0) drdo =
o Jo

2r 3 4 1
:1/ {2r2—4r—sen9+r—sen29} do =
2 Jo 3 4 0

21
_1 4 12 _
_5/0 [2 3sen9+4$en 9} doe =
1 4 11 sen26\ 127
=3 [20+500s0 455 (0-FF2)| "=
1 T 17r
_§<4n+z)_7u.m.

9. Consideramos um sistema de coordenadas conforme a fi-
gura a seguir.

Como a densidade em (x,y,z) é proporcional a distancia z
da base, entdo 6(x,y,z) = kz, onde k > 0 & uma constante
de proporcionalidade. A massa do solido é

M:///Wé(x,y,z)dV://szdV:
oI ] -

2 h 2
:k// H dxdy:ﬁ// dxdy =
DL2 ]y 2 JJo

kh? kh? __,  kmh2a?



10. As figuras a seguir mostram o solido W e a sua projecao
sobre o plano xz.

7=4-—x?

O solido W pode ser definido por
W ={(xy2) eR®|-4<y<z, (x2)€D}.

onde D={(x,z) eR?*| -2<x<2,0<z<4-x%}.

ComoW é homogéneo, entdo a densidade é constante, isto
é, f(x,y,z) =k. Entdo:

M:k///wdxdydz:k//D U_:dy] dxdz =

2 ph—x?
=kffD(z+4)dxdz=k// (2+4) dzdx —
—-2J0
4—x2

2 2
—K / [— +4z] dx
212 0

k 2
— 5/2 (48— 16x24+x*) dx =

k 16x3  x° 896k
=3 {48x—T+€} _2_ Ere u.m.



AULA 5

1. O esbogo de W esté representado na figura que se segue.

A massa de W é dada por:

M :///vv 8(x,y,z) dV :///w (x2-|—y2)1/2 dxdydz.

Passando para coordenadas cilindricas, tem-se:

X = rcoso
y = rsenf
z = 2 :
dxdydz = rdrdodz
2py? = r2
Como W é dado por W :{ f(’;fyfgzg entdo W,g; &
0<r<2
dado porWrgz:{ 0<6<2r . Assim:
rr<z<4

M:/// (x2+y2)1/2 dxdydz =
w

=/// (rz)l/zr drdedz=/// r2 drdodz =
Wrez Wrez

2 4 on > .
=/ r2/ / dedzdr=2n/ r2/ dzdr =

0 r2.Jo 0 r2



2
= / (4—r?) dr—27r/ (4r2 —r%) dr =
0

B r5] 1287

ar u.m
T35 15
2. Sendo f(Xx,y,z) a densidade em (x,y,z), entdo f(x,y,z) =

= k(\/Xx2+y? )2 = k(x? +y?), onde k & a constante de
proporcionalidade.

z

Temos que

M :///vv f(x,y,z) dxdydz =

— k///vv (X2 +y?) dxdydz

onde
W = {(x,y,z) eR3|VX2+y2<2<1,(xy) € D}

sendo D o disco dado por x2 +y2 < 1.
Passando para coordenadas cilindricas, temos

X = rcoso
y = rsenf
7 = 1

dxdydz = rdrdédz
Temos que W é a imagem do conjunto
Q={(r0,2)eR*|0<r<1,0<6<2m,r<z<1}.

Entao:

M:k///r2rdrd9dz:k///r3drd9dz:
2r 2r
_k// / r dzdedr_k// 1—r) dodr =

1
A kr
_2kn/0 (r—r)dr_2kn{ 5L_l—oum



3. Dex?+y?+z2=dez=/3(x2+y2), tem-se x? +y?> =1
que é a projecdo, no plano xy, da curva intersecdo das duas
superficies. A projecdo do s6lido W é o disco
D:x?+y? <1

O solidoW e sua projecdo D sdo mostrados a seguir:

1
:»senqbzzﬁq):—

Passando para coordenadas esféricas, tem-se:

X = psen¢gcoso
y = psengseno
Z = pcos¢

dxdydz = p?sen¢ dpdpde
py2 iz = p2

A equagdo da esfera x? +y2 +z2 = 4 fica em coordenadas
esféricas p? = 4 ou p = 2. Entdo:

Wopo ={(p,$,6)[0<p<2,0<$<n/6,0<6<2r}.



Logo:

/// /X2 +y2 472 dxdydz =
W

:/// p-p?sen¢ dpdpdo =
Wooe

/6 2 r21m
:/ // p3sen¢ dodpdp =
o JoJo

r/6 2
:2n/ seng [ p3dpdp =
0 0

p4 2 /6
:27:{—}/ sen¢ d¢ =
4 |oJo

:8n[—cos¢}z/6:8n (1—005%) =

:8n(1—i§) =4n(2—V3).

2

4. a. Inicialmente, passaremos de coordenadas cilindricas
a coordenadas cartesianas:

X = rcosf
y = rsenf
7 = 12
dxdydz = rdzdrd6
Logo:
r’sen® dzdrd@ = rsen6 rdzdrd@ =y dxdydz.

A equacdo z = v/4 —r2 em coordenadas cartesianas

z=+/4—x2—y2oux?+y?>+7>=4,2>0. Logo,
a imagem do conjunto Q dado por

0<o6<nm
Q: 0<r<2
0<z<V4—r2
é 0 solido W dado por

Wz{(x,y,Z) ER®|0<z<VA—X2—y?, (xy) € D}

onde D é dado a seguir.



Entdo

I :// y dxdydz.
w

Passando para coordenadas esféricas:
X = psengcosO
y = psengpsen6
Z = pcoso
dxdydz = p?sen¢ dpdepde
Temos que W é a imagem de

0<p<2
Q:{ 0<o<m/2 .

0<oe<rnrn
Entéo: I:///psen(psenepzsen(pdpd(pdez
Q

:/// p3sen’psend dpdedo =
Q

2 rm/2 i1
:// p3sen®psen6 dodedp .
oJo Jo

2 7'L'/2 T
b. I:// p3sen2(p[—cose} dedp =
0Jo 0
2 pm/2
:2// p3sen? o dodp =
0Jo
2 2
- 31 sen2¢ 1™/ -
2/0 P 2[(’) 2 } dp

0

_E/Q3d _x[e]" s
_20p pP=3 40_ '




5.

a. Dex2+y2+72 =4z, temosx2 +y2 +(z—2)2 = 4. De

7= %( 2 1+ y2), temos x? +y? = 3z2. Logo, substi-

tuindo em x° + y> + 72 = 4z,  temos
322+272—4z7=00u 4z2—4z=0, donde z=0 ou
z=1.

Se z =1, temos x? +y% = 3. Assim, o cone inter-
cepta a esfera segundo uma circunferéncia de raio
V/3, contida no plano z = 1. Portanto, o esbogo de
W esta representado na figura que se segue.

Usando coordenadas esféricas, temos

X= psen¢coso
y= psen¢seno
Z= pcos¢
dxdydz = p?sen¢dpdpde
iy 42 = p?

Para encontrar o conjunto W, ¢, devemos descrever
as superficies que compdem a fronteira W.

De x2 +y2 + 72 = 4z, temos p? = 4pcos¢ ou
p =4cos¢p, se p #0. De z= ,/%(x2+y2) ou

322 = x? +y?, temos 3p?cos? ¢ = p?sen? ¢, donde
tg?¢p =3,se p £0outgp =+/3,sep #0. Logo,



¢ = /3. Assim, W, € dado por:

0<06<2r

0<p<4coso
b. ComoV (W) ://dedydz entdo:
V(W)= // p?sengdpdedd =
Wooo
2 /3 4c0s ¢
:/ / sen¢/ p%dpdgde =
0o Jo 0

2n rm/3 314c0s ¢
_ P _
_/0 /0 sen¢[3]0 d¢do

2r rm/3
_ & / sen¢ cospdpdo =
3Jo Jo

de =

64 [27 {cos“q)] %/3

3 Jo 4 0

B[] o

:%6(1—1—16)-%:107: U.Vv.

6. Na figura a seguir, representamos o conjunto W.

R4y (z2-12=1=2=1+1-x2—y2




Temos

V(W) ://dedydz

ondeW = {(x,y,2) e R®| x> +y> <z <1+4/1-x2—y2,
(X,y) € D} sendo D a projecdo de W sobre o plano xy.

As superficies se interceptam segundo a curva x% +y? = 1
ez=1. Logo:

D={(xy) eR?*|x*+y? <1},
Passando para coordenadas cilindricas, temos:
X = rcosf
y = rsenf .
7 = 12
Temos que W é a imagem do conjunto
Q={(r6,2)eR3|0<r<1,0<6<2nm,
rr<z<1+4+v1-r2}.

Portanto, usando a férmula

/ / /W f(x,y.2) dxdydz =

:/// f(rcosf,rsen6,z)r drdodz
Q

com f(x,y,z) =1, temos

V(W):///Qrdrdedz:

1 21w rl4+v/1—r2
_ / / / r dzdodr =
0J0 Jr2

1,2
://nr(1+\/1—r2—r2)d9dz:
0Jo
1
=2ﬂ/ (r+rv1i—r2—r¥)dr=
0

1

- 12 n3/2 |7
_Zﬂlf_z.g.(l_r) _Z}O_



7. O esboco de W esta representado na figura que se segue.

Descricao de W em coordenadas esféricas

Consideremos um ponto P = (x,y,z) qualquer em W; ob-
servemos que o raio OP intercepta a superficie do solido
(ou a fronteira do solido) inicialmente em p = 1 e depois
emp =2.Logo,1<p <2 Oangulo ¢ variade 0 (eixo z
positivo) até i /4 (parede do cone); a variacdo do angulo 6
é encontrada na projecdo de W no plano xy : 0 < 6 < 2m.
Logo, W, € dado por:

1<p<2
Wp¢9: OSQ)STE/“- .
0<06<2n

Como x2+y2+72 =p?edV = pZsen¢dpd¢de, entdo

///quyﬁdvz
_/// — -p?sen¢dpdgpdl =
—/” 4s.enc;)dd;/ dp de—

—2x[p]?[ - cos¢]”/4_zn(#+1):n(z_\/§).



8. Primeiramente, calculemos a intersecd@o das duas superficies.

Xy +(z-1)2=1 X4y +72 =2z
Z=1/3(x2+y?) 22 = 3(x* +y?)
2
= %+22:22 = 472 -67=0 = z=0 ou z=;
Logo, a intersecdo se da no planoz=3/2, e a sua projecdo
no plano xy é a circunferéncia x* +y? = 3/4. Assim, 0
esboco de W é:

Como o angulo da reta z = /3 y (corte do cone
z=+/3(x2+y?) , considerando x = 0) é o angulo 7/,
entdo ¢ varia de O (eixo z positivo) a t/2 — /6 = /3.
Transformando a equagdo x> +y%> + (z—1)> = 1 ou
x? +y? 4+ 72 = 2z para coordenadas esféricas, temos
p% =2pcos¢ donde p =0 ou p =2cos¢. Isto significa
que p variade 0 a 2cos¢. A variacdo de 6 é encontrada
na projecdo de W no plano xy. Logo, 0 < 6 < 2x. Assim,
W, 40 € dado por:

0<06<2n
qu)gZ 0<¢<m/3
0<p<2cos¢

Como a distdncia de (x,y,z) ao plano z =0 & |z|, entdo



8(x,y,2) = |z|> = z°. Amassade W é:

= [ sesas - [ o

_ ///va¢9(pcosq))zpzsenq)dpdd)de =

=/// p*cos? psengdpdpdl =
Wooo

2r rm/3 2c0s ¢
=/ / coschsencp/ p*dpd¢do =
o Jo 0

2c0s ¢

_ (TR p° _
_/0/0 cos ¢sen¢[?} d¢do =

0

2r pm/3
_ % / cos’ psen¢dpdo =
S Jo Jo

de =

32 [—cossa)]n/s 2n

51 8 |, Jo

8x 1\8 8t 22—-1 5ix
—?{1‘(5)}—?T—¥“-m-

a. Temos que | =///Wz\/x2+y2dv, onde
W = {(x,y,2) € R®| (x,y) € Dyy &
0<z<\/4—x2—y?}

[ 0<x<L2 .
sendo Dyy dado por Dyy : { 0<y<vi—x cujo
esboco esta representado na figura a seguir.




De z = /4—x2—y2, temos X° +y% 4 72 = 4,
com z > 0. Como Dyy € a projecdo de W sobre o
plano xy, concluimos que o esboco de W é:

Vamos decrever W em coordenadas cilindricas:

X= rcosé
y= rsen@
1= 12

dV = rdrdodz

Seja P = (X,y,z) € W. Entdo, a reta que passa por
P, paralela ao eixo z, intercepta a fronteira de W
emz=0¢ez=+/4-x2—y2=+/4—-r2 Logo,
0<z<+V4—r2. Asvariagdes de r e 8 sdo encontra-
das examinando Dyy. Logo, 0 <r<2e0<6 <m/2.
Entdo, W, & dado por:

0<r<?
0<z<V4-r2
Assim:

I:/// zvVr2.rdrdodz =
Wr@z
2 n/2 pVA4—r?
:/ r2/ / zdzdodr =
o Jo Jo

2 omj2 [] VATt
o Jo 21,

dodr =



b. Também podemos resolver o exercicio usando coor-
denadas esféricas. O conjunto W, € dado por:

0<p<2
Wp¢9: OS(PSTC/Z .

0<6<m/2
Como
X= psen¢coso
y= psen¢send
Z= pCcos¢
dvV = p?sen¢ dpd¢pdo
temos

VATV =

= \/p?sen? ¢ cos? O + pZsen? ¢ sen? § =
=+/p?sen?¢ =plsen¢| = psen¢

pois 0 < ¢ < /2. Entdo:

_ 2 _
I_///ngfecosq))(psenq)) (p?sen¢)dpdpd6 =
B 2 4 /2 ) /2 B
_/0 p /0 COS ¢ sen (1)/0 dédeodp =

:E sen3¢ n/2/2p4dpzz p_5 2:16_77:
2 73 |, Jo 6|5], 15°

10. O esbogo do solido W, limitado superiormente pelo cone
z = /X2 4y2, inferiormente pelo plano z = 0 e lateral-
mente pelo cilindro x? +y? = 2y ou x? + (y —1)? = 1 esta
representado na figura que se segue.




Passando para coordenadas cilindricas, temos:

X= rcoso

y= rsené

1= 12

dV = rdrdodz
X2 4y2 = r2

SejaP = (x,y,z) € W. Areta passando por P e paralela ao
eixo z intercepta a fronteira de W em z =0 e
Z=+/X2+y2=r. As variacBes de r e 0 sdo olhadas na
projecdo de W no plano xy : x> + (y —1)2 < 1 ou
X2 +y? < 2y.

u ) r=2seno

r=0

De x? +y? = 2y, temos r’> = 2rsen® ou r = 2sen se
r # 0. Ent&o:

0<6<rm
0<r<2sen6



Logo, W;¢; € dado por:

0<o6<r
Wigz: ¢ 0<r<2sen6
0<z<r

O momento de inércia em relagéo ao eixo z é:

b= [[[ 0¢+y)-sxy2 v,

onde 6(x,Y,z) = k. Logo:

IZ:k/// (x2+y2)dV:k/// r’.rdrdodz =
w Wro;
T r2sen6 r T r2sen6
:k// r3/ dzdrdezk// Mdrde =
0 Jo 0 0Jo

5 2sen6
r] do = 3% sen59d9:

0 5 Jo
_ 3%

V9 2 2
5/, (1—cos?*6)“sen6d6 =

_ 3% (1—2c0520+cos49) sen6dO =
5 Jo

_ 3% 2cos3 591"
3 c0s6 — cos 6+cose
3 5 0

_ 64k 2 1\ 512
5 (1_§+§)__k

AULA 6

1. Se y(t) = (cost,sent,t), entdo y(t) = (—sent,cost,1),
donde

|o'(t)|| = V/sen?t +cos?t + 1 = V2.

Como ds = ||o’(t)|| dt, entdo ds = v/2dt. Temos:

femts= ], Ve
CcX2+y2422 costhrsenZtth2

2 2
= \/i/ ! 2dt:\/iarctgt’ " _ V2arctg2n.
0 14t 0




2. Por defini¢do de integral de linha de campo escalar, temos

b
/Cf(x,y,z)ds:/a F(y(t) |7 ()] dt.

Se y(t) = (4cost,4sent, 3t) entdo ¥/ (t) = (—4sent, 4cost, 3)
donde

17(®)] =/ (~4sent)2 + (4cost)? + 32 =
= V/165en?t + 16cos?t +9 =
= /16 (sen?t +cos?t) +9 = /16 +9 = /25 =5.

Logo,
2
/ /X2+y2dsz/ \/(4cost)2—|—(4sent)2-5dt:
C —-2n

2n
:5/ \/16 (cost? +sent?)dt =
—-2n

2r
_ 20/ ds = 20(27 + 27) = 807.
21

3. a. Observe a figura a seguir.

- ------—

o
Q
P
O
®
P

Seja P = (x,y) € C. Sejat o angulo (em radianos)
formado pelo semieixo positivo &'x e asemirreta OP.
Entdo

X = acost
y = asent

com0<t<m.



Assim, uma parametrizacdo para C & dada por
o(t) = (acost,asent), com 0 <t < z. Observe que
com esta parametrizacao, C esta sendo percorrida no
sentido anti-horério.

. Temos o’(t) = (—asent,acost) donde

|o’(t)|| = vaZsen?t +a? cos?t =
= \/a2(sen?t +cos?t) = \/a2(1) =
—VaZ=|a|=a.

Como/cf ds:/o”f(o(t» |6’ (t)| dt, entdo:

/C(xz—yz) ds:/o7r (a?cos’t —a?sen’t)a dt =
:a3/n(coszt—sen2t) dt:a3/nc032t dt =
0

0

T

— 33 [senzt} —0.
2 Jo

. O segmento AB pode ser parametrizado por
o(t)=A+t(B—A),com0 <t <1donde

o(t)=(1,2,3)+t[(4,5,6) —(1,2,3)] =
=(1,2,3)+1(3,3,3) = (1+3t, 2+3t, 3+3t)
com,0<t<1.

. Temos que o’(t) = (3,3,3) o que implica ||’ ()| =
=34/3. Como

1
/Cf ds:/o f(a(1)]|o’(t)]] dt

entdo

1
/fds:/ (143t+2+3t+3+31)3V3dt =
C 0
1 1
:3¢§/ (6-+9t) dt:9\/§/ (243t) dt =
0 0

1
2
:9\/§[2t+3L} :%.
2 0 2



2 2
5. Tem-seC :x?+y? =axouC: (x—%) +y? = az. Logo,

uma parametrizacdo de C é y(t) = <g + gcost, gsent>,
com 0 <t <2m. Assim:

Y(t) = <—gsent,gcost)
[Y®| = g\/mz;

Como ds = ||7/(t)|| dt, entdo ds = a%dt. Assim:

[ raa a a
/C(x—y)ds—/0 (§+§cost—§sent>§dt_

a2 2r
=— (1+cost —sent) dt =
4 Jo
2 2r 2
S [t+sent+cost} .
4 0 2

6. Parametrizando C : x> +y> = 2x, com y > 0 ou
C:(x—1)2+y?>=1,comy >0, temos x = 1+ cost e
y =sent. Comoy > 0 entdo sent > 0, donde 0 <t < m.
Ent&o, uma parametrizacdo de C é y(t) = (1+cost, sent),
com 0 <t <m Logo, Y(t) = (—sent,cost), donde
|Y ()] = 1e, portanto, ds = ||¥/(t)|| dt = dt. Entdo:

T T
2 2 1—cos2t 1[_sen2t}7r T
/Cy ds_—/O sen tdt_—/O 5 dt_—2 t 5 o= 2

7. O esboco de C esta representado na figura que se segue.

(1,2)

G

(1,2)

Cy




Como C = Cy UCy, por propriedade de integral de linha,

temos
/8xds:/ 8xds+ [ 8xds.
C C1 Co

Calculo de 8xds
C1

Uma parametrizagdo de C; A© »(t) = (t,t%), com 0 <
t <1. Logo, temos que ¥ (t) = (1,2t),donde ds = ||y (t)|| dt =
= +/1+4t2dt. Entdo,

1
/8xds:/ 8t\/1 +4t2dt.
C 0

Fazendo u = 1+ 4t2, temos du = 8tdt. Parat = 0, temos
u=1leparat=1,temosu=>5. Entdo

5 5
_ 1/2 4 — 2 [,3/2]° _ 2 _
Cl8xds_/1 u du_S[u L 3(5\/5 1).

Calculo de 8xds
C

Uma parametrizacdo de C; é po(t) = (1,t),com1 <t < 2.
Logo, %,(t) = (0,1), de onde ds = ||¥/(t)|| dt = dt. Entdo,

C28xds:/128dt: Mi:s.

10\/5—2+8: 10\/Z+22‘

Assim, /8xds:
C

8. a. Afigura que se segue mostra um esbogo da curva C.

ZA

2




b. Seja (x,y,z) € C. Entdo, x =y e x* +y? + 7% = 4,
2 2

2> 0. Logo, 2y? +722 =4 ou VEJF% =1,z>0 (se-

mielipse) & a equacdo da projecado de C sobre o plano

yz.
Temos
y = v/2cost
z=2sent
X =y =+/2cost

SeA=(v/2,v2,0),entdot =0. Se B=(1,1,v/2),
entdo t = m/4. Logo, uma parametrizacdo de C é
dada por o(t) = (v/2cost,/2cost,2sent), com
0<t<m/a

c. o'(t) = (—v2sent,—/2sent, 2cost) = ||o’(t)]

= /2sen?t+2sen?t +4cos?t

= +/4sen?t +4cos?t
= 2.

Logo, ds= ||o’(t)|| dt =2 dt. Entdo:

2 n/4 2
/x ds:/ (V2cost)?-2 dt =
c 0

sen2t1™/*
2

/4 1
:4/ cosztdt:4-—{t+
0 2

o (m 1\ _ mH+2
=2(3+3)="7"

0

9. Uma parametrizaggo de C & dada por y(t) = (t, t?,t), com
0 <t < 1. Entdo:
Y(t) = (1,2t,1)
Hyl(t)H = \/1+4t2+1:\/2+4t2
ds = [[7(0)] =v2+atat.

Logo:
1 1
[xas= [t@+a) P at=3 [ (2+42) 2d(2+42) -
C 0 0

2 [(2+4t2)3/2}(1) - <63/2—23/2> - ? - %

| -



10. De

2 2
{x +y?+22 =8-2(x+Y) 750

X+y=2 ’
temos X%+ (2 —x)2+22 =8—4,2>00u 2x* —4x+17% =0,
2
z>00u2(x—1)2+722=2,2>00u (x—1)2+% =1,
z > 0que é asemielipse no plano xz e representa a projecao
de C nesse plano. Portanto,

X =1+ cost
y=2-—x=1-—cost
z=+/2sent
Comoz > 0entdo 0 <t < m. Logo, uma parametrizacdo
paraC é
= <1+cost,1—cost,\/§sent> 0<t<m.
Temos que ¥/(t) = (—sent,sent,v/2cost). Logo, temos
que [|Y ()| = Vsen2t+sen2t +2cos?t = /2 donde
ds = ||y (t)|| dt = v/2dt. Portanto:
0@ +y2)2ds =
C

= /07z [(1 +cost)? + (1 — cost)z} (ﬂsent) V2dt =

= 2/ﬂ(2+2c032t)3entdt = 4/ﬂ(1+coszt)sentdt.
0 0

Como d(cost) = —sentdt, entdo:

2 _ cos’t|T_ _g(_q_1)_ 32
/C(x +y?)zds = 4{cost+ L— 8< 1 3) 3

AULA 7

1. Seja (x,y) € C. Entdo x* +y?/4=1,comx>0ey > 0.

Logo,
X = cost
y = 2sent

com0<t<m/2.



Entdo o(t) = (cost,2sent), com 0 <t < /2 é uma para-
metrizacdo de C. Temos o’(t) = (—sent,2cost), donde
temos que ||o”(t)|| = v/sen?t +4cos?t = v/1+ 3cos?t .

Logo, ds = ||o’(t)|| dt = v1+3cos?tdt. Como M =
/6(x,y)ds:/cxyds, entao

C

m/2
M :/ 2costsenty/1+ 3cos?tdt.
0

Temos d (1+3<:0$2t) = —6costsentdt, donde

2costsentdt = —%d (1+3cos?t) .

1 (72 1/2
Logo, M:—g/0 (1+3cos?t) " d (1+3cos’t) =

/2
(1+3cos2t)*?

wi N

0

1-(1+3%2 =—21-8 =7 um

OIN Wl

. De y(t) = (t, ¥t5/2,%) temos ¥/ (t) = (1,2 t3/2 3)

donde obtemos || (t)|| = vVI+ 2310 = \/(1+13)? =
=1+1t3. Logo, obtemos ds = ||/ (t) dt = (1+t3)dt. A
primeira coordenada do centro de massa do fio homogéneo

é dada por
/xds
c

L
onde L é o comprimento de C, isto é,

X =

2

L= [P wo= [ @) o= [w%] 6.

0

2
Por outro lado, /xds:/ t(1+t%) dt =
c 0

= 2(t+t4)dt— et 2—2+32—£
~Jo |2 5], "' 5 5°

2 7

Logo: X=3%=c



3. a. Oesbhoco de C esta representado abaixo.

z

b. Seja (x,y,z) € C. Entdo, (x,y,z) satisfaz as equacdes
X+y?+72=1y+z=1ex>0 Dey+z=1,
temos z = 1 —y. Substituindo em x% +y2 4+ 22 =1,
temos X2 +y2 + (1 —y)? = 1 ou x? +2y? — 2y = 0.



Completando quadrado, temos x% 4 2 (y — 1/2)2 =

_ V=1/2% _ 4 (api
=1/20u 1/2 + R 1 (elipse) que representa
V2

a projecdo de C sobre o plano xy. Entdo x = - cost,

y = %+ %sent. Como x > 0, entdo gcost >0,

donde —m/2 <t < m/2. Como z=1-y, entdo

1 1 . .
z= 3 —5sent. Assim, uma parametrizacao dife-
renciavel para C é dada por

(V2 1,1 1 1
y(t) = (TCOSI, 5 T 5sent, 5 —>sent

com —Z <t<

NS
I\’|FI

. Temos Y/ (t) = <—§ sent, cost ;cost) donde

[7(t)] = \/3senzt + 2 cos?t + *cos?t =

_ [Tsenzt 4 zzﬁ
_\/Zsen t+zcost 5

Como ds = ||Y/(t)]|dt, entdo ds = ? dt. Temos

M:/S(x,y,z) ds:/yz ds =
c

_/72:/2 4z se t) (——Esent)ﬁdt:

7r/2 2 2 2

m/2

f/ —sen t) dt =
7r/2
m/2

\[/ —sen t dt =
7r/2

\/_/”/2 2eqp V2 1 sen2t]7/2
n/zcos tdt = 5 2[t+ 5 }n/Z

V2 T 21

“ 1627 1 UM



4. Observe a figura a seguir.

Seja S a superficie lateral de base C contida no plano xy e
altura f(x,y) =2 —x—yem cada (x,y) € C. Entdo,

A(S):/Cf(x,y) ds:/C(Z—x—y) ds

onde C é parametrizada por o(t) = (2cost, 2sent), com
n/2 <m<2nm.

Logo, o’(t) = (—2sent, 2cost) donde ds = ||o’(t)|| dt =

= 2 dt. Entdo:
2r
A(S) = / (2—2cost —2sent)2 dt =
/2
2
= 4[t —sent+cost] =
/2

4[(2n—o+1)—<g—1+o>] _

4<37”+2) =6 +8u.a.

Logo, o preco da peca é igual a (67 -+ 8)M reais.



5. Esbocando o cilindro circular x2 +y2 = 1 e o cilindro pa-
rabolico z =1 — x2, vemos que Aq, Ay, Az e A4 sdo pontos
de intersecdo.

Ligando estes pontos por uma curva fechada temos a intersecao
das superficies. O esboco de S é:

A




Da teoria, temos que A(S) = /Cf(x,y) ds= /C (1—x2) ds.
Uma parametrizacdo de C é dada por y(t) = (cost,sent),
com 0 <t < 2x, donde y/(t) = (—sent,cost).

Logo, ds = |7 ()| dt = \/(—sent)2+ (cost)2dt = dt.
Portanto:

2n 2
A(S) :/ (1—cos?t) dt = / sen’tdt =
0 0

_ 1 [t_senZt
2 2

21
] =71 U.a.
0

. O esboco da cerca S esta representado na figura que se
segue.

ZA

f(x,y) =y

20 (x,y) 20
X c y

Apresentemos uma parametrizacdo para C. Fazendo
u=x3 v=y!/3ea=20'3 e substituindo na equaco
de C, temos u2+v2 = a2, com u >0 e v > 0, donde,
u=acost ev=asent,com0 <t <m/2. Comox= ud,
y = V3, entdo

X = a3cos3t = 20cos3t

y = adsen®t = 20sent -

Logo, y(t) = (20cos®t,20sent), com 0 <t < 7/2
€ uma parametrizagdo para C. Temos que ¥(t) =
= (—60cos?tsent,60sentcost), entdo:

Y (t)]| = 60+v/cos*tsen?t+senttcos?t
= 60,/cos?tsen?t (cos?t +sen?t)
= 60|costsent| = 60costsent.

pois0 <t < m/2. Logo, ds = o’(t)| dt =60costsentdt.



A area de um lado da superficie & dada por
A(S):/f(x,y)ds:/yds:
c c

m/2
— / (20sent)60costsentdt =
0

m/2
=240 m?.

sen®t

m/2
= 1200/ sen*tcostdt = 1200 - -
0

0

Portanto, o pintor recebera 2 x 240 R = 480 R reais.

. Consideremos o fio C sobre o eixo x com a extremidade
da esquerda na origem e da direitaem x = L. Entdo, o eixo
perpendicular ao fio passando pela origem & o eixo y.

/C

% L X

A\

Uma parametrizacéo do fio C é dada por o(t) = (t,0), com
0<t<L.Como o'(t) = (1,0) entdo ||o’(t)| = 1. Logo,
ds=|o’'(t)| dt =dt.

O momento de inércia em relagdo ao eixoy é:

Iy:/x26(x,y)ds:k/x2ds
c c

pois o fio @ homogéneo. Logo,

L 3
_ 24t — kY
Iy—k/ot dt =K

Como o(x,y) =k, k € R entdo M = kL. Logo,

L
e
e

0



8. Uma parametrizacdo de C é y(t) = (t,t),com 1 <t < 2,
donde ¥ (t) = (1,1) e ds = ||y/(t)| dt = v/2dt. Como a
distdncia de (x,y) € C ao eixo y é |x| = x, entdo a den-
sidade & 6(x,y) = kx, com k € R. Como a distancia de
(x,y) eC aoeixo E: y=—-18ér(x,y)=y+1, entdo o
momento de inércia é:

g = /Crz(x,y)S(x,y)ds . k/c(y+ 1)2xds —

2 2
—k [ D22 = k2 [ (427 ) dt =
1 1

_kf[ 2 _r:

1

=kv2[(4+2+2) - (3+5+7)] ey

12

X
_ 0_y7>
/y2 2
9. a. Temos: 8—P— ( Xy - Xy

7X. y
Q VXEHy2 o —xy
ay - (x2 +y2) - (x2+y2)3/2'
8Q
Logo, dIV? ay =0.
Por outro lado, rot? = (0,0, 2 _ a—P>, onde
ox  ady
20 VX2 +y2 —x x;+y2
ox X2 4 y2 -
X2 +y2 X2 y2




b. Temos

divF =2 g;z) o0 | I0ye) 0+0+xye* = xye’.

ay 0z
Temos
- = =
i k
d d d
ox dy 0z
ye? xe? xye?
9 9 9 9 9 9
dy oz _i)—l— dz  ox T)+ x Iy | K=
xet  xye’ xye? ye? yer  xe’

= (xez—xez)_i>+(yez—yez)?jt(ez—ez)?:7.

10. Se T = (x,y,z), entdo

1/2

(X,Y,2)

Portanto: — =
(x2 +y2—|—22)3/2

-
S| =l

_ X y Z
((x2+y2+22)3/2 TR 4y2422)%% (x2+y2+22)3/2) '

oo T
3

Cdiy T
Logo: d'VF:V'r_

_d X d y
o (<x2+y2+z2>3/2> Ty ((x2+y2+z2>3/2> '

Temos:
d X _(x2+y2+22)3/27x~%(x2+y2+22)1/2~2x_
X (x2+y2+22)3/2 (X2 4y2+72)3

B (x2+y2+22)1/2 (C+y2+22-3x%) 2% +y?+72

(X2 +y2+22)° (X2 +y2472)%%



Analogamente,

9 242
dy x2—|—y2+22 32 ) (@ y2 4 22)%2
i( ) —22% 4+ X2 +y?
Jz x2+y2+22 3/2 (X2 +y2422)%2
Logo,
’ T
div—=0
r

e, portanto, T /r3 & solenoidal. Por outro lado,

= -
rotr—r3 =Vx r% =
K 7 K
| a/ox 3/3y 3/07
X y z
(@+y2+22)*%  (@+y2+22)%2 (@ 4y2422)%?

Desenvolvendo o “determinante” em relacdo a primeira
linha, temos:

%

r
(e N a( v \\7.
o 8y (XZ +y2+22)3/2 0z (X2 +y2+22)3/2

d X d z -
N\l e e ee) )1t

0z (X2+y2+22) / X (XZ +y2+22) /

oy N o r
X (X2+y2+22)3/2 ay (X2+y2+22)3/2

B —2yz 2yz :
_( 2.1\2 25/2+ 2.0\2 25/2)|+
ety + 2 (@ry2iz2)

—2xz 2xz -
- ((x2+y2+22)5/2 " (x2+y2+22)5/2) I

+

—2xy 2xy ) e
(@ +y2+22)°% " (@ 4y2+22)%?

_>

0.

Logo, T>/r3 € um campo irrotacional.



AULA 8

B . -1<y<o0
1. a. Temos que D = D; UD, onde Dl-{ y<x<1
J0<y<1
e Dz.{ y<x<1-
y
y
I X
D .
| D2
1 X

Logo, o esbocgo de D esta representado na figura que

Se segue.
y
l ,,,,,,,,,,,,,
Y =X
D

1 X
\y_ Cx

e

b. Descrevendo D como tipo I, temos

D={(xy)eR?*[0<x<1,-x<y<x}.

1 /X
| = / / f(x,y)dydx.
0 J—x

Entao:



c. Temos:

Y o oy
/o/x V1+x2 y /o V1+x2

1
:2/ x(1+x2)71/2 dx.
0

Como d (1+x%) = 2xdx, entdo:

1

1 2\1/2
_ 2\—1/2 2 _ (1+%%)
I_/0(1+x) d(l+x)_T

0

:2(@—1).

a. O esboco de D esta representado na figura que se
segue.

y
1
y=X
D
1 X
1 v x

Como D é homogénea, entéo o centro de massa (X,Y)

e dado por
//di //ydA
v D v _— D
"7 AD) 7T AD)
onde )
AD) =5 m-1*=7.

Como f(x,y) =y é uma funcdo impar na variavel y e

D tem simetria em relacéo ao eixo x, entdo // ydA=
D

=0, dondey =0.

Calculemos //x dA, usando coordenadas polares.
D



Temos:

X= rcos@
y= rsenf e Drei{ _n/gfffln/d' .
dA= rdrd8 - -

Temos

//DXdA://D (rcos@)rdrd6 =

/4 1
:// rzcosedrdez/ cos@/ r2drdo =
Dre —72?/4 0

r3 L
:{—} / cos6do =
3 0/—m/4
1 /4
3 [Sen 9} —m/4 -
222
—3 2 3"
Logo
.
o % 31’

donde o centro de massa esté localizado em (% , 0) .

b. O momento de inércia em relacdo ao eixo x é dado
por:

IX://DchS(x,y)dA:k//Dysz:

:k//D r3sen?0drd6 =
re
:k/n/;senze/olrsdrdez

-
:% _i/;senzedezg-% [G—Senzze}i/;mz
- - (5 -
G-35-D -39



2 2
3. De x? +y? = ax tem-se (x— g) +y? = a? O esbogo de
D esta representado na figura a seguir.

y

a/2 a X

Passando para coordenadas polares, tem-se:

X = rcosf

y = rsenf
dxdy = rdrd6@
2y = r2

A circunferéncia x? +y? = ax em coordenadas polares &
r’ =arcos®, our =acosf. Logo, D,g é dado por:

D 0<6<m/2
) 0<r<acosd

Entao:

| = / vaz—rZ.rdrdo
Dro
/2 acose /
:// - rdrdo
/2 acose
- / / a? —r?)2d(a2 — r2) de
acos 6
_ _1/ ?2 (a2 —1r2)%/2
2Jo 3 0

do
(a® —a?cos? 9)3/2 — (az)g/z} de

I
|
Wl
c\
]
~
N
| — |

/2
— _%/On [(azsenze)s/z—aﬂ de

1 /2
= —§/0 (asen®6—a’)de

o a’ /2 3 T
= -3 </0 sen OdO—E).



Da trigonometria, tem-se:
sen® @ =sen?0-sen® = (1 —cos?6) send.

Entao:

/2 r/2
/ sen39d9:—/ (1—cos?0)d(cos8) =
0 0

3,477%/2 3
cos 9} :COSO—COS():l—%:E

:—{COSQ— 3

0

1= (52)

4. a. Temos que:

4 ry/dy—y?
I:// dxdyz//dxdy
0Jo D

onde D = {(x,y) |0<y<4,0<x< \/4y—y2}.

De x = /4y —y2, temos x? +y? = 4y com x > 0 ou
X2 +(y—2)? =4,comx > 0. Como 0 <y < 4, entdo
0 esboco de D esta representado a seguir.

Passando para coordenadas polares, temos

X = rcoso
y = rsenf
dxdy = rdrd6o

2py2 = 2



A equagdo x? +y? = 4y em coordenadas polares é:
r =4rsen ou r = 4sen 6. Portanto, a regido D em
coordenadas polares é:

Do - 0<6<m/2
-1 0<r<d4send

Logo:

r/2 rdsen
I:// rdrdez/ / rdrd9 =
Dro 0o Jo

n/2 2 4sen 6 n/2
:/ {—] d9:8/ sen’0d6 =
0 2, 0

T/2 1 _ cos26 1 sen2077%/2
—8/0 . d9_8-§[8— ! ]0 _ o1

. Temos que:

I:/Oz/yﬂ(szryz) dxdy://D (X% +y?) dxdy

ondeD:{(x,y)|O§y§2,y§x§ \/4—y2}. De

X = \/4—y2, temos x> +y?> = 4, com x > 0. Da
definicdo de D, vemos que D é limitado superior-
mente por um arco da circunferéncia x> +y? =4 e
inferiormente pela reta y = x e a projecéo de D sobre
oeixoyéointervalo [0,2]. Logo, o esbogo de D esté
representado na figura que se segue.

y




Passando para coordenadas polares, temos:

X = rcosf

y = rsenf
dxdy = rdrd6 -
2y = r2

A descricdo de D em coordenadas polares é:

{ n/4 < 0 < m/2
Dre . < .

2

IAIN

0 r

Entao:

I:// rz-rdrdez// r3drdo =
Dre DrO

/2
—/ / der_—/ ridr =

72:

_n[r“} -
4 40

5. Tem-se que :

I:/// VX2 4y2 + 72 dxdydz
W
comW = {(x,y,2) | 0 <z</1-x2—y?, (x,y) € D}

onde D é a projecdo de W sobre o plano xy e é dada por:

[ 0<x<1
0<y<v1—x2 °
y
! Y=V 4yi=1
D
1 X




Dez=+/1—x2—y2tem-se x> +y?>+7°=1. Logo, W &
a porgdo da esfera x? +y? +2° = 1, no primeiro octante,
que se projeta no plano xy, segundo a regido D. O esbogo
de W esta na figura que se segue.

Passando para coordenadas esféricas, tem-se:

X = psen¢gcoso
y = psengseno
Z = pCcose

dxdydz = p?sen¢dpdepde
4y 4z? = p?

O conjunto W49 € dado por

0<p<l1
Woog:¢ 0<O<m/2 .

0<¢p<m/2

Entdo: | = // p-p?senpdpdede =
Wooe

:/// pisen¢gdpdpde =

Wooe
/2 1 /2

:/ senq)/ p3/ dodpde =
0 o Jo

/2 1
:E/ sen¢/ p3dpde =
2 Jo 0

1
_n[pt]” (™2 _
_E{TL/O sengdg =

/2

5[]

©|

. =



6. O esboco do solido W esta na figura a seguir.

Da figura vemos que W pode ser descrito por:
W={(xy2)|(xy)eDe0<z<x*+y?}

onde D é o disco x2 +y% < 1. Como W é homogéneo,
entdo o momento de inércia em rela¢do ao eixo z é:

IZ:///W (X +y%) 8(x,y,z)dV :k///w (X +y?) av.

Passando para coordenadas cilindricas, temos

X = rcosé

y = rsenf

7 = 12 .

dv = rdrdodz
Ry = 12

Como 0 <z < x?+y?, entdio 0 < z < r? donde W;g;, & dado
por:
0<r<1
W, d 0<6<2m .
0<z<r?

Entao: Izzk/// r2~rdrd9dz:k/// r*drdodz =
Wro; Wre;
21 ;1 pr? 2r 1
:k/ // r3dzdrd0:k/ / B r2drd —
0 Jo Jo o Jo

2 1 o el
:k/ / r5drd0:k/ H do=X.op_Kkm.
o Jo o 18], 6 3



. ComoW é homogéneo, entdo a densidade é constante, isto
é, 8(x,y,z) = k. Da definicdo de momento de inércia em
relacdo ao eixo z, temos

Iz:///w (% +y?) 8(x,y,2) dV :k///w (X +y%) av

onde W = {(x,y,z) | X2 +y?+272 < 4}.

Passando para coordenadas esféricas, temos:

X = psen¢gcoso
y = psengseno
Z = pCcos¢

dv = p?sen¢ dpd¢de
O conjunto W é descrito em coordenadas esféricas por:

0<o<2rn
Wp(pe: OS(PSTC .

0<p<2

Entdo: I, = k/// (p?sen?¢) p?sen¢ dpdgdo =
Wooe

:k// ptsen¢ dp d¢ do =
Wooe

T 2 2r
:k/ sen3¢/ p4/ dodpde —
0 o Jo
T 5 2
:an/ sen® ¢ [p—} do =
0 5 0

T
:%/o sen’psen¢ do =

T
_ Skn (1—cos?¢) sen¢ do.
> Jo
Fazendo u = cos¢ temos du = —sen¢d¢. Para 6 = 0,
temos u = 1e para 6 = &, temos u = —1. Entdo:

|, _ Bdkn !
2= "5 1

1 3 1
_ 64km (1 B ug) du 64k U— u’ _ 256k .
5 J_1 5 1

(1—u?) (—du) =




8. a. Temos y(t) = (—4sent,4cost,3) donde

|7 (t)]| = v/16sen2t 4 16 cos?t +9 =

V16+9=125=5.
Como ds = ||Y/(t)] dt, entdo ds = 5dt. A massa M
é dada por

M = 6,,d:/ 2 \?)ds =
/C(xyz)s C(ery)s

ar

ar
- / (16c0s2t + 16sen?t)5dt =80 [ dt = 3207
0 0

b. O momento de inércia em relacdo ao eixo z é:
1, :/ (X2 +y?) 8(x,y,2) ds:/ (x2+y2)2 ds =
c c

ar
— / (16cos®t + 16sen’t) 5dt = 51207 = 16M.
0

9. De x? +y% 472 = 2(x+Y) temos (x —1)% + (y — 1)%+
+2? = 2 (que & uma esfera de centro (1,1,0) e raio /2
). Substituindoy =2 —xem (x —1)2 + (y—1)? + 2% = 2,
temos (x —1)2+ (1 —x)2+22=20u2(x - 1)+ 22 =2
donde (x —1)? 4 2%2/2 = 1 (elipse) representa a projegao
de C no plano xz. Entdo, se (x,y,z) € C, x e z satisfa-
zem & equagdo (x —1)?427%/2 = 1. Logo, x = 1+ cost
e z=1+/2sent, com 0 <t < 2x. Como y =2 —X, entdo
y = 1—cost. Assim, uma parametrizacdo de C é

¥(t) = (1+cost,1—cost,v2sent),0 <t < 2.

Temos Y/ (t) = (—sent,sent, v/2cost), donde

17 (t)]| = v/sen?t + sen?t + 2cos?t = /2.
Logo: ds = ||7/(t)||dt = v/2dt. EntZo:
2n
/xy ds:/ (1+cost)(1—cost) v2dt =
C 0
2n 2w
:\/5/ (1 - cos?t) dt:\/i/ sen’tdt =
0 0
2
:\/—'l[t_senZt} n:\/ZTE.
2 0

2




10. De y(t) = (t cost,tsent,zgﬁtS/Z), temos

Y(t) = <cost—tsent,sent+tcost,\/§t1/2>

donde

17/(t)]| = /1 +1tZ(sen?t + cos?t) + 2t = /1 +t2+ 2t =

=/(1+t)2=|1+t| =1+t

pois 1+t > 0. Logo, ds = ||y (t)||dt = (1 +t)dt. Temos:
'z:/ (X +y?) 8(x.y.2) d8=k/ (X +y?) ds =
C

—k/ 2cos’t +t?sen’t) (1+1t) dt =

_k/ 1+tdt_k/ 2 41%)

3t 1 7k
_k{3+4}0_k<§+2> 12°

AULA 9

1. De 4x? + 25y? = 100, temos x?/25 +y?/4 = 1. Entfo,
y(t) = (5cost,2sent), com 0 <t < 27 & uma parametri-
zacdo da elipse no sentido anti-horario. O trabalho é dado

por

W:/?n?:/—ww+ww:
C C

= /Ozn [(—6sent)(—5sent) + (15cost)(2cost) | dt =

27

2r
— [ (30sen?t + 30cos2t) dt — |~ 30dt —60r.
0 0

2. Temos que W = I? .dr. Para calcular a integral, divi-

C
dimos C em quatro caminhos Cy, Cy, C3 e Cq4, conforme a
figura a seguir.



Cs

C4 G,

C1
O caminho C; tem equagdo vetorial (ou parametrizagdo)
o(t) = (t,0),comt € [0,a]. Portanto:
a
/ F.dr— / F (a(t)-o'(t) dt =
0
a 3

2 3" _a
_/ .(1,0) dt_/tdt_[g]o_?

O caminho C, tem equagdo vetorial o(t) = (a,t), com
t € [0,a]. Portanto:

/c FdT- /Oa F (o(t) o'(t) dt =
:/Oa(az—tz,Zat)~(0,1) dt:/anatdt: [atz]::a3.

O caminho C3 tem equacdo vetorial o(t) = (a—t,a), com
t € [0,a]. Portanto,

/E 47— /Oaﬁ(a(t))-o'(odt:
_/ a—t)?—aZ2a(a—t))-(~1,0) dt =

3 2a3
= [ (2at—t dt_[atz t} _
/ ’) 3],” @

O caminho C4 tem equacdo vetorial o(t) = (0,a—t), com
t € [0,a]. Portanto:

/ Fdr= [ F(o(t)-o'(t) dt =
Ca 0

:/Oa(—(a—t)z,o)-(o,—l) dt:/OaOdt:O.



W:/E dr=
c
:/ Ed?+/ I?-dr+/ F-dr + Ed?:
C1 Cy C3 Cs
a3 3_2&_ 3
—§+a 3 2a° U

3. Temos C = C; UC, UC3. Entdo:

?€+?~d?:/c?~d_r>+/cf~d_r>+/cf~d?.

y A
Cs o 011
G
(0,0) (1,00 X
C

Célculode/ F.d7
C1

TemosCy:y=0,com0 <x < 1. Logo, dy =0. Entdo:

/?-dT): xzdx+(x+y)dy:/x2dx:
C C C
1 3 1
= [ x¥dx= [X—} _——
/0 3], 3
Célculode/ F.d7
Gz

TemosCy:x=1,com0 <y <1 Logo, dx =0. Entdo:

/?~d?>: X2 dx+ (X +Y) dy:/ (1+y)dy =
&) () C

2
1

:/01(1+y) dy = {yﬂ—ﬂ =3.

0 2



Calculo de/ F.d7
Cs

Temos que C5 & a curva Cs percorrida no sentido contrario.
Logo, C; 1y =x,com 0 <x <1 donde dy = dx. Logo:

/C?-d?:—/?-d?z

— —/xzdx+(x+y)dy: —/xzdx+(x+x)dx:

C; C3
1
:_/ (x2+2x)dx:—/ (X2 4+2x)dx =
Cy 0

_ X3—|—X2 1__[1+1]__4
] o L3 3

) —-_ 1,3 4 1
Portanto: /c? dr_§+E 33

4. A figura que se segue mostra um esboco da curvaC.

Para parametriza-la, observamos que x, y e z satisfazem

232 42 —
{XH T2-47=16 X4y +(4-y)P? =16 &

z=8-y
S X422 -8y=0 o X*+2(y-2)?=8 &

2 _9)\2
X_+(y 2 _4

<~ 8 4

que & uma elipse de centro (0,2) e semieixos 2v/2 e 2.
Esta elipse é a projecdo de C sobre o plano xy.



Temos

X = 2v/2cost
y=2+2sent
z=8—(2+2sent) =6—2sent

com 0 <t < 2m donde:

dx = —2+/2sent dt
dy = 2cost dt
dz = —2cost dt

Entdo:
/ zdx +ydy —xdz =
C

:/027r [(6—2sent)(—2v/2sent) + (24 2sent)2cost —
—2\/2cost(—2cost)]dt =
:/Ozn(—12\/§sent+4\/§sen2t+4cost+
+4sentcost +4v/2cos?t)dt =

2r
= / (4\/5 —12+/2sent +4cost +4sentcost)dt =
0

2r
= [4\/§t+ 12+/2cost + 4sent +23en2t]0 =
=8v2r1.

5. Ao interceptar a esfera x? +y? 422 = 2(x+y) com o plano
X+Yy =2, obtém-se:

(2-y)P2+y? 422 =4 = 2y —4y4+7°=0 =
22

= 2y-12+2=2=(y-1)’*+5 =1

que & uma elipse no plano yz.

A elipse representa a projecdo da curva C sobre o plano
yz. Como C esta orientada no sentido anti-horario quando
vista da origem, entdo a elipse esta orientada no sentido
horario. O esbocgo de C esta ilustrado a seguir.



Devemos parametrizar C~. Tem-se:

y =1+ cost

z=+/2sent
X=2-y=2—(1+cost)=1—cost
0<t<2r

Portanto:
C: y(t)= (1—cost,1+cost,ﬁsent)

Y(t) = <sent, —sent, \/Qcost) .

com0 <t <2x. Tem-se:
wz/?.d?:—/ F.d7 =
o B
2r
—— [ F )y (@) at =
2r
= —/ <1+cost,ﬁsent,l—cost)-
0
: (sent,—sent,ﬁcost) dt =

21
= —/ (sent+sentcost — v/2sen?t+
0
++v/2cost — /2 cos?t) dt =
= — (—\/§-2n) = 2\/§7r u.o.



6. Esbocando os dois cilindros, vemos que A; = (1,0,0),
A =(—1,0,0)e Az =(0,1/2,1) sdo pontos de intersecéo.
Ligando-os encontramos C.

y Projecdo de C no plano xy
1/2
/ X2+4y? =1
1 1 X

Se (x,y,z) € C, entdo (x,Y,z) satisfaz

X2 +m—1 com y>0

x24+z2=1 com z>0

entdo x = cost e y = (1/2)sent, com 0 <t < z. Como
z=+/1—x2, entdo temos que z = v/1 — cos2t = v/sen?t =
=sent. Logo, obtemos que y(t) = (cost, (1/2)sent,sent),
com 0 <t < 7w & uma parametrizacdo de C, orientada de
A1 para Ap. Temos dx = —sent dt, dy = (1/2)cost dt e
dz = cost dt. Ent&o:

/ 2y dx+3zdy+xdz=

—/ -2 —sent ( sent) + (3sent) - Ecost+
+(cost)(cost)|dt =

& 3
:/ (sen2t+§sentcost+coszt> dt =

0

3 sen?t

V9
:/ <1+§sentcost> dt = {t+— —} =T.
0 2 2 |,



7. Temos:

2 x| = 2—X se x<2
] 24X se x>2 °

Entao

c 2—(2—x) = X se 0<x<2
I 2—(—24X) = 4-x se 2<x<4

Pela expresséo de ? vemos que calcular diretamente a
integral & uma tarefa penosa. Surge entdo uma pergunta

natural: é conservativo? Ou existira alguma fungéo
potencial de ??

Observe que
dQ 9P _
ox dy
= (senxy — Xy cosxy — 2y) — (senxy —xycosxy —2y) =0.

Logo, rot? = (‘z—g — ‘3—5) F) = ﬁ Isto significa que f

pode ser conservativo.

Entdo, tentemos resolver

do _ 2
™ =ysenxy—y-—3 (1)
99 = XSenxy — 2x (2
Jy y y

Integrando (1) e (2) em relagdo a x e y respectivamente,
temos

@(x,y) = —cos(xy) —xy? —3x+ f(y) (3)
@(X,y) = —cos(xy) — xy* +g(x) (4)



De (3) e (4), vemos que se f(y) =0 e g(x) = —3x entdo,
temos que ¢(x,y) = —cos(xy) — xy?> — 3x & uma fung&o
potencial de F. Logo, o trabalho é dado por

W= [F-dP =0(0.0)~ (4,0 =
Cc

=(-1-0-0)—(-1-0-12)

—-14+13 =12 u.w.

8. a. Devemos resolver

8_(1) _ 3y XZ
PV 4xe +ze 1)

do . 2.3y 2
oy 6x°e” +4y (2

10 x
5, = X +cos(z) (3)

Integrando (1), (2) e (3) em relagdo a x, y e z, respec-
tivamente, temos

Q(X,y,2) = —2x2e¥ + e 1 f(y,2)

203y, A°
(p(X,y,Z) = —2x°e Y+ ? +g(X,Z)

¢ (x,y,2) = & +sen(z) +h(xy)
Devemos tomar f(y,z) = (4/3)y% +senz, g(x,z) =

= e fsenze, também h(x,y) = —2x%e¥ + (4/3)y.
Ent&o, temos que

o(x,y,2) = —2x%e¥ + & + (4/3)y* +senz

é uma funcdo potencial de ?

b. Entao:

LF a7 =0 (rw) -0 ((0)
=0 (07172) —¢(2,0,0) =
= (0+1+3+1) —(-8+1+0+0) =

10 31
SHT=3.



9. Seja ? x,y) = (2xy,x?), com (x,y) € R?. Se provarmos

10.

que F & um campo conservativo, entdo por propriedade,
temos que a integral de linha de ? é independente do ca-
minho. Para isso, basta provar que F admite uma funcéo
o(x,y), tal que Vo = Epem R?, dita funcdo potencial de

. Entdo, devemos resolver o sistema Vo = F em R?,
isto &,

o
I 2Xy @
de — x2 (2)

ay

Integrando (1) e (2) em relagdo a x e y, respectivamente,
temos )
Q(x,y) =xy+f(y)

P(X,y) = X2y +9g(x)

onde f(y) e g(x) sdo “constantes” de integracdo. Tomando
f(y) =0eg(x) =0, temos que ¢(x,y) = x?y & uma funcio
potencial de

Logo, /C? -dr é independente do caminho e:

/C?.df':(p(1,4)—(p(27_1):12'4_22(_1) _

=4+4=8.

Como é extremamente dificil calcular a integral via definicao,
procuremos saber se 0 campo F & conservativo, isto é, se

existe ¢(x,y,z) tal que Vo = F em R3 = dom F . Deve-
mos resolver o seguinte sistema:

r a(P -
i 2xsenz (1)
99 _ 3y
3y =z"—e (2
g—f = x?cosz+ 3y7? (3)

\

Integrando (1), (2) e (3) em relacdo a x, y e z, respectiva-



mente, temos:
@(X,y,2) = x?senz+A(y,z) (4)
Q(x,y,2) =yz® —e¥ +B(x,2) ©)
@(X,y,2) = x>senz +yz° +C(x,y) (6)

Comparando as equacdes (4), (5) e (6), devemos tomar
A(y,z) =yz® — ¥, B(x,z) = x*senz e C(x,y) = —¢". Logo

@(x,y,2) = x?senz+yz® — ¢’

é uma funcéo potencial de F e, portanto, F e conserva-
tivo. Logo,

[P dr = o(x(1)) - 9(1(0)) = 9(1.0.2) - 9(0,0.1) =

= (12sen2+0—¢€%) — (0+0—e%) =sen2—1+1=sen2.

AULA 10

1. Devemos verificar que

f dT // 79 8y dxdy

onde F = (P,Q) = (% (xy® —x%y), x2y2> com (x,y) € R?
e C = dD & conforme figura abaixo. Logo, C =C;UCy U
Cs. Por propriedade, temos

E-d?:/ F-dr+[ F-dr+ /[ F-dr.
C+ Cy C Cs
yA
[
=X
y S
Cs C
D
LC]_ 1 XV




Calculo de I? dr

Cy

Parametrizando Cy, temos o (t) = (t,0),com0 <t <1. Da
definicdo de integral de linha de campo vetorial, temos:

- 15 , B
(AF-M:L;meyomm_

1 1
:A(Q@(LmdhiAOM:O.

Calculo de I? dr

C

TemosC; : o(t) = (1,t),com 0 <t < 1. Logo,
1
/ E~dﬁ:/ F (o(t))- o'(t) dt =
C 0
1
_ 203 1\ (2) . _
_/0 (g(t t),t) (0,1) dt =

1 3 1
t 1
= t2dt:l—} =:.
/0 3], 3

Calculo de l? dr
Cs

TemosCz:o(t)=(1—-t,1—t),com0 <t <1. Logo,

1 1 1
376 6 @)



Por outro lado

// I 8y dxdy =
_// 2xy? — 3xy )} dxdy =

//x dxdy = = // X2 dydx =
2 2| x4 1
=§/OX dx—ﬁMOZE-

// ox 8y ddy__ 2)

De (1) e (2) vemos que o teorema esta verificado.

ou

2. Aregido D, limitada por C esté ilustrada na figura a seguir.

yA

g ey , 1
Como F = (P,Q) = (Y’ eylnx+2x) é de classe C* no

conjunto aberto U = {(x,y) € R? |[x >0} contendo D e
C = dD esta orientada positivamente, entdo podemos apli-
car o teorema de Green. Temos, entdo, que

- =
}éf dr_// 9 y dxdy_
ey
_//( +2-2) dxdy = 2// dxdy.
D X



Descrevendo D como tipo I, temos:
D={(xy) eR?| -1<y<1,y*+1<x<2}.

Entao:

3. O esbocgo da regido D esta representado na figura que se
segue.

R 2 X

Facamos a intersegdo das curvasy = x? e y = X+ 2:

y:x2 2 2
y=x+2 SX=X+2 = X —-X—-2=0=

= X=-1loux=2.
Como F = (P,Q) = (y—x+arctgx, 2x —y +/14y? )

é de classe C! em R? e 9D = C esta orientada positiva-
mente, podemos aplicar o Teorema de Green. Como

aQ P _, .
M 8_y_2 1=1

entdo: I:% Pdx+Qdy=
Cc+

JQ P _
//D (W ay)dxdy_//Ddxdy



onde D pode ser descrita como tipo I:

-1<x<?2
D: )
xc <y<x+2.

Ent3o: I_// dydx_/ (x+2—x%) dx =

[ges] - ()

4. O esboco de D esta representado na figura que se segue.

&R

Como F = (P.Q) = (2xy + e, X2 + 2x + cosy?) & um
campo de classe C! em R? e dD esta orientada positiva-
mente, podemos aplicar o Teorema de Green. Tem-se

dQ

N ©

oP
8—y_2x
Q P
donde x oy

Entéo, pelo Teorema de Green, tem-se:

I_// 3 ay dxdy 2//dxdy_

=2A(D) = 2- (&rea da elipse - rea do disco) =
=2(mab—nr?) =2(n-5-3—m-2%) =
=2(157 —4m) = 227.



5. A curva C esta ilustrada na figura que se segue.

C

Nao é facil calcular a integral pela definicdo. Entdo, pro-
curemos uma alternativa para resolvé-la. Como o teorema
de Green so se aplica em curvas fechadas, consideremos
a curva fechada C = CUCy, onde C; & o segmento de
reta que liga (0,0) a (4,0) parametrizada por o (t) = (t,0),
com0<t<4.

Seja D e regido limitada por C.

C 4 X

Do teorema de Green, temos:
jgs.d?:/adm F.dr=
+ Cy
= dxd
= [J, (5 5) ety =
(ke ) o -



Mas

e SN 4 , B
/ClF~dr:/0 F (a(t)-o'(t) dt =

4 4
:/ (O,In(1+t))-(1,0)dt:/ 0dt=0.
0 0

C

6. a. Observe que l? é de classe C! no aberto U =
=R2—{(0,0)}. Como C; envolve (0,1), vemos que
aregido limitada por C; ndo esta contidaum U, con-
forme a figura a seguir.

Logo:

yA

Portanto, o teorema de Green ndo se aplica. Entdo,
parametrizando Cy, temos que o (t) = (cost, 1+sent),
com0 <t < 2x, donde o’(t) = (—sent,cost). Entéo:

- 2n p B
?gflidr:/ F (a(t)-o'(t) dt =

0
2
. l+sent—1 —cost
_/0 <f (1+sent), 1 )

2
-(—sent,cost) dt:/ (sent —cos?t) dt =
0

1 sen2t\ 127
_[—cost—§<t+ > )]0 = —T.

b. Como C, também envolve (0,1) ndo podemos apli-
car o teorema de Green. Calcular a integral por defi-
nicdo é uma tarefa dificil, portanto usemos o seguinte



procedimento: isolamos o ponto (0,1) com a curva
C; do item (a) e consideramos a regido D que nédo
contém (0,1), limitada por C; e Cp. Orientamos po-
sitivamente dD = C; UC; (C, no sentido anti-horéario
e C; no sentido horario) e, finalmente, usamos o
teorema de Green.

y
4
2 c
4 X
Temos, entao,
= dr+ F d7_// dxdy —
ct y

_ Xzf(yfl> X (y-17? _
- / /D <<x2+ (y—1)2°  (@+(y—1)2)? " 1) dxdy
:// dxdy = A(D) = 167 — 7 = 157

D

ou

o cr
Do item (a), temos que

f F.df —(—n) = 157
C;

7{ F.dr=14r.
C+

donde

7. a. Observe que calcular a integral por definicdo é com-
plicado. Por outro lado, tem-se:

8Q Xy 8_P
ox (x2+y2)? oy’




Porém, o domF =R? - {(0,0)} n&o é simplesmente
conexo. Logo, ndo podemos usar o teorema das equi-
valéncias. Entdo, tentemos encontrar uma funcgéo

o(x,y) tal que

e X

ey W
V(pz?@

oy 2

Iy  X+y? )

em R?2 — {(0,0)}. Integrando (1) em relagdo a x, e
integrando (2) em relac&o a y, obtém-se:

dp 1

=3 In (x2+y2) +A(Y)
do _ 12 2
ay_2In(x +y?) +B(x)

Devemos tomar A(y) =0e B(x) =0. Como o dominio
de ¢ & também R? — {(0,0)}, entfo concluimos que

1
o(x.y) = 5In (X* +y?)
é uma funcdo potencial de E Ent&o:

[F a7 =0(m) - 9(0) =
= ¢(e",0) — ¢(1,0) Zélnez’r—%lnl _

2n
=—"lne=m.
> T

. Seja F = (P.Q) = (7x®y,x"). Entéo:

Q 56 JP
W_7x =3

Como domF — R? & simplesmente conexo entdo,
do teorema das equivaléncias, f é conservativo com
uma fungdo potencial dada por ¢(x,y) = x’y (por
inspecdo). Logo:

L7y dxex” dy = 0(1(1) — 0(1(0)) =

:(P(171>_(P(07e_1> =1-0=1.



8.

10.

Pondo F (x,y) = (2y/x3,—1/x?), vemos que o seu dominio
€ D = R?— eixoy. Vemos também que 9Q/dx =
— —(—2x)/x* = 2/x® = 9P/dy, donde rotF = 0. Mas
D ndo é um conjunto simplesmente conexo. Logo, nao
podemos usar o teorema das quatro equivaléncias. Entéo,
tentemos encontrar uma funcéo potencial de ? Devemos
ter

do 2y
X X3 (1)
e 1
EE

Integrando (1) e (2) em relacdo a x e y respectivamente,
temos: y

o(xy) = =2 +9(x)

Tomando f(y) =0e g(x) =0, temos que @(X,y) = —y/x?,
para todo (X,y) € D & uma funcdo potencial de F. Logo,
€ conservativo e, portanto, a integral independe do ca-
minho. Temos:
4 —(=2) 22

4
1= 0B -p(1-2)=—5- "GP =—f-2--%2

Pondo ?(x,y) = (3+42xy,x? —3y?), vemos que 0 seu
dominio & o R?, que & um conjunto simplesmente conexo.
Vemos que JdQ/dx = 2x = JP/dy, donde
rot? = 6> Logo, pelo teorema das quatro equivaléncias,
segue que a integral é independente do caminho. Também
do teorema das equivaléncias temos que F éum campo
conservativo com uma funcdo potencial ¢(x,y) =
= 3x+x%y —y3 (Verifique!) Logo,

I =¢(c(n))—¢(c(0)) =(0,—e") —(0,1) =
= (—e¥) —(-1) =1—¢%".

Sabemos que o trabalho é dado por W :/C? .dT. Mas é

impossivel calcular diretamente a integral, pois nao

conhecemos a equacdo de C. Como nbs temos que
(39_(3 — 3—5 =2—3xy% 0, entdo F néo é conservativo. As-

sim, sO nos resta aplicar o Teorema de Green. Para isso,
devemos fechar a curva por um segmento de reta sobre o
eixo x, de (—4,0) a (4,0).



~C

(—4.,0) s (400 X
Cy

Seja D a regido limitada por C = CUC;. Como F é de
classe C1 em R? e C é a fronteira de D e esta contida em R?
e esta orientada no sentido anti-horario, podemos aplicar
0 Teorema de Green. Entdo, temos:

f{? dT = f{ +xy dx+(2x+arctgy)dy:
——

Q
_// 3y dxdy_
:// (2—3xy?) dxdy://dedy—//3xy2dxdy.
D D D

Como f(x,y) = 3xy? & uma fungfo impar na variavel x e
D tem simetria em relagdo ao eixo y, entdo

/ 3xy?dxdy =0.
D
Assim: /?-d?+/ F.d7 —2AD)=2.16—32.
c Cy
Calculo de/ F.d7
C1

Temos Cy :y =0, com —4 < x < 4, donde dy = 0. Entdo:

2
/ F.d7 = (X— +xy3) dx+ (2x +arctgy) dy =
Cy c \ 4



AuLA 11

1. a. Asuperficie S esta ilustrada na figura a seguir.

Usando ¢ e 6 como parametros, temos
S:p(¢,0)=(2sen¢cosO,2sen¢psenO,2coso)

0<¢<m/3
0<6<2r
usando as coordenadas retangulares x e y. Temos

51¢W#)=(&%V4—XL—W>

com (x,y) € D: x? +y? < 3.
Uma outra forma de definir S & usando as coordena-
dasr e 6. Temos:

S:(r,0) = (rcose,rsene,\/4—r2>
com { 0<r<v3

0<06<2n "

com . Também podemos definir S

b. Encontremos a intersecdo das duas superficies:

Z=1/3(x2+y?)
X4y +22=1

= X4y 4324y =1 =

X2 y? =



Elas se interceptam segundo uma circunferéncia con-
tida no plano horizontal z = v/3/2 de centro

(0,0,4/3/2) eraio 1/2.

Usando as coordenadas x e y para definir S, temos:

P(xy) = (x, Y, \/3(x2+y2))

com (x,y) € D :x?>4y? < 1/4. Outra parametrizagao:
S:o(r,0) = (rcos6,rsend,/3r)

com 0<r<1/2
0<0e<2r

c. O eshoco de S pode ser visto na figura que se segue.




Uma parametrizacdo é dada por

S:ip(Xy)=(X,y,2—Xx~Y)

com (x,y) € D:x24y? < 1.
Outra parametrizacao:

S:o(r,0)=(rcosO, rsend, 2—rcos6d —rseno)

0<r<1
wm{0§9§2n'

d. O esbocgo de S esta na figura a seguir.

Adotando 6 e z como parametros, definimos S por

©(6,z) = (2cosH, 2sen0, z)
0<06<2r
com 0§z§2+—C0289 —senf
e. A superficie S esta ilustrada na figura a seguir.

z




Seja (x,y,z) € S. Ento, x e y satisfazem x? 4-y? = 2y
oux?+ (y—1)? = 1. Logo,

X = cost
y =1+sent
comt € [0,27x].

Adotando t e z como pardmetros, temos a seguinte
parametrizac¢do para S:

¢(t,z) = (cost, 1+sent, z)
com
0<t<2~r
0<z<2(1+sent)

a. As equacdes paramétricas de S sdo:

X = VCOSU
y = vsenu
7=1-\?

com0<u<2r e v>0. Eliminando os pardmetros
uev temos que X2 +y2 =v2 =1—-zou z =
=1—x? —y? (parabol6ide circular).

b. Um vetor normal de Sem ¢(0,1) = (1,0,0) é:

N@©,1) = 22(0,1) x 22(0,1) =

au ov
= (—vsenu, vcosu, 0) x (cosu, senu, —2v) 01)
Ty X
=(0,1,0)x (1,0,-2)=| 0 1 01|=
1 0 -2
=(-2,0, —1)

Equacéo do plano tangentea Sem ¢(0,1) = (1,0,0)
Da formula [(x,y,z) — ¢(0,1)] - W(O, 1) = 0 temos:

[(X7y7z> - (17070)] ’ (_2707_1) =0=
= (X—l,y,Z)'(—Z,O,—l):O =
= —2(x—=1)—z=0 = 2x+z—-2=0.



Equacdo da reta normal a S em ¢(0,1) = (1,0,0)

Da formula (x,y,z) — ¢(0,1) = AW(O,l), com
A € R temos:

(x,y,2) —(1,0,0) = A(-2, 0, —1),

com A € R, que é a equagdo vetorial da reta normal
ou

x=1-24
y=0
z=—-1

com A € R, que sdo equagbes paramétricas da reta
normal.

a. Temos:
X=u
S:q y=v
z=1-V2

com (u,v) eD:u+v<1u>0ev>0donde, eli-
minando os parametros, temos que S : z=1—y? com
(X,y) €Dy :x+y<1,x>0ey>0. Logo, 0 esbogo
de S esta representado na figura que se segue.

/::I.

: f Ty
D
b. Temos:
0(1/2,1/4) = (1/2,1/4,15/16)
J
22 (u,v) = (1,0,0)
29 (u,v) = (0,1, ~2v)



donde

8(px8q)

30 X 3y =(0,2v,1).

P o
o x|

-
|
1
0

|
N
<

Logo, g—t’; X ‘;—(5(1/2,1/4) =(0,1/2,1) & um vetor
normal a Sem ¢ (1/2,1/4). Portanto, uma equagdo
do plano tangente a Sem ¢ (1/2,1/4) é dada por

=0 (5.3)] 55 (3) <5 (3:3) =

1 1 15 1
ou (X‘z’y—"z‘ﬂ ' (°’§’1> =0

ou y+22—E

c. Temos: A(S // H &—(\’/’H dudv =
:// v/ 1+44v2dudv.
D
v

Enquadrando D como tipo 1, temos:

D: 0<v<li
"1 0<u<l-v °

1-v
Logo: A(S // V1+4v2dudv =
:/ (1—v)V1+4v2dv=
0
1 1
:/ \/1+4v2dv—/ vV 1+4v2dv.
0 0

Ih I2




Calculo de 11

Fazendo 2v =tg 0, temos dv = %sec2 0de6. Para

V=20 temos =0
v=1 6 =arctg?2

Entao:
arctg 2 1
I1:/ \/1+t928-§sec29d8:
0

1 arctg2
= E/ sec®0do.
0

Do Calculo II, temos:
/sec3 0do =
= %sec@tge+ %In(sec@ +1g0) +C (Verifique!)

Logo:

arctg2
% secOtg O + %

Iy = In(sec 6 +tg 9)]

N -

0

Fazendo u = arctg2 temos tgu = 2. Entdo, sec’u =
= 1+tg?u =5, donde secu = /5 ou sec(arctg2) =
=+/5. Entdo,
Iy = ﬁ%—lln (2—1—\/5) .
2 4
Calculo de I,

Temos que:

1 1
I2=/ v\/1+4v2dv:/ v(1+43) " dv
0 0
Como d (1-+4v?) = 8vdv entdo:
1
|z:%/ (1+42)"%d (1+42) =
0

SN [(1+4v2)3/2};: > (5v5-1).



AS)=Il1—lp =
e kn(ee )54
S n(a ) e

a. Parametrizando a curva C contida no plano xz, temos
C:x(t) =a+bcost, y(t) =0 e z(t) = bsent, com
0 <t < 2xz. Sabemos que uma parametrizac¢do de S
é dada por

o(t,0) = (x(t)cosO,x(t)seno,z(t))
com (t,0)eD:0<t<27re0<6<2rmou
o(t,0) =
= ((a+bcost)cosO, (a+bcost)sen6,bsent)

com (t,0)eD:0<t<2mre0<6 <2m.
b. Temos:

¢ = (—bsentcos 6, —bsentsen 6,bcost)

@9 = (—(a+bcost)send, (a+bcost)cos,0)

Ot X Qg =
7 7 ¥
= —bsentcos 6 —bsentsen6 bcost

—(a+bcost)sen6 (a-+bcost)cosé 0
= (—b(a+bcost)cos 6 cost,
—b(a+bcost)sen6 cost, —b(a-+bcost)sent)

donde

|ox < Qg =

= b(a+bcost)v/cos? 6 cos?t + sen? @ cos?t + sen?t =

= b(a+bcost)+/cos?t (cos? 6 +sen? 6) 4 sen?t =

=b(a+bcost).



ComoA(S):// |l < @g|| dtd 6, entdo:
D
A(S) = // b(a-+bcost) dtd6 —
D
2w p2m
:b/ / (a+bcost)dodt =
0o Jo

2
= 27rb/ (a-+bcost)dt = 2zb[at + bsent}é” =
0
= 2nb(2ra) = 4n’ab u.a.

5. O esboco da superficie S pode ser visto na figura a seguir.

Definimos S da seguinte maneira:
S1z=2(¢+y?) = f(xy),

com (x,y) € D : x?4y? < 4. Como

A(S)://D\/1+ (%)Z (g—;)zdxdy

entao:

A(S) = / /D VL (402 + (4y)2 dxdy =

= // /14 16x2 4 16y2 dxdy.
D




Em coordenadas polares, temos:

A(S) :// V1+16r2rdrdo —
Dro

2 r2r 1/2
:// (1+16r2)  rdodr =
0J0

2 1/2
=27 [ (1+16r2)

2\ _
=% J, d(1+16r) =

2

=2 g{(1+16r) ]O_ﬂ(ew@ 1) ua.

6. Fazendo a intersecdo das superficies, temos:

2 252
2°4+71—-2=0 z=1
{ 7 — X2 +y2 <~ -+ =4
poisz > 0. Logo, a intersecdo € uma circunferéncia de raio
1, contida no plano z =1 cujo gréafico esta representado na
figura que se segue.

Parametrizando S, adotando ¢ e 6 (coordenadas esféricas)
como parametros:

X =/2sen¢cos
y=+2sen¢seno
7 =+/2c0s¢

com (¢,9)€D:{02¢2n/4



DaAula 11, temos que dS = p?sen¢ d¢d6 =2sen¢ d¢do.
Portanto:

A(S) ://SdS://SZSemp dodo =

/4 2 n/4
:2/ sen ¢ d9d¢:47r/ sengd¢ =
0 0 0

— 4n[—cos¢] ™ = 4n <1—§) —2r(2-v2) va

. O eshoco da superficie S esta representado na figura que
se segue.

Podemos definir S por S:z = /x2+y2 = f(x,y), com
(x,y) € D onde D é dada pela figura que se segue

yk
2E
1B D
A C ~
1% 1 2 X



8.

Portanto:

// \/1+ fx fy dXdy—
://D¢1+<xz—:yz> (o) oy
=[] 1 S ey =

z//Ddexdy:ﬂA(D) =

= /2 (area AOCE — &rea AGAB) =

—\/_< 22——11)_3\2—fua

a. Adotando x e y como parametros, temos:

x2+y )

\,_/
f(xy)

S:ip(x,y) = (x Yy,

com (x,y) € D : x? 4y? < 2k.
Observe a figura a seguir.

b. Como




entao:

:// V1+x24y? dxdy =

D

= // V1+r2rdrd@ (coordenadas polares) =
Dro

21 2k
LT @ e d =

1 [ 321vVk
_5/0 3[(1+r) ] a6 =

[1+2k )3/2 _ / 46 =

=2 lara2-1].

Como A(S) = MT”, temos:

2n 3/2_q| - 14z
. [(1+2k) ] =
= (142k)3¥2-1=7 =
= (142k)3%2=8=2%8 = (14+2k¥2=2 =

— 142k=4 = 2k=3 = k:g.

9. A superficie S esta ilustrada na figura que se segue.




Uma parametrizacdo de S é dada por

S:(t,z) = (2cost, 2sent, z)

com
fo<t<en
(taz)GD'{ 0<z<4—4cos’t =4sen’t
Temos:
- =
| i K
0 0
8—(f><a—(f= —-2sent 2cost 0 | =
0 0 1
= (2cost,2sent,0)
donde
dp Jo
|5 3| -
Como 5 5
_ 99 . 99
A(S>—//DH at azH dtdz
entdo

2 rdsen’t
A(S)://Zdtdz:z/ / dzdt —
D 0 0

:8/2nsen2tdt:8-1[ _sen2tr”:
0 2 2 0

=8r u.a.

10. O esboco de S esta representado na figura que se segue.

Z VA




Por simetria, tem-se que A(S) = 2A(S;), onde S; é dada
por:

S X2+ (y—12=1,x>0,0<z</x2+y2.

Se (x,y,z) € S, entdo x e y satisfazem x2 + (y —1)? =1,
x > 0. Logo:

X = cost

y=1+sent °
Como x > 0, entdo —mr/2 <t < &/2. Portanto, uma para-
metrizacdo para S; é dada por

¢(t,z) = (cost,1+sent,z)
com
—n/2<t<m/2

(t,z)eD:{ 0<z</cos?t+ (L+sent)? =
2(1+sent)

Tem-se ¢y = (—sent,cost,0) e ¢, =(0,0,1) donde

TOT K
o x @, =| —sent cost 0 |=(cost,sent,0)
0 0 1
e llor x @zf| = 1.
Como

AGD = [ [ I x g1] dtaz

/2 1+sent)
// dtdz _/ / dzdt =
n/2.J0

/2 /)
/ v/2(1+sent) dt = \/§/ / Vv1+sentdt.
—r/2

/2

entdo

Da Trigonometria, tem-se:

t t
1 = cos?- +sen-
> T 2

t t
sent = 2sen-Ccos-
2 2



donde

t ot 5t
~COS~ +sen’ - =
76085+

1+sent:coszg+23en .

t t)2
= <cos§+sen§> .
Logo:

v1+sent = ’cos%Jrsen%’ :cos%+sen t

poist € [— /2, m/2]. Entdo:

n/2

A(S1) :\/_/ cos%+sen%> dt =

/2

t t 72?/2
= 2[23en——2cos —] =
\/_ 2 2 —m/2

/2

2
:2\/§(senE ™ ):
2 —n/2

/2 082
zzﬂ(z.g—o) =4 va.

Portanto,
A(S)=2-4=8 u.a.
AULA 12
- = =
i J kK
1. Temos: 98_<P X g—(\’/’ 1 0 2ul|=(-2u, 0, 1)
0O 1 O
donde ’g‘p — V/1+4u2. Temos:

ds — H"_"’ X 3_"’)) dudv = /1 + 4u2dudv.

Entéo: //s (z—x%4+xy? —1)dS =
:// (U2 +1—u?+uv?—1)v/1+4u2dudv =
D
:// uv2/1 +4u2dudv =
D



1 2
/u(1+4u2)1/2v2dvdu:
0

1

I
S~

2
3

u(144u?)Y/? {V—} du =
310

S~

Wl wl|oo

1
2 e a)a(we) =

HEEERIEHCUEE

2. A superficie S e a sua projecdo sobre o plano xy estdo
ilustradas nas figuras que se seguem.

DefinimosSporS:z=1—-x—y= f(x,y), onde

] 0<x<1
(KWED'{ogygl—x

Temos que: dS = \/1+ (%)2 - (3—;>ZdXdy =

= 1+ (1) 4 (~1)2dxdy = v/3dxdy.

Entao:

//Sde://Dx\/§dxdy: \/§/01/01_Xxdydx:

:\/§/01x(1—x) dx:\/ﬁ/ol(x—xz)dx:

:@[&_qlzﬁ
2 0

3 6



3. Uma parametrizacdo da esfera &
©(9,0) = (asengcosO,asendsenH,acos¢)
com

T
2n

IAINA

¢
6

ININA

(¢,9)6D:{8

Lembramos que (ver Aula 11, Exemplo 1) ||@y x ¢g|| =
= a?sen¢. Como dS = ||@y x @g|| d¢d6, entdo temos
que dS = a?sen¢ dpdO (memorize este resultado). Logo:

//S(szryz) ds =

:// (a?sen® ¢ cos® @ +a’sen® g sen? 6) a%sen ¢ dopdo =

= asen?¢
T 2
:a4// send ¢ dq)deza"'/ sen¢ [  dOdo =
D 0 0

T
= Zna"’/o sen®¢ do.

Da Trigonometria, temos:

sen®¢ =sen?¢-sen¢g = (1—cos’¢)sen¢.

Entéo:
2 002 dS — 9mad [ (1 — cac
//S(x +y?) dS = 2ra /0 (1—cos?¢)sen¢ d¢

_ _zna“r/on(l—cosz(p) d(cos¢) =

9 4[ cos3¢}7r
= —2na* [cos¢p — =
3 0

_ 8rat

o 9, 2
= 27ra(2+3> 3

4. O eshoco de S esta representado na figura que se segue.



A superficie S & descrita por S:z = f(X,y) =2 —X, com
(x,y) €D:x?+y?<1. ComodS = \/1+ (f0)2 + (f,)?dxdy,
entdo dS = /1 + (—1)2+02dxdy = v/2dxdy.

Temos:
M://é(x,y,z)dS://yzdS:
S S

— //Dyz\/?dxdy: \/i//Dydedy-

Usando coordenadas polares, temos

//yzdxdy:// (r’sen?)rdrd6 =
D Dro

21 1
:// r33en29drd9:/ sen29/ r3drdo =
Dro 0 0

27 2
1 2 1 1[ sen26] x
= — n _ — . — —_ =
4/0 sen0d0 = 75 |0 — | =1
2
Logo, M = 4” u.m.

5. Inicialmente, encontremos a intersecao:

{ 72 — X2 12

2_ e
4Z:X2+y2+3 = Z 474+3=0«<

S z=1ouz=3



Logo, o cone intercepta o parabol6ide no plano z =1, se-
gundo uma circunferéncia de raio 1 e também no plano
z = 3, segundo uma circunferéncia de raio 3. Portanto, a
parte do cone que esta acima do paraboldide é:

A superficie S pode ser dada por

S:z=+X2+y2, (x,y)eD:1<x>+y?><9.

Neste caso,
dS = \/1+ (2)° + (29) dxdy
onde
/X2 4y2 VX2 +y?
donde

2 2 X2 4 y?
14 (2¢)" + (zy) =t =

Portanto, no caso do cone z = /x2+y2 temos que
dS = v/2dxdy. Assim:

//Sf(x,y,z)dsz//szdsz//D\/m,\@dxdy:
:\/é//[)\/mdxdy.



Para calcular a integral dupla, usamos coordenadas pola-
res. Temos:

//\/x2+y2dxdy:// r-rdrdd =
D Dro
1 ron r3 ! 21
:// r2d9dr:2n{—} =,
0Jo 3l 3

//sf(xvyvz)dsz z\fn.

6. O esboco de S esta representado na figura que se segue.

Logo:

Tem-se:

M://Sp(x,y,z)dS://s\/mdS:
://S \/st+//s VX2 dS.

Calculo de // VX2 4+y2dS
NI

Uma parametrizacdo da curvaC; &

X(t)
{ y(t)
z(t)

t
0
1-t



com0 <t <1 Logo:

X(t) =t = raio de uma circunferéncia transversal
z(t) = 1 —t = altura dessa circunferéncia.

Entdo, uma parametrizacao de S; é dada por
@(t,0) = (tcosO,tsenH,1—t)

0<t<1

0<6<2r . Tem-se:

com (t,e)eD:{

¢y = (cosO,sen0,—1) e @y = (—tsenB,tcosh,0)

donde
i
P XPp = cos6 senf -1
—tsen® tcos6® O
= (tcos@,tsen@,tcos’ 6 +tsen’)
=t
= t(cos6,sen6,1).
Logo:

|ox X @g| = |t V/C0s20 +sen2 6 +1 =ty/2
pois 0 <t < 1 e, portanto:
dS = [|q x @p|| dtd@ =t+/2 dtd6.

Entdo:

// VX2 +y2dS =
S1

:// V12¢0s2 0 +t2sen2 O t1/2 dtdO =
D

1 2r
:\/Z//tzdtdez\/i/tzf dedt =
D 0 0

1 3 1
= 2\/§n/ t2 dt =2v2n [t—} = 2v2n )
0 0

3 3




Calculo de // VX2 4+y2 dS
Sy

A superficie S, é dada por

Sy:z=f(x,y) =0, com (x,y) e D:x?+y? <1.

Como dS = \/1+(fx)2+(fy)2 dxdy, entdo temos que
dS =+1/1+40-+0 dxdy ou dS = dxdy.

Se S & uma porcdo do plano z=0ou z=—c (c =
constante), segue que dS = dxdy (memorize este resul-
tado).

Logo,
// VX2 +y? dS:// VX2 +y? dxdy.
Sy D

Passando para coordenadas polares, tem-se:

X = rcosf

y = rsenf
dxdy = rdrde
2y? = 12

e D,y € dado por

0<r<i1

0<06<2r
Logo:
// \/x2+y2d5:// r-rdrdg =
S2 Dro
1 21
:// rzdrdez/rz/ dodr =
Dro 0 0
1 3 1
:27r/ r2dr:2n{r—} :2—7(.
0 3|, 3
Assim,
M:Z\f”Jr%”ouM:%”(lJr\/z) u.m,



7. A superficie S pode ser vista na figura a seguir.

Temos S :z = /x2+Yy2, com (x,y) € D: x> 4y? < h?,
x> 0ey > 0donde dS = /2 dxdy. Como

IZ://S(x2+y2)de

|z=k//D (X +y*) V2 dxdy =
:k\/i//D (X2 +y2) dxdy.

Passando para coordenadas polares, temos:

/2 rh /2 rh
IZ:k\/f/ / r2rdrd9:k\/§/ / rPdrd6 =
o Jo o Jo

/2 [ .4 h 4 /2 4
:k\/E/ H dezﬂfz/ do — Mkvar
0 41, 4 0

entao:

8

Mas

M= [[kds=kv2 [ axdy—kvZA(D) =

 kv2zmh?  h%ky2r
o 4 o 4

Mh?
LOgO, IZ — T



8. Consideremos a esfera centrada em (0,0,0). Ent&o tem-se
S : x? +y? 472 = R?. Considerando um diametro sobre o
eixo z, devemos calcular o momento de inércia em relacdo
ao eixo z. Tem-se

'Z://s, (C+y?)p dS:p//S (2+y?) ds.

Sabemos que S é dada por
©(¢,0) = (Rsen¢ cosO,Rsen¢psenH,Rcos¢)

J0<o<r
Com((p’e)ED'{OgGan.'

Tem-se x* +y?> =R?sen’ ¢ e dS=R?sen¢ d¢dh. Entdo:
I, = p// (RZsen?¢) - (R%sen¢) dod6 =
D

:pR4// sen®¢ dgpdo =

D

T 2n
:pR4/ sen¢ [ dOd¢ =
0 0

= 2p7rR4/0n(sen2¢) -(seng) d¢ =

_ _zan“r/oﬂ(l—cosz(p) d(cos¢) =

3 T
= —2pnR* [cosq) _ o ¢] =
3 lo

_ 8pnR*
=5

= —2pnR* <—2 + %)

Como S & homogénea, entdo

M = pA(S) = p(4nR?) = 4pnR?.

2MR?
Logo, I; = T




9. O esboco de S esta representado na figura que se segue.

Uma parametrizacdo de S é dada por
o(t,z) = (Rcost,Rsent,z)
com (t,z2)eD:0<t<2mre0<z<1l

Temos ¢r = (—Rsent,Rcost,0) e ¢, = (0,0,1) donde

707 K
¢ < @, =| —Rsent Rcost 0 |= (Rcost,Rsent,0)
0 0 1

e |lgex @] =R Como dS = || x ¢| dtdz, entdo
dS = Rdtdz.

Daqui por diante, no caso do cilindro x? +y? = R?, use 0
fato de que dS = Rdtdz.

O momento de inércia é dado por

IZ://S (x2+y2)6(x;(y,z) ds =

= k// (R%cos®t + R?sen’t) Rdtdz =
D

2 1
— kR? / / dzdt = 2k7R3.
0 0

Como M = kA(S) = k(27R) - 1 = 2kzR, entdo I, = MR?,



10. Sem perda de generalidade, podemos considerar a casca
cilindrica S conforme figura a seguir.

S

S e

[

Entdo, S é€ dada por
S:o(t,z) = (acost,asent,z)
0<t<2n
—L/2<z<L)2

Como um diametro pelo centro do cilindro & o eixo vy,
entdo o momento de inércia em relacdo ao eixo y é dado

por
Iy:// (x2+22)f(x,y,z) ds
S

onde f(x,y,z) = k. Ent&o:

ly = k// (a?cos’t +2%)adtdz =
D

L2 s o
:ka// (a“cos“t +2z°) dzdt =
0o JoL2

com (t,z)eD: . Temos dS = a dtdz.

2r

21 /3 L/2
- ka/ {(azcoszt)zjL —} dt =

0 3 —L/2

2
a2 sen2t L%t
_kaL{?<t+ 5 >+E} =

0
a?  L?

Como M = KA(S), entdo M = k-2raL = 2kralL. Logo,
| — Ma? n ML?
Y= 2 T
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1. O esboco de S esta representado na figura a seguir.

X

— - .
Como T - K > 0, entdo T aponta para cima e, portanto,

temos que T = *¥2) _ (x,y,2) poisa=1. O fluxo é

a
dado por:

//s?'ﬁ}dS://S(X—Y—4,y,Z)-(X,y,z)ds:

://S(xz—xy—4x+y2+22) dS=
://(x2+y2+22—xy—4x) dS =
° =1

://s(l—xy—4x) dS =
://SdS—//S(xy+4x)dS:

— A(S) —//S(xy+4x) ds —

1 .

=z 4n-12—//(xy+4x) ds
2 s

:27r—//s(xy+4x) ds.

Ora, para calcular / / (Xy 4 4x) dS devemos parametrizar
S
S. Entdo, temos que

S:¢p(¢,0)=(senpcosO,sen¢psenb,coso)



com (¢,0) eD:0<¢ <m/2e0<6<2r. Também
temos que dS = a?sen¢ d¢do =sen¢ d¢de. Logo:

//S(xy+4x) dS =

://(sen2¢sen9cose+4sen¢cos@)senq) dodo =
D
:// sen¢senB cosO dpdo+
D
+4// sen¢ cosO dpdo =
D
m/2 2n
:/ sen3¢/ sen6cosO dod¢+
0 0
r/2 2r
+4/ sen2¢/ cos6 dod¢ =
0 0

7[/2 2 21
:/ sen® o {Sen 6} do+
0 2 0

m/2 ) o
+4/ sen“¢ [sen 6], d6 =
0

=0.

Portanto: //? W dS =2r.
S

2. O esboco de S esta representado na figura a seguir.

y=0

A superficie pode ser descritaporS:z=1—-x—y = f(X,y),
com (x,y) eD:0<x<1e0<y<1-—x. Um vetornor-

mal a S & dado por N = (— fy, —f,,1) = (1,1,1) Como T

. « ~1,-1,-1)
aponta para baixo, entio 7 = (b=
p p 73



Temos que dS = /1+ (fx)2+ (f,)2dxdy = v/3 dxdy.
Entao:

//S?.WdS://S(xzey,_xZeyJ).(177\/;1)(13:
://S(Xzeyj/gzeyZ) ds:/A;—%ds_
://M\@ dxdy =

—// —1+x+y) dxdy = //l ’ (—1+4x+y) dydx =

1-
—/ y+xy+] dx:?.

3. A superficie S esta ilustrada na figura a seguir:

Uma parametrizacdo para S é dada por:

S:(¢,0)=(2sen¢gcosO,2sen¢send, 2coso)

com (¢,0) e D= [%, %”] x [0, 27].

Temos:
dS = asen¢g d¢ d0 =" 4sen¢ do do.
Como T & exterior a S, entao

7= X¥2) a=2 (X¥,2)
a 2




Entao:

//S?-st - //S(o,o,—z) kD gs—
=— [[z2dS=— [ [ 4cos®¢-4senpd¢ dO =
[fFas=-]],

51/6 r2n
——16 / cos’psenddO do =
/6 JO
51/6 3,757/6
= 327r/ cos? ¢ d(cos¢) = 32 {M] =
/6 3 r/6

5[ (9)]-

4. A superficie S esté ilustrada na figura a seguir.

Temos:
S:o(t,z) = (4cost, 4sent, z)

S o0<t<m/2
com (t,z)eD.{ 0<z2<5_4sent -
Além disso, dS =adt dz =4 4dt dz. Como W aponta para
0 eixo z, entdo:

W: (7X57yﬂ0) (7Xﬂ7yﬂ0)

a 4




Portanto:

//S?-stz

://S(_x, _y,gyZZ).L;VaO)ds:

:1//(x2+y2) dS =
P

—4 [[as—a [[ds—
S S
r/2 p5—4sent
:4//4dtdz:16/ / dz dt —
D 0 0

/2 /2
:16/ (5—4sent) dt = 165t +4cost],"" =
0
S5r
_16(7—4)_40n—64.

. O esboco de S esta representado na figura que se segue.

Como S é a por¢do do plano z =2 — x que se projeta no
plano xy segundo o disco x? +y? < 9, definimos S por
S:z=2—x,com (x,y) e D:x24+y2 <9, Como - K >0,
entdo 0 campo T aponta para cima.

Sabemos que N= (—2x,—12y,1)=(1,0,1). Comoa Gltima
componente de Né positiva, entdo N aponta para cima.



Logo T = (1%/’;) e dS = /2 dxdy. Entdo:

//S?-stz

://D(z_x,y(z_x),o)-(1,0,1) dxdy —

://D(Z—x) dxdy.

Passando para coordenadas polares, tem-se:

X = rcosf
y = rsenf
dxdy = rdrd6

0<r<3
0<6<2r

//S?.WdS://Dre(Z—rcose)r drd6 =

:// (2r—r?cos6) drd6 =
Dré
3 r2n
:/ / (2r —r2cos6) dodr =
0 Jo

3 2
= ro —r=sen r=
/0[2 6 —r2sen6]2" d

e Dyg & dado por Dyg : { . Entdo:

3 23
:/47rrdr:47r—’ =187.
0 210

6. O esboco de S esta representado na figura que se segue.




Devemos olhar para S como reunido das superficies Sy, S
e Sz, isto &, S = S; US, USs3. Entao:

//S?-stz

— [[Foniass [[Fomass [[Fomas.
Sy Sy S3
Calculo de // ? ni ds

Tem-se Sy : z_3—x—y, com (x,y) €D :x?+y> <4
donde temos que N = zx, —-12y,1) = (1,1,1). Como ni

_ 11y
v e dS = /3 dxdy.

aponta para cima, entdo nj
Logo:

//slﬁ'ﬁldsz// (X,y,3—x-y)-(1,1,1) dxdy =

_// (X+y+3—x—y) dxdy = 3// dxdy =

=3A(D)=3-7m-22=12rx.
Célculode//?-n_ﬁds
S

Tem-se Sy : X2 +y> =4, com0<z<3—x—y. Como
N3 & exterior a Sy, entdo N3 = &20) conforme Aula 11.

Logo:
//?n_z)dszl// (X,y,Z)'(X,y,())dS:
Sy 2 Sy

1 2 .2
=z X“+y°) dS =
[ 0E+y)
:1//4dszz/ ds
2)Js, S,

onde S, & parametrizada por
S2 1 (t,z) = (2cost,2sent,z)

0<t<2r

com (t,z)eD:{ 0<z<3-—2cost—2sent °



Sabemos que dS = a dtdz = 2 dtdz, conforme Aula 11.

Entao:
// ?.n—gdszz//Zdtdz:
Sy D

2w r3—2cost—2sent
_4 / / dzdt =
0 Jo

2r
= 4/ (3—2cost —2sent) dt =
0

2

= 4[3t—25ent+2cost]0 =241

Calculo de // F - dS
S3

X2 +y? < 4. Logo,
= (0,0,—1). Ent&o:

Tem-se Sz :z =0, com (Xx,y)
dS = dxdy. Observe que 13 =

//Ssﬁ-n_g,)dS://D(x,y,o).(O,O’_l) dxdy =

://dedy:O.
D

Portanto:

<o
-k

//?-Wd5:12n+24n:36n-
S

7. As figuras a seguir, mostram a curva C e a superficie S.




Uma parametrizacdo para C é dada por:

o(t)=(1,0,1)+t[(0,0,3) — (1,0,1)] =
=(1,0,1)+t(-1,0,2)=(1—t,0,1+2t)

X(t)=1-t
{ y(t)=0
z(t) =142t

comt € [0,1]. Uma parametriza¢do para S é dada por:

comt € [0,1]. Logo:

S:¢(6,t) = (x(t)coso, x(t)send, z(t)) =
= ((1-t)cosH, (1—t)sen6,1+2t)

com 6 € [0,2rn] et € [0,1].

Um vetor normal a S é dado por:

_ 99 d¢ _
T7 R
=| —(1-t)sen6® (1—t)cos® O
—Cos 0 —seno 2

= (2(1—t)cosh,2(1—t)senH,1—t).

Temos:
— .dS —
¢_//s? ndS =
://D((l—t)(1+2t)sen9,—(1—t)(1+2t)cose,
(1-1)%)-(2(1—t)cosO,2(1—t)sen®,1—t)dt =

_// )2(1+2t)sen6 cos O—

—2(1—t)?(1+2t)senHcosO + (1—t)3| dt =

1 r2r¢ 4 1
_ 3t — -t _
_/O/O (1—t)3 dt ZE[ p ]0

~-anfo-3)-f




8. A superficie S esta ilustrada na figura a seguir.

Uma parametrizagdo para S é dada por
S:o(t,z) = (acost,asent,z)

onde (t,2) eD:0<t<2m,0<z<a?cos’t. Temos que
7 = X% ¢ 45— adtdz. Como

q)://g?-ﬁds

o= [[ey.2)- B2 a5~
S a
1
:a//s(XZHZ) ds =
:g//azdS:a//adtdz:
21 ra?cost
_a// dtdz_a/ / dzdt =

:az/ acostdt_a/ cos?t dt =
0 0

sen Zt]
0

QD

entao:

4 4

=rma .

1
2

t+



9. O eshogo de S = S; US; esta representado na figura a se-
guir.

Usando propriedade de fluxo, temos

//S?.stz//s F Al ds+ S F .73 ds.

Calculo de // F-ft dS
S1

Temos Sy :z=1= f(x,y)%,com (x,y) €D:x2+y? < 1.

Temos também que N = kK e dS = dxdy. Entdo:

//51?'“_{dS://Sl(—XaO,Z-l)-(0,0,1)ds:

:/S 248 = 2A(S) = 2 (- 12) = 2r.

Calculo de // F i} dS
S2

Temos S, :z=x2+y2 =g(x,y), com (x,y) € D: x2 +y% <
< 1. Umvetor normal a S & dado por N = (—0gx, —0y,1) =
= (—2x,—2y,1) que aponta para cima. Como N3 aponta

f x~ =7 (2x,2y,—1)
ara baixo, entdo ny = &2
P 2 V14 4x2 4 4y?



Temos que dS = HWH dxdy = v/ 1+ 4x2 + 4y2 dxdy. Entdo:

//S F.mds=

// (—x,0,2 (x2+y2)) -(2x,2y,—1)dxdy =
D
:// (—2x% — 2x* — 2y?) dxdy =
D
:// (—2r2—2rcos? @) r drd6 =
Dr9
2r 1
— _2/ / (14cos?60)r drdo =
o Jo

r4 1 on
:—2[—]/ (1+00329)d9:
4 |4Jo

1 1 sen20\ 127 3r
=043 (7)) =%

10. O eshoco de S esta representado na figura que se segue.

Temos
S:z=x2+y2=f(x,y)

com (x,y) €D:1<x2+y? <4

Um vetor normal a S é dado por

_(_ _ _ —X -y
N = (—fs, fy,1)_<ﬁ,ﬁ,1).



N

Como T aponta para cima, entdo temos que, W = o

e também

_ X +y? _
dsS = 1+mdxdy—\f2dxdy.

Logo:

//?-stz

—// xy,A/W)( Y )dxdy:

VY2 ey

—// <X2 +2\/W) dxdy =

VX2 4 y2

X2 +y? r
— dxdy _// " drde =
// VX2 4y2 Dro '

AuULA 14

1. O esboco do solido W esta representado na figura que se
segue.

Vemos que dW = S; USy, orientada positivamente. Logo,

//S?-ﬁdszf/s ?-ﬁlds+//s F -fiyds.



Calculo de// F .fi.ds
NI

Temos Sy :z =4 = f(x,y), com (x,y) € D: x? +y? < 4,
fi; = K e também

dS = /1+(f)2+(fy)? dxdy =
=+1/140-+0 dxdy = dxdy.

Entao:

//sl?'ﬁl S = //D<X,y,4> -(0,0,1) dxdy =

=4A(D) =4r-2? = 167.
Calculo de // ?ﬂzds
Sy

Temos Sy 1z =x2+y? = g(x,y), com (x,y) € D:x? +y? <
<4. Um vetor normal aS; édado por N = (—gx, —0y,1) =
= (—2x,—2y,1) que esta voltado para cima. Como n3

H x o 2x,2y,—1)
aponta para baixo ent&o fi; = — 22" _ Temos
V14 4x2 + 4y?

ds = Hm]dxdy = \/1+4x2 +4y2dxdy.

Entao:

//s ?'ﬁzdsz// (XY X% +y?) - (2x,2y, —1) dxdy =

) D

:// (2x% +2y% —x% —y?) dxdy:// (X% +y?) dxdy.
D D

Passando para coordenadas polares, temos:

// ?-ﬁgdsz// 2. rdrdo —
Sy Dro
2 o 4 2
:/ r3/ dedrzan _8r.
0 0 410

//?-ﬁd5:16n+8n:24n.
S

Entao:



Por outro lado:

///div?dvzsf//dvz

—3/// dzdxdy 3// dxdy—

24y?

_3// —r rdrde 3/ 4r —r3 / dodr =
Drg

2
4
=67 {2r2 —~ H —61(8—4) =24r.
0

2. SejaS=SUS;, onde S;:z2=0, (x,y) € D: x> +y? < a?
com fi; = —kK.

Seja W o solido limitado por S. Como dW = S esta ori-

entada positivamente e Fé & de classe C! em R3, podemos
aplicar o teorema de Gauss em S.

//S?.ﬁds+//81?.ﬁ1dsz
:/// divF dV =
—/// (243+1)dV =6V (W) =

=6-= §7ra3 47ad.

Temos



Calculo de // F .fids
S1

Temos
45 = /1 + (202 + (2)2dxdy =
= /1+0+0 dxdy = dxdy.
Logo:

//S F -fds =

:// (2x+€°%,3y—0,0—2) - (0,0, ~1) dxdy =
D
:2// dxdy = 2A(D) = 2ra?.
D
Como //S? ‘A dS = 27ad, entdo

2ra +2na® = 4na’
donde 2ra® = 2rad. Logo, a = 1.

. De x2+y2 47247 =0, temos X2 +y% + (z—2)2 = 4.
Logo, o0 esboco de S é a figura que se segue.

Seja a superficie S = SUSy, onde S; é dada por Sy : z=
=1="f(xy), com (x,y) € D:x>+y?> <3ecomf; =ke,
também

dS = \/1+ ()2 + (fy)2 dxdy = dxdy.



SejaW o solido limitado por S. Como estamos nas condigdes
do teorema de Gauss, temos:

//ert?'ﬁdSJr//s VOt?'ﬁldsz///Wdivrot?dv.

Da Aula 7, temos que divrot? = 0. Logo,

//Srot?-ﬁdSJr//s rot?-ﬁldsz///WOdvzo.

Calculo de // rot?-ﬁlds

— - —
i j K

Temos rotF —| 9 J 9 =
ax dy dz

Xy+2 X4+y* 2x2—1

(0,-22,3x* —x?) = (0,—22,2x%) .

Logo: // rot?-ﬁldsz/ (0,-2-1,2x2)-(0,0,1)dS =
Sl S1

2r
= /Zx dS = 2/ / cos?0dodr =
S1

27 o) ar

V3

V3 4
:27r/ r3dr:2n[r—} :9_7r.
0 4 0 2

Portanto: //rot?-ﬁdS: —97”.
S



4. Temos: //ﬁdS://Vf-ﬁdS.
s of s

Do teorema de Gauss, temos:

Logo:

//SVf-ﬁdS:///WdivadV:
:///WV-Vde:///WVZde.

// ds = ///szdv

5. SejaS=SUSy, onde S; é atampada lata. Logo, Sy & da_)da
porSi:z=1,com (x,y) eD:x*+y><lecomii;=ke
dS = dxdy.

Seja W o solido limitado por S. Pelo teorema de Gauss,

temos

//S%dS://SVf-ﬁdS:
:///WV~Vde:///WV2de:
Sl
:/2”/1/1r2.rdrdzd9=
—/2”// rdrdzde =
:mo/o Oldzde__:g.



of
—dS = ds —dS
[fames= /L aes+ [ 5
Calculo de // —dS

Temos:

//sl9ﬁ1 [ vi-mos—
= [ (Gtey D, S0y D). S0y D)

-(0,0,1)dS =
of 1
- e X7 ,1 dS:/ —dS:
//S % (x,y.1) 3
:—A(Sl)_— m-12 =

3 3 ’

) f «_m _m_
Logo: //Sﬁds_ﬁ 3=

6. O eshoco da superficie S : z =2 —x2 —y? esta representado
abaixo.

ol

O célculo direto de //f - dS seria dificil. Entdo feche-

mos a superficie S com a superficie S, 0 disco x +y <1,

contido no plano z = 1, orientado com nj = — k Seja
S = SuUSy, da figura que se segue.



Seja W a regido do espago limitada por S. Pelo Teorema
de Gauss, temos:

//S?-ﬁdszf//wdiv?dxdydz:
:///W(o+o+1> dxdydz:///w dxdydz

W={(xy,z) eR¥|(x,y) €D, 1<z<2—-x*—y*}

com

onde D & dado por D : x? +y? < 1. Passando para coorde-
nadas cilindricas, temos:

X = rcosf

y = rsenf

7 = 2
dxdydz = rdrdOdz
2y? = r2

e Dyg; & dado por

0<r<i1

1<z<2—r?

Ent3o: //?-ﬁdS:/// rdrdodz =
S Wre
1 2-r2 21 1 2—r2
:/r/ dedzdr:Zn/ r/ dzdr =
0 J1 0 0o J1



1 1
:27r/ r(2—r2—1) dr:27r/ r(l—rz) dr =
0

0

1 2 471
_ 3 _ r_.ry_r
_Zn/o (r r)dr_27r{2 4}0 5

//S?-stqt//&?-n_{dS:g.

Calculo de /S F .t dS
1

Temos S;:z=1, (x,y) eD:x2+y2 <1, nf=—ke
dS = dxdy. Ent&o:

//slﬁ'n—{dS://D?(Xayal)-(O,O,—l) dxdy =
://D (arctg (y2), In (x2+1), 1) - (0,0,—1) dxdy =

:_// dxdy:—A(D):—ﬂ~12:—ﬂf.
D
Logo:
//?-ﬁ)dS:E—i—nzs—n.
s 2

2

. Seja S uma superficie fechada contendo a origem.

VA

7 5 A
{ ]

NN

-

A

Seja W a regido solida limitada por S. Como W ndo esta
contida no dominio de ? R —{(0,0,0)}, entdo ndo po-
demos aplicar o Torema de Gauss no célculo de
//SE . T dS. Entdo consideremos uma esfera

Sy :x?+y?+7°>=a?% coma>0tal que Sy CW.



Seja Wy a regido solida limitada por S e S;. Logo
Wy C domE. Temos dW; = SUS;. Seja ni a normal a
S1 apontando para o interior de S;. Como dW; esta orien-
tada positivamente, podemos aplicar o Teorema de Gauss.
Temos, entdo,

[ E-Tas=[[[ dvE dxayoz
//S?ﬁds+//s ?-n?dS:///W divE dxdydz.

\erifique que div? = 0. Entéo:

//SE.stz_/Alﬁ.WldS: /31E'<_Wl>d3'
Calculo de //s ﬁ.(_n—{) ds

Se n{ aponta para o interior de Sy, entdo —N{ aponta para
o0 exterior de S;. Logo —ni = “%Z) Entdo

(R S — eQxy.2)  (%Y.2) 4o _
/Sl? (=) dS //sl<x2 ds

+y2+22)3/2 a

_€Q X2 +y2 +72 _sQ// a? -
~S w0 = [ os-

_ £ _ £ _8Q ara? —
= £ //Sl dS = S2A(S1) = 22 -4ra? = 4meQ.

Logo: //?-WdS:MeQ.
s




8. A superficie S ndo é fechada e pode ser visualizada na
figura que se segue.

Como div? =1—-2+1=0, vamos usar o teorema de

Gauss. Para isso, & necessario fechar S através da su-

perficie Sy, por¢do do plano z =0 com x% +y? < 9, orien-
y —

tadacomni = — K.

Seja W o solido limitado por S e S;. Como dW =SUS;
esta orientada positivamente, podemos aplicar o teorema
de Gauss. Temos, entdo,

//awf-ﬁdsz///wdiv? dxdydz =
:///Wdedydz:O

//S?-st+//s F-mdS=0.



Mas

//S F.Ads=

:// (x, —2y+€*cos0, 0+x2) - (0, 0, —1) dS =
N

:—// x2 dS
S1

onde S; & dada por z =0, com (x,y) €D :x>+y><9e
— v .
ni = — K. Logo:

2
ds — \/1+ (%) + (g—;)zdxdy=

=+/1+0+0dxdy = dxdy.

Entdo:
/ E n_l)dS = — // X2 dxdy (em coordenadas polares) =
Sy D
2 3 )

:—/ / r3cos?6 drdg =

0 0

4 2T
= _37 cos? 6 d6 =

0

_ ¥ 1, 8z
402 4

Logo: //S F.Tds = B%T”.

9. Asuperficie S ndo fechada pode ser visualizada na figura
a seguir.




— . s ,
Como T tem a componente K ndo negativa, entdo e
exterior a S. Temos:

: %t 9%
dlvﬁ_ax—ay—mn%_z

pois f & de classe C? e portanto, vale aqui o teorema de
Schwartz.

Para aplicarmos o teorema de Gauss, devemos considerar
0 solidoW limitado por S e S; por¢édo do plano z =0, com
X2 er2 < 1, orientada com n_{ = — k. Temos, entao,

//S?-WdSJr//S F.frds =

= [[] divF dxdydz=2v(w) =23 7-12n =220
W

Mas: // F-AldS =
S1

://Sl (5, 063:0), =5 (y.0), 2(0+1)) - (0,0,~1)dS =
_ //Sl(_z)ds — _2A(Sy) = —21.

Logo: //?~Wd8:%”(h+3).
s

10. A figura que se segue mostra o solido W.




Como estamos nas condi¢bes do teorema de Gauss, te-

mos:
// ?.stz/// divF dxdydz =
S=ow w
=/// (X +y* +72) dxdydz =
w
_ 2.2 _
—/// p--pseng dpdodo =
Wooe
z/// ptsen¢g dpdede
Wooe
onde

Wp¢6:{<Pa¢79)€R3|0§9§2ﬂf,0§¢§

NN

1<p<4cos¢}.

Entao:

//S?-stz

2n rm/4 r4cose
=/ / / ptsen¢ dpdpdo =
0 JoO 1

4cos ¢

2n 727/4 p5
:/ / sen(p{—} dedo =
0o Jo 54
2r rm/4
21/ / (45cos5¢sen¢—sen¢) dode =
5Jo Jo
/4

2 5
21/ [—4—c036¢+cos¢} do =
5o 6 .

6 2
1 4° \/E \/E 4°

_?(EEJ“ 2 _1)_
_2m (4T V2 B
== (—3 +5 —1)_



AuULA 15

1. Calculemos a intersecdo das superficies:

{x2+y2+z2 = a

2 1\2 _a)2 — a2
Z:a_y:>x+y+(y a)-=a =

2 _a)?
:»x2+2(y—g) SN SN vk 1N

, . a .. av2 a
que é uma elipse de centro <O, 5 ) € semieixos \2—[ €5

Esta elipse é a projecdo de C sobre o plano xy. A curvaC
com a orientagdo escolhida pode ser visualizada na figura
que se segue.

Considere a superficie S, por¢do do plano z=a—y, limi-
tada por C, que pode ser vista na figura a seguir.




De acordo com a orientacdo de C = 9S, segue que T
aponta para cima.

~ N 0z Jz
Entdo, 7 = T onde N = (—5, -5 1) —(0,1,1).
Logo, T = 0\/1§1> e dS = /2 dxdy. Temos:
77 K

X ay dz
3y+z x+4y 2x+y
=(1,1-2,1-3)=(1,-1,-2).

Do teorema de Stokes, temos:

a7 = [ [ rotF -7 as—

_ 1 o (011 _
_//(1, 1,-2)- L2 V2 duty =

—// ) dxdy = —3-A(D) =

a2 a_ 8V2ma
2 2 4

2. A curva com a orientacdo que escolhemos pode ser visua-
lizada na figura a seguir.

Consideremos a superficie S, por¢do do cone

Zz=/X2+(y—1)2 que se projeta no plano xy segundo
o disco D : x? +y? < 1 (veja a figura que se segue).



De acordo com a orientacdo escolhida para C, resulta que

T aponta para cima. Entio, W = N onde
p p W

(92 9z N\ _(_ X ~(y-1)
W_< ox’ 3y’1) ( \/X2+(y—1)2’\/X2+(y—1)2’1)'

Como HWH = \/1+(7 /2 entdo

n:i< —X ~(y-1) 1)
V2 \ 2+ (y-127 2+ (y-1)2’

e dS = /2 dxdy. Temos:

- = —

i j k
9 2
d d

0
rot? = Ix
2

2xy  (L—y)z+x%+x X?Jrez

N

= (=1+y, =X, 2x+1—2x)
= (—14y, —x, 1).

Do teorema de Stokes, vem:

?{? 47 = //rot? T ds = // 14y, —x,
<\/x2 R ygllz’ )dXdy_

(] (2 ) oy

://D dxdy = A(D) = 7




3. Considere a superficie S, porcdo da esfera x2 4+ y? +22 =

= a2, limitada por C, que pode ser vista na figura que se
segue.

Temos que S pode ser parametrizada por:

o(¢, 0) = (asen¢cosO, asengsenO, acos¢)

com (¢, 8) e D = [0, g] X [0, g] De acordo com a
orientacdo de C, segue que T é exterior & esfera. Logo,
= % Temos que dS = a%sen¢ d¢d6.

Do teorema de Stokes, temos:

fﬁd_) //rot? W dS= // —2y, 7) z)dS:
:5//S(x2—2y2+22)d825//8(a2

:1// (a? —3a%sen?¢gsen’6)a’sen¢g dgpdo =
a./.Jb

:a3// (sen¢ —3sen®gsen’6) dpdo =

= a3/0n/ [Gsenq) —sen3¢ (6— senzze)]:/"' do =




4. a ComodomF =R3e

— - —
i j K
X ay 0z
2X2+y? 2xy+3y? el 4x?
—(0,2x—2x,2y—2y) = O

entdo, pelo teorema das equivaléncias, segue que ?
€ conservativo.

b. Encontremos os pontos de interse¢ao:

z = 9-x2—y?
7 = —4 = —4=9-x*-4 =
y = 2

= x2=9 = x=43.

Ent&o, as extremidades da curvaC sdo A= (—3,2,—4)
eB=(3,2,—4). Orientemos C de A para B. Também
do teorema das equivaléncias segue que a integral
de linha ndo depende do caminho que liga A a B.
Ent&o, consideremos o segmento de reta AB, dado
porz=—-4ey=2,com-3<x<3dondedz=0e
dy = 0. Entdo:

/?u?:

C

:/ (2xz+y?) dx+ (2xy +3y?) dy+ (e* +x?) dz =
c

3 3
:/(—&+®dkzy4%+ﬂ} —24.
-3 -3

5. O esbogo da superficie S esta representado na figura que
se segue.




Como T tem componente z positivo, entdo T aponta para
o interior de S. Logo, a orientacdo de C = dS é no sentido
anti-horério quando vista de cima. Use a regra da mao
direita para se convencer.

Pelo Teorema de Stokes, temos

//Srot?-WdS:jéf-d_r>

onde C & dada por C:z =1, x> +y?> =1. Logo, uma
parametrizacdo de C é dada por C : y(t) = (cost,sent, 1),
com 0 <t <2xr. Temos:

& 2n . B
j{:?.d F _/0 F (y())-7(t) dt =
= /Ozn(sent,O,O) -(—sent,cost,0) dt =

2r 2
:—/ senztdt:—l[t—senm} = 7.
0 2 2 0

Logo: //rot?~ﬁ>dS: —7.
s

. Da descricdo de S, temos

X =rcos6 1)

y=rsend (2)

z=r 3)
com

0<r<1e0<6<2r 4)

De (1), (2), (3) e (4), temos que S & um cone dado por
S:z=+/X2+y2, com0<z<1.




Note que o bordo de S, 95, é a circunferéncia x? +y? = 1,
contida no plano z = 1. Como T & exterior a S, ent&o
0 bordo dS esta orientado no sentido horario quando vista
de cima. Parametrizando dS—, temos dS™ : y(t) =
= (cost,sent,1), com 0 <t < 27 donde Y(t) =
= (—sent,cost,0). Pelo Teorema de Stokes, temos

//Srot?-WdS:ng?-d?:
:—/asﬁ.d—ﬁz

- [TROw) ywa-
21

— _/ (cos?tsent, 2sen3t, 3)-
0

-(—sent,cost,0) dt =
2
— _/ (—cos?tsen?t 4 2sentcost) dt =
0
1 2

21
=3 4cos?tsen?t dt —2/ sen3tcost dt =
0 0

1 2r 2r
= —/ sen?2t dt — 2/ sen3tcost dt =
4 Jo 0

1 2 2w
= g/ sen®2t d(2t) —2/ sen’t d(sent) =
0 0

sen4t] n ) [sen“t} t g
o 4

1
'E[Zt_ 2 1o 4 1

| =

7. Calcular a integral diretamente é uma tarefa dificil. Entéo,
calculemos o rotF . Temos:

— — -
i ] k
otF =|  9/ox 3/dy 2/07 |=

eV—ze X ef—xeYV e*—ye?
=(—e?+e %, —eX4e ¥, —eVte V)=

—(0,0,0)= 0.

Como dom? =R3 ent3o, pelo Teorema das Equivaléncias,



segue que f € um campo gradiente, isto &, existe um
campo escalar ¢(x,y,2), tal que:
(

do Y _ a—X
W e ze 1)

Vo—F emR3 & g—z’) = eZ-xe?V (2

a_(P _ —X __ yn—2Z
5 = e ye= %t (3)

Integrando (1), (2), (3) em relacdo a x, y e z, respectiva-
mente, temos:

o(x,y,z) =xe YV +ze *+A(y,z)
o(X,y,2) =ye ‘+xe Y +B(x,2)
o(x,y,2) =z " +ye *+C(X,y)

Por inspecdo, temos que:

Aly,2) =ye™
B(x,z) =ze™*
C(x,y) =xe™.

Logo, ¢(X,y,z) = xe Y +ze % 4 ye~*. Entdo, temos que

/C?.d? = ¢(1(1)) — ¢(1(0))

onde:
In2 l1—e
y(1) = (maseng, 1——e> =(1,1,1)
Inl 1—¢0
70 = (.50, 22 ) - 0,0.0).
Logo:

/C?.d?=<p<1,1,1>—<p<0,0,0>=

= (e t+et+e ) —(0+0+0)=3eL.



8. O esboco de C esta representado a seguir.

7 = 5-y°
Resolvendo o sistema z =1 obhtemos
X+z = 5
A=(4,-2,1)eB=(4,2,1). Temos:
— —
i j ?

otF =| 9/ox  9/dy /a7 |=
yz+x3 xz+3y? xy+4

= (x—xy—y,2-2)=0.

Como domf =R3 ent3o, pelo Teorema das Equivaléncias,
é um campo gradiente, isto &, existe ¢(X,y,z) tal que
Vo —F emR3 ou

(do 3

% = yz+x° (1)
o 2
i Xz+3yc (2)
22 _ yt4 (3)
\ 82

Integrando (1), (2), (3) em relagdo a x, y e z, respectiva-
mente, temos:

4

O(x.Y.2) =Xz + 7 +A(Y,2)
P(X,Y,2) = xyz+y3 +B(x,2)
@(X,Y,2) = xyz+4z+C(x,y)



Por inspecdo, vemos que
Ay,z) =y*+4z
4
B(x,z) = XZ—|—4Z
4
Cixy) = +y°.
Logo, temos que
4
O(x.y.2) =xyz+ " +y° 442
é uma funcgéo potencial de F. Assim:
LF -7 =0B)- () = p(4.21)—p(4,-2,1) =

— (844+8+4)— (—8+4—8+4)=24+8=32.

. Esbocando o cilindro parab6lico z = y?> e o plano
X—+2z =1, vemos que 0s pontos A1, Ay e A3 S30 comuns as
duas superficies. Ligando-os, temos um esboAgo de C na
figura que se segue.

Observe que calcular /? -dF pela definicdo & uma ta-
cC .
refa extremamente complicada. Temos:

= = -
i ] K

(Ot = 9 9 9 -
ox ay 0z

_2y+esenx —7+4Yy X3+esenz

—(1,-3x2,2) £ 0.



Logo, ? ndo é conservativo. Para aplicar o teorema de
Stokes, devemos fechar C utilizando o segmento de reta
C1 que liga Az a Ay.

Seja S a porcdo do plano x +z = 1, limitada por
C = CUCq e que se projeta no plano yz segundo a regido
D cujo esboco se segue.

Descrevemos S por S :x = 1—1z = f(y,z), com
(y,z) € D: —lg y<le y2 <z < 1. Considerando a
orientacdo de C = dS, segue que a normal a S esté voltada

para cima. Um vetor normalaSé N = (1, —fy, —f;) =
= (1,0,1). Logo, T = (1%/;) e dS = v/2dydz. Pelo teo-

rema de Stokes, temos:

/c?'d_r)Z//srot?-st:
- //D(l’_3<1_2>272>‘(1,0,1)dydz:

://D(1+2)dydz:3//Ddydz:



10.

3 1 ldd 3 e 2)d
=3 oy =a ] @)y -
_afy ] —6(1—1)—4
= 3] ., 3)

/C?.d?+/c F.d7 —4.

ou

Calculo de/ F.d7
Cy

Temos C; :z=1, com x=0¢e -1 <y <1 donde
dz = dx = 0. Entdo:

/C ?-d—ﬁ:—/cﬁ-d?:

1
- [ Quyndy=- [ (~1+y)dy—
c; -1
)11
S
=—|-y+ =2.
2]

Logo:

/?-d?=4—2:2.
C

Da parametrizacdo de C, temos x = 4cost, y = 4sent e
z=4—4cost, com 0 <t < 27 donde x> +y? =16 e
z=4—x. Logo, C & a curva interse¢cdo do cilindro
x? +y? = 16 com o plano z = 4 — x, orientada no sentido
anti-horario quando vista de cima.

ZA




Seja S a por¢do do plano z = 4 —x, limitada por C.

ZA

p .

Lipte

Da regra da m3o direita, vemos que T aponta para cima.
A superficie S pode ser descritapor S:z=4—x = f(x,y),
com (x,y) € D: X2 +y2 < 16. Temos N = (—fy, —fy,1) =

= (1,0,1), donde T = (1%/;) e dS = /2 dxdy. Temos:
7T 4

rotF = | 2 9 9 —(1,1,1).
X ay 0z

z—y In(1+y?) In(1+2%)+y

Logo, do teorema de Stokes, temos:

/C?.d?://srot?-ﬁdS:
://[)(1,1,1)~(1,0,1)dxdy=

://D(l+1)dxdy:

=2A(D)=2-1-4>=32x.

AULA 16

1. Como C esta orientada no sentido horario, ndo podemos
aplicar o teorema de Green. Entdo, denotemos por C~ a
circunferéncia orientada no sentido anti-horéario. Seja D a
regido delimitada pela circunferéncia.



A\

Temos, entao:

%;ﬁd_* /] (29— %) dxay =
://D(Sx+3)dxdy:3//D(x+l) dxdy.

Passando para coordenadas polares:

X2 +y? =2y =r?>=2rsenf =r =2sen6.

Entao:

T r25en0
f{ ?.d?::g// (rcos®+1)rdrd6 =
- 0.Jo

T r25en0
:3// (r’cos® +r)drde =
0 Jo

2sen6

r3
_3 cosG+ do =
0

_3/ sen300039+25en2 >d9:

T
_3[8 sen* 9+2 _(e_senZGHOZ

2
=3(0+m) =3m.

é?u?:—f'?u?
ﬁ?n?_—

Mas:

Logo:



2.

a. Seja F= (P,Q) = (senxy-+Xycosxy, x?cosxy), para

todo (x,y) € R?. Temos:

aQ JP

ox  dy
= (2xcosxy — x?ysenxy) —
—(xcosxy +xcosxy — X?ysenxy) =
=0
em R2. Como R? & um conjunto simplesmente co-

nexo entdo, pelo teorema das equivaléncias segue
que | & independente do caminho.

. Também do teorema das equivaléncias temos que ?

€ conservativo.

Construcgao de uma funcao potencial para f

Temos:
¢
o senxy +xycosxy (1)
ado o
= X COSXY 2

Integrando (2) em relagdo a y, temos:
@(x,y) =xsenxy + f(x) (3)

onde f(x) & uma “constante” de integracdo. Deri-
vando (3) em relacdo a x e usando (1), temos:

senxy +xycosxy + f'(x) = senxy + xycos xy

ou f/(x) =0. Logo, f(x) =c. Fazendo ¢ = 0, temos
uma funcéo potencial

P(X,y) = Xxsenxy
em R2. Logo:

I =¢(0(1)) —¢(a(0)) =0(0,1) —(-1,1) =
=0—(—1)sen(—1) =sen(—1) = —senl.



3. Temos que:

M://Sf(x,y,z) dS://sxzdS,

onde S esta ilustrada na figura que se segue.

Uma parametrizagdo para S & dada por
o(t,z) = (2cost,2sent,z)

0<t<2r

onde (t,Z)GD:{0§z§3—Zcost '

Temos que ‘Z—‘f = (—2sent, 2cost, 0) e %—f =(0,0,1)
donde

— - -
i ] k

%—‘fxg—fz —2sent 2cost 0 |=(2cost, 2sent, 0).
0 0 1

Como dS = Haa—‘f X %—f” dtdz, entdo dS = 2 dtdz. Logo:
M= // (2cost)?- 2 dtdz =
D

2r  r3—2cost
= 8/ / cos’t dzdt =
o Jo



2m
= 8/ (3cos?t —2cos’t) dt =
0

21 21
- 24/ cos?t dt — 16/ cos®t dt.
0 0

%nm}z”
=TT e

21 ) 1
Temos: / cos‘t dt = —[t+
0 2 2 0

21 21
/ cos’t dt = / cos’t - cost dt =
0 0

o 2 senst] "
:/ (1—sen“t) d(sent) = [sent — —0.
0 3 0

Logo: M = 24w u.m.

4. A curva C é constituida de trés partes e pode ser visuali-
zada na figura a seguir.

Calcular I usando a defini¢do & uma tarefa penosa. Calcu-
lemos entdo através do teorema de Stokes. Seja S a por¢ao
do plano x+y+z = 1 delimitada pela curva C. De acordo
com a orientaco de C, devemos tomar T apontando para
cima. As figuras que se seguem mostram S e sua projecado
sobre o plano xy.

X+y=1




Temos S:z=1—-x—-y = f(x,y), com (x,y) € D :
0<x<1,0<y<1—x

Comoﬁ:( or a1 1):(
1

Ty 1,1,1) aponta para cima

N (111
entdo temos que T = =222 e dS = /3 dxdy.
IN| V3

Por outro lado

— — —
i ] K
rotF = % % % = (2z, 2x, —2y) .
e py? o 72 e 2

Do teorema de Stokes, temos:

fé:?-d_r)://srotﬁ-ﬁdS:

://D (2(1—x-y), 2%, —2y) - (1’\%1) -V/3 dxdy =

:// (2—2x—2y+2x—2y) dxdy =
D

:2//D(1—2y) dxdy:2/01/01X(1—2y) dydx =

! 21X ! 2
:2/0 [y—y]o dx:2/O (1-x—142x—x%) dx=

1 2 3711
_ W\ gy o XX 1
_2/0 (x x)dx_Z[2 3]0_3.

5. Note na figura que se segue que a superficie S ndo é fe-
chada.




Da complexidade do campo ? calcular o fluxo direta-
mente ndo é uma tarefa simples. Entdo, tentemos usar o
teorema de Gauss. Para isso, devemos fechar a superficie
Scoma porgao Sidoplanoz=1, dellmltada pela circun-
feréncia x? +y = 3, orientada com nl - k Afiguraa
seguir mostra o solido W delimitado por S e S;.

Como estamos nas condi¢es do teorema de Gauss, te-

//?%ds+//5?nld
:///Wdiv? dxdydz://w(0+0+1) dxdydz —

4*X2*y2
:/// dxdydz:// / dz| dxdy =
w D |J1
2n
_// 3 x—y dxdy // rdrde_
2 /3 2n V3
=[] er-r)ardo = | [3-f—q d6 =
o Jo 0 2 4,

9 9 Ir
=(3-3)27=7F



//S F.nds=

_ // (earctgd, eln(x?+1), 1)-(0,0,~1) dS =
S1

:—/ ds = —A(S1) = —x(v3)? = —3x.
Logo: //f dS-—+37r—15—7r

2

. O calculo direto da integral parece uma tarefa impossivel,
mas o Teorema de Green fornece um outro método de

2
resolucdo. TemosP = — 1:3)’(2 = X+arctgx donde

Q oJP 1 X2
W_a_y_1+1+x2 < 1+x2+2y)

_1+”X _oy=2-2y=2(1-y).
Entao:

I_// af ap dxdy 2//1 y) dxdy

onde D € a regido do plano limitada por C, conforme a
figura que se segue.

A regido D pode ser vista como tipo II:
D={(xy)|0<y<2,0<x<4-2y}.

Logo,

4-2y
I_Z// (1—y)dxdy = 2/1y4 2y) dy =

2

3
_4/ (2—3y+y?) dy = 4{2y—— yg} =2
0



7.

a. Considerando-se que x? + y? = 2x & equivalente a
(x—1)24+y? = 1, entdo o esbogo de S esta repre-
sentado na figura que se segue.

Seja (x,y,z) € S. Entdo x e y satisfazem
(x—1)2+y?=1. Logo

X =1+ cost
y = sent

com0 <t <2xm. Como —1 <z <x?+4Yy?=2xentdo
—1<z<2+2cost.

Adotando t e z como pardmetros, temos que uma
parametrizacdo para S é dada por

o(t,z) = (14 cost,sent,z)

0<t<2m
—1<z<2+2cost

com (t,z) e D: {
b. Temos:

O = (—Sent,COSt,O) e Q= (070,1)

donde
T K

¢ x @, =| —sent cost O |=(cost,sent,0).
0 0 1

Logo, [[@x x ¢, = 1.



Como A(S) ://DH(p[ X ¢ || dtdz, entdo

2n  p2+2cost
A(S):// dtdz:/ / dzdt —
D 0 -1

2 2m
:/ (3+2cost) dt = [3t+25ent]0 =67 u.a
0

c. O fluxo é dado por:

cp://sﬁ-ﬁds

onde W = (—cost,—sent,0) pois T aponta para
dentro de S.

Como dS = ||¢x x ¢;|| dtdz entdo dS = dtdz.
Logo:

(D://Df((p(t,z))-ﬁdtdz:

://D(3+3cost—3—sent,33ent+1+
+cost — 1, e%"?) . (—cost, —sent,0) dtdz =
://D(3cost—sent,3sent+cost,ese“2)~
-(—cost,—sent,0) dtdz =
://D(—3c032t+sentcost—35en2t—

—sentcost) dtdz =
://—Sdtdz:—3// dtdz.
D D

Como // dtdz = 67 (ver item (a)), entdo
D

d=-18~x.

8. O eshoco de C esta representado na figura que se segue.



Considerando o sistema

7 —xiy?
X2+ (y—1)2 =1oux?+y?=2y

temos z = 2y. Isto significa que a curva intersecdo C esta
contida no plano z = 2y. Ent&o, seja S a superficie por¢do
do plano z = 2y, limitada por C. Logo, dS = C. Temos

S:z=2y=f(xy)
com

(xy)eD: x4+ (y—1)2<1oux?+y><2y.

O esboco de D esta representado na figura que se segue.

Como dS = \/1 +(z0)? + (zy)zdxdy entao

dS = /1404 22dxdy = v/5dxdy.



De acordo com a orientacdo de C = dS, devemos tomar
T apontando para cima. EntZo,

W (72X,72ya1> _ (05_271)

TR
Temos que:
77K
rotF = | 9/9x 9/dy d/oz =(0,0,x—2).
2y g V1+28

Pelo Teorema de Stokes, temos:

£?~d?://srot?~ﬁdsz
~ [[0.0x~2)- CZ8 . B auay -

://D(X—Z) dxdy.

Passando para coordenadas polares, temos:

X = rcos6
y = rsenf
dxdy = rdrdé
X24+y? = 2y=ri=2rsenf =

=r=00Ur=2sen6

Do esboco de D, temos que D¢ & dado por

D, 0<6<rm
) 0<r<2send -

Entao:

j{?.d?:// (rcos® —2)rdrd6 =
C Dyg
:// (r?cos6 —2r) drd6 =

Dro

T r25en0
:// (r?cos® —2r) drd =
0Jo



9.

a. Temos:

= = -
i ] K

d d d

ox ay 0z

3x%yz+e* X3z x3y+xe? + 372
= (x3 —x3, 3x%y +e? —e? — 3x?y, 3x’z—3x°z) =
—(0,0,0)= 0.
Como dom? = RR3, que & um conjunto simplesmen-

=T ent |
te conexo e rotF = 0, entdo pelo teorema das equi-
valéncias, segue que F & conservativo.

b. O esboco de C esta representado na figura que se
segue.

O trabalho W é dado por:

W:L?u?.

Como ? é conservativo, logo existe uma funcao



0(x,y,2), tal que Vo = F em R3, isto &,

99 2 z
W_SX yz+e 1)
do _ .3

a—y_xz (@)
29

3 z 2
5 = Xy+xe +3z¢ (3)

Integrando (1), (2) e (3) em relag@o a x, y e z respec-
tivamente, temos

o(x,y,2) =x°yz +xe’ + f(y,2) (4)
o(x.y,2) =x°yz+9(x,2) ()
o(x,y.z) =x%yz+xe’ +2° +h(x,y) (6)

De (4), (5) e (6) vemos que f(y,z) =23, g(x,z) = xe?
e h(x,y) = 0. Logo:

o(x,y,2) = xX°yz+xe? +7°
é uma funcao potencial de ? Ent&o:

W =¢(B)—¢p(A) =
= (P(l?lao) - (p(—l,l,O) -

=el— (&%) =2 uo.

10. O eshoco de S esta representado na figura que se segue.




Como T aponta para baixo, ent&o o bordo de S, 9S, esta
orientado no sentido horario quando visto de cima. Para-
metrizando dS, no sentido anti-horério, temos dS™ : x =
=cost, y=sentez=1 com 0 <t <2m Logo,
dx = —sent dt, dy = cost dt e dz = 0. Do teorema de
Stokes, temos:

//Srot?~ﬁ>dS:/aS?-dT>:
:—/as_?-d?:

=— P(x,y,1) dx+Q(x,y,1) dy+R(x,y,1)-0=

95~

=— [ vyeltdx—xettdy=
39S~

= — ydx—xdy=
a5~

= —/027[ [(sent)(—sent) — (cost)(cost)] dt =

2r
= —/O (—sen’t —cos?t) dt =

21
:/ dt =2x.
0






