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INTEGRAIS DUPLAS

1

O b j e t i v o s
1 compreender a noção de integral dupla;
2 estudar algumas propriedades;
3 estudar o Teorema de Fubini para retângulos;
4 estudar uma versão mais geral do Teorema de

Fubini;
5 calcular Área e Volume.
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Caderno de Cálculo IV | Integrais Duplas

INTEGRAIS DUPLAS

No Cálculo II, você aprendeu as integrais definidas. Agora,
no Cálculo IV, pretendemos estender essa ideia para integrais
duplas e triplas de funções de duas ou três variáveis.

Então consideremos uma função f : D ⊂ R
2 → R, onde D é

um conjunto fechado e limitado (também conhecido como con-
junto compacto). Como D é limitado, então existe um retângulo
R = [a,b]× [c,d], tal que D ⊂ R.

y

d = yn

y j

y j−1

y0 = c

Δy

a = x0 xi−1 xi b = xn x

Δx

D

R

Ri j

(x∗i ,y∗j)

f

R

Vamos dividir o retângulo R em subretângulos Ri j da se-
guinte maneira: dividimos os intervalos [a,b] e [c,d] em n sub-
intervalos de mesmo comprimento Δx = b− a

n
e Δy = d− c

n
, res-

pectivamente; traçamos retas verticais e horizontais pelas extre-
midades desses subintervalos. Vamos escolher

(
x∗i ,y∗j

) ∈ Ri j e
formemos a soma

Sn =
n

∑
j=1

n

∑
i=1

f
(
x∗i ,y∗j

)
ΔxΔy =

n

∑
i, j=1

f
(
x∗i ,y∗j

)
ΔA

onde f
(
x∗i ,y∗j

)
= 0 se

(
x∗i ,y∗j

)
/∈ D.

Esta soma é dita soma de Riemann de f . Se existir lim
n→∞

Sn=L
dizemos que f é integrável e o número L é dito integral de f
sobre D e é indicado por

∫ ∫
D

f (x,y)dxdy ou
∫ ∫

D
f (x,y)dA ou∫ ∫

D
f dA. Assim,

∫ ∫
D

f (x,y)dxdy = lim
n→∞

n

∑
i, j=1

f
(
x∗i ,y∗j

)
ΔxΔy .

8 C E D E R J



�

�

�

�

�

�

�

�

A
U

LA
1

1
M

Ó
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� i. Prova-se que se f é contı́nua em D, então f é in-
tegrável.

ii. Se f (x,y) ≥ 0 é contı́nua em D, então o gráfico de
f
(
Gf

)
está acima do plano xy. Então o volume do

sólido W que está abaixo de Gf e acima de D é dado
por

V (W) =

∫ ∫
D

f (x,y)dxdy .

Logo, para achar o volume do sólido W , integramos
f (x,y) (o “teto”) sobre D (o “piso”).

x

y

z

W

Ri j(x∗i ,y∗j)

Gf : z = f (x,y) (“teto”)

(“piso”)

iii. Se f (x,y) = 1 em D, então∫ ∫
D

1dxdy =
∫ ∫

D
dxdy = A(D) = Área de D .

iv. Propriedades:

iv.1.
∫ ∫

D
( f +g)dA =

∫ ∫
D

f dA+
∫ ∫

D
gdA

iv.2.
∫ ∫

D
k f dA = k

∫ ∫
D

f dA, k ∈ R

iv.3. D=D1∪D2 ⇒
∫ ∫

D
f dA=

∫ ∫
D1

f dA +
∫ ∫

D2
f dA

D1
D2

C E D E R J 9
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Caderno de Cálculo IV | Integrais Duplas

UM MÉTODO PRÁTICO PARA CALCULAR INTE-
GRAIS DUPLAS

Teorema 1.1 (Teorema de Fubini). blablabla

Se f (x,y) é contı́nua no retângulo D = [a,b]× [c,d], então
∫ ∫

D
f (x,y)dxdy =

∫ b

a

[∫ d

c
f (x,y)dy

]
dx

=
∫ d

c

[∫ b

a
f (x,y)dx

]
dy

ou∫ ∫
D

f (x,y)dxdy =
∫ b

a

∫ d

c
f (x,y)dydx =

∫ d

c

∫ b

a
f (x,y)dxdy︸ ︷︷ ︸

integrais iteradas ou repetidas

�

�

�

�
Exemplo 1.1. blablabl

Calcule
∫ ∫

D
xy2 dxdy, sendo D = [0,1]× [−1,0].

Solução: Temos
∫ ∫

D
xy2 dxdy =

∫ 1

0

∫ 0

−1
xy2 dydx .

Primeiro calculamos a integral interna. Logo:
∫ ∫

D
xy2 dxdy =

∫ 1

0
x
[

y3

3

]0

−1
=

1
3

∫ 1

0
x
[
0− (−1)

]
dx =

=
1
3

∫ 1

0
xdx = 1

3

[
x2

2

]1

0
=

1
6
.

CÁLCULO DE INTEGRAIS DUPLAS EM REGIÕES
MAIS GERAIS

Suponhamos agora, que D seja diferente do retângulo
[a,b]× [c,d]. Então vamos definir dois tipos de região.

10 C E D E R J
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Definição 1.1. blablabla

Dizemos que D é uma região do tipo I ou uma
região simples vertical se D for limitada à esquerda pela reta
vertical x = a, à direita pela reta vertical x = b, inferiormente
pela curva de equação y = g1(x) e superiormente pela curva
y = g2(x), onde g1 e g2 são contı́nuas.

As figuras que se seguem ilustram regiões do tipo I:

xx

y

y = g1(x)

y = g2(x)

D

(x,y)

a b xx

y

y = g1(x)

y = g2(x)

D

(x,y)

a b

xx

y

y = g1(x)

y = g2(x)

D
(x,y)

a b

Logo, D =
{
(x,y) ∈ R

2 | a ≤ x ≤ b e g1(x)≤ y ≤ g2(x)
}

.
Prova-se que:

∫ ∫
D

f (x,y)dxdy =
∫ b

a

∫ g2(x)

g1(x)
f (x,y)dydx .

Definição 1.2. blablabla

Dizemos que D é uma região do tipo II ou uma
região simples horizontal se D for limitada inferior-
mente e superiormente por retas horizontais y = c e y = d,
respectivamente, pela esquerda pela curva x = h1(y) e pela
direita pela curva x = h2(y), onde h1 e h2 são contı́nuas.

C E D E R J 11



�

�

�

�

�

�

�

�

Caderno de Cálculo IV | Integrais Duplas

As figuras que se seguem ilustram regiões do tipo II:

x

x

y

x = h1(x)
x = h2(x)

D

c

d

x

x

y

x = h1(x)

x = h2(x)D

c

d

x

x

y

x = h1(x)

x = h2(x)
D

c

d

Logo, D =
{
(x,y) ∈ R

2 | c ≤ y ≤ d e h1(y)≤ x ≤ h2(y)
}

.
Prova-se que:

∫ ∫
D

f (x,y)dxdy =
∫ d

c

∫ h2(y)

h1(y)
f (x,y)dxdy .

�

�

�

�
Exemplo 1.2. blablabl

Calcule por dois métodos a integral de f (x,y) = xy sobre a
região D limitada pelas curvas y = x e y = x2.

Solução: As curvas se inter-
ceptam quando x2 = x ou
x(x−1) = 0, logo x = 0 ou x = 1.
Assim, os pontos de interseção
são (0,0) e (1,1). Logo, o esboço
de D está representado na figura
ao lado.

xx

y

y = x

y = x2D

(x,y)

1

1

12 C E D E R J
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Método 1

Enquadrando D como tipo I, temos

D =
{
(x,y) ∈R

2 | 0 ≤ x ≤ 1 e x2 ≤ y ≤ x
}
.

Então:∫ ∫
D

xydxdy =
∫ 1

0

∫ x

x2
xydydx =

∫ 1

0
x
[

y2

2

]x

x2
dx =

=
1
2

∫ 1

0
x
(
x2 − x4) dx = 1

2

∫ 1

0

(
x3 − x5) dx = 1

2

[
x4

4
− x6

6

]1

0
=

=
1
6

(1
4
− 1

6

)
=

1
24

.

Método 2

x

y

y

x = y

x =√yD

1

1

Enquadrando D como tipo II, temos

D =
{
(x,y) ∈ R

2 | 0 ≤ y ≤ 1 e y ≤ x ≤√
y
}
.

Então:∫ ∫
D

xydxdy =
∫ 1

0

∫ √y

y
xydxdy =

∫ 1

0
y
[

x2

2

]√y

y
dy =

=
1
2

∫ 1

0
y
(
y− y2) dy = 1

2

∫ 1

0

(
y2 − y3) dy = 1

2

[
y3

3
− y4

4

]1

0
=

=
1
2

(1
3
− 1

4

)
=

1
24

�

�

�

�
Exemplo 1.3. blablabl

Calcule, por integral dupla, a área da região plana D limitada
pelas curvas y = x3 e y =

√
x .

C E D E R J 13



�

�

�

�

�

�

�

�

Caderno de Cálculo IV | Integrais Duplas

Solução: O esboço de D está representado na figura que se segue.

x

y
y = x1/2

y = x3

y = x3

D

1

1

y =
√

x = x1/2

Podemos descrever por

D :
{

0 ≤ x ≤ 1
x3 ≤ y ≤ x1/2 .

Então:

A(D) =

∫ ∫
D

dxdy =
∫ 1

0

∫ x1/2

x3
dydx =

∫ 1

0

(
x1/2 − x3) dx =

=

[
2
3

x3/2 − x4

4

]1

0
=

2
3
− 1

4
=

5
12

u.a.

�

�

�

�
Exemplo 1.4. blablabl

Calcule o volume do tetraedo W com faces nos planos coor-
denados e no plano x+ y+ z = 3.

Solução: O plano x + y+ z = 3 passa pelos pontos A = (3,0,0),
B = (0,3,0) e C = (0,0,3). Assim, o esboço de W é:

x
y

z

A
B

C

W

teto de W

D (piso)

x

y

3

3

D

x+ y = 3

y = 3− x

y = 0

14 C E D E R J
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Ó
D

U
LO

1

Observemos que o teto de W é a porção do plano x+ y+ z = 3 ou
z = 3− x− y = f (x,y) e o piso de W é o triângulo D. Então:

V (W ) =
∫ ∫

D
f (x,y)dxdy =

∫ ∫
D
(3− x− y)dxdy =

=
∫ 3

0

∫ 3−x

0
(3− x− y)dydx =

∫ 3

0

[
3y− xy− y2

2

]3−x

0
dx =

=
∫ 3

0

[
3(3− x)− x(3− x)− (3− x)2

2

]
dx =

=
1
2

∫ 3

0
(9−6x+ x2)dx = 1

2

[
9x−3x2 +

x3

3

]3

0
=

9
2

u.v.

Exercı́cio 1.1.

1. Calcule I =
∫ ∫

D
yex+y2 dxdy, sendo D = [−1,1]× [0,1].

2. Determine a região D e troque a ordem de integração das
seguintes integrais:

a. I =
∫ 1

0

∫ √
x

x3
f (x,y) dydx.

b. I =
∫ 1

0

∫ 1−√y

−
√

1−y2
f (x,y) dxdy.

3. A integral abaixo não pode ser calculada exatamente, em
termos de funções elementares, com a ordem de integração
dada. Inverta a ordem de integração e faça os cálculos em

I =
∫ 1

0

∫ 1

y
ex2

dxdy .

4. Utilizando integral dupla, calcule a área da região D limi-
tada pelas curvas y2 =−x, x− y = 4, y =−1 e y = 2.

5. Calcule
∫ ∫

D

y
1+ x2 dxdy, onde D é a região limitada por

y = 0, y =
√

x e x = 4.

6. Inverta a ordem de integração e calcule seu valor em

I =
∫ 1

0

∫ √y

√y/2
ex3

dxdy+
∫ 4

1

∫ 1

√y/2
ex3

dxdy .

C E D E R J 15
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Caderno de Cálculo IV | Integrais Duplas

7. Encontre por integração dupla a área da região no plano
xy, limitada pelas curvas y = x2 e y = 4x− x2.

8. Determine a área da região limitada pelas curvas x = y3,
x+ y = 2 e y = 0.

9. Calcule o volume do sólido W , no primeiro octante, limi-
tado pelas superfı́cies z = 4− x2, y = 0, z = 0 e x+ y = 2.

10. Calcule o volume do sólidoW limitado pelos planos x= 0,
z = 0, x+ y = 9 e pelo cilindro parabólico z = 9− y2.

16 C E D E R J
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MUDANÇA DE VARIÁVEIS NA INTEGRAL
DUPLA

2

O b j e t i v o s
1 aprender a fazer mudança de variáveis em inte-

grais duplas;
2 estudar uma mudança de variáveis bastante usada:

coordenadas polares.
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MUDANÇA DE VARIÁVEIS NA INTEGRAL
DUPLA

No Cálculo II, você aprendeu a fórmula da mudança de variável
para uma função de uma variável:

∫ b

a
f (x)dx =

∫ d

c
f (g(u))g′(u)du .

Para as integrais duplas, temos uma fórmula análoga.

Uma mudança de variáveis num subconjunto do R
2 é dada

por uma transformação

ϕ : Duv ⊂ R
2 −→ R

2

(u,v) �−→ (x,y) = ϕ(u,v) =
(
x(u,v), y(u,v)

)
de classe C1 e injetora no interior de Duv.

u

v

Duv

ϕ

x

y

Dxy = ϕ(Duv)

f

R

Suponhamos que o jacobiano de ϕ , Jϕ(u,v), seja diferente
de 0, isto é,

J = Jϕ(u,v) =
∂ (x,y)
∂ (u,v)

=

∣∣∣∣∣∣∣
∂x
∂u

∂x
∂v

∂y
∂u

∂y
∂v

∣∣∣∣∣∣∣ 
= 0 .

Prova-se que dxdy = |J| dudv.

Seja Dxy = ϕ (Duv). Então se f (x,y) é contı́nua em Dxy, te-
mos:∫ ∫

Dxy
f (x,y)dxdy =

∫ ∫
Duv

f
(
x(u,v), y(u,v)

) |J| dudv .

18 C E D E R J
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� Pelo teorema da função inversa, o jacobiano de ϕ−1 é
dado por

Jϕ−1(x,y) =

∣∣∣∣∣∣∣
∂u
∂x

∂u
∂y

∂v
∂x

∂v
∂y

∣∣∣∣∣∣∣=
(
Jϕ(u,v)

)−1
=

1
J (ϕ(u,v))

.

�

�

�

�
Exemplo 2.1. blablabl

Calcule, utilizando uma mudança de variáveis conveniente, a
integral

∫ ∫
Dxy

(x+ y)6

y− x
dxdy, sendo Dxy a região limitada pelas retas

y+ x = 3, y+ x = 5, y− x = 1 e y− x = 3.

Solução: O esboço de Dxy está representado na figura a seguir.

x

y

Dxy3

3

5

5

Façamos u = x+ y, v = y− x, que nos dá

{
u+ v = 2y
u− v = 2x ou

⎧⎪⎨
⎪⎩

x = u− v
2

y = u+ v
2

.

Temos:

J =
∂ (x,y)
∂ (u,v)

=

∣∣∣∣∣∣∣
∂x
∂u

∂x
∂v

∂y
∂u

∂y
∂v

∣∣∣∣∣∣∣=
∣∣∣∣∣∣∣

1
2

−1
2

1
2

1
2

∣∣∣∣∣∣∣=
1
2

= 0 .

Como dxdy = |J| dudv, temos dxdy = 1
2

dudv.

A seguir, vamos determinar Duv.

C E D E R J 19
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Como Dxy é limitado por y + x = 3, y + x = 5, y − x = 1 e
y− x = 3, então Duv é limitado por u = 3, u = 5, v = 1 e v = 3.

u

v

Duv
1

3

3

5

Segue da fórmula da mudança de variáveis que:

∫ ∫
Dxy

(x+ y)6

y− x
dxdy =

∫ ∫
Duv

u6

v
· 1

2
dudv = 1

2

∫ ∫
Duv

u6

v
dudv =

=
1
2

∫ 5

3
u6
∫ 3

1

1
v

dvdu =
1
2

∫ 5

3
u6
[

lnv
]3

1
du =

ln3
2

∫ 5

3
u6 du =

=
ln3
2

[
u7

7

]5

3
= (57 −37)

ln3
14

.

INTEGRAIS DUPLAS EM COORDENADAS POLA-
RES

No Cálculo II, você aprendeu coordenadas polares (r,θ),
onde r é a distância de um ponto P = (x,y) à origem e θ é o
ângulo (em radianos) formado pelo eixo x positivo e o raio polar
OP.

x x

y

y

r
P(x,y)

O

θ

Da figura, vemos que x = rcosθ , y = r senθ donde
x2 + y2 = r2.
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Então consideremos a mudança de variáveis dada por

ϕ :
{

x = rcosθ
y = r senθ

onde r ≥ 0 e θ0 ≤ θ ≤ θ0+2π , para algum θ0 ∈ R.

O jacobiano de ϕ é dado por

J = Jϕ =
∂ (x,y)
∂ (r,θ )

=

∣∣∣∣∣∣∣
∂x
∂ r

∂x
∂θ

∂y
∂ r

∂y
∂θ

∣∣∣∣∣∣∣=
∣∣∣∣ cosθ −r senθ

senθ rcosθ

∣∣∣∣=
= rcos2 θ + r sen2 θ = r .

Então∫ ∫
D

f (x,y)dxdy =
∫ ∫

Drθ
f (rcosθ ,r senθ)r drdθ .

� i. O termo dxdy não é substituı́do por drdθ , mas por
rdrdθ .

ii. A área de D em coordenadas polares é dada por

A(D) =
∫ ∫

Drθ
rdrdθ .

�

�

�

�
Exemplo 2.2. blablabl

Calcule
∫ ∫

D
ex2+y2 dxdy, onde D é a região limitada pela curva

y =
√

1− x2 e o eixo x.

Solução: O esboço de D está representado na figura que se segue.

x

y

D

−1

1

1
θ

(r,θ )
r = 1

r = 0
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Passando para coordenadas polares, temos:⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

x = rcosθ
y = r senθ

dxdy = rdrdθ
x2 + y2 = r2

.

Observemos que em D o ângulo θ varia de 0 (no eixo
polar = eixo x positivo) a π (no ponto (−1,0)). Fixado θ , tal que
0 ≤ θ ≤ π , o raio polar r varia de 0 a 1. Então, Drθ é dado por:

Drθ :
{

0 ≤ θ ≤ π
0 ≤ r ≤ 1 .

Logo,∫ ∫
D

ex2+y2
dxdy =

∫ ∫
Drθ

er2
rdrdθ =

∫ 1

0

∫ π

0
er2

rdθdr =

= π
∫ 1

0
er2

rdr .

Temos d(r2) = 2rdr, donde rdr = 1
2

d(r2). Então,

∫ ∫
D

ex2+y2
dxdy = π

2

∫ 1

0
er2

d(r2) =
π
2

[
er2

]1

0
=

π
2
(e−1) .

�

�

�

�
Exemplo 2.3. blablabl

Calcule I =
∫ ∫

D
ydxdy, onde D é limitado por x2+ y2 = 2y.

Solução: Completando quadrado em x2 + y2 = 2y, temos
x2 + (y− 1)2 = 1. Logo, temos uma circunferência de centro (0,1)
e raio 1. Assim, o esboço de D está representado na figura que se
segue.

x

y

D1

2
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Calcular I, enquadrando D como tipo I ou tipo II, é uma tarefa difı́cil
(verifique!), então passemos para coordenadas polares.⎧⎪⎪⎨

⎪⎪⎩
x = rcosθ
y = r senθ

dxdy = rdrdθ
x2 + y2 = r2

.

Passando x2 + y2 = 2y para coordenadas polares, temos
r2 = 2r senθ ou r = 2senθ . Observemos que como o eixo x é tan-
gente à circunferência na origem, então θ varia de 0 a π . Fixando θ ,
tal que 0 ≤ θ ≤ π , o raio polar r varia de 0 a 2senθ . Logo, o conjunto
Drθ é dado por

Drθ :
{

0 ≤ θ ≤ π
0 ≤ r ≤ 2senθ .

Então,

I =
∫ ∫

Drθ
r senθ · rdrdθ =

∫ ∫
Drθ

r2 senθ drdθ =

=
∫ π

0
senθ

∫ 2sen θ

0
r2 drdθ =

∫ π

0
senθ

[
r3

3

]2sen θ

0
dθ =

=
8
3

∫ π

0
sen4 θ dθ .

!
Vale a pena lembrar que:

• sen4 θ =
(
sen2 θ

)2
=
(1− cos2θ

2

)2
=

=
1
4
(
1−2cos2θ + cos2 2θ

)
;

•
∫

cos2udu =
1
2

(
u+ sen2u

2

)
+C.

Então:

I = 2
3

∫ π

0

(
1−2cos2θ + cos2 2θ

)
dθ =

=
2
3
· 1

2

∫ π

0

(
1−2cos2θ + cos2 2θ

)
d(2θ) =

=
1
3

[
2θ −2sen2θ +

1
2

(
2θ +

sen4θ
2

)]π

0
=

=
1
3

[
3θ −2sen2θ +

sen4θ
4

]π

0
= π .
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Exercı́cio 2.1.

1. Considere a transformação do plano uv no plano xy de-
finida por T (u,v) = (x,y) =

(
u+ v,u2− v

)
. Seja Duv a

região do plano uv limitada pelos eixos u e v e pela reta
u+ v = 2. Seja Dxy = T (Duv), a imagem de Duv por T .

a. Esboce Dxy.

b. Calcule
∫ ∫

Dxy

1√
1+ 4x+ 4y

dxdy.

2. Calcule a seguinte integral dupla∫ ∫
D

cos
(

π
2
· x− y

x+ y

)
dxdy

onde D é a região do plano xy, limitada pelas retas
x+ y = 1, x+ y = 4, x = 0 e y = 0.

Sugestão: Use a mudança de variáveis u =
x− y
x+ y

e v = x+ y.

3. Mostre que a área da região limitada pela elipse
x2

a2 +
y2

b2 = 1 (a > 0,b > 0) é igual a πab.

4. Calcule
I =

∫ ∫
D

sen
(
4x2 + y2) dxdy ,

onde D =
{
(x,y) | 4x2+ y2 ≤ 1 , y ≥ 0

}
.

5. Calcule a área da região D do plano xy, definida por

D =
{
(x,y) | x2 +(y−2)2 ≤ 4 e x2 + y2 ≥ 4

}
.

6. Calcule a integral iterada transformando-a, antes, para co-
ordenadas polares:

a. I =
∫ 4

0

∫ √
4y−y2

0

√
x2+ y2 dxdy

b. I =
∫ 0

−1

∫ 0

−
√

1−x2

2
1+

√
x2 + y2

dydx

c. I =
∫ 1

0

∫ 1+
√

1−y2

y

√
x2 + y2 dxdy
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7. Passe para coordenadas polares e calcule
∫ ∫

B
xy dxdy, onde

B é a região x2+ y2 −2y ≤ 0 , x ≥ 0.

8. Passe para coordenadas polares e calcule

I =
∫ 3

1

∫ y

0

1√
x2 + y2

dxdy

9. Achar o volume do sólido limitado superiormente pela es-
fera de equação x2+y2+z2 = 4, inferiormente pelo plano
xy e lateralmente pelo cilindro de equação x2 + y2 = 1.

10. Determine o volume do sólidoW limitado pelas superfı́cies
x2 + y2 = 2y, z = 0 e z =

√
x2 + y2 .
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O b j e t i v o s
1 estudar algumas aplicações fı́sicas como massa,

centro de massa e momento de inércia;
2 explorar simetrias em integrais duplas.
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APLICAÇÕES DAS INTEGRAIS DUPLAS

MASSA

Seja D⊂R
2, uma região compacta, representando uma lâmi-

na plana delgada. Suponhamos que a função contı́nua e positiva
δ : D ⊂ R

2 → R representa a densidade superficial de massa
(massa por unidade de área).

D

R
Ri j

(x∗i ,y∗j)

Considerando-se n2 subretângulos Ri j de algum retângulo R
que contém D e uma escolha

(
x∗i ,y∗j

) ∈ Ri j , observamos que a
soma

n

∑
j=1

n

∑
i=1

δ
(
x∗i ,y

∗
j
)

ΔA

é uma aproximação da massa M de D, onde δ
(
x∗i ,y∗j

)
= 0 se(

x∗i ,y∗j
)
/∈ D. Logo, é razoável definir a massa M de D com

M =
∫ ∫

D
δ (x,y)dxdy .

� Se δ (x,y) for constante e igual a k, então a massa M será
igual a kA(D). Neste caso, dizemos que a lâmina D é
homogênea.

CENTRO DE MASSA

Seja um sistema finito de partı́culas P1 =(x1,y1), P2 =(x2,y2),
· · · , Pn = (xn,yn), com massas mi, i = 1, · · · ,n, respectivamente.
Lembrando da Fı́sica que os momentos de massa desse sistema,
em relação aos eixos x e y, são definidos por:

Mx =
n

∑
i=1

miyi e My =
n

∑
i=1

mixi .
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O centro de massa do sistema é o ponto (x,y) que se com-
porta como se a massa total M =

n

∑
i=1

mi do sistema estivesse

concentrada nesse ponto. Logo, Mx = My e My = Mx ou

x =
My

M
=

n

∑
i=1

mixi

n

∑
i=1

mi

e y =
Mx
M

=

n

∑
i=1

miyi

n

∑
i=1

mi

.

Se considerarmos no lugar de um sistema finito de partı́culas,
uma lâmina plana D com densidade superficial de massa dada
por uma função contı́nua e positiva δ (x,y), fazemos uma partição
de algum retângulo R contendo D, obtendo subretângulos Ri j.
Escolhemos

(
x∗i ,y∗j

) ∈ Ri j. Logo, a massa de Ri j pode ser apro-
ximada por δ

(
x∗i ,y∗j

)
ΔA, onde δ

(
x∗i ,y∗j

)
= 0 se δ

(
x∗i ,y∗j

)
/∈ D.

Então

Mx �
n

∑
i, j=1

y∗jδ
(
x∗i ,y

∗
j
)

ΔA e My �
n

∑
i, j=1

x∗i δ
(
x∗i ,y

∗
j
)

ΔA .

Logo, definimos Mx e My por

Mx =

∫ ∫
D

yδ (x,y) dA e My =

∫ ∫
D

xδ (x,y) dA .

O centro de massa (x,y) da lâmina D é definido por

x =

∫ ∫
D

xδ (x,y) dA

M
e y =

∫ ∫
D

yδ (x,y) dA

M
.

� Se δ (x,y) = k, k constante, o ponto (x,y) é dito centroide
e temos as seguintes fórmulas

x =

∫ ∫
D

xdxdy∫ ∫
D

dxdy
e y =

∫ ∫
D

ydxdy∫ ∫
D

dxdy
.
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MOMENTO DE INÉRCIA

O momento de inércia de uma lâmina D em relação a um
eixo E é dado por

IE =
∫ ∫

D
r2(x,y)δ (x,y)dxdy

onde r(x,y) é a distância de (x,y) ao eixo E.

Assim, os momentos de inércia de D em relação aos eixos x
e y, respectivamente, são dados por

Ix =
∫ ∫

D
y2δ (x,y)dxdy e Iy =

∫ ∫
D

x2δ (x,y)dxdy .

O momento de inércia polar em relação à origem é dado por

I0 =
∫ ∫

D
(x2+ y2) δ (x,y)dxdy = Ix + Iy .

�

�

�

�
Exemplo 3.1. blablabl

Determine o centro de massa e o momento de inércia em
relação ao eixo x, da região D limitada por x = y2 e x− y = 2,
sendo δ (x,y) = 3.

Solução: As curvas se interceptam quando y2 − y − 2 = 0, logo
y = −1, y = 2. Assim, o esboço de D está representado na figura
que se segue.

x

y

D
x = 2+ y

x = y2

(1,−1)−1

−2

2

2 4

(4,2)

30 C E D E R J



�

�

�

�

�

�

�

�

A
U

LA
3

1
M

Ó
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Descrevemos D como tipo II:

D =
{
(x,y) | −1 ≤ y ≤ 2 , y2 ≤ x ≤ 2+ y

}
.

A massa de D é:

M =

∫ ∫
D

δ (x,y)dA =

∫ ∫
D

3dA = 3
∫ 2

−1

∫ 2+y

y2
dxdy =

= 3
∫ 2

−1
(2+ y− y2)dy = 3

[
2y+ y2

2
− y3

3

]2

−1
=

= 3
[(

4+2− 8
3

)
−
(
−2+ 1

2
+

1
3

)]
=

27
2
.

O centro de massa (x,y) é dado por

x =

∫ ∫
D

xδ (x,y) dA

M
, y =

∫ ∫
D

yδ (x,y) dA

M
.

Cálculo de
∫ ∫

D
xδ (x,y)dA

∫ ∫
D

xδ (x,y)dA = 3
∫ 2

−1

∫ 2+y

y2
xdxdy = 3

∫ 2

−1

[
x2

2

]2+y

y2
dy =

=
3
2

∫ 2

−1

(
4+4y+ y2 − y4) dy = 3

2

[
4y+2y2 +

y3

3
− y5

5

]2

−1
=

=
3
2

[(
8+8+ 8

3
− 32

5

)
−
(
−4+2− 1

3
+

1
5

)]
=

3
2
· 72

5
=

108
5

.

Cálculo de
∫ ∫

D
yδ (x,y)dA

∫ ∫
D

yδ (x,y)dA = 3
∫ 2

−1

∫ 2+y

y2
ydxdy =

= 3
∫ 2

−1
y
(
2+ y− y2) dy = 3

∫ 2

−1

(
2y+ y2 − y3) dy =

= 3
[
y2 +

y3

3
− y4

4

]2

−1
=

= 3
[(

4+ 8
3
−4

)
−
(

1− 1
3
− 1

4

)]
=

27
4
.

Logo,

x =
108
5
27
2

=
8
5

e y =
27
4
27
2
=

1
2
.
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Assim, o centro de massa (x,y) está localizado em
(8

5
,

1
2

)
.

O momento de inércia em relação ao eixo x é:

Ix =
∫ ∫

D
y2δ (x,y)dA = 3

∫ ∫
D

y2 dA = 3
∫ 2

−1

∫ 2+y

y2
y2 dxdy =

= 3
∫ 2

−1
y2 (2+ y− y2) dy = 3

∫ 2

−1

(
2y2 + y3 − y4) dy =

= 3
[

2y3

3
+

y4

4
− y5

5

]2

−1
=

= 3
[(16

3
+4− 32

5

)
−
(
−2

3
+

1
4
+

1
5

)]
=

189
20

.

SIMETRIA EM INTEGRAL DUPLA

Seja D ⊂ R
2, simétrica em relação ao eixo y e f (x,y) ı́mpar

na variável x, isto é, f (−x,y) = − f (x,y). Então temos que∫ ∫
D

f (x,y)dxdy= 0. Com efeito, como D tem simetria em relação
ao eixo y, observamos que D está limitada à direita pela curva
x = x(y) e à esquerda pela curva x = −x(y). Supondo que a
projeção de D sobre o eixo y seja o intervalo [c,d], temos o se-
guinte esboço para D:

x

y

c

d

D

x =−x(y) x = x(y)

Então,
∫ ∫

D
f (x,y)dxdy =

∫ d

c

[∫ x(y)

−x(y)
f (x,y)dx

]
︸ ︷︷ ︸

= 0 (∗)

dy =
∫ d

c
0dy = 0 .

(∗) Aqui, usamos um fato do Cálculo II:∫ a

−a
g(x)dx = 0 se g(x) é uma função ı́mpar .
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Analogamente, se D tem simetria em relação ao eixo x e
f (x,y) é ı́mpar na variável y, então

∫ ∫
D

f (x,y)dxdy = 0. Veja o
esboço para D na figura a seguir.

x

y

a b

D

y =−y(x)

y = y(x)

�

�

�

�
Exemplo 3.2. blablabl

Calcule

I =
∫ ∫

D

(
xy6 +(x4+ y4)seny+1

)
dxdy ,

onde D é o disco x2 + y2 ≤ a2,(a > 0).

Solução: Por propriedade, temos que

I =
∫ ∫

D
xy6 dxdy︸ ︷︷ ︸

I1

+
∫ ∫

D
(x4 + y4)senydxdy︸ ︷︷ ︸

I2

+
∫ ∫

D
dxdy︸ ︷︷ ︸

I3

.

• Como f (x,y) = xy6 é ı́mpar na variável x e D tem simetria em
relação ao eixo y, então I1 = 0.

• Como g(x,y) = (x4 + y4)seny é ı́mpar na variável y e D tem
simetria em relação ao eixo x, então I2 = 0.

• Como
∫ ∫

D
dxdy = A(D), então I3 = πa2. Logo,

I = 0+0+πa2 = πa2 .
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!
RECOMENDAÇÃO: Nas integrais duplas, busque as simetrias e
as funções ı́mpares. Não calcule cegamente!!!

� i. Se a densidade δ (x,y) é uma função par na variável x (isto
é, δ (−x,y) = δ (x,y)), então xδ (x,y) é ı́mpar na variável
x. Se D tem simetria em relação ao eixo y, então∫ ∫

D
xδ (x,y)dxdy = 0 e portanto, x = 0.

Analogamente, se δ (x,y) é uma função par na variável y
e se D tem simetria em relação ao eixo x, então y = 0.

ii. Se D é uma lâmina homogênea e tem simetria em relação
ao eixo y, então x = 0.
Analogamente, se D é homogênea e tem simetria em rela-
ção ao eixo x, então y = 0.

�

�

�

�
Exemplo 3.3. blablabl

Uma lâmina delgada D ocupa a região x2 + y2 ≤ 1, y ≥ 0,
de modo que a densidade em qualquer ponto é proporcional à
distância do ponto à origem. Determine

a. a massa M de D b. o centro de massa

Solução: O esboço de D está representado na figura que se segue.

x

y

D

−1 1

1

Como a distância de (x,y) à origem é
√

x2 + y2 então a densidade é
dada por δ (x,y) = k

√
x2 + y2 onde k é uma constante.
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Ó
D

U
LO

1

a. Como M =
∫ ∫

D
δ (x,y)dxdy, então temos que M = k

∫ ∫
D

√
x2 + y2 dxdy.

Passando para coordenadas polares, temos:⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

x = rcosθ
y = r senθ

dxdy = rdrdθ
x2 + y2 = r2

.

Além disso, Drθ é dado por:

Drθ :
{

0 ≤ r ≤ 1
0 ≤ θ ≤ π .

Então,

M = k
∫ ∫

Drθ

r · rdrdθ = k
∫ ∫

Drθ

r2 drdθ = k
∫ 1

0
r2
∫ π

0
dθdr =

= kπ
∫ 1

0
r2 dr = kπ

3
u.m.

b. Como δ (x,y) é uma função par e D tem simetria em relação ao
eixo y, então x = 0. Sabemos que

y =

∫ ∫
D

yδ (x,y)dxdy

M
,

onde∫ ∫
D

yδ (x,y)dxdy = k
∫ ∫

D
y
√

x2 + y2 dxdy =

= k
∫ ∫

Drθ

r senθ · r · rdrdθ = k
∫ ∫

Drθ

r3 senθ drdθ =

= k
∫ 1

0
r3
∫ π

0
senθ dθdr = k

[− cosθ
]π

0

∫ 1

0
r3 dr =

= 2k
[

r4

4

]1

0
=

k
2
.

Logo,

y =
k
2

kπ
3

=
3

2π
.

Portanto, o centro de massa está localizado em
(

0, 3
2π

)
.
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Exercı́cio 3.1.

1. Calcule as coordenadas (x,y) do centro de massa de uma
chapa homogênea D com o formato de um triângulo isós-
celes com base 10 cm e altura 5 cm.

2. Suponha que uma lâmina D tem a forma da região trian-
gular de vértices (0,0), (3,0) e (3,5) e a densidade δ (x,y)
em cada ponto P = (x,y) ∈ D é igual à distância de P ao
eixo y. Calcule a massa total e as coordenadas (x,y) do
centro de massa de D.

3. Determine as coordenadas do centro de massa da região D
determinada por x2+y2 ≥ 1, x2+y2 ≤ 4 e y ≥ 0, se a den-
sidade de massa em cada ponto é proporcional à distância
do ponto à origem.

4. Uma lâmina plana D tem a forma da região delimitada pe-
las curvas y = x2+1 e y = x+3. Sua densidade de massa
no ponto (x,y) é proporcional à distância desse ponto ao
eixo x. Calcule

a. a massa de D.

b. a primeira coordenada x do centro de massa de D.

5. Calcule o momento de inércia de um disco circular ho-
mogêneo de diâmetro 10 cm.

a. em relação a seu próprio centro.

b. em relação a seu diâmetro.

6. Calcule a massa de uma lâmina delimitada por
(x− 1)2 + (y− 2)2 = 1, se a densidade em um ponto é
proporcional à distância desse ponto a (1,2).

7. Uma lâmina homogênea tem a forma de um triângulo re-
tângulo isósceles com lados iguais de medida a. Ache o
momento de inércia em relação a um dos lados iguais.

8. Calcule a massa de uma chapa D limitada pelas curvas
x2+y2 = 2x, x2+y2 = 4x, y = x e y =

√
3

3
x, sabendo que a

densidade de massa em um ponto é inversamente propor-
cional à distância do ponto a origem.
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9. Mostre que o momento de inércia em relação ao eixo y de
uma placa homogênea de massa M, limitada por x+y = 4,
x = 4, y = 4 é igual a 8M.

10. Seja uma lâmina delgada representada pela região D de-
terminada por y ≤ x, y ≥ −x, x2 + y2 ≥ 2x e x2 + y2 ≤ 4x.
Se a densidade em cada ponto P = (x,y) da lâmina é dada
por δ (x,y) = 1√

x2 + y2
determine:

a. a massa de D;
b. o momento de inércia polar em relação à origem.
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INTEGRAIS TRIPLAS

Na Aula 1, você aprendeu a noção de integral dupla. Agora,
você verá o conceito de integral tripla.

Seja f : W ⊂ R
3 → R, onde W é uma região sólida do R

3

(região limitada e fechada de R
3). Como W é limitada, então

existe um paralelepı́pedo (ou caixa) R = [a,b]× [c,d]× [p,q],
contendo W . Dividimos R em n3 subcaixas Ri jk, por planos
paralelos aos planos coordenados, todas de mesmo volume
ΔV =ΔxΔyΔz, escolhemos

(
x∗i ,y∗j ,z∗k

)∈Ri jk e formamos a soma

Sn =
n

∑
i=1

n

∑
j=1

n

∑
k=1

f
(
x∗i ,y

∗
j ,z

∗
k
)

ΔV

onde f
(
x∗i ,y∗j ,z∗k

)
= 0 se

(
x∗i ,y∗j ,z∗k

)
/∈W , dita soma de Riemann

de f .

Se existir lim
n→∞

Sn = L, dizemos que f é integrável e o número
L é dito integral tripla de f sobre o sólido W e é indicado por∫ ∫ ∫

W
f (x,y,z)dxdydz ou

∫ ∫ ∫
W

f (x,y,z)dV ou
∫ ∫ ∫

W
f dV .

� i. Se f é contı́nua em W então f é integrável.

ii. Se f (x,y,z) = 1 em W , então
∫ ∫ ∫

W
dxdydz =V (W ).

iii.
∫ ∫ ∫

W
( f +g)dV =

∫ ∫ ∫
W

f dV+
∫ ∫ ∫

W
gdV .

iv
∫ ∫ ∫

W
k f dV = k

∫ ∫ ∫
W

f dV , k ∈ R.

v. Se δ (x,y,z) é contı́nua e positiva em W , e representa
a densidade volumétrica de massa (massa por uni-
dade de volume), então a massa M de W é dada por

M =

∫ ∫ ∫
W

δ (x,y,z)dxdydz .
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vi. O centro de massa (x,y,z) é dado por

x =

∫ ∫ ∫
W

x ·δ (x,y,z)dV

M

y =

∫ ∫ ∫
W

y ·δ (x,y,z)dV

M

z =

∫ ∫ ∫
W

z ·δ (x,y,z)dV

M
.

vii. O momento de inércia em relação a um eixo E é dado
por

IE =
∫ ∫ ∫

W
r2(x,y,z) ·δ (x,y,z)dV

onde r(x,y,z) = distância de (x,y,z) ao eixo E.

Se eixo E = eixo z, então

Iz =
∫ ∫ ∫

W
(x2 + y2)δ (x,y,z) dV .

Se eixo E = eixo y, então

Iy =
∫ ∫ ∫

W
(x2 + z2)δ (x,y,z) dV .

Se eixo E = eixo x, então

Ix =
∫ ∫ ∫

W
(y2 + z2)δ (x,y,z) dV .

REDUÇÃO DO CÁLCULO DE UMA INTEGRAL TRI-
PLA A UMA INTEGRAL DUPLA

Observamos que um domı́nio de integração pode ser descrito
como uma reunião de regiões dadas por:

W1 =
{
(x,y,z) | (x,y) ∈ Dxy e z1(x,y)≤ z ≤ z2(x,y)

}
onde Dxy = proj

W1
xOy

(projeção de W1 sobre o plano xy) e z1(x,y),
z2(x,y) contı́nuas;
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W2 =
{
(x,y,z) | (x,z) ∈ Dxz e y1(x,z)≤ y ≤ y2(x,z)

}
onde Dxz = proj

W2
xOz

e y1(x,z), y2(x,z) contı́nuas;

W3 =
{
(x,y,z) | (y,z) ∈ Dyz e x1(y,z)≤ x ≤ x2(y,z)

}
onde Dyz = proj

W3
yOz

e x1(y,z), x2(y,z) contı́nuas.

Os esboços de W1, W2 e W3 são:

x

y

z

(x,y)Dxy

z = z1(x,y)

z = z2(x,y)

W1
(x,y,z)

x

y

z

(x, z)

Dxz

(x,y,z)

y = y1(x,z) y = y2(x,z)

W2
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x

y

z

(y,z)

Dyz

x = x1(y,z)

x = x2(y,z)

W3

(x,y,z)

Prova-se que
∫ ∫ ∫

W1
f (x,y,z)dxdydz =

∫ ∫
Dxy

[∫ z2(x,y)

z1(x,y)
f (x,y,z)dz

]
dxdy

∫ ∫ ∫
W2

f (x,y,z)dxdydz =
∫ ∫

Dxz

[∫ y2(x,z)

y1(x,z)
f (x,y,z)dy

]
dxdz

∫ ∫ ∫
W3

f (x,y,z)dxdydz =
∫ ∫

Dyz

[∫ x2(y,z)

x1(y,z)
f (x,y,z)dx

]
dydz .

�

�

�

�
Exemplo 4.1. blablabl

Calcule
∫ ∫ ∫

W
ex2dxdydz onde W é o conjunto 0 ≤ x ≤ 1,

0 ≤ y ≤ x e 0 ≤ z ≤ 1.

Solução: Definimos W por:

W =
{
(x,y,z) | (x,z) ∈ Dxz e 0 ≤ y ≤ x

}
onde Dxz = [0,1]× [0,1].

Logo:∫ ∫ ∫
W

ex2dxdydz =
∫ ∫

Dxz

[∫ x

0
ex2dy

]
dxdz =

∫ ∫
Dxz

xex2 dxdz =
∫ 1

0

∫ 1

0
xex2 dxdz =

[
ex2

2

]1

0

∫ 1

0
dz = e− 1

2
.
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Exemplo 4.2. blablabl

Calcule o volume do sólido limitado pelos paraboloides de
equação z = x2 + y2 e z = 8− x2 − y2.

Solução: Inicialmente, calculemos a interseção das superfı́cies:{
z = x2 + y2

z = 8− x2 − y2 ⇔ x2 + y2 = 8− x2 − y2 ⇔ 2
(
x2 + y2)= 8 ⇔

⇔ x2 + y2 = 4.

Logo, a interseção dos paraboloides é a circunferência x2 + y2 = 4,
situada no plano z = 4.

x

y

z

(x,y)

Dxy

z = 8− x2− y2

z = x2 + y2

W

(x,y,z)

8

4

2
2

Descrevemos W por:

W =
{
(x,y,z) | (x,y) ∈ Dxy e x2 + y2 ≤ z ≤ 8− x2 − y2}

onde Dxy é o disco x2 + y2 ≤ 4. Como V (W ) =
∫ ∫ ∫

W
dxdydz, então

V (W ) =

∫ ∫
Dxy

[∫ 8−x2−y2

x2+y2
dz

]
dxdy =

∫ ∫
Dxy

[
8−2(x2 + y2)

]
dxdy .
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Ó
D

U
LO

1

Passando para coordenadas polares, temos:

V (W ) =

∫ 2

0

∫ 2π

0
(8−2r2)rdθdr = 2π

∫ 2

0

(
8r−2r3)dr =

= 2π
[
4r2 − r4

2

]2

0
= 2π(16−8) = 16π u.v.

�

�

�

�
Exemplo 4.3. blablabl

Calcule a massa do sólido W , no primeiro octante, limitado
pelos planos y = 0, z = 0, x+ y = 2, x+ 2y = 4 e o cilindro
y2 + z2 = 4, sendo a densidade igual à distância de (x,y,z) ao
plano xz.

Solução: O esboço de W está representado na figura que se segue.

x
y

z

(y,z)

Dyz

x = 2− y

x = 4− 2y

W

22

2

4

Podemos definir W por:

W =
{
(x,y,z) ∈R

3 | (y,z) ∈ Dyz e 2− y ≤ x ≤ 4−2y
}

onde Dyz é tal que y2 + z2 ≤ 4, y ≥ 0 e z ≥ 0.

y

z

Dyz

2

2
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Como M =
∫ ∫ ∫

W
δ (x,y,z)dxdydz, onde δ (x,y,z) = |y|= y, pois y ≥ 0,

então:

M =

∫ ∫ ∫
W

ydxdydz =
∫ ∫

Dyz

[∫ 4−2y

2−y
ydx

]
dydz =

=

∫ ∫
Dyz

y(4−2y−2+ y)dydz =
∫ ∫

Dyz

(
2y− y2)dydz .

Passando para coordenadas polares, temos:⎧⎨
⎩

y = rcosθ
z = r senθ

dydz = rdrdθ

e Drθ é dado por Drθ :
{

0 ≤ r ≤ 2
0 ≤ θ ≤ π/2 . Então:

M =

∫ π/2

0

∫ 2

0

(
2rcosθ − r2 cos2 θ

)
rdrdθ

=

∫ π/2

0

∫ 2

0

(
2r2 cosθ − r3 cos2 θ

)
drdθ

=
∫ π/2

0

[
2r3

3 cosθ − r4

4 cos2 θ
]2

0
dθ

=

∫ π/2

0

( 16
3 cosθ −4cos2 θ

)
dθ

=
[

16
3 senθ − 4

2
(
θ + sen2θ

2
)]π/2

0

= 16
3 (1−0)−2 · π

2

= 16
3 −π u.m.

Exercı́cio 4.1.

1. Calcule
∫ ∫ ∫

W
x dxdydz onde W é o sólido limitado pelos

planos coordenados e pelo plano x+ y+ z = 1.

2. Seja W o sólido limitado pelas superfı́cies z + x2 = 4,
y+ z = 4, y = 0 e z = 0.

a. Esboce W .

b. Calcule, por integral tripla, o volume do sólido W .
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3. Calcule a massa do sólido W situado no primeiro octante,
limitado pelos planos x = 0, y = 2x e pelo cilindro
y2 + z2 = 2, supondo que a densidade no ponto (x,y,z)
é proporcional à distância deste ponto ao plano xy.

4. Seja W um sólido limitado pelas superfı́cies y2 + z = 4,
y+ z = 2, x = 0 e x = 2.

a. Esboce W . b. Calcule
∫ ∫ ∫

W
eax dV .

5. Seja W um sólido limitado pelas superfı́cies z = y2,
z = 2− y2, x = 0 e x+ z = 4.

a. Esboce W .
b. Calcule o volume de W .

6. Calcule o volume da região W no primeiro octante limi-
tada pelos planos y = 0, z = 0, x+ y = 2, 2y+ x = 6 e o
cilindro y2 + z2 = 4.

7. Determine o volume do sólido limitado pelas superfı́cies
z = 3x2, z = 4− x2, y = 0 e z+ y = 6.

8. Seja o sólido W limitado pelas superfı́cies x2 + y2 = 1,
z+ y = 2 e z = 0.

a. Esboce W .
b. Calcule a massa de W , supondo que a densidade em

(x,y,z) é dada por δ (x,y,z) = z.

9. Um sólido tem a forma de um cilindro circular de raio
de base a e altura h. Determine a massa supondo que a
densidade em cada ponto seja proporcional à distância do
ponto a uma das bases do cilindro.

10. Calcule a massa de um sólido homogêneo limitado pelas
superfı́cies z = y, z = 4− x2, z = 0 e y =−4 com z ≥ 0.
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MUDANÇA DE VARIÁVEIS NA INTEGRAL
TRIPLA

Aqui temos um resultado similar à mudança de variáveis em
integral dupla:∫ ∫ ∫

W
f (x,y,z) dxdydz =

=

∫ ∫ ∫
Wuvw

f
(
x(u,v,w),y(u,v,w),z(u,v,w)

)|J|dudvdw

onde

J =
∂ (x,y,z)
∂ (u,v,w)

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∂x
∂u

∂x
∂v

∂x
∂w

∂y
∂u

∂y
∂v

∂y
∂w

∂ z
∂u

∂ z
∂v

∂ z
∂w

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= 0

é o jacobiano da mudança de variáveis

ϕ(u,v,w) = (x,y,z) =
(
x(u,v,w),y(u,v,w),z(u,v,w)

)
e Wuvw = ϕ(W ).

UM CASO PARTICULAR DE MUDANÇA DE VARIÁVEIS

COORDENADAS CILÍNDRICAS

As coordenadas cilı́n-
dricas (r,θ ,z) são defi-
nidas por⎧⎨

⎩
x = rcosθ
y = r senθ
z = z

.

Portanto, x2 + y2 = r2,
com r ≥ 0 e, também,
θ0 ≤ θ ≤ θ0 +2π , para
algum θ0 e z ∈ R.

x

x

y
y

z

z

θ
r

P

As coordenadas r e θ são as mesmas que as coordenadas po-
lares e, portanto, as suas variações são encontradas na projeção
de W no plano xy. A variação de z é encontrada diretamente no
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sólido. Supondo que z1(x,y) ≤ z ≤ z2(x,y), então a variação de
z será z1(rcosθ ,r senθ)≤ z ≤ z2(rcosθ ,r senθ). Calculando o
jacobiano da transformação cilı́ndrica, encontramos

J =
∂ (x,y,z)
∂ (r,θ ,z)

= r (Verifique!)

Logo:∫ ∫ ∫
W

f (x,y,z) dxdydz =
∫ ∫ ∫

Wrθz
f (rcosθ ,r senθ ,z)r drdθdz

é a fórmula da integral tripla em coordenadas cilı́ndricas.

�

�

�

�
Exemplo 5.1. blablabl

Calcule
∫ ∫ ∫

W

(
zx2+ zy2) dxdydz, sendo W o sólido limitado

pelo cilindro x2 + y2 ≤ 1, pelo plano z = 0 e pelo paraboloide
z = 4− x2− y2.

Solução: De z = 4− x2 − y2 e x2 + y2 = 1, temos z = 3. Isto significa
que as superfı́cies apresentam interseção no plano z = 3. O esboço de
W é a figura que se segue.

x

y

z

z = 0

W
P = (x,y,z)

z = 4− x2− y2

4

3

11

Passando para coordenadas cilı́ndricas, temos⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

x = rcosθ
y = r senθ
z = z

dxdydz = r drdθdz
x2 + y2 = r2

.
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Seja P = (x,y,z) ∈ W . Uma reta por P, paralela ao eixo z, in-
tercepta a fronteira de W em z = 0 e z = 4− x2 − y2 = 4− r2. Logo,
0≤ z≤ 4−r2. Como a projeção de W no plano xy é o disco x2+y2 ≤ 1,
então 0 ≤ r ≤ 1 e 0 ≤ θ ≤ 2π . Logo, o conjunto Wrθ z é dado por:

Wrθ z :

⎧⎨
⎩

0 ≤ r ≤ 1
0 ≤ θ ≤ 2π
0 ≤ z ≤ 4− r2

.

Temos,∫ ∫ ∫
W

(
zx2 + zy2)dxdydz =

∫ ∫ ∫
W

z
(
x2 + y2)dxdydz =

=

∫ ∫ ∫
Wrθ z

zr2 · rdrdθdz =
∫ ∫ ∫

Wrθ z
zr3 drdθdz =

=
∫ 1

0
r3
∫ 2π

0

∫ 4−r2

0
zdzdθdr =

∫ 1

0
r3
[

z2

2

]4−r2

0

∫ 2π

0
dθdr =

= π
∫ 1

0
r3(4− r2)2 dr = π

∫ 1

0

(
16r3 −8r5 + r7)dr =

= π
[
4r4 − 4r6

3
+

r8

8

]1

0
=

67π
24

.

INTEGRAL TRIPLA EM COORDENADAS ESFÉRICAS

As coordenadas esfé-
ricas (ρ ,φ ,θ) são defi-
nidas por⎧⎨
⎩

x = ρ senφ cosθ
y = ρ senφ senθ
z = ρ cosφ

.

Portanto, x2+y2+ z2 =
= ρ2, com ρ ≥ 0,
0 ≤ φ ≤ π e, também,
θ0 ≤ θ ≤ θ0 +2π , para
algum θ0.

x

x

y
y

z

z

θ

ρ
φ

P

A coordenada ρ mede a distância do ponto P à origem (por-
tanto ρ ≥ 0). A coordenada θ é a mesma que a coordenada
cilı́ndrica e sua variação é encontrada na projeção de W no plano
xy. A coordenada φ é o ângulo entre o eixo z positivo (onde
φ = 0) e a semirreta OP. A variação máxima de φ é 0 ≤ φ ≤ π .
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Calculando o jacobiano da transformação esférica, temos:

J =
∂ (x,y,z)

∂ (ρ ,φ ,θ)
= ρ2 senφ (Verifique!)

Logo:∫ ∫ ∫
W

f (x,y,z)dV =

=

∫ ∫ ∫
Wρφθ

f (ρ senφ cosθ ,ρ senφ senθ ,ρ cosφ)ρ2 senφ dρdφdθ

é a fórmula da integral tripla em coordenadas esféricas.

�

�

�

�
Exemplo 5.2. blablabl

Calcule o volume da esfera W : x2+y2+z2 ≤ a2, com a> 0.

Solução: O esboço de W está representado na figura que se segue.

x

y

z

a
a

a

W

Passando para coordenadas esféricas, temos⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

x = ρ senφ cosθ
y = ρ senφ senθ
z = ρ cosφ

dV = dxdydz = ρ2 senφ dρdφdθ
x2 + y2+ z2 = ρ2

.

A equação da esfera x2 + y2 + z2 = a2 fica ρ = a. Logo, o conjunto
Wρφθ é dado por:

Wρφθ :

⎧⎨
⎩

0 ≤ ρ ≤ a
0 ≤ φ ≤ π
0 ≤ θ ≤ 2π

.
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Como V (W ) =
∫ ∫ ∫

W
dxdydz então:

V (W ) =

∫ ∫ ∫
Wρφθ

ρ2 senφ dρdφdθ

=

∫ a

0
ρ2

∫ π

0
senφ

∫ 2π

0
dθdφdρ

= 2π
∫ a

0
ρ2

∫ π

0
senφ dφdρ

= 2π
[− cosφ

]π
0

∫ a

0
ρ2 dρ

= 4π
[

ρ3

3

]a

0

=
4πa3

3
u.v.

�

�

�

�
Exemplo 5.3. blablabl

Calcule o volume do elipsoide W : x2

a2 +
y2

b2 +
z2

c2 ≤ 1, com
a,b,c > 0.

Solução: Façamos a mudança de variáveis⎧⎨
⎩

x = au
y = bv
z = cw

.

Temos

J =
∂ (x,y,z)
∂ (u,v,w)

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∂x
∂u

∂x
∂v

∂x
∂w

∂y
∂u

∂y
∂v

∂y
∂w

∂ z
∂u

∂ z
∂v

∂ z
∂w

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣
a 0 0
0 b 0
0 0 c

∣∣∣∣∣∣= abc 
= 0 .

Logo,
dxdydz = |J| dudvdw = abcdudvdw .
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O elipsoide W : x2

a2 + y2

b2 + z2

c2 ≤ 1 é transformado na esfera

Wuvw : u2 + v2 +w2 ≤ 1. Como V (W ) =
∫ ∫ ∫

W
dxdydz, então:

V (W ) =
∫ ∫ ∫

Wuvw
|J|dudvdw

= abc
∫ ∫ ∫

Wuvw
dudvdw

= abcV (Wuvw)

= abc · 4
3
·π ·13

=
4
3

πabc .

Exercı́cio 5.1.

1. Calcule a massa do sólido limitado pelo paraboloide
z = x2+y2 e pelo plano z = 4, sendo a densidade em cada
ponto do sólido dada por δ (x,y,z) =

(
x2 + y2)1/2.

2. Calcule a massa do cone
√

x2 + y2 ≤ z≤ 1, sendo a densi-
dade no ponto (x,y,z) proporcional ao quadrado da distân-
cia do ponto ao eixo z.

3. Calcule
∫ ∫ ∫

W

√
x2 + y2 + z2 dV , onde W é limitado inferi-

ormente pelo cone z =
√

3
(
x2 + y2

)
e superiormente pela

esfera x2 + y2 + z2 = 4.

4. Considere a integral iterada dada em coordenadas cilı́n-
dricas:

I =
∫ π

0

∫ 2

0

∫ √
4−r2

0
r2 senθ dzdrdθ .

a. Expresse I em coordenadas esféricas segundo a or-
dem de integração dθdϕdρ .

b. Calcule o valor de I.

5. Seja W um sólido dado pelas inequações x2+y2+z2 ≤ 4z
e z ≥

√
1
3
(x2+ y2) .

a. Esboce W .
b. Calcule o volume de W .
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6. Calcule o volume do conjunto W dado pelas inequações
x2 + y2 +(z−1)2 ≤ 1 e z ≥ x2 + y2.

7. Calcule
∫ ∫ ∫

W

1
x2 + y2+ z2 dV , sendo W a região interior ao

cone z =
√

x2 + y2, limitada superiormente pela esfera
x2 + y2 + z2 = 4 e inferiormente pela esfera
x2 + y2 + z2 = 1.

8. Calcule a massa do sólido W interior ao cone
z =

√
3(x2 + y2) e limitado pela esfera

x2 + y2 + (z− 1)2 = 1, sendo a densidade igual ao qua-
drado da distância de (x,y,z) ao plano z = 0.

9. Considere a integral iterada

I =
∫ 2

0

∫ √
4−x2

0

∫ √
4−x2−y2

0
z
√

x2+ y2 dzdydx .

a. Expresse I em coordenadas cilı́ndricas e calcule o
valor de I.

b. Expresse I em coordenadas esféricas (sem calculá-
la).

10. Considere o sólido homogêneo, limitado pelo plano z= 0,
o cilindro x2+y2 = 2y e pelo cone z =

√
x2 + y2. Calcule

o momento de inércia em relação ao eixo z.
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CURVAS PARAMETRIZADAS

PARAMETRIZAÇÃO DE CURVAS

Parametrizar uma curva C ⊂ R
n (n = 2 ou 3) consiste em

apresentar uma função vetorial σ : I ⊂ R → R
n (n = 2 ou 3),

onde I é um intervalo e σ(I) =C.

I

t

σ

x

y

C

σ(t)

�

�

�

�
Exemplo 6.1. blablabl

Sendo A,B ∈ R
n (n = 2 ou 3), parametrize o segmento de

reta C de extremidade inicial A e final B.

Solução: Se P ∈ C, então
−→
OP =

−→
OB + t

−→
AB , 0 ≤ t ≤ 1 ou

P− 0 = B− 0+ t(B−A), com 0 ≤ t ≤ 1 ou P = B+ t(B−A), com
0 ≤ t ≤ 1. Então, uma parametrização do segmento C é dada por

σ(t) = B+ t(B−A) ,

com 0 ≤ t ≤ 1.

�

�

�

�
Exemplo 6.2. blablabl

Seja C ⊂ plano xy, gráfico de uma função y = f (x) , x ∈ I.

I

(x, f (x))

xx

y

C

Então, uma parametrização de C é dada por

σ(t) = (t, f (t)) , t ∈ I .
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Exemplo 6.3. blablabl

Seja C a circunferência x2 + y2 = a2, com a > 0. Seja
P = (x,y) ∈C. Seja t o ângulo em radianos entre o eixo positivo
x e a semirreta OP.

a

a

a

t

P

x x
y

y
C

Observe que, quando t aumenta de 0 a 2π , o ponto
P= (x,y) = (acost,asent) se move, uma vez sobreC no sentido
anti-horário a partir do ponto (a,0). Então, uma parametrização
de C é

σ1(t) = (acost,asent) ,0 ≤ t ≤ 2π .

Observe que σ2(t)= (asen t, acost) ,0≤ t ≤ 2π é também uma
parametrização de C, pois x2 + y2 = a2. Neste caso, quando t
aumenta de 0 a 2π , o ponto P se move uma vez ao longo de C
no sentido horário a partir do ponto (0,a).

Observe que σ3(t) = (acos(2π − t), asen(2π − t)) =
= (acos t, −asen t), com 0 ≤ t ≤ 2π é outra parametrização de
C e P se move ao longo de C no sentido horário a partir do ponto
(a,0).

�

�

�

�
Exemplo 6.4. blablabl

Seja a circunferência C : (x− x0)
2+(y− y0)

2 = a2, de centro
(x0,y0) e raio a. Efetuando uma mudança de variáveis u= x−x0
e v = y− y0, temos

u2 + v2 = a2

que é uma circunferência no plano uv, de centro (0,0) e raio a.
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Logo, {
u = acos t
v = asen t ,0 ≤ t ≤ 2π .

Substituindo acima, temos{
x = x0+acos t
y = y0 +asen t ,0 ≤ t ≤ 2π .

Assim, uma parametrização diferenciável de C é dada por

σ(t) = (x0+acos t, y0+asen t) ,0 ≤ t ≤ 2π .

�

�

�

�
Exemplo 6.5. blablabl

Seja uma elipse C : (x− x0)
2

a2 +
(y− y0)

2

b2 = 1. Fazendo

u =
x− x0

a
e v = y− y0

b
, mostramos que

σ(t) = (x0+acos t, y0 +bsen t) ,0 ≤ t ≤ 2π

é uma parametrização de C.

�

�

�

�
Exemplo 6.6. blablabl

Seja C uma curva do espaço dada pela interseção do cilindro
x2 + y2 = 1 com o plano x+ z = 2.

a. Esboce C.

b. Apresente uma parametrização diferenciável para C.

Solução: a. Inicial-
mente, façamos o esboço
do cilindro x2 + y2 = 1.
Desenhemos, no plano
xy, a circunferência x2 +

y2 = 1. Pelos pon-
tos (1,0,0), (−1,0,0),
(0,1,0) e (0,−1,0) trace-
mos paralelas ao eixo z.

x

y

z

(0,−1,0)
(0,1,0)

(1,0,0)

(−1,0,0)
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Para esboçar o plano x+ z = 2, traçamos a reta x+ z = 2 no plano xz.
Observe que a equação do plano não contém a variável y. Por isso, por
pontos da reta traçamos paralelas ao eixo y.

x

y

z

2

2

Agora, juntemos as duas figuras, procurando destacar alguns pontos
de interseção. A reta x+ z = 2 intercepta o cilindro nos pontos A1 e
A2. Por outro lado, a reta do plano, paralela ao eixo y, passando por
(0,0,2) intercepta o cilindro nos pontos B1 e B2. A curva C passa por
A1, B1, A2 e B2.

x

y

z

C

1
1

2

2

A1

A2

B1

B2

b. Seja (x,y,z) ∈C. Logo, x e y satisfazem x2+y2 = 1. Assim, x=
cos t e y = sen t, com 0 ≤ t ≤ 2π . Como z = 2− x, então z = 2− cos t.
Logo,

σ(t) = (cos t,sen t,2− cos t) , 0 ≤ t ≤ 2π

é uma parametrização de C.
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�

�

�

�
Exemplo 6.7. blablabl

Seja C a curva no espaço representada pela função vetorial
de equação σ(t) = (acost,asent,bt), 0 ≤ t ≤ 4π , a > 0, b > 0.
Esboce C, dita hélice circular.

Solução: De x = acos t , y= asen t, temos x2+y2 = a2. Isto significa
que C está contida no cilindro x2+y2 = a2. Como z = bt, quando t vai
de 0 a 4π , o ponto (x,y,z) percorre a hélice contida no cilindro.

x

y

z

(a,0,4π)

C

a
a

INTEGRAL DE LINHA DE CAMPO ESCALAR

Nesta aula definiremos uma integral similar a uma integral
definida. Sejam dados um campo escalar em R

3 ou uma função
real de três variáveis f : R3 → R e uma curva C em R

3, dada
por σ(t) = (x(t),y(t),z(t)) , t ∈ [a,b], com σ de classe C1 (veja
a figura que se segue).

Δt

a = t0

b = tn

ti
ti−1

ti∗

σ

x

y

z

C

σ(ti)
σ(ti−1)

σ(ti∗)
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Dividimos o intervalo [a,b] em n subintervalos Ii, com
i = 1, · · · ,n, de mesmo comprimento Δt = b− a

n
. Logo, a curva

C fica dividida em n subarcos de comprimento Δs1, Δs2, · · · ,Δsn,
onde Δsi � ‖σ ′(t∗i )‖Δt para algum t∗i ∈ Ii. Formemos a soma

n

∑
i=1

f (σ(t∗∗i ))Δsi =
n

∑
i=1

f (σ(t∗∗i ))
∥∥σ ′(t∗i )

∥∥Δt .

Definimos a integral de linha de f sobre C por
∫

C
f ds =

∫
C

f (x,y,z)ds = lim
n→∞

n

∑
i=1

f (σ(t∗∗i ))
∥∥σ ′(t∗i )

∥∥Δt

se o limite existir.

� i. Se f é uma função contı́nua, então o limite existe e,
portanto,∫

C
f (x,y,z)ds =

∫ b

a
f (σ(t))

∥∥σ ′(t)
∥∥ dt︸ ︷︷ ︸

ds

=

=
∫ b

a
f (x(t),y(t),z(t))

√
(x′(t))2+(y′(t))2+(z′(t))2 dt .

ii. Se f (x,y) é uma função contı́nua em R
2 e C uma

curva em R
2, dada por σ(t) = (x(t),y(t)) , t ∈ [a,b],

com σ de classe C1, então definimos∫
C

f ds =
∫

C
f (x,y) ds =

∫ b

a
f (σ(t))

∥∥σ ′(t)
∥∥ dt︸ ︷︷ ︸

ds

=

=
∫ b

a
f (x(t),y(t))

√
(x′(t))2 +(y′(t))2 dt .

iii. Se f (x,y) = 1 (ou f (x,y,z) = 1), então∫
C

f ds = comprimento de C .

iv. A integral de linha de um campo escalar f não de-
pende da parametrização de C e nem de sua orien-
tação, isto é, denotando por C− a curva C percorrida
em outro sentido, então∫

C−
f ds =

∫
C

f ds .
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C−

C

A

B

v. Se C é uma curva dada por uma parametrização
σ : [a,b] → R

n (n = 2 ou 3), C1 por partes,
isto é, σ é contı́nua e existe uma partição
a = t0 < t1 < ... < tn = b de [a,b] de modo que
σi = σ

∣∣
[ti−1, ti]

é de classe C1, i = 1, · · · ,n. Então

∫
C

f ds =
n

∑
i=1

∫
Ci

f ds

onde Ci = σi ([ti−1, ti]).

C1

C2

C3

�

�

�

�
Exemplo 6.8. blablabl

Seja C a interseção do cilindro parabólico x= y2 com a parte
do plano z = y, tal que 0 ≤ y ≤ 1. Calcule

∫
C
yds.

Solução: Façamos y = t. Logo, x = t2 e z = t. Como
0≤ y≤ 1, então temos que 0≤ t ≤ 1. Assim, uma parametrização de C
é dada por σ(t) = (t2, t, t), com 0 ≤ t ≤ 1, donde
σ ′(t) = (2t,1,1). Como ds = ‖σ ′(t)‖dt, então temos que
ds =

√
4t2 +1+1dt =

√
2+4t2 dt. Assim:∫

C
yds =

∫ 1

0
t
√

2+4t2 dt =
∫ 1

0

(
2+4t2)1/2t dt .

Observe que d(2+4t2) = 8t dt, donde t dt = d(2+ 4t2)

8
. Logo:
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1∫
C
y ds = 1

8

∫ 1

0

(
2+4t2)1/2 d(2+4t2) =

=
1
8
· 2

3
(
2+4t2)3/2

∣∣∣1
0
=

1
12

(
63/2 −23/2)= 1

6

(
3
√

6−√
2
)
.

�

�

�

�
Exemplo 6.9. blablabl

Calcule
∫

C
x ds, onde C é formado pelo segmento de reta C1

de (0,2) a (0,1), seguido do arco C2 da parábola y = 1− x2 de
(0,1) a (1,0).

Solução: O esboço de C está representado na figura a seguir.

x

y

C1

C2

1

1

2

Como C =C1 ∪C2, temos:∫
C

xds =
∫

C1

xds+
∫

C2

xds =
∫

C−
1

xds+
∫

C2

xds .

Cálculo de
∫

C−
1

x ds

Uma parametrização de C−
1 é dada por σ(t) = (0, t), com

1 ≤ t ≤ 2. Logo, σ ′(t) = (0,1), donde ‖σ ′(t)‖ = 1 e, portanto, ds =
‖σ ′(t)‖ dt = dt. Assim,

∫
C−

1

xds =
∫ 2

1
0dt = 0 .

Cálculo de
∫

C2
xds

Uma parametrização de C2 é dada por σ(t) = (t,1 − t2),
com 0 ≤ t ≤ 1, donde σ ′(t) = (1,−2t). Logo, temos que
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ds = ‖σ ′(t)‖ dt =
√

1+4t2 dt. Então,
∫

C2
xds =

∫ 1

0
t
√

1+4t2 dt =
∫ 1

0

(
1+4t2)1/2 dt .

Observe que t dt = d(1+ 4t2)

8
. Portanto:

∫
C2

x ds = 1
8

∫ 1

0

(
1+4t2)1/2 d(1+4t2) =

=
1
8
· 2

3
(
1+4t2)3/2

∣∣∣1
0
=

1
12

(
5
√

5−1
)
.

Assim: ∫
C

xds = 1
12

(
5
√

5−1
)
.

�

�

�

�
Exemplo 6.10. blablabl

Seja a curva C obtida como interseção da semiesfera
x2 + y2 + z2 = 4, com y ≥ 0, com o plano x+ z = 2. Calcule∫

C
f (x,y,z)ds, onde f (x,y,z) é dada por f (x,y,z) = xy.

Solução: O esboço de C está representado na figura que se segue.

x

y

z

C

2

2

2

Seja (x,y,z) ∈ C. Então x2 + y2 + z2 = 4, com y ≥ 0 e
x + z = 2 donde x2 + y2 + (2 − x)2 = 4, com y ≥ 0 ou
2x2 − 4x+ y2 = 0, com y ≥ 0 ou 2(x− 1)2 + y2 = 2, com y ≥ 0 ou

(x−1)2 +
y2

2
= 1, com y ≥ 0. Logo, a projeção de C sobre o plano xy
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1

é a semielipse de centro (1,0) e semieixos 1 e
√

2 . Então,⎧⎨
⎩

x = 1+ cos t
y =

√
2sen t

z = 2− (1+ cos t) = 1− cos t
.

Como y≥ 0, então
√

2sen t ≥ 0, donde 0≤ t ≤ π . Logo, uma parametrização
para C é dada por

σ(t) =
(

1+ cos t,
√

2sen t,1− cos t
)
,0 ≤ t ≤ π .

Temos
σ ′(t) =

(
−sen t,

√
2cos t,sen t

)
donde

ds =
∥∥σ ′(t)

∥∥ dt =
√

sen2 t +2cos2 t + sen2 t dt =
√

2dt .

Então,∫
C

f (x,y,z)ds =
∫

C
xy ds =

∫ π

0
(1+ cos t)

(√
2sen t

)√
2dt

= 2
∫ π

0
(sen t + sen t cos t)dt

= 2
[
−cos t + sen2 t

2

]π

0

= 4 .

Exercı́cio 6.1.

1. Calcule
∫

C

1
x2 + y2+ z2 ds, onde C é a curva dada por

γ(t) = (cos t,sent, t), com 0 ≤ t ≤ 2π .

2. Calcule
∫

C

√
x2 + y2 ds ao longo da curva

γ(t)= (4cost)
−→
i +(4sen t)

−→
j +3t

−→
k , com −2π ≤ t ≤ 2π .

3. Seja C a semicircunferência x2 + y2 = a2, y ≥ 0 e a > 0.

a. Parametrize C.

b. Calcule
∫

C

(
x2 − y2) ds.
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4. Seja C o segmento de extremidades A = (1,2,3) e
B = (4,5,6).

a. Parametrize C.
b. Calcule

∫
C
(x+ y+ z) ds.

5. Calcular a integral
∫

C
(x−y) ds, onde C é a circunferência

x2 + y2 = ax.

6. Calcule
∫

C
y2 ds, onde C é a semicircunferência

x2 + y2 = 2x, com y ≥ 0.

7. Calcule
∫

C
8xds, onde a curva C é formada pelo arco C1 da

parábola y = x2 de (0,0) a (1,1), seguido pelo segmento
de reta vertical C2 de (1,1) a (1,2).

8. Seja C a curva interseção das superfı́cies x2 + y2+ z2 = 4,
z ≥ 0 e y = x, que liga o ponto A = (

√
2 ,

√
2 ,0) ao ponto

B = (1,1,
√

2 ).

a. Esboce C.
b. Parametrize C.
c. Calcule

∫
C
x2 ds.

9. Calcular
∫

C
x ds, onde C é a interseção do cilindro

parabólico y = x2 com a parte do plano z = x, tal que
0 ≤ x ≤ 1.

10. Seja C a curva interseção da semiesfera
x2 + y2 + z2 = 8−2(x+ y) ,z ≥ 0 com o plano x+ y = 2.
Calcule

∫
C
(x2+ y2)z ds.
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APLICAÇÕES DA INTEGRAL DE LINHA
DE CAMPO ESCALAR

INTERPRETAÇÃO GEOMÉTRICA NO PLANO

Seja f (x,y) ≥ 0 e contı́nua. Então o gráfico de f , Gf , está
acima do plano xy.

x

y

z

Gf

(x,y)

(x,y, f (x,y))

Δs

C

S

A partir da curva C ⊂ plano xy, construa a superfı́cie S de
base C e “altura” f (x,y) em (x,y) ∈ C. A integral

∫
C

f (x,y) ds
representa a área de um lado da superfı́cie S.

�

�

�

�
Exemplo 7.1. blablabl

A base de uma superfı́cie é dada por x2 + y2 = 2 , x ≥ 0. Se
a altura da superfı́cie em (x,y) é f (x,y) = x, x ≥ 0, achar a área
de um lado da superfı́cie.

Solução: O esboço de S está representado na figura que se segue.

x
y

z

S

(x,y)

z = f (x,y) = x

√
2√

2
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A área de um lado de S é dada por
∫

C
f (x,y) ds =

∫
C
x ds,

onde C é parametrizada por σ(t) =
(√

2cos t,
√

2sen t
)
, com

−π/2 ≤ t ≤ π/2 (pois x ≥ 0).

Se σ ′(t) =
(−√

2sen t,
√

2cos t
)
, então

∥∥σ ′(t)
∥∥ =

√
2sen2 t +2cos2 t =

√
2

donde,
ds =

∥∥σ ′(t)
∥∥ dt =

√
2dt .

Portanto∫
C

x ds =
∫ π/2

−π/2

(√
2cos t

)√
2 dt = 2sen t

∣∣∣π/2

−π/2
= 4u.a.

INTERPRETAÇÃO FÍSICA

Se δ (x,y) representa a densidade (massa por unidade de com-
primento) de um arame C ⊂ R

2, então
∫

C
δ (x,y) ds representa a

massa total do arame:

M =

∫
C

δ (x,y)ds .

� i. O centro de massa (x,y) do arame é dado por

Mx =
∫

C
xδ (x,y)ds

My =
∫

C
yδ (x,y)ds

ii. O momento de inércia de C ⊂ R
2 em relação a um

eixo E é dado por

IE =

∫
C

r2(x,y)δ (x,y)ds

onde r(x,y) = distância de (x,y) ao eixo E.

iii. Seja uma curva C ⊂ R
3, representando um arame de

densidade δ = δ (x,y,z) em (x,y,z) ∈ C. Então, ob-
serve as seguintes fórmulas:

iii.1. Comprimento do arame: L =
∫

C
ds
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iii.2. Massa do arame: M =

∫
C

δ (x,y,z)ds

iii.3. Centro de massa do arame (x,y,z), onde

Mx =
∫

C
xδ (x,y,z)ds

My =
∫

C
yδ (x,y,z)ds

Mz =
∫

C
zδ (x,y,z)ds

iii.4. Momento de inércia do arame em relação a um
eixo E:

IE =

∫
C

r2(x,y,z)δ (x,y,z)ds

onde r(x,y,z) = distância de (x,y,z) ao eixo E.

�

�

�

�
Exemplo 7.2. blablabl

Um arame fino tem a forma de uma semicircunferência
x2 + y2 = 4, com y ≥ 0. Se a densidade linear é uma constante
k, determine a massa e o centro de massa do arame.

Solução: small

O esboço de C está re-
presentado ao lado. Te-
mos

x =

∫
C

xk ds∫
C

k ds
=

∫
C

x ds∫
C

ds

y =

∫
C

y ds∫
C

ds

x

y

C

−2

2

2

onde
∫

C
ds = L =

1
2
· 2πr = 2π , pois r = 2. Como M =

∫
C

kds então

M = k
∫

C
ds = 2kπ . Uma parametrização de C é dada por:

σ(t) = (2cos t,2sen t) , 0 ≤ t ≤ π .
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Se σ ′(t) = (−2sen t,2cos t,) então∥∥σ ′(t)
∥∥ =

√
4sen2 t +4cos2 t = 2 .

Como ds = ‖σ ′(t)‖ dt, então ds = 2dt. Temos:∫
C

xds =
∫ π

0
(2cos t)2dt = 4

[
sen t

]π
0 = 0

∫
C

yds =
∫ π

0
(2sen t)2dt = 4

[− cos t
]π

0 = 8

Logo, x = 0 e y = 8
2π

=
4
π
. Portanto, (x,y) = (0,4/π).

�

�

�

�
Exemplo 7.3. blablabl

Calcule o momento de inércia em relação ao eixo z de um
arame C cuja forma é a interseção das superfı́cies x2+y2+z2 = 4
e y = x, sabendo que sua densidade é uma constante.

Solução: Como a interseção de uma esfera com um plano é uma
circunferência, segue que C é uma circunferência contida no plano
y = x. Para esboçá-la, procuremos encontrar pontos de interseção das
duas superfı́cies. Observe que o plano x = y contém o eixo z. Logo,
os pontos A1 = (0,0,2) e A2 = (0,0,−2) estão em C. Por outro lado,
a reta y = x do plano xy intercepta a esfera em dois pontos: B1 e B2.
Ligando os pontos A1, A2, B1 e B2, encontramos a curva C.

x

y

z

C

B1

B2

A1 = (0,0,2)

A2 = (0,0,−2)

2
2

Para parametrizar C, resolvemos o sistema
{

x2 + y2 + z2 = 4
y = x . Te-

mos 2x2 + z2 = 4 ou x2/2+ z2/4 = 1, que representa a projeção de C
no plano xz. Portanto, se (x,y,z) ∈ C, então x e z satisfazem a elipse
x2/2+ z2/4. Logo, x =

√
2cos t e z = 2sen t, com 0 ≤ t ≤ 2π . Como
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y = x, então y =
√

2cos t. Portanto,

σ(t) =
(√

2cos t,
√

2cos t,2sen t
)
, 0 ≤ t ≤ 2π

é uma parametrização de C.

Se σ ′(t) =
(−√

2sen t,−√
2sen t,2cos t

)
então:

∥∥σ ′(t)
∥∥ =

√
2sen2 t +2sen2 t +4cos2 t = 2 .

Assim, ds = ‖σ ′(t)‖ dt = 2dt. O momento de inércia em relação ao
eixo z é dado por

Iz =
∫

C

(
x2 + y2)δ (x,y) ds = k

∫
C

(
x2 + y2) ds =

= k
∫ 2π

0

(
2cos2 t +2cos2 t

)
2dt = 8k

∫ 2π

0
cos2 t dt =

= 8k · 1
2

[
t + sen2t

2

]2π

0
= 8kπ .

CAMPOS VETORIAIS

DEFINIÇÃO DE UM CAMPO VETORIAL

Definição 7.1. blablabla

Sejam P e Q funções reais de x e y, definidas em D ⊂ R
2. A

função vetorial −→F : D ⊂ R
2 → R

2 definida por

−→F (x,y) = (P(x,y),Q(x,y)) = P(x,y)
−→
i +Q(x,y)

−→
j

é chamada de campo vetorial definido em D ⊂ R
2.

Outra notação: −→F (x,y) = (P,Q).

x

y

D (x,y)

−→F (x,y)
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Definição 7.2. blablabla

Sejam P, Q e R funções reais de x, y e z, definidas em D⊂R
3.

Temos que a função vetorial −→F : D ⊂ R
3 → R

3 definida por

−→F (x,y,z) = (P(x,y,z),Q(x,y,z),R(x,y,z))

= P(x,y,z)
−→
i +Q(x,y,z)

−→
j +R(x,y,z)

−→
k

é chamada de campo vetorial definido em D ⊂ R
3.

x

y

z

D

(x,y,z)

−→F (x,y,z)

Os campos vetoriais são úteis para representar os campos de
forças, campos de velocidades e campos elétricos.

Geometricamente, visualizamos um campo vetorial −→F no
plano esboçando vetores −→F (x,y) com origem em (x,y).

�

�

�

�
Exemplo 7.4. blablabl

O campo vetorial −→F (x,y) = (x,y) = x
−→
i + y

−→
j , (x,y) ∈ R

2,
está representado por:

x

y
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Exemplo 7.5. blablabl

Represente geometricamente o campo vetorial−→F (x,y)= (−y,x)=
=−y

−→
i + x

−→
j , com (x,y) ∈ R

2.

Solução: Observemos que ‖−→F (x,y)‖ =
√

y2 + x2 = ‖(x,y)‖, isto é,
os vetores −→F (x,y) e (x,y) têm mesmo comprimento. Além disso,

−→F (x,y) · (x,y) = (−y,x) · (x,y) =−yx+ xy = 0 ,

donde −→F (x,y) ⊥ (x,y).

Então o esboço do campo está representado na figura que se segue.

x

y

Definição 7.3 (Dizemos que o campo vetorial −→F é contı́nuo,
de classe Ck, k ∈ N

∗ ou C∞ se as funções componentes
P e Q (ou P, Q, R) são contı́nuas, de classe Ck ou C∞,
respectivamente.). blablabla

OPERADORES DIFERENCIAIS

Se −→F = (P,Q,R) é campo vetorial diferenciável em um con-
junto aberto D do R

3, então o divergente de −→F é um campo
escalar definido por

div−→F =
∂P
∂x

+
∂Q
∂y

+
∂R
∂ z

(1)
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Se −→F = (P,Q) é de classe C1 em um aberto D do R
2, então

div−→F =
∂P
∂x

+
∂Q
∂y

. O rotacional de −→F é um campo vetorial defi-
nido por

rot−→F =
(

∂R
∂y

− ∂Q
∂ z

)−→
i +

(
∂P
∂ z

− ∂R
∂x

)−→
j +

(
∂Q
∂x

− ∂P
∂y

)−→
k (2)

Vamos expressar (1) e (2) usando a notação de operador.
Então, consideremos o operador diferencial vetorial ∇ (“del”)
dado por

∇ =
∂
∂x
−→
i +

∂
∂y
−→
j +

∂
∂ z
−→
k =

(
∂
∂x

,
∂
∂y

,
∂
∂ z

)
.

O operador ∇ sobre uma função escalar f (ou um campo escalar)
produz o gradiente de f :

∇ f =
(∂ f

∂x
,

∂ f
∂y

,
∂ f
∂ z

)
.

Consideremos o “produto vetorial” de ∇ pelo campo vetorial−→F = (P,Q,R):

∇×−→F =

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−→
i

−→
j

−→
k

∂
∂x

∂
∂y

∂
∂ z

P Q R

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

=

∣∣∣∣∣∣
∂
∂y

∂
∂ z

Q R

∣∣∣∣∣∣−→i −
∣∣∣∣∣∣

∂
∂x

∂
∂ z

P R

∣∣∣∣∣∣−→j +

∣∣∣∣∣∣
∂
∂x

∂
∂y

P Q

∣∣∣∣∣∣−→k =

=
(

∂R
∂y

− ∂Q
∂ z

)−→
i −

(
∂R
∂x

− ∂P
∂ z

)−→
j +

(
∂Q
∂x

− ∂P
∂y

)−→
k =

=
(∂R

∂y
− ∂Q

∂ z

)−→
i +

(∂P
∂ z

− ∂R
∂x

)−→
j +

(∂Q
∂x

− ∂P
∂y

)−→
k =

= rot −→F .

Logo,
rot −→F = ∇×−→F .

Consideremos o “produto interno” de ∇ pelo campo −→F :

∇ ·−→F =
( ∂

∂x
,

∂
∂y

,
∂
∂ z

)
· (P,Q,R) = ∂P

∂x
+

∂Q
∂y

+
∂R
∂ z

= div −→F .
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Assim,
div −→F = ∇ ·−→F .

�

�

�

�
Exemplo 7.6. blablabl

Calcule o divergente e o rotacional do campo vetorial

−→F (x,y,z) = xy
−→
i + yz

−→
j + zx

−→
k .

Solução: Temos

div−→F = ∇ ·−→F =
∂
∂x

(xy)+ ∂
∂y

(yz)+ ∂
∂ z

(zx) = y+ z+ x .

e

rot−→F = ∇×−→F =

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−→
i

−→
j

−→
k

∂
∂x

∂
∂y

∂
∂ z

xy yz zx

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (0− y)

−→
i +(0− z)

−→
j +(0− x)

−→
k =

=−y
−→
i − z

−→
j − x

−→
k .

A seguir, apresentaremos algumas propriedades para o rotacional
e o divergente.

Se f e −→F são de classe C2, então

i. rot(grad f ) =
−→
0 ou ∇× (∇ f ) =

−→
0

ii. div
(
rot−→F )

= 0 ou ∇ · (∇×−→F )
= 0

iii. div(grad f ) = lap f ou ∇ · (∇ f ) = ∇2 f onde

lap f = ∇2 f = ∂ 2 f
∂x2 +

∂ 2 f
∂y2 +

∂ 2 f
∂ z2

é dito laplaciano de f .

iv. ∇ ·
(

f−→F
)
= f ∇ ·−→F +∇ f ·−→F .

As demonstrações de (i) e (ii) seguem das definições e do Teo-
rema de Schwartz. A demonstração de (iii) segue das definições. De-
monstraremos a propriedade (iv). Escrevendo −→F = (P,Q,R), temos
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f−→F = ( f P, f Q, f R). Então

∇ ·
(

f−→F
)

=
∂
∂x

( f P)+ ∂
∂y

( f Q)+
∂
∂ z

( f R)

= f ∂P
∂x

+
∂ f
∂x

·P+ f ∂Q
∂y

+
∂ f
∂y

·Q+ f ∂R
∂ z

+
∂ f
∂ z

·R

= f
(

∂P
∂x

+
∂Q
∂y

+
∂R
∂ z

)
+

(
∂ f
∂x

,
∂ f
∂y

,
∂ f
∂ z

)
· (P,Q,R)

= f ∇ ·−→F +∇ f ·−→F .

como querı́amos demonstrar.

� Se −→F (x,y) = P(x,y)
−→
i +Q(x,y)

−→
j , então:

rot−→F =
(

∂Q
∂x

− ∂P
∂y

)−→
k .

Exercı́cio 7.1.

1. Calcule a massa de um fio que tem a forma do arco de
elipse C : x2 + y2/4 = 1, no primeiro quadrante, se a den-
sidade em cada ponto (x,y) do fio é dada por δ (x,y) = xy.

2. Calcule a primeira coordenada do centro de massa de um
fio homogêneo que está ao longo de uma curva
γ(t) = t

−→
i + 2

√
2

5
t5/2−→j +

t4

4
−→
k , com 0 ≤ t ≤ 2, se a den-

sidade for δ (x,y,z) = 10x.

3. Um arame tem a forma da curva C obtida como interseção
da porção da esfera x2 + y2 + z2 = 1, x ≥ 0, com o plano
y+ z = 1.

a. Esboce a curva C.
b. Apresente uma parametrização diferenciável para C.
c. Sabendo-se que a densidade em cada ponto do arame

é dada por δ (x,y,z) = yz, calcule a massa total do
arame.

4. Deseja-se construir uma peça de zinco que tem a forma da
superfı́cie do cilindro x2 + y2 = 4, compreendida entre os
planos z = 0 e x+ y+ z = 2, z ≥ 0. Se o metro quadrado
do zinco custa M reais, calcule o preço total da peça. Faça
um esboço da peça.
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5. Calcule a área de um lado da superfı́cie S cuja base é a
circunferência x2 + y2 = 1 no plano xy e a altura em cada
ponto (x,y) é f (x,y) = 1− x2. Esboce a superfı́cie.

6. Um pintor deseja pintar ambos os lados de uma cerca cuja
base está dada pela curva C : x2/3 + y2/3 = (20)2/3, para
x ≥ 0 e y ≥ 0. A altura está dada por f (x,y) = y. Se o
pintor cobra R reais por metro quadrado, quanto ele rece-
berá?

7. Calcule o momento de inércia de um fio retilı́neo, ho-
mogêneo de comprimento L, em torno de um eixo per-
pendicular ao fio e passando por uma das extremidades do
fio, em função de sua massa.

8. Um fio delgado tem a forma do segmento de reta que une
os pontos (1,1) a (2,2). Determine o momento de inércia
em relação ao eixo y = −1, supondo que a densidade no
ponto (x,y) é proporcional à distância do ponto ao eixo y.

9. Calcule o divergente e o rotacional do seguinte campo:

a. −→F (x,y) =
(
− y√

x2 + y2
,

x√
x2 + y2

)
, (x,y) 
= (0,0)

b. −→F (x,y,z) = yez−→i + xez−→j + xyez−→k

10. Quando o divergente de um campo vetorial é nulo, di-
zemos que o campo é solenoidal. Quando o rotacional
de um campo vetorial é nulo, dizemos que o campo é
irrotacional. Prove que o campo −→r /r3 é solenoidal e
também irrotacional fora da origem sendo −→r (x,y,z) =
= x

−→
i + y

−→
j + z

−→
k , r = ‖−→r ‖.
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PREPARAÇÃO PARA A AP1

8
Queridos alunos de Cálculo IV,

Estamos na semana de preparação para a primeira prova pre-
sencial. Espero, sinceramente, que estejam em dia com a matéria.

Selecionei alguns exercı́cios para prepará-los para a prova.

Sucesso!!!

Exercı́cio 8.1.

1. Dada a integral

I =
∫ ∫

D
f (x,y)dxdy=

∫ 0

−1

∫ 1

−y
f (x,y)dxdy+

∫ 1

0

∫ 1

y
f (x,y)dxdy .

a. Esboce a região D.
b. Expresse a soma de integrais do segundo membro

como uma só integral na qual a ordem de integração
está invertida.

c. Calcule o valor de I para f (x,y) = 1√
1+ x2

.

2. Seja uma lâmina homogênea com a forma da região

D :

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

y ≤ x
x2 + y2 ≤ 1

y ≥−x
x ≥ 0 .

Determine

a. O centro de massa de D.
b. O momento de inércia em relação ao eixo x.
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3. Calcule a integral dupla passando para coordenadas pola-
res

I =
∫ ∫

D

√
a2 − x2 − y2 dxdy

onde D é a metade superior do disco x2 + y2 ≤ ax, a > 0.

4. Usando coordenadas polares, calcule

a.
∫ 4

0

∫ √
4y−y2

0
dxdy b.

∫ 2

0

∫ √
4−y2

y

(
x2 + y2)dxdy

5. Calcule a integral passando para coordenadas esféricas

I =
∫ 1

0

∫ √
1−x2

0

∫ √
1−x2−y2

0

√
x2 + y2 + z2 dzdydx .

6. Calcule o momento de inércia em relação ao eixo z do
sólido homogêneo W , limitado pelas superfı́cies
z = x2 + y2, x2 + y2 = 1 e z = 0.

7. Encontre o momento de inércia em relação ao eixo z do
sólido homogêneo limitado pela esfera x2 + y2+ z2 = 4.

8. Seja uma mola que tem a forma de uma hélice circular

C : γ(t) = (4cos t,4sent,3t) , 0 ≤ t ≤ 4π .

Sabendo que a densidade em (x,y,z) é dada por δ (x,y,z)=
= x2 + y2, calcule

a. A massa M da hélice.
b. O momento de inércia em relação ao eixo z.

9. Calcule
∫

C
xy ds, onde C é a interseção da superfı́cie

x+ y = 2 com a superfı́cie x2 + y2 + z2 = 2(x+ y).

10. Encontre o momento de inércia em relação ao eixo z de
um fio homogêneo fino que se encontra ao longo da curva

γ(t) = (t cos t)�i+(t sen t)�j+
(

2
√

2
3

t3/2
)
�k ,

com 0 ≤ t ≤ 1.
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INTEGRAL DE LINHA DE CAMPO VETORIAL

9

O b j e t i v o s
1 definir integrais de linha;
2 estudar algumas propriedades;
3 estudar uma classe de campos vetoriais que tem

a propriedade de que a integral de linha não de-
pende do caminho;

4 cálculo de funções potenciais.
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INTEGRAL DE LINHA DE CAMPO VETO-
RIAL

MOTIVAÇÃO

Considere uma partı́cula que se move ao longo de uma curva
C : γ(t) =

(
x(t),y(t)

)
, t ∈ [a,b], sob a ação de um campo de

forças −→F (x,y) = P(x,y)
−→
i +Q(x,y)

−→
j . Queremos calcular o

trabalho realizado pela força −→F quando a partı́cula se desloca
de A = γ(a) até B = γ(b).

Da fı́sica, temos que no caso em que −→F é constante e C é
um segmento de reta, o trabalho é dado pelo produto escalar
W =

−→F ·−→AB.

No caso geral, dividimos o intervalo [a,b] em n subinterva-
los [ti−1, ti], i = 1, . . . ,n, de mesmo comprimento Δt = ti − ti−1.
Temos n subarcos γ

(
[ti−1, ti]

)
= Ci e n segmentos [Ai−1,Ai],

Ai = γ(ti) =
(
x(ti),y(ti)

)
, com i = 1, . . . ,n.

γ

Ai

Ai+1
ti−1

ti

a = t0

b = tn

Supondo −→F constante ao longo do segmento [Ai−1,Ai], o tra-
balho ao longo de Ci é aproximadamente igual ao produto esca-
lar

Wi ∼=−→F (
γ(ti)

) ·−−−−→Ai−1Ai =
−→F (

γ(ti)
) · (Ai−Ai−1) =

= P
(
x(ti),y(ti)

)
Δx+Q

(
x(ti),y(ti)

)
Δy

onde Δx = x(ti)− x(ti−1) e Δy = y(ti)− y(ti−1).

Pelo Teorema do Valor Médio, temos Δx = x′ (t∗i )Δt, com
t∗i ∈ ]ti−1, ti[ e Δy = y′ (t∗∗i )Δt, com t∗∗i ∈ ]ti−1, ti[ . Logo,

Wi ∼=
[
P
(
x(ti),y(ti)

)
x′
(
t∗i
)
+Q

(
x(ti),y(ti)

)
y′
(
t∗∗i

)]
Δt

donde

W ∼=
n

∑
i=1

[
P
(
x(ti),y(ti)

)
x′
(
t∗i
)
+Q

(
x(ti),y(ti)

)
y′
(
t∗∗i

)]
Δt = Sn .
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Assim, definimos W = lim
Δt→0

Sn. Então

W =

∫ b

a

[
P
(
x(t),y(t)

)
x′(t)+Q

(
x(t),y(t)

)
y′(t)

]
dt .

Esta motivação sugere a definição que se segue.

Definição 9.1. blablabla

Seja C ⊂ R
3, uma curva regular, dada por uma

parametrização γ : [a,b]→R
3 de classe C1, tal que γ ′(t) 
= 0,

para todo t ∈ ]
a,b

[
. Seja −→F = (P,Q,R) um campo vetorial

contı́nuo sobre C. Então a integral de linha do campo −→F ao
longo de C, denotado por

∫
C

−→F ·d−→r , é definida por

∫
C

−→F ·d−→r =

=

∫ b

a

−→F (γ(t)) · γ ′(t)dt

=
∫ b

a

[
P
(
x(t),y(t),z(t)

)
x′(t)+Q

(
x(t),y(t),z(t)

)
y′(t)+

+R
(
x(t),y(t),z(t)

)
z′(t)

]
dt.

� i. Seja C uma curva regular por partes, isto é,
C =C1∪C2 ∪ . . .∪Cn. Então∫

C

−→F ·d−→r =
∫

C1

−→F ·d−→r + . . .+
∫

Cn

−→F ·d−→r

ii. A integral de linha de um campo vetorial −→F ,
∫

C

−→F ·
d−→r , não depende da parametrização de C, desde que
não se inverta sua orientação. Isto é, denotando por
C− a curva C percorrida em outro sentido, então∫

C−
−→F ·d−→r =−

∫
C

−→F ·d−→r

iii. Se C é uma curva fechada (γ(a) = γ(b)) e está ori-
entada no sentido anti-horário, denotamos a integral
de linha por

∮
C+

−→F · d−→r . Caso contrário, denotamos

por
∮

C−

−→F ·d−→r .
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�

�

�

�
Exemplo 9.1. blablabl

Seja −→F (x,y,z) = x−→i + y−→j + z
−→
k . Temos que a integral de

linha −→F ao longo de uma hélice C : γ(t) = (cost,sent, t), com
0 ≤ t ≤ 2π é dada por∫

C

−→F ·d−→r =

∫ b

a

−→F (γ(t)) · (γ ′(t)) dt =

=

∫ 2π

0
(cos t,sent, t) · (−sen t,cost,1) dt =

=

∫ 2π

0
(−cos t sen t + sen t cos t + t) dt =

=

∫ 2π

0
t dt =

[
t2

2

]2π

0
= 2π2 .

Uma Outra Notação

Sabemos que dx = x′(t) dt, dy = y′(t) dt e dz = z′(t) dt. Se
usarmos a convenção d−→r = dx

−→
i +dy

−→
j +dz

−→
k = (dx,dy,dz),

temos∫
C

−→F ·d−→r =

∫
C
(P,Q,R) · (dx,dy,dz) =

=
∫

C
Pdx+Qdy+Rdz =

=

∫ b

a

[
P
(
x(t),y(t),z(t)

)
x′(t)+Q

(
x(t),y(t),z(t)

)
y′(t)+

+R
(
x(t),y(t),z(t)

)
z′(t)

]
dt .

Logo, uma outra notação é
∫

C
Pdx+Qdy+Rdz.

�

�

�

�
Exemplo 9.2. blablabl

Calcule
∫

C
y dx+

(
x2 + y2) dy, onde C é formado pelos seg-

mentos que ligam (−2,0) a (0,0) e (0,0) a (0,2).
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Solução:

O esboço da curva
C = C1 ∪C2 está repre-
sentado na figura ao
lado.

x

y

C1

C2

(−2,0) (0,0)

(0,2)

C1 e C2 podem ser parametrizadas por

C1 :
{

x = t
y = 0 , ,−2 ≤ t ≤ 0, donde dx = dt e dy = 0 .

C2 :
{

x = 0
y = t , ,0 ≤ t ≤ 2, donde dx = 0 e dy = dt .

Temos ∫
C1

y dx+
(
x2 + y2) dy =

∫ 0

−2
0 dt +

(
t2 +02)= 0

∫
C2

y dx+
(
x2 + y2) dy =

∫ 2

0
t ·0+ (

02 + t2) dt =

=
∫ 2

0
t2 dt =

[
t3

3

]2

0
=

8
3
.

Logo,
∫

C
y dx+

(
x2 + y2) dy = 0+ 8

3
=

8
3
.

CAMPOS CONSERVATIVOS

Dizemos que −→F : D ⊂ R
n → R

n, (n = 2 , 3) é um campo
conservativo ou um campo gradiente se existir um campo es-
calar diferenciável ϕ : D ⊂ R

n →R, tal que ∇ϕ =
−→F em D.

O campo escalar ϕ : D ⊂ R
n →R é dito função potencial de−→F em D.

�

�

�

�
Exemplo 9.3. blablabl

O campo vetorial −→F (x,y,z) = (2x+3yz)
−→
i +3xz

−→
j +3xy

−→
k

é um campo conservativo em R
3, pois existe ϕ(x,y,z) = x2+

+3xyz diferenciável em R
3, tal que ∇ϕ =

−→F em R
3.
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A seguir apresentaremos alguns resultados dos campos con-
servativos.

Teorema 9.1. blablabla

Seja −→F : D ⊂ R
n → R

n, (n = 2 , 3) um campo vetorial de
classe C1. Se −→F é conservativo, então rot−→F =

−→
0 .

Demonstração

Suponhamos n = 3. Então, −→F = (P,Q,R). Se −→F é conserva-
tivo, então existe ϕ : D ⊂ R

3 → R tal que ∇ϕ =
−→F . Logo,

rot−→F = ∇×−→F = ∇× (∇ϕ) =
−→
0 por propriedade dos opera-

dores diferenciais.

CQD

Mais adiante veremos um exemplo de um campo vetorial,
não conservativo, com rotacional nulo.

� O Teorema 9.1 também pode ser enunciado da seguinte
maneira:

“Se rot−→F 
=−→
0 em D então −→F não é conserva-

tivo em D” .

�

�

�

�
Exemplo 9.4. blablabl

Temos que −→F (x,y) = 2x
x2 + y2

−→
i +

2y
x2 + y2

−→
j é um campo con-

servativo em R
2 −{(0,0)}, pois existe ϕ(x,y) = ln

(
x2 + y2) tal

que ∇ϕ =
−→F em R

2−{(0,0)}.

�

�

�

�
Exemplo 9.5. blablabl

Temos que −→F (x,y) = −2y
−→
i + 2x

−→
j não é um campo con-

servativo. Ora, temos que

rot−→F (x,y) =
(∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)−→
k = (2− (−2))

−→
k = 4

−→
k 
=−→

0 .
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Teorema 9.2. blablabla

Seja −→F : D ⊂ R
n → R

n, (n = 2 , 3) de classe C2. Se −→F é
conservativo, isto é, −→F = ∇ϕ em D, e se C é qualquer curva
regular por partes com ponto inicial A e ponto final B, então∫

C

−→F ·d−→r =

∫
C

∇ϕ ·d−→r = ϕ(B)−ϕ(A) .

Demonstração

Seja γ(t) , com t ∈ [a,b] uma parametrização de C, de classe C1

e tal que γ ′(t) 
=�0 em ]a,b[ com γ(a) = A e γ(b) = B. Então,
∫

C
�F ·d�r =

∫ b

a
�F(γ(t)) · γ ′(t) dt =

∫ b

a
∇ϕ(γ(t)) · γ ′(t) dt .

Pela regra da cadeia, temos que

∇ϕ(γ(t)) · γ ′(t) = (ϕ ◦ γ)′(t) .

Então:∫
C
�F ·d�r =

∫ b

a
(ϕ ◦ γ)′(t) dt =

[
ϕ ◦ γ(t)

]b
a =

= ϕ(γ(b))−ϕ(γ(a)) = ϕ(B)−ϕ(A)

como querı́amos demonstrar.

CQD

Este resultado é conhecido como Teorema Fundamental do
Cálculo para Integrais de Linha. É dele que concluı́mos que
a integral de linha de um campo conservativo só depende dos
pontos A e B e não depende da trajetória que os une.

Teorema 9.3. blablabla

Se −→F : D ⊂ R
n → R

n, (n = 2 , 3) é conservativo, então∮
C

−→F ·d−→r = 0 qualquer que seja o caminho fechado.
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Demonstração

A demonstração segue do Teorema 9.2, pois C sendo um cami-
nho fechado, tem-se que o ponto final B coincide com o ponto
inicial A, donde ϕ(B)−ϕ(A) = 0 e, portanto, a integral de linha
é zero.

CQD

Este Teorema também pode ser enunciado da seguinte ma-
neira:

“Se
∮

C

−→F · d−→r 
= 0 para alguma curva fechada C

então −→F não é conservativo” .

�

�

�

�
Exemplo 9.6. blablabl

Calcule
∫

C

−→F ·d−→r , onde −→F (x,y) = x
−→
i +y

−→
j e C é dada pela

equação γ(t) =
(
arctg t,cost4), com 0 ≤ t ≤ 1.

Solução: Observemos que −→F é um campo conservativo em R
2 com

função potencial ϕ(x,y) = 1
2
(
x2 + y2). Assim,

∫
C

−→F ·d−→r = ϕ (γ(1))−ϕ (γ(0)) =

= ϕ(arctg1,cos1)−ϕ(arctg0,cos0) =

= ϕ
(π

4
,cos1

)
−ϕ(0,1) =

=
1
2

(
π2

16
+ cos2 1

)
− 1

2
(
02 +12)= 1

2

(
π2

16
−1+ cos2 1

)
.

A seguir, exibiremos um campo vetorial não conservativo
com rotacional

−→
0 , o que mostra que a recı́proca do Teorema 9.1

é falsa.
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�
Exemplo 9.7. blablabl

Seja−→F (x,y)= −y
x2 + y2

−→
i +

x
x2 + y2

−→
j , (x,y)∈D=R

2−{(0,0)}.

Como ∂Q
∂x

=
∂P
∂y

(verifique!) então rot−→F =
−→
0 em D. Calcule-

mos
∮

C

−→F ·d−→r , onde C é a circunferência γ(t) = (acos t,asent),
0 ≤ t ≤ 2π . Temos∮

C

−→F ·d−→r =

∫
C

−y
x2 + y2 dx+ x

x2 + y2 dy =

=

∫ 2π

0

[(−asent
a2

)
(−asen t)+

(acost
a2

)
(acos t)

]
dt =

=
∫ 2π

0

(
sen2 t + cos2 t

)
dt = 2π 
= 0 (1)

Se −→F fosse conservativo, terı́amos encontrado, pelo Teorema
9.3, que

∮
C+

−→F · d−→r = 0, o que contradiz (1). Logo, −→F não é
conservativo.

Na Aula 10, veremos para o caso n = 2, que impondo certas
condições ao domı́nio de −→F , prova-se que a recı́proca do Teo-
rema 9.1 é verdadeira.

CÁLCULO DE FUNÇÕES POTENCIAIS

�

�

�

�
Exemplo 9.8. blablabl

Sabe-se que−→F (x,y)=
(
2xy2 − y3,2x2y−3xy2 +2

)
é um campo

gradiente. Determine uma função potencial.

Solução: Para determinar uma função potencial ϕ(x,y) devemos ter

∂ϕ
∂x

= 2xy2 − y3 (2)

∂ϕ
∂y

= 2x2y−3xy2 +2 (3)

Integrando (2) em relação a x, temos

ϕ(x,y) = x2y2 − xy3 + f (y) (4)
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Integrando (3) em relação a y, temos

ϕ(x,y) = x2y2 − xy3 +2y+g(x) (5)

De (4) e (5), vemos que tomando f (y) = 2y e g(x) = 0, segue que uma
função potencial é

ϕ(x,y) = x2y2 − xy3 +2y .

�

�

�

�
Exemplo 9.9. blablabl

Sabe-se que−→F (x,y,z)= 2xy
−→
i +

(
x2 + zcos(yz)

)−→
j +ycos(yz)

−→
k

é um campo conservativo. Determine uma função potencial.

Solução: Devemos ter:

∂ϕ
∂x

= 2xy (6)

∂ϕ
∂y

= x2 + zcos(yz) (7)

∂ϕ
∂ z

= ycos(yz) (8)

Integrando (6), (7) e (8) em relação a x, y e z respectivamente, temos

ϕ(x,y,z) = x2y+ f (y,z) (9)

ϕ(x,y,z) = x2y+ sen(yz)+g(x,z) (10)

ϕ(x,y,z) = sen(yz)+h(x,y) (11)

De (9), (10) e (11), devemos ter f (y,z) = sen(yz), g(x,z) = 0 e
h(x,y) = x2y. Logo,

ϕ(x,y,z) = x2y+ sen(yz)

é uma função potencial de −→F .
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Exercı́cio 9.1.

1. Um objeto percorre uma elipse 4x2 +25y2 = 100 no sen-
tido anti-horário e se encontra submetido à força−→F (x,y) = (−3y,3x). Ache o trabalho realizado.

2. Calcule o trabalho realizado pelo campo de forças
→
F (x,y) =

(
x2−y2, 2xy

)
ao mover uma partı́cula ao longo

da fronteira do quadrado limitado pelos eixos coordena-
dos e pelas retas x = a e y = a, a > 0 no sentido anti-
horário.

3. Calcule
∮

C+

−→F · d−→r para −→F (x,y) =
(
x2,x+ y

)
onde C é

a fronteira do triângulo de vértices (0,0), (1,0) e (1,1),
orientada no sentido anti-horário.

4. Calcule
∫

C
zdx+ ydy− xdz, onde C é a interseção das su-

perfı́cies y+ z = 8 e x2 + y2 + z2 − 8z = 0, orientada no
sentido anti-horário quando vista de cima (ou equivalen-
temente, no sentido horário quando vista da origem).

5. Calcule o trabalho realizado pelo campo de forças−→F (x,y,z) = (y,z,x) ao mover uma partı́cula ao longo da
curva C interseção das superfı́cies x + y = 2 e
x2+y2+z2 = 2(x+y), percorrida uma vez no sentido anti-
horário quando vista da origem.

6. Calcule
∫

C
−2ydx+3zdy+ xdz, sendo C a interseção das

superfı́cies x2 +4y2 = 1 e x2 + z2 = 1, com y ≥ 0 e z ≥ 0,
percorrida uma vez do ponto (1,0,0) ao ponto (−1,0,0).

7. Ache o trabalho que realiza a força

−→F (x,y) =
(
ysenxy− y2 −3

)−→
i +(xsenxy−2xy)

−→
j

para transladar uma partı́cula de (4,0) a (0,0) ao longo da
curva
C: y = 2−|2− x|, com 0 ≤ x ≤ 4.

8. a. Determine uma função potencial para o campo gra-
diente
−→F (x,y,z) =

(−4xe3y + zexz)−→i +
+
(−6x2e3y +4y2)−→j +(xexz + cosz)

−→
k .
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b. Calcule
∫

C

−→F ·d−→r , se C é a curva descrita por

γ(t) = (t−1)(t −2)
−→
i + t

−→
j +

π
2

t5−→k ,

com 0 ≤ t ≤ 1.

9. Mostre que
∫ (1,4)

(2,−1)
2xydx+x2 dy é independente do cami-

nho e calcule a integral.

10. Calcule
∫

C

−→F ·d�r, onde

−→F (x,y,z) =
(
2xsenz,z3− ey,x2 cosz+3yz2)

e C : γ(t) =
(
t, t(t−1), t2+1

)
, com 0 ≤ t ≤ 1.
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TEOREMA DE GREEN

10

O b j e t i v o s
1 estudar um teorema que estabelece uma ligação

importante entre integrais de linha e integrais
duplas;

2 estudar condições sobre o domı́nio de −→F para
que valha a recı́proca do Teorema 9.1, da Aula
9, isto é, em que domı́nios, campos de rotacional
nulo são conservativos?
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TEOREMA DE GREEN

Teorema 10.1. blablabla

Seja D uma região fechada e limitada de R
2, cuja fronteira

∂D é formada por um número finito de curvas simples, fechadas
e C1 por partes, duas a duas disjuntas, orientadas no sentido que
deixa D à esquerda das curvas, (isto é, ∂D está orientada positi-
vamente). Seja F = P(x,y)

−→
i +Q(x,y)

−→
j um campo vetorial de

classe C1 em um conjunto aberto U com D ⊂U . Então,∮
∂D+

−→F ·d−→r =
∮

∂D+
P dx+Q dy =

∫ ∫
D

(∂Q
∂x

− ∂P
∂y

)
dxdy

D

C1

C2 C3

C4

No caso, ∂D =C1∪C2 ∪C3∪C4 e∮
∂D+

−→F ·d−→r =

=

∮
C+

1

−→F ·d−→r +

∮
C−

2

−→F ·d−→r +

∮
C−

3

−→F ·d−→r +

∮
C−

4

−→F ·d−→r .

� Geralmente, usamos o Teorema de Green, quando
∮

C+

−→F ·
d−→r é difı́cil de ser calculada diretamente.

�

�

�

�
Exemplo 10.1. blablabl

Seja −→F (x,y) = (2x+ y)
−→
i + (3y+ 4x)

−→
j . Vamos calcular

as duas integrais do enunciado do Teorema de Green, para D a
região triangular de vértices (0,0), (1,0) e (0,1).
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x

y

D

O A = (1,0)

B = (0,1)

x+ y = 1

Solução: Temos ∂D = OA∪AB∪BO .

Cálculo de
∫

OA

−→F ·d−→r

Temos OA : y = 0, 0 ≤ x ≤ 1, donde dy = 0. Então,
∫

OA

−→F ·d−→r =

∫
OA

P(x,0)dx =
∫ 1

0
2x dx =

[
x2]1

0 = 1 .

Cálculo de
∫

AB

−→F ·d−→r

Temos AB : x = 1− y, 0 ≤ y ≤ 1, donde dx =−dy. Então,∫
AB

−→F ·d−→r =
∫

AB
P(1− y,y)(−dy)+Q(1− y,y)dy =

=
∫ 1

0
− [

2(1− y)+ y
]
dy+

[
3y+4(1− y)

]
dy =

=
∫ 1

0
(−2+2y− y+3y+4−4y)dy =

∫ 1

0
2dy =

[
2y
]1

0
= 2 .

Cálculo de
∫

BO

−→F ·d−→r =−
∫

OB

−→F ·d−→r

Temos OB : x = 0, 0 ≤ y ≤ 1, donde dx = 0. Então:∫
BO

−→F ·d−→r =−
∫

OB
Q(0,y) dy =−

∫ 1

0
(3y+0) dy =

=−
[

3y2

2

]1

0
=−3

2
.

Somando, temos ∮
∂D+

−→F ·d−→r = 1+2− 3
2
=

3
2
.
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Por outro lado,∫ ∫
D

(
∂Q
∂x

− ∂P
∂y

)
dxdy =

∫ ∫
D
(4−1) dxdy =

= 3A(D) = 3 · 1
2
·1 ·1 =

3
2
.

�

�

�

�
Exemplo 10.2. blablabl

Seja −→F (x,y) = −x2y
−→
i + xy2−→j e D o disco de centro (0,0)

e raio 1. Calculemos
∮

∂D+

−→F ·d−→r , para ∂D orientada no sentido
anti-horário.

Solução: Do Teorema de Green, temos
∮

∂D+

−→F ·d−→r =
∫ ∫

D

(
∂Q
∂x

− ∂P
∂y

)
dxdy =

∫ ∫
D

(
y2 + x2) dxdy .

x

y

D
∂D

1

1

Passando para coordenadas polares, temos⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

x = rcosθ
y = r senθ

dxdy = rdrdθ
x2 + y2 = r2

e Drθ é dado por Drθ :
{

0 ≤ r ≤ 1
0 ≤ θ ≤ 2π . Então:

∮
∂D+

−→F ·d−→r =

∫
Drθ

r2 · r drdθ =

∫
Drθ

r3 drdθ

=
∫ 1

0
r3
∫ 2π

0
dθdr = 2π

∫ 1

0
r3 dr = 2π

[
r4

4

]1

0
=

π
2
.
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Ó
D

U
LO

1�

�

�

�
Exemplo 10.3. blablabl

Seja −→F (x,y) =
−y

x2 + y2

−→
i +

x
x2 + y2

−→
j definido em

D = R
2−{(0,0)}. Calculemos:

a.
∮

C+
1

−→F ·d−→r , sendo C1 : x2 + y2 = a2, a > 0;

b.
∮

C+
2

−→F · d−→r , sendo C2 uma curva fechada, C1 por partes,

que envolve a origem.

Solução:

a. Observemos que a região limitada por C1 não está contida em D,
pois (0,0) /∈ D. Então não podemos aplicar o Teorema de Green.
Sendo assim, usaremos a definição. Parametrizando C1, temos
x = acos t e y = asen t, com 0 ≤ t ≤ 2π donde dx = −asen t dt e
dy = acos t dt. Então∮

C+
1

−→F ·d−→r =
∮

C+
1

−y
x2 + y2 dx+ x

x2 + y2 dy =

=
∫ 2π

0

[−asent
a2 (−asen t)+ acost

a2 (acos t)
]

dt =

=
∫ 2π

0

(
sen2 t + cos2 t

)
dt =

∫ 2π

0
dt = 2π .

b.

x

y

C2

Aqui também não podemos aplicar o Teorema de Green, pois (0,0)
está na região limitada por C2 e (0,0) /∈ D. Usar a definição é im-
possı́vel, pois nem conhecemos uma equação de C2. Então o que fa-
zer?
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x

y

C2
C1

R
a

a

A ideia é de isolar (0,0)
por uma circunferência
C1 : x2 + y2 = a2 com
o raio a adequado de
modo que C1 esteja no
interior da região limi-
tada por C2, orientada
no sentido horário.

Seja R a região limitada por C1 e C2. Logo, ∂R = C2 ∪C1. Como R
não contém (0,0), então podemos aplicar o Teorema de Green em R.
Temos ∮

∂R+

−→F ·d−→r =
∫ ∫

R

(
∂Q
∂x

− ∂P
∂y

)
dxdy .

Como
(

∂Q
∂x

− ∂P
∂y

)
= 0 (Verifique!) então

∮
∂R+

−→F ·d−→r = 0 .

Logo, ∮
C+

2

−→F ·d−→r +

∮
C−

1

−→F ·d−→r = 0

donde ∮
C+

2

−→F ·d−→r −
∮

C+
1

−→F ·d−→r = 0

ou ∮
C+

2

−→F ·d−→r =

∮
C+

1

−→F ·d−→r = 2π

por (a).

�

�

�

�
Exemplo 10.4. blablabl

a. Se D é uma região plana qualquer à qual se aplica o Teo-
rema de Green, mostre que a área de D é dada por
A(D) =

∮
∂D+

− y dx ou A(D) =
∮

∂D+
x dy ou A(D) =

=
1
2

∮
C
− y dx+ x dy.

b. Aplique uma das fórmulas acima para mostrar que a área
limitada pela elipse x2

a2 +
y2

b2 = 1 é πab.
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Solução:

a.

D

Pelo Teorema de Green, tem-se∮
∂D+

− ydx =
∮

∂D+
− ydx+0dy =

=
∫ ∫

D

(
∂0
∂x

− ∂ (−y)
∂y

)
dxdy =

∫ ∫
D
(0+1)dxdy =

=
∫ ∫

D
dxdy = A(D) .

Logo,
A(D) =

∮
∂D+

− ydx .

Analogamente, provam-se as outras fórmulas.

b. O esboço de D está representado na figura que se segue.

x

y

D
∂D

a

b

A área de D é dada por A(D) =

∮
∂D+

− y dx onde ∂D é parametrizada
por {

γ(t) = (acos t,bsen t)
γ ′(t) = (−asen t,bcos t) ,0 ≤ t ≤ 2π .

Então

A(D) =

∫ 2π

0
(−bsen t)(−asen t) dt =

∫ 2π

0
absen2 t dt =

= ab · 1
2

[
t − sen2t

2

]2π

0
= ab · 1

2
·2π = πab u.a.

C E D E R J 101



�

�

�

�

�

�

�

�

Caderno de Cálculo IV | Teorema de Green

TEOREMA DAS QUATRO EQUIVALÊNCIAS

CONDIÇÕES SOBRE D

i. D é aberto.

ii. D é conexo (isto é, dois pontos quaisquer de D podem ser
ligados por uma curva contida em D).

iii. D é “sem buracos” (isto é, qualquer curva fechada de D
delimita uma região inteiramente contida em D).

Um conjunto satisfazendo as condições (i), (ii) e (iii) é dito
um conjunto simplesmente conexo. A seguir daremos exem-
plos de conjuntos simplesmente conexos.

����������������
����������������
����������������
����������������
����������������
����������������
����������������
����������������
����������������
����������������
����������������
����������������
����������������
����������������
����������������
����������������

����������������
����������������
����������������
����������������
����������������
����������������
����������������
����������������
����������������
����������������
����������������
����������������
����������������
����������������
����������������
����������������

x

y

D = R
2

��������
��������
��������
��������
��������
��������
��������
��������
��������

��������
��������
��������
��������
��������
��������
��������
��������
��������

x

y

D

�����������
�����������
�����������
�����������
�����������
�����������
�����������
�����������
�����������
�����������
�����������

�����������
�����������
�����������
�����������
�����������
�����������
�����������
�����������
�����������
�����������
�����������

x

y

D

Agora, daremos exemplos de conjuntos não simplesmente
conexos.
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Ó
D

U
LO

1

����������������
����������������
����������������
����������������
����������������
����������������
����������������
����������������
����������������
����������������
����������������
����������������
����������������
����������������
����������������
����������������

����������������
����������������
����������������
����������������
����������������
����������������
����������������
����������������
����������������
����������������
����������������
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����������������

x

y

D = R
2 −{(0,0)}

�����������
�����������
�����������
�����������
�����������
�����������
�����������
�����������
�����������
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�����������
�����������
�����������
�����������
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x

y

D

����������������
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����������������
����������������
����������������
����������������
����������������
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����������������
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����������������
����������������
����������������
����������������
����������������
����������������
����������������
����������������

x

y

D = R
2 − eixo x

� Seja D ⊂ R
3. Dizemos que D é um conjunto simples-

mente conexo se D é aberto, conexo e “sem buracos” (no
sentido de que qualquer curva fechada de D delimita uma
superfı́cie inteiramente contida em D).

�

�

�

�
Exemplo 10.5. blablabl

O R
3, uma bola aberta em R

3, o R
3−{(0,0,0)} são conjun-

tos simplesmente conexos. O R
3 sem uma reta não é simples-

mente conexo.

Teorema 10.2. blablabla

Seja −→F um campo de classe C1 em um domı́nio D de R
2,

simplesmente conexo. Se rot−→F =
−→
0 então −→F é conservativo.

Demonstração

Do Teorema de Green segue que
∫

C
�F ·d�r = 0, para todo caminho

fechado de D. Tomemos dois pontos A e B quaisquer de D e
sejam C1 e C2 caminhos C1 por partes ligando A e B.
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C1

C2

A

AB

Seja o caminho fechado C = C1 ∪ C−
2 . Logo, temos que∫

C
�F ·d�r = 0 ou

∫
C1

�F ·d�r+
∫

C−
2

�F ·d�r = 0 ou
∫

C1

�F ·d�r−
∫

C2

�F ·d�r =
= 0, donde

∫
C1

�F · d�r =
∫

C2

�F · d�r. Isto mostra que
∫

C
�F · d�r não

depende do caminho.

Então, fixemos um ponto A = (a1,a2) em D e para cada
X = (x,y) ∈ D, definimos ϕ(x,y) =

∫
C
�F · d�r onde C e D é um

caminho C1 por partes ligando A a X . Como essa integral não
depende do caminho C escolhido, ϕ é uma função bem definida.
Finalmente, mostra-se sem grandes dificuldades que ∇ϕ = �F em
D e, portanto, o teorema está demonstrado.

CQD

Do Teorema 10.1 e de teoremas da Aula 9, enunciamos um
teorema contendo quatro equivalências.

Teorema 10.3 (Teorema das Quatro Equivalências). blablabla

Seja −→F = (P,Q) : D ⊂ R
2 → R

2 um campo de classe C1 em
D. Se D ⊂ R

2 é um conjunto simplesmente conexo, então as
seguintes afirmações são equivalentes:

a. ∂Q
∂x

=
∂P
∂y

em D.

b.
∮

C

−→F ·d−→r = 0 qualquer que seja a curva fechada C de D.

c.
∫

C

−→F ·d−→r não depende do caminho C de D.

d. −→F é conservativo.
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Exemplo 10.6. blablabl

Considere a curva C dada por σ(t) =
(
−cos π

t
,et−1

)
,

1≤ t ≤ 2. Calcule
∫

C

−→F ·d−→r , onde−→F (x,y)=
(−y2 senx,2ycosx

)
.

Solução: Como −→F é de classe C1 em R
2 (que é um conjunto sim-

plesmente conexo) e ∂Q
∂x

= −2ysenx =
∂P
∂y

, então pelo teorema das

quatro equivalências, segue que
∫

C

−→F · d−→r não depende do caminho
que liga σ(1) = (1,1) e σ(2) = (0,e). Então, considere C =C1 ∪C2,
onde C−

1 : y= 1, 0≤ x≤ 1, donde dy= 0 e C2 : x= 0, 1≤ y≤ e, donde
dx = 0.

x

y

C1

C2

(0,e)

(1,1)

Temos∫
C1

−→F ·d−→r =−
∫

C−
1

−→F ·d−→r =−
∫

C−
1

P(x,1)dx =

=−
∫ 1

0
(−senx)dx =

∫ 1

0
senx dx =−cosx

∣∣∣1
0
= 1− cos1

∫
C2

−→F ·d−→r =

∫
C2

Q(0,y) dy =
∫ e

1
2ycos0 dy =

=

∫ e

1
2y dy = y2

∣∣∣e
1
= e2 −1 .

Logo, ∫
C

−→F ·d−→r = 1− cos1+ e2 −1 = e2 − cos1 .
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Uma Solução Alternativa

Pelo teorema das quatro equivalências, segue que −→F é conserva-
tivo. Logo, existe ϕ(x,y) definido em R

2, tal que

∂ϕ
∂x

=−y2 senx (1)

∂ϕ
∂y

= 2ycos x (2)

Integrando (1) e (2) em relação a x e y respectivamente, temos

ϕ(x,y) = y2 cosx+ f (y)

ϕ(x,y) = y2 cosx+g(x) .

Tomando f (y) = 0 e g(x) = 0, temos que ϕ(x,y) = y2 cosx é uma
função potencial de −→F . Logo,∫

C

−→F ·d−→r = ϕ (σ(2))−ϕ (σ(1)) = ϕ(0,e)−ϕ(1,1) =

= e2 cos0−12 cos1 = e2 − cos1 .

�

�

�

�
Exemplo 10.7. blablabl

Considere a integral de linha∫
C
(kxey + y) dx+

(
x2ey + x− ky

)
dy .

a. Determine a constante k para que esta integral seja inde-
pendente do caminho.

b. Calcule o valor da integral de A = (0,0) a B = (1,1) para
o valor de k encontrado em (a).

Solução:

a. O campo −→F é definido em R
2 que é um conjunto simplesmente co-

nexo. Pelo teorema das quatro equivalências é necessário que rot −→F =−→
0 para que a integral independa do caminho. Então
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rot−→F =
−→
0 ⇔ ∂Q

∂x
=

∂P
∂y

em R
2

⇔ 2xey +1 = kxey +1

⇔ 2xey = kxey

⇔ 2x = kx pois ey 
= 0 para todo y ∈ R

⇔ k = 2 .

Portanto, para k = 2 segue que rot−→F =
−→
0 , donde pelo teorema das

equivalências temos que a integral independe do caminho.

b. Temos que

k = 2 ⇒ −→F (x,y) = (2xey + y)
−→
i +

(
x2ey + x−2y

)−→
j .

x

y

C1

C2

B = (1,1)

A = (0,0) 1

1

Como a integral independe do caminho, tomemos C =C1 ∪C2, onde
C1 : y = 0, com 0 ≤ x ≤ 1 donde dy = 0 e C2 : x = 1, com 0 ≤ y ≤ 1,
donde dx = 0. Temos∫

C1

−→F ·d−→r =

∫
C1

P(x,0)dx =
∫ 1

0
2xe0 dx =

∫ 1

0
2xdx =

=
[
x2
]1

0
= 1

∫
C2

−→F ·d−→r =
∫

C2

Q(1,y)dy =
∫ 1

0
(ey +1−2y) dy =

=
[
ey + y− y2

]1

0
= e−1 .

Somando, temos ∫
C

−→F ·d−→r = 1+ e−1 = e .
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Uma Solução Alternativa

Também do teorema das equivalências resulta que −→F é conserva-
tivo, isto é, existe ϕ(x,y) definido em R

2, tal que

∂ϕ
∂x

= 2xey + y (3)

∂ϕ
∂y

= x2ey + x−2y (4)

Integrando (3) e (4) em relação a x e y respectivamente, temos

ϕ(x,y) = x2ey + xy+ f (y)

ϕ(x,y) = x2ey + xy− y2 +g(x) .

Devemos tomar f (y) = −y2 e g(x) = 0. Assim, temos que ϕ(x,y) =
x2ey + xy− y2 é uma função potencial de −→F . Logo,∫

C

−→F ·d−→r = ϕ(B)−ϕ(A) = ϕ(1,1)−ϕ(0,0) =

= e+1−1−0+0−0= e .

Exercı́cio 10.1.

1. Verifique o teorema de Green, calculando as duas integrais
do enunciado para P(x,y) = 2

3

(
xy3 − x2y

)
, Q(x,y) = x2y2,

D é o triângulo de vértices (0,0), (1,0) e (1,1).

2. Calcule
∮

C
x−1ey dx+(ey lnx+2x) dy, onde C é a fron-

teira da região limitada por x = y4 + 1 e x = 2, orientada
no sentido anti-horário.

3. Calcule

I =
∫

C
(y− x+ arctgx) dx+

(
2x− y+

√
1+ y2

)
dy ,

sabendo que C é a fronteira da região limitada pelas curvas
y = x+2 e y = x2, orientada positivamente.

4. Se D é a região interior à elipse x2

25
+

y2

9
= 1 e exterior à

circunferência x2 + y2 = 4, calcule a integral de linha

I =
∫

C

(
2xy+ ex2

)
dx+

(
x2 +2x+ cosy2) dy

onde C = ∂D está orientada positivamente.
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5. Calcule ∫ (0,0)

(4,0)
−xy(1+ x)−1 dx+ ln(1+ x) dy ,

onde C é formada por x+2y = 4 e x = 0.

6. Seja

→
F (x,y) =

(
y−1

x2 +(y−1)2 − y ,
−x

x2 +(y−1)2

)
,

com (x,y) 
= (0,1). Calcule a integral de linha do campo
→
F ao longo de C1 e C2, orientadas no sentido anti-horário,
onde

a. C1 : x2 +(y−1)2 = 1

b. C2 : x2 + y2 = 16

7. Calcule as integrais

a.
∫

C

x
x2 + y2 dx+ y

x2 + y2 dy, sendo C : γ(t) =
(
et ,sent

)
,

0 ≤ t ≤ π

b.
∫

C
7x6y dx + x7 dy, sendo C : γ(t) =

(
t,et2−1),

0 ≤ t ≤ 1

8. Mostre que a seguinte integral independe do caminho e
calcule seu valor:

I =
∫ (3,4)

(1,−2)

2xydx− x2 dy
x4 .

9. Mostre que a seguinte integral de linha

I =
∫

C
(3+2xy)dx+

(
x2 −3y2) dy

é independente do caminho e calcule o valor de I quando
C é a curva dada por

σ(t) = et sen t
−→
i + et cos t

−→
j , 0 ≤ t ≤ π .
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10. Seja C uma curva simétrica em relação ao eixo y, que vai
de (4,0) a (−4,0), como mostrada na figura que se se-
gue. Sabendo-se que a área da região delimitada por C e
pelo eixo x vale 16, calcule o trabalho realizado pela força−→F (x,y) =

(
x2

4 + xy3
)−→

i +(2x+ arctgy)
−→
j .

C

x

y

(−4,0) (4,0)
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SUPERFÍCIES PARAMETRIZADAS

Definição 11.1. blablabla

Dizemos que S ⊂R
3 é uma superfı́cie parametrizada se exis-

tir uma função vetorial contı́nua

ϕ : D ⊂ R
2 −→ R

3

(u,v) �−→ ϕ(u,v) =
(
x(u,v),y(u,v),z(u,v)

)
tal que S = ϕ(D).

u

v

x

y

z

D
(u,v) ϕ

ϕ(u,v)

S = ϕ(D)

As funções x = x(u,v), y = y(u,v), z = z(u,v) são chamadas
equações paramétricas de S.

Se ϕ for diferenciável em (u0,v0) ∈ D, fixando v = v0, obte-
mos uma curva diferenciável

C1 : γ(u) = ϕ(u,v0) =
(
x(u,v0),y(u,v0),z(u,v0)

)
(Veja a figura a seguir).

u

v

x

y

z

D

(u0,v0)
ϕ

C1

C2

S = ϕ(D)

∂ϕ
∂v (u0,v0)

∂ϕ
∂u (u0,v0)

ϕ(u0,v0)
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Se

γ ′(u0) =
∂ϕ
∂u

(u0,v0) = ϕu(u0,v0) =

=
(

∂x
∂u

(u0,v0) ,
∂y
∂u

(u0,v0) ,
∂ z
∂u

(u0,v0)
)

=−→

0

segue que ϕu(u0,v0) é um vetor tangente a C1 em ϕ(u0,v0).

Analogamente, se
∂ϕ
∂v

(u0,v0) = ϕv(u0,v0) =

=
(∂x

∂v
(u0,v0) ,

∂y
∂v
(u0,v0) ,

∂ z
∂v
(u0,v0)

)

=−→

0

então este vetor é um vetor tangente a C2 em ϕ(u0,v0).

Se o vetor
−→N =

−→N (u0,v0) =
∂ϕ
∂u

(u0,v0)× ∂ϕ
∂v

(u0,v0) =

= ϕu(u0,v0)×ϕv(u0,v0) 
=−→
0

então −→N é um vetor normal a S em ϕ(u0,v0). O vetor −→n =
−→N
‖−→N ‖

é um vetor normal unitário a S em ϕ(u0,v0).

Dizemos que S é regular em ϕ(u0,v0) se −→N (u0,v0) 
=−→
0 . O

plano tangente a S em ϕ(u0,v0) é dado por[
(x,y,z)−ϕ(u0,v0)

] ·−→N (u0,v0) = 0 .

Apresentaremos, agora, parametrizações das principais superfı́cies:

PLANO S

Sejam P0 ∈ S, −→a e
−→
b não paralelos contido no plano S. Seja

P ∈ S. Então, existem escalares u e v, tais que:

−→P0P = u−→a + v
−→
b ⇔ P = P0+u−→a + v

−→
b .

Então, uma parametrização de S é dada por:

ϕ(u,v) = P0+u−→a + v
−→
b

com (u,v) ∈ R
2.
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Da Geometria Analı́tica, vê-se que um vetor normal a S em
P0 é: −→N =−→a ×−→

b .

S −→N

−→a

−→
bP0

S=GRÁFICO DE z= f (x,y), COM (x,y)∈D E f (x,y)
DE CLASSE C1

x

y

z

D

−→N S : z = f (x,y)

Uma parametrização natural (ou canônica) de S=Gf (gráfico
de f ) é dada por

ϕ(x,y) =
(
x,y, f (x,y)

)
, com (x,y) ∈ D .

Um vetor normal é dado por:
−→N =

∂ϕ
∂x

(x,y)× ∂ϕ
∂y

(x,y) = ϕx(x,y)×ϕy(x,y) =

=
(− fx(x,y),− fy(x,y),1

)
Verifique!

Como −→N (x,y) 
=−→
0 , para todo (x,y) ∈ D, segue que S = Gf

é uma superfı́cie regular.
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Ó
D

U
LO

1CILINDRO x2+ y2 = a2, a > 0

Utilizamos as coordenadas cilı́ndricas para parametrizar um
cilindro de raio a. Tem-se:⎧⎨

⎩
x = acosθ
y = asenθ
z = z

Então
ϕ(θ ,z) = (acosθ ,asenθ ,z)

com (θ ,z) ∈ D : 0 ≤ θ ≤ 2π , z ∈ R é uma parametrização de S.

Verifique que −→N = ϕθ (θ ,z)×ϕz(θ ,z) = (acosθ ,asenθ ,0).
Logo, −→N = (x,y,0) é um vetor normal exterior a S em cada
(x,y,z)∈ S, donde −→n =

(x,y,0)
a

é o vetor unitário normal exterior
a S.

ESFERA x2+ y2+ z2 = a2, a > 0

Utilizamos as coordenadas esféricas para parametrizar a es-
fera. Tem-se: ⎧⎨

⎩
x = asenφ cosθ
y = asenφ senθ
z = acosφ

com 0 ≤ φ ≤ π e 0 ≤ θ ≤ 2π . Então:

ϕ(φ ,θ) = (asenφ cosθ ,asenφ senθ ,acosφ)

com (φ ,θ) ∈ D :
{

0 ≤ φ ≤ π
0 ≤ θ ≤ 2π .

. Verifique que:

−→N =
∂ϕ
∂φ

× ∂ϕ
∂θ

=

=
(
a2 sen2 φ cosθ ,a2 sen2 φ senθ ,a2 senφ cosφ

)
∥∥−→N ∥∥= a2 senφ .

Logo:
−→n =

−→N∥∥−→N ∥∥ =
ϕ(φ ,θ)

a
=

(x,y,z)
a

,

isto é, −→n =
(x,y,z)

a
é o vetor unitário normal exterior à esfera.
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SUPERFÍCIE DE REVOLUÇÃO S

a. Seja C uma curva no plano yz dada por

C :

⎧⎨
⎩

x = 0
y = y(t)
z = z(t)

com a ≤ t ≤ b e y(t)≥ 0 em [a,b].

Ao girar o ponto(
0,y(t),z(t)

)
ao redor do

eixo z, na altura z(t), obtemos
uma circunferência de raio
y(t), parametrizada por(

y(t)cosθ ,y(t)senθ ,z(t)
)
,

com 0 ≤ θ ≤ 2π .
Fazendo t variar de a até
b, a circunferência começa a
de deslocar segundo a altura
z = z(t), gerando a superfı́cie
de revolução S da figura ao
lado. Tem-se:

x

y

z

x
y

z

S

C

(x,y,z)

θ

(
0,y(t),z(t)

)

S : ϕ(t,θ) =
(
y(t)cosθ ,y(t)senθ ,z(t)

)
onde (t,θ) ∈ D :

{
a ≤ t ≤ b
0 ≤ θ ≤ 2π .

Observe que na superfı́cie S tem-se:

y(t) = raio de uma circunferência transversal

z(t) = altura desta circunferência.

b. Se C é uma curva no plano xz dada por

C :

⎧⎨
⎩

x = x(t)
y = 0
z = z(t)

com a ≤ t ≤ b, então:

x(t) = raio de uma circunferência transversal
z(t) = altura dessa circunferência.
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Logo, uma parametrização da superfı́cie de revolução S obtida
girando C ao redor do eixo z é

S : ϕ(t,θ) =
(
x(t)cosθ ,x(t)senθ ,z(t)

)
com (t,θ) ∈ D :

{
a ≤ t ≤ b
0 ≤ θ ≤ 2π .

ÁREA DE SUPERFÍCIE

Seja S uma superfı́cie parametrizada por ϕ(u,v) =
= (x(u,v),y(u,v),z(u,v)) ∈ D onde D é um conjunto compacto
que tem área e com ϕ de classe C2 em um conjunto aberto con-
tendo D. É necessário também que ϕ seja uma função injetora
exceto possivelmente na fronteira de D e que S seja regular ex-
ceto em um número finito de pontos.

Daqui por diante, até o final do curso, trabalharemos so-
mente com superfı́cies descritas acima.

Definimos a área de S por

A(S) =
∫ ∫

D

∥∥∥∂ϕ
∂u

(u,v)× ∂ϕ
∂v

(u,v)
∥∥∥ dudv .

x

y

z

ϕD

u

v
S = ϕ(D)

� Se S for o gráfico de uma função de classe C1, z = f (x,y),
(x,y) ∈ D, onde D é um conjunto compacto que tem área,
então:

A(S) =
∫ ∫

D

√
1+( fx)2+( fy)2 dxdy .
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x

y

z

D

S = Gf (gráfico de S)

�

�

�

�
Exemplo 11.1. blablabl

Mostre que a área da esfera S : x2 + y2 + z2 = a2, a > 0 é
dada por A(S) = 4πa2.

Solução: Usando as coordenadas esféricas com ρ = a, para parame-
trizar a esfera, tem-se

ϕ(φ ,θ) = (asenφ cosθ ,asen φ senθ ,acos φ)

com (φ ,θ) ∈ D :
{

0 ≤ φ ≤ π
0 ≤ θ ≤ 2π .

Calculemos ϕφ ×ϕθ (φ ,θ) =
∂ϕ
∂φ

× ∂ϕ
∂θ

(φ ,θ) e seu módulo.

Tem-se
ϕφ = (acosφ cosθ ,acos φ senθ ,−asenφ)

ϕθ = (−asenφ senθ ,asen φ cosθ ,0)

donde

ϕφ ×ϕθ =

=

∣∣∣∣∣∣
−→
i

−→
j

−→
k

acosφ cosθ acosφ senθ −asenφ
−asenφ senθ asenφ cosθ 0

∣∣∣∣∣∣
=
(
a2 sen2 φ cosθ ,a2 sen2 φ senθ ,

a2 senφ cosφ cos2 θ +a2 senφ cosφ sen2 θ︸ ︷︷ ︸
=a2 senφ cosφ

)
= asenφ (asenφ cosθ ,asen φ senθ ,acos φ)

= (asenφ) ·ϕ(φ ,θ) .
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Esta última expressão mostra que o vetor normal em cada ponto da
esfera é radial, isto é, é um múltiplo do vetor posição ϕ (φ ,θ).

Tem-se∥∥ϕφ ×ϕθ (φ ,θ)
∥∥= |asenφ | ‖ϕ (φ ,θ)‖= a2 |senφ |= a2 senφ

pois 0 ≤ φ ≤ π , isto é,
∥∥ϕφ ×ϕθ

∥∥ = a2 senφ (memorize este resul-
tado). Como A(S) =

∫ ∫
D

∥∥ϕφ ×ϕθ
∥∥ dφdθ , então

A(S) =
∫ ∫

D
a2 senφ dφdθ = a2

∫ π

0

∫ 2π

0
senφ dθdφ =

= 2πa2
∫ π

0
senφ dφ = 2πa2[− cosφ

]π
0 = 4πa2 u.a.

�

�

�

�
Exemplo 11.2. blablabl

Calcule a área da superfı́cie z =
√

x2 + y2 , 0 ≤ z ≤ 1.

Solução: O esboço da superfı́cie S está representado na figura que se
segue.

x

y

z

S

D
1

1

1

Temos que S : z =
√

x2 + y2︸ ︷︷ ︸
f (x,y)

, (x,y) ∈ D : x2 + y2 ≤ 1. Também temos

fx =
x√

x2 + y2
e fy =

y√
x2 + y2

. Logo,

√
1+( fx)2 +( fy)2 =

√
1+ x2

x2 + y2 +
y2

x2 + y2 =

=

√
1+ x2 + y2

x2 + y2 =
√

2 .
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Como
A(S) =

∫ ∫
D

√
1+( fx)2 +( fy)2 dxdy

então

A(S) =
∫ ∫

D

√
2dxdy =

√
2
∫ ∫

D
dxdy =

√
2 ·A(D) =

=
√

2 ·π ·12 = π
√

2 u.a.

Exercı́cio 11.1.

1. Esboce e parametrize as superfı́cies abaixo, indicando o
domı́nio dos parâmetros:

a. S = {(x,y,z) ∈ R
3 | x2 + y2 + z2 = 4, z ≥ 1}.

b. S = {(x,y,z)∈R
3 | z =

√
3(x2 + y2), x2+y2+z2 ≤

≤ 1}.
c. S = {(x,y,z) ∈ R

3 | x+ y+ z = 2, x2 + y2 ≤ 1}.

d. S=
{
(x,y,z) ∈ R

3 | x2+ y2 = 4, 0 ≤ z ≤ 2+
x
4
− y

2

}
.

e. S = {(x,y,z) ∈ R
3 | x2 + y2 = 2y, 0 ≤ z ≤ x2 + y2}.

2. Seja S uma superfı́cie parametrizada por

ϕ(u,v) =
(
vcosu, vsenu, 1− v2) ,

com 0 ≤ u ≤ 2π e v ≥ 0.

a. Identifique esta superfı́cie.
b. Encontre uma equação da reta normal e a equação

do plano tangente a S em ϕ(0,1).

3. Seja S a superfı́cie parametrizada por ϕ(u,v)=
(
u,v,1− v2),

u ≥ 0, v ≥ 0 e u+ v ≤ 1.

a. Desenhe S.
b. Determine o plano tangente a S no ponto ϕ (1/2,1/4).
c. Determine a área de S.

4. Seja S a superfı́cie obtida girando-se a circunferência C :
(x−a)2+z2 = b2 com 0< b< a, em torno do eixo z. Essa
superfı́cie é dita toro.

a. Parametrize-a. b. Calcule a sua área.
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5. Determine a área do parabolóide z= 2(x2+y2), abaixo do
plano z = 8.

6. Calcule a área da parte da superfı́cie esférica
x2 + y2 + z2 = 2 que se encontra dentro do parabolóide
z = x2+ y2.

7. Calcule a área da parte da superfı́cie z =
√

x2+ y2 com-
preendida entre os planos x+ y = 1, x+ y = 2, x = 0 e
y = 0.

8. Seja S a superfı́cie de equação 2z = x2 + y2, onde
0 ≤ z ≤ k, com k > 0.

a. Dê uma parametrização para S.

b. Sabendo-se que a área de S vale 14π
3

, determine o
valor de k.

9. Calcule a área da superfı́cie S parte da superfı́cie
x2 + y2 = 4, limitada por z = 4− x2 e z = 0.

10. Calcule a área da superfı́cie do cilindro x2 + y2 = 2y limi-
tada pelo plano z = 0 e o cone z =

√
x2 + y2.
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INTEGRAL DE SUPERFÍCIE DE UM CAMPO
ESCALAR

Definimos a integral de superfı́cie de um campo escalar con-
tı́nuo f (x,y,z) sobre uma superfı́cie S, parametrizada por ϕ(u,v),
com (u,v) ∈ D, da seguinte maneira:∫ ∫

S
f dS =

∫ ∫
S

f (x,y,z)dS =
∫ ∫

D
f
(
ϕ(u,v)

)∥∥∥∂ϕ
∂u

× ∂ϕ
∂v

∥∥∥ dudv︸ ︷︷ ︸
dS

onde dS =
∥∥∥∂ϕ

∂u
× ∂ϕ

∂v

∥∥∥ dudv é o elemento de área.

� i. Temos que, se S é o gráfico da função z = z(x,y),
com (x,y) ∈ D, então:∫ ∫

S
f dS =

∫ ∫
S

f (x,y,z)dS =

=

∫ ∫
D

f (x,y,z(x,y))
√

1+(zx)
2 +(zy)

2 dxdy︸ ︷︷ ︸
dS

onde dS =
√

1+(zx)
2 +(zy)

2 dxdy é o elemento de
área.

ii. Se S = S1∪S2 ∪· · ·∪Sn, então
∫ ∫

S
f dS =

n

∑
i=1

∫ ∫
Si

f dS .

iii. Se f (x,y,z) = 1 em S, então∫ ∫
S
1 dS =

∫ ∫
S

dS = A(S) .

�

�

�

�
Exemplo 12.1. blablabl

Calcule
∫ ∫

S
xy dS, onde S é parametrizada por

ϕ(u,v) = (u− v,u+ v,2u+ v+ 1) com (u,v) ∈ D : 0 ≤ u ≤ 1
e 0 ≤ v ≤ u.
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Solução: Temos ∂ϕ
∂u

= (1,1,2) e ∂ϕ
∂v

= (−1,1,1), donde

∂ϕ
∂u

× ∂ϕ
∂v

=

∣∣∣∣∣∣
−→
i

−→
j

−→
k

1 1 2
−1 1 1

∣∣∣∣∣∣= (−1,−3,2) e

∥∥∥∥ ∂ϕ
∂u

× ∂ϕ
∂v

∥∥∥∥=
√

1+9+4 =
√

14 .

Logo, dS =
√

14dudv.∫ ∫
S
xydS =

∫ ∫
D
(u− v)(u+ v)

√
14 dudv =

=
√

14
∫ ∫

D

(
u2 − v2) dudv =

√
14

∫ 1

0

∫ u

0
(u2 − v2) dvdu =

=
√

14
∫ 1

0

[
u2v− v3

3

]u

0
du =

√
14

∫ 1

0

[
u3 − u3

3

]
du =

=
2
√

14
3

∫ 1

0
u3 du =

√
14
6

[
u4
]1

0
=

√
14
6

.

�

�

�

�
Exemplo 12.2. blablabl

Calcule
∫ ∫

S

1√
1+ 4x2+ 4y2

dS, onde S é a parte da superfı́cie

z = 1 − x2 − y2 que se encontra dentro do cilindro
x2 + y2 ≤ 2y.

Solução: O esboço de S é dado na figura que se segue.

x

y

z

S

−3

1

1

2
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Temos S : z = 1− x2− y2︸ ︷︷ ︸
f (x,y)

, com (x,y) ∈ D : x2 + y2 ≤ 2y. Como

dS=
√

1+( fx)2 +( fy)2 dxdy, então dS=
√

1+4x2 +4y2 dxdy. Logo,∫ ∫
S

1√
1+ 4x2+ 4y2

dS =

=

∫ ∫
D

1√
1+ 4x2+ 4y2

·
√

1+4x2 +4y2 dxdy =

=
∫ ∫

D
dxdy = A(D) = π ·12 = π .

APLICAÇÕES À FÍSICA

Seja S uma chapa delgada formando uma superfı́cie no espaço
e seja δ (x,y,z) sua densidade superficial que supomos contı́nua.
Então, a massa M de S é dada por

M =

∫ ∫
S

δ (x,y,z)dS .

O momento de inércia de S em relação a um eixo E é dado por

IE =

∫ ∫
S
r2(x,y,z)δ (x,y,z)dS

onde r(x,y,z) = distância de (x,y,z) ao eixo E.

Se o eixo E = eixo z, então r(x,y,z) =
√

x2 + y2 e

Iz =
∫ ∫

S

(
x2 + y2)δ (x,y,z)dS .

Se o eixo E = eixo y, então r(x,y,z) =
√

x2 + z2, donde

Iy =
∫ ∫

S

(
x2+ z2)δ (x,y,z)dS .

Se o eixo E = eixo x, então r(x,y,z) =
√

y2+ z2, donde

Ix =
∫ ∫

S

(
y2+ z2)δ (x,y,z)dS .
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O centro de massa (x,y,z) é dado por

x =

∫ ∫
S
xδ (x,y,z)dS

M

y =

∫ ∫
S
yδ (x,y,z)dS

M

z =

∫ ∫
S
zδ (x,y,z)dS

M
.

�

�

�

�
Exemplo 12.3. blablabl

Calcule a massa da chapa fina S dada por ϕ(u,v) =
= (u,v,2u+ v), com (u,v) ∈ D : 0 ≤ u ≤ 1 e 0 ≤ v ≤ u, sendo
δ (x,y,z) = x+ y+ z a densidade superficial.

Solução: Temos

M =

∫ ∫
S
(x+ y+ z)dS =

∫ ∫
D
(3u+2v)

∥∥∥∥∂ϕ
∂u

× ∂ϕ
∂v

∥∥∥∥ dudv ,

onde
∂ϕ
∂u

× ∂ϕ
∂v

=

∣∣∣∣∣∣
−→
i

−→
j

−→
k

1 0 2
0 1 1

∣∣∣∣∣∣= (−2,−1,1)

e ∥∥∥∥∂ϕ
∂u

× ∂ϕ
∂v

∥∥∥∥=
√
(−2)2 +(−1)2 +12 =

√
6 .

Logo,

M =
√

6
∫ ∫

D
(3u+2v) dudv =

√
6
∫ 1

0

∫ u

0
(3u+2v) dvdu =

=
√

6
∫ 1

0

[
3uv+ v2

]u

0
du =

√
6
∫ 1

0

[
3u2 +u2

]
du

=
√

6
∫ 1

0
4u2 du =

4
√

6
3

u.m.
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�

�

�

�
Exemplo 12.4. blablabl

Calcule o momento de inércia da superfı́cie homogênea de
equação z = x2 + y2, com (x,y) ∈ D : x2 + y2 ≤ 1, em torno do
eixo z.

Solução: O esboço de S está representado na figura que se segue.

x

y

z

S

D
1

1

1

A superfı́cie S é descrita por

S : z = f (x,y) = x2 + y2 , (x,y) ∈ D : x2 + y2 ≤ 1 .

Temos

dS =

√
1+( fx)2 +( fy)2 dxdy =

√
1+4x2 +4y2 dxdy .

Então:

Iz =
∫ ∫

S

(
x2 + y2)δ (x,y,z)dS = k

∫ ∫
S

(
x2 + y2) dS .

pois S é homogênea. Logo:

Iz = k
∫ ∫

D

(
x2 + y2)√1+4x2 +4y2 dxdy .

Usando coordenadas polares, temos

Iz = k
∫ ∫

Drθ

r2
√

1+4r2 rdrdθ = 2kπ
∫ 1

0
r2 (1+4r2)1/2 rdr
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Fazendo u = 1+4r2, temos r2 = (u−1)/4 e r dr = du/8. Para r = 0
temos u = 1 e para r = 1 temos u = 5. Então

Iz = 2kπ
∫ 5

1

u− 1
4

u1/2 du
8

=
kπ
16

∫ 5

1

(
u3/2 −u1/2) du =

=
kπ
16

[2
5

u5/2 − 2
3

u3/2
]5

1
=

kπ
16

(2
5

55/2 − 2
3

53/2 +
4
15

)
.

Exercı́cio 12.1.

1. Calcule
∫ ∫

S

(
z− x2 + xy2 −1

)
dS, onde S é a superfı́cie

ϕ(u,v) = u
−→
i + v

−→
j +(u2+1)

−→
k ,

com 0 ≤ u ≤ 1 e 0 ≤ v ≤ 2.

2. Calcule
∫ ∫

S
xdS, onde S é o triângulo com vértices (1,0,0),

(0,1,0) e (0,0,1).

3. Calcule
∫ ∫

S

(
x2 + y2) dS, onde S é a esfera

x2 + y2 + z2 = a2.

4. Calcule a massa da superfı́cie S parte do plano z = 2− x
dentro do cilindro x2+y2 = 1, sendo a densidade dada por
δ (x,y,z) = y2.

5. Calcule
∫ ∫

S
f (x,y,z)dS, onde f (x,y,z) = z e S é a parte

da superfı́cie z2 = x2 + y2 que se encontra acima do para-
bolóide 4z = x2 + y2 +3.

6. Seja S uma superfı́cie fechada tal que S = S1∪S2, onde S1
e S2 são as superfı́cies de revolução obtidas pela rotação
em torno do eixo z das curvas C1 : z = 1− x, 0 ≤ x ≤ 1
e C2 : z = 0, 0 ≤ x ≤ 1, respectivamente. Se ρ(x,y,z) =
=
√

x2 + y2 é a função que fornece a densidade (massa
por unidade de área) em cada ponto (x,y,z) ∈ S, calcule a
massa de S.

7. Mostre que o momento de inércia em relação ao eixo z
da casca do cone z =

√
x2 + y2 de altura h que está no

primeiro octante com densidade constante é I = Mh2

2
, onde

M é a massa total.
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8. Calcule o momento de inércia da superfı́cie esférica de
raio R, homogênea, de massa M, em torno de qualquer
diâmetro.

9. Calcule o momento de inércia da superfı́cie homogênea,
de massa M, de equação x2 + y2 = R2, (R > 0), com
0 ≤ z ≤ 1, em torno do eixo z.

10. Mostre que o momento de inércia em relação a um diâmetro
que passa pelo centro de uma casca cilı́ndrica de com-
primento L e raio de base a com densidade constante é
I = 1

2
Ma2+

1
12

ML2, onde M é a massa total.
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INTEGRAL DE SUPERFÍCIE DE UM CAMPO
VETORIAL

Hoje vamos integrar campos vetoriais sobre superfı́cies.
Quando estudamos as integrais de linha de campos vetoriais, vi-
mos que a definição dependia da orientação da curva, isto é,∫

C−
−→F ·d−→r =−

∫
C

−→F ·d−→r .

Aqui, em integral de superfı́cie de um campo vetorial ou fluxo
de um campo vetorial, a definição também depende do conceito
de superfı́cie orientada, que passaremos a definir.

Dizemos que S é uma superfı́cie orientável quando for possı́-
vel escolher sobre S um campo de vetores unitários normais a S
que varie continuamente sobre S. Intuitivamente falando, signi-
fica que S tem dois lados. Há superfı́cies que tem um lado só
como, por exemplo, a fita de Möbius que pode ser facilmente
construı́da. Peguem uma tira de papel retangular ABCD. Pintem
um lado de vermelho e o outro de azul. Fixem o lado AB e façam
uma meia volta com o lado CD e colem A com C e B com D.

A

B C

D A =C

B = D

⇒

A fita de Möbius tem apenas um lado, pois as duas cores se
encontram.

� Superfı́cies fechadas orientáveis terão duas orientações
“naturais”, determinadas pela normal “exterior” e pela nor-
mal “interior”.

���������������������
���������������������
���������������������
���������������������
���������������������
���������������������
���������������������
���������������������
���������������������
���������������������
���������������������
���������������������
���������������������
���������������������
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���������������������
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���������������������
���������������������
���������������������
���������������������
���������������������

S

−→n

��������������������
��������������������
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���������������������
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���������������������

S
−→n

ou
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Daqui para frente só consideraremos superfı́cies orientáveis
(com dois lados).

Definição 13.1. blablabla

Seja S uma superfı́cie regular orientável. Seja −→n uma
orientação de S. Seja −→F um campo vetorial contı́nuo defi-
nido em um aberto contendo S. A integral de superfı́cie de−→F através de S ou o fluxo φ de −→F através de S é a integral de
superfı́cie do campo escalar −→F ·−→n :

Φ =

∫ ∫
S

−→F ·−→n dS .

� i. Se −→F representa o campo de velocidades de um flui-
do, essa integral fornece o volume do fluido que atra-
vessa S em uma unidade de tempo, na direção de −→n .

S

−→n

ii. Se S é parametrizada por ϕ(u,v), (u,v) ∈ D, então

Φ =
∫ ∫

S

−→F ·−→n dS =

=
∫ ∫

D

−→F (ϕ(u,v)) · ϕu ×ϕv
‖ϕu ×ϕv‖ · ‖ϕu ×ϕv‖ dudv =

=
∫ ∫

D

−→F (ϕ(u,v)) · (ϕu×ϕv) dudv

se −→n =
ϕu ×ϕv
‖ϕu ×ϕv‖ e

Φ =
∫ ∫

S

−→F ·−→n dS =

=−
∫ ∫

D

−→F (ϕ(u,v)) · (ϕu×ϕv) dudv

se −→n =− ϕu ×ϕv
‖ϕu ×ϕv‖ .
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iii. Se S é o gráfico da função z = f (x,y), (x,y) ∈ D,
então
Φ =

∫ ∫
S

−→F ·−→n dS =

=
∫ ∫

D

−→F (x,y, f (x,y)) · (− fx,− fy,1) dxdy

se −→n =
(− fx,− fy,1)√
1+( fx)2 +( fy)2

e

Φ =

∫ ∫
S

−→F ·−→n dS =

=
∫ ∫

D

−→F (x,y, f (x,y)) · ( fx, fy,−1) dxdy

se −→n =
( fx, fy,−1)√

1+( fx)2 +( fy)2
.

iv. Queremos definir
∫ ∫

S

−→F · −→n dS, onde temos que
S = S1∪S2∪· · ·∪Sm.

S1

S2

S = S1∪S2

Definição 13.2. blablabla

Seja S uma superfı́cie orientada por um campo de vetores
normais unitários −→n . Dizemos que o bordo de S, ∂S, está
orientado positivamente se ao caminhar ao longo de ∂S com
a cabeça no sentido de −→n , tivermos S à nossa esquerda.

S
∂S

−→n

S
∂S

−→nou
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� Uma regra prática para orientar ∂S é a conhecida “regra
da mão direita” com polegar no sentido de −→n .

Definição 13.3. blablabla

Dizemos que S = S1 ∪ S2 ∪ · · · ∪ Sm está orientada se for
possı́vel orientar cada Si de forma que nos bordos comuns
a duas superfı́cies, as orientações resultem opostas.

S1

S2

−→n1

−→n2

S1

S2

−→n1

−→n2
ou

Então:∫ ∫
S

−→F ·−→n dS =

=
∫ ∫

S1

−→F ·−→n1 dS+ · · ·+
∫ ∫

Sm

−→F ·−→nm dS .

�

�

�

�
Exemplo 13.1. blablabl

Calcule o fluxo de −→F (x,y,z) = 2x
−→
i + (x + y)

−→
j − 2xy

−→
k

através da superfı́cie S : ϕ(u,v) =
(
u,v,1 − u2 − v2), com

(u,v) ∈ D : 0 ≤ u ≤ 1, 0 ≤ v ≤ 1 e com normal −→n =
ϕu ×ϕv

||ϕu ×ϕv|| .
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Solução: Temos ϕu = (1,0,−2u) e ϕv = (0,1,−2v) donde

ϕu ×ϕv =

∣∣∣∣∣∣
−→
i

−→
j

−→
k

1 0 −2u
0 1 −2v

∣∣∣∣∣∣= (2u,2v,1) .

O fluxo de −→F é dado por∫ ∫
S

−→F ·−→n dS =

=
∫ ∫

D

−→F (ϕ(u,v)) · ϕu ×ϕv
‖ϕu ×ϕv‖ · ‖ϕu ×ϕv‖ dudv =

=
∫ ∫

D

−→F (ϕ(u,v)) · (ϕu ×ϕv) dudv =

=
∫ ∫

S
(2u,u+ v,−2uv) · (2u,2v,1) dudv =

=

∫ ∫
S

(
4u2 +2uv+2v2 −2uv

)
dudv =

=

∫ ∫
S

(
4u2 +2v2) dudv =

∫ 1

0

∫ 1

0

(
4u2 +2v2) dudv =

=

∫ 1

0

[4u3

3
+2uv

]1

0
dv =

∫ 1

0

(4
3
+2v

)
dv =

[4
3

v+ v2
]1

0
=

=
4
3
+1 =

7
3
.

�

�

�

�
Exemplo 13.2. blablabl

Calcule o fluxo do campo −→F (x,y,z) = x
−→
i + y

−→
j + z

−→
k atra-

vés da parte da superfı́cie esférica x2 + y2 + z2 = a2, com a nor-
mal exterior.

Solução: Lembremos que, no caso da esfera x2 + y2 + z2 = a2 (ver
Aula 11), temos −→n =

(x,y,z)
a

. Então, o fluxo é dado por
∫ ∫

S

−→F ·−→n dS =
∫ ∫

S
(x,y,z) · (x,y,z)

a
dS =

=
∫ ∫

S

x2 + y2+ z2

a
dS =

∫ ∫
S

a2

a
dS = a

∫ ∫
S
dS =

= aA(S) = a4πa2 = 4πa3 .
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Exemplo 13.3. blablabl

Calcule
∫ ∫

S

−→F ·−→n dS, sendo −→F (x,y,z) = x
−→
i + y

−→
j + z

−→
k e

S a parte do cilindro x2 + y2 = 4 entre z = 0 e y+ z = 3, com a
orientação normal que aponta para o eixo z.

Solução: O esboço de S está representado na figura que se segue.

x

y

z

S

3

3

−→n

Lembremos que, no caso do cilindro x2 + y2 = a2 (ver Aula 11), o
vetor unitário normal interior a S é −→n =

(−x,−y,0)
2

. Então:
∫ ∫

S

−→F ·−→n dS =

∫ ∫
S
(x,y,z) · (−x,−y,0)

2
dS =

=−
∫ ∫

S

(x2 + y2)

2
dS =−

∫ ∫
S

4
2

dS =−2
∫ ∫

S
dS .

Para calcular
∫ ∫

S
dS, devemos parametrizar S. Logo, S : ϕ(t,z) =

(2cos t,2sen t,z), com (t,z) ∈ D : 0 ≤ t ≤ 2π e 0 ≤ z ≤ 3−2sen t.

Vimos, na Aula 11, que ‖ϕt ×ϕz‖ = ‖(2cos t,2sen t,0)‖ = 2. Como
temos que dS = ‖ϕt ×ϕz‖ dtdz, então dS = 2 dtdz. Logo:∫ ∫

S

−→F ·−→n dS =−2
∫ ∫

D
2 dtdz =

=−4
∫ 2π

0

∫ 3−2sen t

0
dzdt =−4

∫ 2π

0
(3−2sen t) dt =−24π .
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Exemplo 13.4. blablabl

Calcule
∫ ∫

S

−→F ·−→n dS, sendo −→F (x,y,z) = x
−→
i + y

−→
j + z

−→
k e

S a parte do plano y+ z = 3, limitada pelo cilindro x2 + y2 = 4,
orientada com a normal −→n tal que −→n ·−→k ≥ 0.

Solução: O esboço de S é dado a seguir.

x
y

z

S

D

3

32

−→n

Se −→n · −→k ≥ 0, então a componente z de −→n é maior ou igual a zero
donde −→n aponta para cima. A superfı́cie S pode ser descrita da se-
guinte maneira S : z = 3− y = f (x,y), com (x,y) ∈ D : x2 + y2 ≤ 4.
Um vetor normal a S é dado por −→N = (− fx,− fy,1) = (0,1,1) que

aponta para cima. Logo, temos que −→n =
(0,1,1)√

2
.

Por outro lado, sabemos da Aula 19 que dS = ‖−→N ‖ dxdy =
√

2dxdy.
Portanto:∫ ∫

S

−→F ·−→n dS =

∫ ∫
D
(x,y,3− y) · (0,1,1)√

2

√
2 dxdy =

=
∫ ∫

D
(y+3− y) dxdy = 3

∫ ∫
D

dxdy =

= 3 A(D) = 3π22 = 12π .
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Exercı́cio 13.1.

1. Calcular o fluxo do campo rotacional dado por−→F = (x− y−4)
−→
i + y

−→
j + z

−→
k através da semiesfera su-

perior de x2+y2 + z2 = 1, com campo de vetores normais
−→n tal que −→n ·−→k > 0.

2. Calcule
∫ ∫

S

−→F ·−→n dS onde −→F (x,y,z) = xzey−→i −xzey−→j +
+z

−→
k e S é a parte do plano x+ y+ z = 1 no primeiro

octante com orientação para baixo.

3. Calcule
∫ ∫

S

−→F ·−→n dS, onde −→F =−z
−→
k e S é a parte da es-

fera de equação x2 + y2 + z2 = 4 fora do cilindro
x2 + y2 = 1, −→n apontando para fora.

4. Calcule o fluxo do campo−→F =−x
−→
i −y

−→
j +3y2z

−→
k sobre

o cilindro x2 + y2 = 16, situado no primeiro octante entre
z = 0 e z= 5−y com a orientação normal que aponta para
o eixo z.

5. Calcule
∫ ∫

S

−→F ·−→n dS, sendo −→F (x,y,z)= z
−→
i +yz

−→
j e S é a

parte do plano z= 2−x, limitada pelo cilindro x2+y2 = 9,
orientada com o campo −→n tal que −→n ·−→k ≥ 0.

6. Ache o fluxo de −→F (x,y,z) = x
−→
i + y

−→
j + z

−→
k através da

superfı́cie S do sólido limitado por z = 0, x2 + y2 = 4 e
x+ y+ z = 3, com vetor −→n exterior.

7. Ache o fluxo de −→F =
(
yz,−xz,x2 + y2) através de S su-

perfı́cie de revolução obtida girando-se o segmento de reta
que liga (1,0,1) e (0,0,3) em torno do eixo z, onde o vetor
normal −→n tem componente z não negativa.

8. Calcule o fluxo do campo
→
F (x,y,z) = x

−→
i + y

−→
j + z

−→
k

através de S: superfı́cie cilı́ndrica x2 + y2 = a2, a > 0,
limitada superiormente pela superfı́cie z = x2 e inferior-
mente pelo plano z = 0, com

→n apontando para fora
de S.

9. Calcule
∫ ∫

S

−→F ·−→n dS, onde −→F (x,y,z) = −x
−→
i +2z

−→
k e S

é a fronteira com região limitada por z = 1 e z = x2 + y2,
com −→n exterior a S.
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10. Determine o fluxo de −→F = x
−→
i + y

−→
j +2z

−→
k através de S

porção do cone z=
√

x2 + y2 entre os planos z= 1 e z= 2,
orientada para cima por normais unitários.
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TEOREMA DE GAUSS

O curso de Cálculo IV contém alguns teoremas fascinantes
como o Teorema de Green, o Teorema de Stokes e o Teorema de
Gauss. Nesta aula, apresentamos o famoso Teorema de Gauss
ou Teorema da Divergência. Na próxima aula, apresentaremos
o também famoso Teorema de Stokes.

O Teorema de Gauss estabelece uma relação entre uma in-
tegral tripla numa região sólida W de R

3 com uma integral de
superfı́cie na sua fronteira. Este teorema é um instrumento pode-
roso para os modelos matemáticos que descrevem alguns fenô-
menos fı́sicos como, fluxos de fluidos, fluxos de campos elétricos
ou magnéticos e fluxos de calor.

Finalmente, enunciaremos o Teorema da Divergência ou de
Gauss.

Teorema 14.1 (Teorema de Gauss). blablabla

Seja W ⊂R
3 um sólido, cuja fronteira ∂W = S está orientada

positivamente, com −→n exterior a W . Seja −→F um campo vetorial
de classe C1 em um aberto U contendo W . Então:∫ ∫

S=∂W

−→F ·−→n dS =

∫ ∫ ∫
W

div−→F dxdydz .

Para enunciar os Teoremas de Gauss e de Stokes, utilizare-
mos conceitos definidos na Aula 7 – Campos Vetoriais: diver-
gente e rotacional. Lembrando aqui que:

div−→F = ∇ ·−→F =
∂P
∂x

+
∂Q
∂y

+
∂R
∂ z

e

rot−→F = ∇×−→F =

∣∣∣∣∣∣∣
−→
i

−→
j

−→
k

∂
∂x

∂
∂y

∂
∂ z

P Q R

∣∣∣∣∣∣∣=
=
(∂R

∂y
− ∂Q

∂ z

)−→
i +

(∂P
∂ z

− ∂R
∂x

)−→
j +

(∂Q
∂x

− ∂P
∂y

)−→
k .

142 C E D E R J



�

�

�

�

�

�

�

�

A
U

LA
14

1
M

Ó
D

U
LO

1�

�

�

�
Exemplo 14.1. blablabl

Verifique o teorema de Gauss para−→F (x,y,z)= xz
−→
i +yz

−→
j +

+z2−→k , calculando as duas integrais do enunciado, e S a esfera
x2 + y2 + z2 = a2 e�n a normal unitária exterior a S.

Solução: Temos que�n =
(x,y,z)

a
. Logo,

∫ ∫
S

−→F ·�n dS =

∫ ∫
S

(
xz,yz,z2) · (x,y,z)

a
dS =

=
1
a

∫ ∫
S

(
x2z+ y2z+ z3) dS =

=
1
a

∫ ∫
S
z
(
x2 + y2 + z2) dS =

a2

a

∫ ∫
S
z dS = a

∫ ∫
S
z dS .

Parametrizando S, temos

ϕ(φ ,θ) = (asenφ cosθ ,asen φ senθ ,acos φ)

com D : 0≤ φ ≤ π e 0≤ θ ≤ 2π . Temos também que dS= a2 senφ dφ dθ .
Então:∫ ∫

S

−→F ·�n dS = a
∫ ∫

D
(acosφ)

(
a2 senφ

)
dφ dθ =

= a4
∫ 2π

0

∫ π

0
cosφ senφ dφ dθ =

= a4
∫ 2π

0

sen2 φ
2

∣∣∣∣π
0

dθ = a4
∫ 2π

0
0 dθ = 0 .

Por outro lado, temos

div−→F =
∂P
∂x

+
∂Q
∂y

+
∂R
∂ z

= z+ z+2z = 4z

e, então:∫ ∫ ∫
W

div−→F dV =

∫ 2π

0

∫ 1

0

∫ π

0
4ρ3 cosφ senφ dφ dρ dθ =

= 4
∫ 2π

0

∫ 1

0
ρ3

[
sen2 φ

2

]π

0
dρ dθ = 4

∫ 2π

0

∫ 1

0
ρ3 ·0dρ dθ = 0 .

O teorema de Gauss está, portanto, verificado.
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Exemplo 14.2. blablabl

Calcule
∫ ∫

S

−→F ·�n dS, onde −→F (x,y,z) =
(
x + yez,y + zex,

z2+xey), S é a fronteira do sólido interior ao cilindro x2+y2 = 1,
entre os planos z = 0 e z = x+2 e�n a normal exterior a S.

Solução: O esboço de S está representado na figura que se segue.

x
y

z

S

−1
−1

−2

1

2

−→n

−→n

−→n

x

y

−1 1

1

D

Seja W o sólido limitado por S. Pelo teorema de Gauss, temos:∫ ∫
S

−→F ·�n dS =

∫ ∫ ∫
W

div−→F dV =

∫ ∫ ∫
W
(1+1+2z)dV =

= 2
∫ ∫

D

∫ x+2

0
(1+ z)dzdxdy = 2

∫ ∫
D

[
z+ z2

2

]x+2

0
dxdy =

= 2
∫ ∫

D

[
x+2+ (x+ 2)2

2

]
dxdy =

=

∫ ∫
D

(
6x+8+ x2) dxdy =

= 6
∫ ∫

D
xdxdy︸ ︷︷ ︸
= 0

+8A(D)︸ ︷︷ ︸
8π

+

∫ ∫
D

x2 dxdy .

Passando para coordenadas polares, temos:∫ ∫
D

x2 dxdy =
∫ 2π

0

∫ 1

0
r3 cos2 θ drdθ =

1
4

∫ 2π

0
cos2 θ dθ =

=
1
4
· 1

2

[
θ +

sen2θ
2

]2π

0
=

π
4
.

Logo, ∫ ∫
S

−→F ·�ndS = 8π +
π
4
=

33π
4

.
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Ó
D

U
LO

1�

�

�

�
Exemplo 14.3. blablabl

Calcule
∫ ∫

S

−→F ·�n dS, sendo −→F (x,y,z) = x3−→i +y3−→j +z3−→k ,

�n a orientação normal exterior a S : x2 + y2 + z2 = 1, com z ≥ 0.

Solução: O esboço de S (aberta) está representado na figura que se
segue.

x

y

z

S

1
1

−→n

Seja S = S∪S1 onde S1 : z = 0, x2 + y2 ≤ 1, com�n1 =−�k.

x

y

z

S

S1

1
1

−→n

−→n1

Seja W o sólido limitado pela superfı́cie fechada S. Como estamos nas
condições do teorema de Gauss, temos:∫ ∫

S

−→F ·�ndS+
∫ ∫

S1

−→F ·�n1 dS =

∫ ∫ ∫
W

div−→F dV =

=
∫ ∫ ∫

W
3
(
x2 + y2 + z2) dV .
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Passando para coordenadas esféricas, temos que x2 + y2 + z2 = ρ2,
também, dV = ρ2 senϕ dρ dφ dθ e

Wρφθ :

⎧⎨
⎩

0 ≤ ρ ≤ 1
0 ≤ φ ≤ π/2
0 ≤ θ ≤ 2π

.

Então:∫ ∫ ∫
W

3
(
x2 + y2 + z2n

)
dV =

= 3
∫ ∫ ∫

Wρφθ

ρ2 ·ρ2 senφ dρ dφ dθ =

= 3
∫ π/2

0

∫ 1

0

∫ 2π

0
ρ4 senφ dθ dρ dφ =

= 6π
∫ π/2

0

∫ 1

0
ρ4 senφ dρ dφ =

=
6π
5

∫ π/2

0
senφ dφ =

6π
5

[
− cosφ

]π/2

0
=

6π
5
.

Cálculo de
∫ ∫

S1

−→F ·�n1 dS

Temos∫ ∫
S1

−→F ·�n1 dS =
∫ ∫

S1

(
x3,y3,0

) · (0,0,−1)dS =
∫ ∫

S1

0dS = 0 .

Logo, ∫ ∫
S

−→F ·�ndS =
6π
5
.

Exercı́cio 14.1.

1. Verifique o teorema de Gauss para o campo vetorial−→F (x,y,z) = (x,y,z) no sólido W limitado pelas superfı́cies
z = x2 + y2 e z = 4.

2. Considere o campo vetorial −→F (x,y,z) = (2x+ ez)
−→
i +

+(3y− zex)
−→
j + (z − 2)

−→
k , e seja S a calota esférica

x2 + y2 + z2 = a2, com z ≥ 0 e raio a > 0. Sabendo que o
fluxo de −→F na direção da normal exterior�n é igual a 2πa3,
calcule o raio da calota.
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3. Calcule
∫ ∫

S
rot−→F ·�ndS, sendo −→F (x,y,z) =

(
x2y + 2,

x3+y4,2xz−1
)
, e S a parte da esfera x2+y2+z2−4z= 0,

com z ≤ 1, orientada com�n exterior.

4. Seja f : R3 → R de classe C2. Seja W um sólido e seja S
a fronteira de W , com normal exterior�n. Prove que∫ ∫

S

∂ f
∂�n

dS =

∫ ∫ ∫
W

∇2 f dxdydz

onde ∂ f
∂�n

= ∇ f ·�n é a derivada direcional de f na direção

e sentido do vetor unitário�n e ∇2 f = ∂ 2 f
∂x2 +

∂ 2 f
∂y2 +

∂ 2 f
∂ z2 é o

laplaciano de f (estudado na Aula 7).

5. Seja f : R3 → R de classe C2, tal que ∇2 f = x2 + y2 e
∂ f
∂ z

(x,y,1) = 1
3
, para todo (x,y,z) ∈ R

3. Calcule
∫ ∫

S

∂ f
∂�n

dS,
onde S é a lata cilı́ndrica com fundo e sem tampa dada por
x2 + y2 = 1, 0 ≤ z ≤ 1, x2 + y2 ≤ 1 e z = 0, com normal�n
apontando para fora de S.

6. Seja −→F (x,y,z) = zarctg
(
y2)−→i + z3 ln

(
x2 + 1

)−→
j + z

−→
k .

Determine o fluxo de −→F através da parte do parabolóide
x2 + y2 + z = 2 que está acima do plano z = 1, sendo −→n a
normal com componente z não negativa.

7. Seja Q uma carga elétrica localizada na origem. Pela Lei
de Coulomb, a força elétrica −→F (x,y,z) exercida por essa
carga sobre uma carga q localizada no ponto (x,y,z) com
vetor posição X é

−→F (X) =
εqQ
‖X‖3 X

onde ε é uma constante. Considere a força por unidade de
carga

−→E (X) =
1
q
−→F (X) =

εQ
‖X‖3 X =

εQ(x,y,z)(
x2 + y2+ z2

)3/2

que é chamada campo elétrico de Q. Mostre que o fluxo
elétrico de −→E é igual a 4πεQ, através de qualquer su-
perfı́cie fechada S que contenha a origem, com normal −→n
apontando para fora de S. Esta é a Lei de Gauss para uma
carga simples.
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8. Calcule
∫ ∫

S

−→F ·−→n dS, onde

−→F (x,y,z) = x
−→
i +

(−2y+ ex cosz
)−→

j +
(
z+ x2)−→k

e S é definida por z = 9− (
x2 + y2), 0 ≤ z ≤ 5; z = 5,

1 ≤ x2 + y2 ≤ 4 e z = 8−3
(
x2+ y2), x2 + y2 ≤ 1.

9. Seja a superfı́cie cônica S de vértice (0,0,h) e de base
situada no plano xy com raio 1 e −→n com a componente

−→
k

não negativa. Seja

−→F (x,y,z) = ∂ f
∂y

(x,y,z)
−→
i − ∂ f

∂x
(x,y,z)

−→
j +2(z+1)

−→
k ,

sendo f (x,y,z) de classe C2. Calcule o fluxo de −→F através
de S.

10. Calcule o fluxo do campo −→F (x,y,z)=
(x3

3
+y, y3

3
,

z3

3
+2

)
através da superfı́cie S do sólido W definido por
W =

{
(x,y,z) ∈R

3 | x2+y2+ z2 ≥ 1 ,x2+y2+(z−2)2 ≤
≤ 4 , z ≥

√
x2 + y2

}
, com campo de vetores normais a S

apontando para fora de W .
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TEOREMA DE STOKES

Seja U um aberto conexo de R
3 e−→F = (P,Q,R) um campo vetorial de

classe C1 em U . Seja S ⊂ U , uma
superfı́cie regular por partes, ori-
entada pelo campo normal unitário−→n . Seja ∂S o bordo de S, com
a orientação induzida pela de S.
Então,∫ ∫

S
rot−→F ·−→n dS︸ ︷︷ ︸

fluxo do rotacional

=

∮
∂S

−→F ·d−→r︸ ︷︷ ︸
circulação de−→F

−→n

∂S
S

� Seja S uma superfı́cie plana contida no plano xy, orien-
tada com −→n =

−→
k . Então, S : z = 0, (x,y) ∈ D. Logo,

dS = dxdy. Seja −→F (x,y) = (P(x,y),Q(x,y)), então:

rot−→F = rot(P,Q,0) =
(∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)−→
k .

x

y

z

−→n

C = ∂S

S

Logo, pelo Teorema de Stokes, temos:∮
∂S

−→F ·d−→r =

∮
∂S

P dx+Q dy =
∫ ∫

S
rot−→F ·−→n dS =

=
∫ ∫

D

(
0,0, ∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
· (0,0,1) dxdy =

=
∫ ∫

D

(∂Q
∂x

− ∂P
∂y

)
.

Isto prova que o Teorema de Stokes generaliza o Teorema de
Green.
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Como consequência do Teorema de Stokes, temos:

“Se U = dom−→F é um conjunto simplesmente conexo, isto é,
U é o R

3 ou U é o R
3, exceto um número finito de pontos, e

se rot−→F =
−→
0 , então −→F é conservativo”.

O teorema das quatro equivalências é dado por:

Teorema 15.1. blablabla

Seja −→F = (P,Q,R) um campo vetorial de classe C1 em um
conjunto simplesmente conexo do R

3. Então, as seguintes afir-
mações são equivalentes:

1.
∮

C

−→F ·d−→r = 0 para toda curva fechada C;

2.
∫

C

−→F ·d−→r é independente do caminho;

3. −→F é um campo gradiente, isto é, −→F = ∇ϕ para algum
campo escalar ϕ;

4. rot−→F =
−→
0 .

�

�

�

�
Exemplo 15.1. blablabl

Verifique o teorema de Stokes, calculando as duas integrais
do enunciado, para −→F (x,y,z) = −y

−→
i + x

−→
j + z

−→
k e S o para-

bolóide z= 1−x2−y2 com z ≥ 0 e −→n a normal unitária exterior
a S.

Solução: O esboço de S está representado na figura que se segue.

x

y

z

S

∂S

1

1
1

−→n
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Pela regra da mão direita, com o polegar no de sentido −→n e movimen-
tando os dedos, vemos que a curva bordo de S, ∂S, fica orientada no
sentido anti-horário, quando vista de cima. Então, uma parametrização
de ∂S é, ∂S : x = cos t, y = sen t e z = 0, com 0 ≤ t ≤ 2π , donde
dx =−sen t dt, dy = cos t dt e dz = 0. Então:∫

C

−→F ·d−→r =

∫
C
−y dx+ x dy+ z dz =

=

∫ 2π

0

[
(−sen t)(−sen t)+ (cos t)(cos t)

]
dt =

=

∫ 2π

0

(
sen2 t + cos2 t

)
dt = 2π .

Por outro lado,

rot−→F =

∣∣∣∣∣∣∣∣
−→
i

−→
j

−→
k

∂
∂x

∂
∂y

∂
∂ z

−y x z

∣∣∣∣∣∣∣∣= (0,0,1+1) = (0,0,2) .

Temos, S : z = 1− x2 − y2 = f (x,y), com (x,y) ∈ D : x2 + y2 ≤ 1. Um
vetor normal a S é dado por −→N = (− fx,− fy,1) = (2x,2y,1) que é
exterior a S.

Logo,

−→n =
(2x,2y,1)√
1+ 4x2+ 4y2

e dS =
√

1+4x2 +4y2 dxdy .

Então,∫ ∫
S
rot−→F ·−→n dS =

∫ ∫
D
(0,0,2) · (2x,2y,1) dx dy =

= 2
∫ ∫

D
dx dy = 2A(D) = 2π ·12 = 2π .

Assim, o teorema de Stokes está verificado para este caso.

�

�

�

�
Exemplo 15.2. blablabl

Use o teorema de Stokes para calcular
∫

C

−→F ·−→dr, onde

−→F (x,y,z) = (y− x+ senx, z− x+ cosy, x− y+ ez)

e C é a interseção do cilindro x2+y2 = a2 com o plano x
a
+

z
b
= 1,

sendo a > 0, b > 0, orientada no sentido anti-horário quando
vista da parte superior do eixo z.
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Solução: O esboço de C está representado na figura a seguir.

x y

z

C

aa

b

Para aplicar o teorema de Stokes, precisamos de uma superfı́cie S
cujo bordo seja a curva C. Então, consideremos a porção do plano
x
a
+

z
b
= 1, limitada por C.

x y

z

C

−→n

S

aa

b

Pela regra da mão direita, vemos que −→n aponta para cima. Logo,
podemos descrever S por S : z = b− bx

a
= f (x,y), com (x,y) ∈ D :

x2 + y2 ≤ a2. Um vetor normal a S é −→N =
(− fx,− fy,1

)
=
(b

a
,0,1

)
que aponta para cima. Então, −→n =

( b
a ,0,1

)
‖−→N ‖

e dS = ‖−→N ‖dxdy.

Temos:
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rot−→F =

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−→
i

−→
j

−→
k

∂
∂x

∂
∂y

∂
∂ z

y− x+ senx z− x+ cosy x− y+ ez

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

= (−1−1,0−1,−1−1) = (−2,−1,−2) .

Do Teorema de Stokes, temos:∫
C

−→F ·d−→r =

∫ ∫
S
rot−→F ·−→n dS =

=

∫ ∫
D
(−2,−1,−2) ·

(b
a
,0,1

)
dx dy =

=
(−2b

a
−2

)∫ ∫
D

dx dy =−2
(b+ a

a

)
πab =

=−2πb(b+a) .

�

�

�

�
Exemplo 15.3. blablabl

Seja −→F (x,y,z) = (3x2z+ y3,3xy2+ ez,x3 + yez).

a. −→F é conservativo? Por quê?

b. Seja C a curva obtida como interseção da superfı́cie
z = x2 + y2 − 4, z ≤ 1 com o plano y = −1. Calcule∫

C

−→F ·d−→r , especificando a orientação escolhida.

Solução:

a. Temos rot−→F = (ez − ez, 3y2 −3y2, 3y2 −3y2) =
−→
0 e dom−→F =

R
3 que é um conjunto simplesmente conexo. Então, pelo teo-

rema das equivalências em R
3, segue que −→F é um campo con-

servativo.

b. Logo, existe uma função potencial ϕ(x,y,z), tal que:

∂ϕ
∂x

= 3x2z+ y3 (1)

∂ϕ
∂y

= 3xy2 + ez (2)

∂ϕ
∂ z

= x3 + yez (3)
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Integrando (1), (2) e (3) em relação a x, y e z, respectivamente,
temos:

ϕ(x,y,z) = x3z+ xy3 + f (y,z) (4)

ϕ(x,y,z) = xy3 + yez +g(x,z) (5)

ϕ(x,y,z) = x3z+ yez +h(x,y) (6)

Comparando (4), (5) e (6), vemos que f (y,z) = yez, g(x,z) = x3z
e h(x,y) = xy3. Logo, ϕ(x,y,z) = x3z+ xy3 + yez, (x,y,z) ∈ R

3

é uma função potencial de −→F . O esboço de C está representado
na figura a seguir.

x
y

z

C

A

B

−1

−4

1

Escolhamos a orientação de A=(2,−1,1) para B=(−2,−1,1).
Então∫

C

−→F ·d−→r =

= ϕ(B)−ϕ(A) = ϕ(−2,−1,1)−ϕ(2,−1,1) =

= (−8+2− e)− (8−2− e) =−12 .

Exercı́cio 15.1.

1. Use o teorema de Stokes para mostrar que a integral de
linha é igual ao valor dado, indicando a orientação da
curva C.∮

C
(3y+ z) dx+(x+4y) dy+(2x+ y) dz =− 3

√
2 πa2

4

onde C é a curva obtida como interseção da esfera
x2 + y2 + z2 = a2 com o plano y+ z = a.
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2. Use o Teorema de Stokes para mostrar que a integral de li-
nha é igual ao valor dado, indicando a orientação da curva.∮

C
2xy dx+[(1− y)z+ x2 + x] dy+

(
x2

2
+ ez

)
dz = π

onde C é a curva obtida como interseção do cilindro
x2 + y2 = 1,z ≥ 0, com o cone z2 = x2 +(y−1)2.

3. Seja −→F um campo vetorial cujo rotacional em cada ponto
de R3 é dado por

rot −→F (x,y,z) = (x,−2y,z) .

Calcule
∮

C

−→F ·d−→r , ondeC é o contorno do semifuso esférico,
de ângulo π/4, indicado na figura que se segue.

x

y

z

a
a

a C

π/4

4. Seja −→F (x,y,z) = (2xz+ y2, 2xy+3y2, ez + x2).

a. −→F é um campo conservativo em R
3? Por quê?

b. Seja C a curva obtida como interseção da superfı́cie
de equação z = 9 − x2 − y2, z ≥ −4 com o plano
y= 2. Calcule

∫
C

−→F ·d−→r , especificando a orientação
escolhida.

5. Utilizando o Teorema de Stokes, transforme a integral∫ ∫
S
rot−→F · −→n dS numa integral de linha e calcule, onde

−→F (x,y,z) = y
−→
i , S é a superfı́cie z = x2 + y2 com z ≤ 1, e−→n a normal com componente z positiva.
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6. Use o Teorema de Stokes para calcular o fluxo do rotaci-
onal do campo

−→F (x,y,z) = x2y
−→
i +2y3z

−→
j +3z

−→
k

através da superfı́cie S : ϕ(r,θ) = (rcosθ)
−→
i +

+(r senθ)
−→
j + r

−→
k , com 0 ≤ r ≤ 1 e 0 ≤ θ ≤ 2π no sen-

tido do vetor unitário normal exterior −→n .

7. Calcule
∫

C

−→F ·d−→r , onde

−→F (x,y,z) =
(
e−y − ze−x,e−z − xe−y,e−x − ye−z)

eC é a curva parametrizada por γ(t)=
( ln(1+ t)

ln2
, sen

(
πt
2

)
,

1− et

1− e

)
, com 0 ≤ t ≤ 1.

8. Determine
∫

C

−→F ·d−→r , onde

−→F (x,y,z) =
(
yz+ x3,xz+3y2,xy+4

)
e C é a curva obtida como interseção das superfı́cies de
equações z= 5−y2, z≥ 1 e x+z= 5, orientada no sentido
de crescimento de y.

9. Calcule
∫

C

−→F · d−→r , onde −→F (x,y,z) =
( − 2y + esenx,

−z+ y,x3 + esen z) e C é a interseção da superfı́cie z = y2

com o plano x+ z = 1, orientada no sentido do cresci-
mento de y.

10. Calcule
∫

C
(z− y)dx+ ln

(
1+ y2)dy+

[
ln
(
1+ z2)+ y

]
dz,

sendo C dada por γ(t) = (4cos t, 4sen t, 4−4cos t), com
0 ≤ t ≤ 2π .
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PREPARAÇÃO PARA A AP2

16
Exercı́cio 16.1.

1. Calcule
∮

C

−→F · d−→r , ao longo da circunferência
x2 + y2 = 2y, no sentido horário, sendo

−→F (x,y) =
(

10x2−3y, 3x2

2
+
√

y4+1
)
.

2. a. A integral I =
∫

C
(senxy+xycosxy) dx+x2 cosxy dy

é independente do caminho?
b. Calcule o valor I onde C é dada por σ(t) =

=
(
t2−1, t2+1

)
, 0 ≤ t ≤ 1.

3. Uma lâmina tem a forma da parte lateral do cilindro
x2 + y2 = 4, entre os planos z = 0 e z = 3− x. Determine
a massa dessa lâmina se a densidade no ponto (x,y,z) é
dada por f (x,y,z) = x2.

4. Calcule

I =
∫

C

(
ex2

+ y2)dx+
(
ey2 − z2)dy+

(
ez2 − x2)dz ,

onde C é o contorno da parte do plano x+ y+ z = 1, que
está no primeiro octante, no sentido anti-horário.

5. Calcule o fluxo de
−→F = (ez arctg z)

−→
i +

[
ez ln

(
x2 +1

)]−→
j + z

−→
k

através de S parte do parabolóide z = 4− x2 − y2, acima de
z = 1, na direção da normal exterior −→n .
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6. Calcule

I =
∮

C

(
− x2y

1+ x2 + y2
)

dx+(x+ arctgx)dy ,

onde C é o caminho fechado formado por y= 0, x+2y= 4
e x = 0, orientado no sentido anti-horário.

7. Considere a superfı́cie S porção do cilindro x2 + y2 = 2x,
compreendida entre o plano z = −1 e o parabolóide
z = x2 + y2. Pede-se.

a. Uma parametrização de S.
b. A área de S.
c. O fluxo do campo −→F (x,y,z) =

(
3x − 3 − y,

3y+ x−1 , esenz) através de S, com o campo de ve-
tores normais apontando para dentro de S.

8. Seja

−→F (x,y,z) = 2y
−→
i +

x2

2
−→
j +

√
1+ z8−→k .

Calcule
∮

C

−→F · d−→r , onde C é a curva dada pela interseção
das superfı́cies z = x2 + y2 e x2 + (y− 1)2 = 1 com um
sentido de percuso tal que, quando projetado no plano
z = 0, produz um percurso no sentido anti-horário.

9. Seja um campo de forças dado por

−→F (x,y,z) =
(
3x2yz+ ez, x3z, x3y+ xez +3z2) .

a. −→F é um campo conservativo? Por quê?

b. Calcule o trabalho realizado por −→F para mover uma
partı́cula ao longo da curvaC interseção da superfı́cie
z = 1− x2 com o plano y+ z = 1, orientada no sen-
tido do crescimento de x.

10. Use o teorema de Stokes para transformar a integral∫ ∫
S
rot−→F ·−→n dS em uma integral de linha e calcule-a sendo

−→F (x,y,z) =
(
yez−1, −xez−1, 3ez) e S a superfı́cie

x2 + y2 +(z−1)2 = 1 com 0 ≤ z ≤ 1 e −→n a normal apon-
tando para baixo.
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Gabarito

RESPOSTAS DOS EXERCÍCIOS DAS
AULAS

AULA 1

1. Temos

I =
∫ ∫

D
ex
(

yey2
)

dxdy =
∫ 1

0

∫ 1

−1
ex
(

yey2
)

dxdy =

=

∫ 1

0

(
yey2

)
[ex]1−1 dy =

(
e− e−1)∫ 1

0
yey2

dy .

Fazendo u = y2 temos du = 2y dy, donde ydy = du
2

. Para
y = 0, temos u = 0 e, para y = 1, temos u = 1. Logo,

I =
(
e− e−1)

2

∫ 1

0
eu du =

(
e− e−1)

2

[
eu]1

0 =

(
e− e−1)

2
(e−1) .

2. a. Observe que I =
∫ ∫

D
f (x,y) dxdy, onde

D =
{
(x,y) ∈ R

2 | 0 ≤ x ≤ 1 , x3 ≤ y ≤√
x
}
.

Portanto, D é do tipo I e está ilustrada na figura a
seguir.
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x

y

x = y2

y = x3

y =
√

x

x = 3√x

D

1

1

Descrevendo D como tipo II, temos:

D =
{
(x,y) ∈ R

2 | 0 ≤ y ≤ 1 , y2 ≤ x ≤ 3
√

y
}
.

Então,
∫ 1

0

∫ 3√y

y2
f (x,y) dxdy .

b. Temos que I =
∫ ∫

D
f (x,y) dxdy, onde

D=
{
(x,y)∈R

2 | 0≤ y≤ 1 ,−
√

1− y2 ≤ x≤ 1−√
y
}

é do tipo II.

x

y

x2 + y2 = 1

√y = 1− x ⇒ y = (1− x)2 , 0 ≤ x ≤ 1
D

−1 1

1

Para descrever D como tipo I, devemos dividi-la em
duas regiões: D = D1 ∪D2.

x

y

y =
√

1− x2

y = (1− x)2

y = 0 y = 0

D1

D2

−1 1

1
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onde
D1 =

{
(x,y) ∈ R

2 | −1 ≤ x ≤ 0 , 0 ≤ y ≤√
1− x2

}
D2 =

{
(x,y) ∈ R

2 | 0 ≤ x ≤ 1 , 0 ≤ y ≤ 1− x2} .
Então
I =

∫ ∫
D1

f (x,y) dxdy+
∫ ∫

D2
f (x,y) dxdy =

=
∫ 0

−1

∫ √
1−x2

0
f (x,y) dydx+

∫ 1

0

∫ (1−x)2

0
f (x,y) dydx .

3. Temos que I =
∫ ∫

D
ex2 dxdy, onde

D =
{
(x,y) ∈ R

2 | 0 ≤ y ≤ 1 , y ≤ x ≤ 1
}

é do tipo II.

x

y

y = x

x = 1D

1

1

Descrição de D como tipo I

Projetando D sobre o eixo x, temos o intervalo [0,1]. Fi-
xando x∈ [0,1], a ordenada y varia de y= 0 a y= x. Então,

I =
∫ 1

0

∫ x

0
ex2

dydx =
∫ 1

0
ex2[

y
]x
0 dx =

∫ 1

0
xex2

dx .

Fazendo u = x2, temos du = 2x dx, donde xdx = du
2

. Te-
mos:

x = 0 ⇒ u = 0
x = 1 ⇒ u = 1

Então
I =

∫ 1

0
eu du

2
=

1
2

eu
∣∣∣1
0
=

e− 1
2

.



�

�

�

�

�

�

�

�

4. O esboço de D está representado na figura que se segue.

x

y

D
x =−y2

x =−y2

x = 4+ y

x− y = 4

(−4,2)

(−1,−1)

(6,2)

(5,−1)

2

−1

−4

Da figura, temos que

D =
{
(x,y) | −1 ≤ y ≤ 2 ,−y2 ≤ x ≤ 4+ y

}
.

Como A(D) =

∫ ∫
D

dxdy, então

A(D) =
∫ 2

−1

∫ 4+y

−y2
dxdy =

∫ 2

−1

(
4+ y+ y2) dy =

=

[
4y+ y2

2
+

y3

3

]2

−1
=
(

8+2+ 8
3

)
−
(
−4+ 1

2
− 1

3

)
=

=
38
3
+

23
6
=

33
2

u.a.

5. O esboço de D está representado na figura que se segue.

x

y y =
√

x
y =

√
x

y = 0

D

2

4
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Enquadrando D como tipo I, temos

D :
{

0 ≤ x ≤ 4
0 ≤ y ≤√

x .

Então:∫ ∫
D

y
1+ x2 dxdy =

∫ 4

0

∫ √
x

0

y
1+ x2 dydx =

=
∫ 4

0

1
1+ x2

[
y2

2

]√x

0
dx = 1

2

∫ 4

0

x
1+ x2 dx .

Temos d(1+x2) = 2xdx, donde xdx = 1
2
d(1+x2). Logo,∫ ∫

D

y
1+ x2 dxdy = 1

2
· 1

2

∫ 4

0

d(1+ x2)

1+ x2 =

=
1
4

ln(1+ x2)
∣∣∣4
0
=

1
4
(ln17− ln1) = ln17

4
.

6. Temos I =
∫ ∫

D
ex3 dxdy, onde D = D1∪D2 com

D1 =
{
(x,y) ∈ R

2 | 0 ≤ y ≤ 1 ,
√y
2

≤ x ≤√y
}

D2 =
{
(x,y) ∈ R

2 | 1 ≤ y ≤ 4 ,
√y
2

≤ x ≤ 1
}
.

Com as informações dadas acima, podemos ilustrar a nossa
região D.

x

y

D1

D2

x =
√y
2

⇒ y = 4x2

x =√y ⇒ y = x2

x = 1

1

1

4

Enquadrando D como tipo I, temos

D =
{
(x,y) ∈ R

2 | 0 ≤ x ≤ 1 , x2 ≤ y ≤ 4x2} .
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Então

I =
∫ 1

0

∫ 4x2

x2
ex3

dydx =
∫ 1

0
ex3 (

4x2 − x2) dx =

=

∫ 1

0
ex3 (

3x2) dx = ex3
∣∣∣1
0
= e−1 .

7. De y = x2 e y = 4x−x2, temos 2x2−4x = 0, donde x = 0,
x = 2. Logo, as interseções são (0,0) e (2,4). O esboço
da região D está representado na figura que se segue.

x

y

D

4

2

y = x2

y = 4x− x2

Escrevendo D como tipo I, temos:

D :
{

0 ≤ x ≤ 2
x2 ≤ y ≤ 4x− x2 .

Como A(D) =
∫ ∫

D
dxdy, então:

A(D) =
∫ 2

0

∫ 4x−x2

x2
dydx =

∫ 2

0

(
4x− x2 − x2) dx =

=

∫ 2

0

(
4x−2x2) dx =

[
2x2 − 2x3

3

]2

0
= 8− 16

3
=

8
3

u.a.

x

y

y

x+ y = 2

x = y3
x = y3

x = 2− y

D

2

2

1

1
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8. Vamos enquadrar D como tipo II:

D =
{
(x,y) ∈ R

2 | 0 ≤ y ≤ 1 , y3 ≤ x ≤ 2− y
}
.

Como A(D) =
∫ ∫

D
dxdy, então:

A(D) =
∫ 1

0

∫ 2−y

y3
dxdy =

∫ 1

0
(2− y− y3) dy =

=

[
2y− y2

2
− y4

4

]1

0
=

5
4

u.a.

9. Para esboçar a superfı́cie z = 4− x2, no primeiro octante,
desenhamos a parábola z = 4− x2 no plano xz, com x ≥ 0
e z ≥ 0. Como a equação não contém a variável y, então
devemos traçar paralelas ao eixo y por pontos da parábola.
Para esboçar o plano x+y = 2, no primeiro octante, dese-
nhamos a reta x+ y = 2 no plano xy, com x ≥ 0 e y ≥ 0.
Como a equação não contém a variável z, então traçamos
paralelas ao eixo z por pontos da reta. Observamos que a
reta x+y= 2 do plano intercepta a superfı́cie z= 4−x2 no
ponto A. Além disso, a reta do plano, paralela ao eixo z,
passando por (0,2,0), intercepta a superfı́cie z= 4−x2 no
ponto B. Ligando A a B, encontramos a curva interseção
das duas superfı́cies. Assim, o esboço de W é:

x
y

z

A

B

W

“teto”

D (“piso”)

22

4

x

y

2

2

D

x+ y = 2

y = 2− x

y = 0

Observe que a equação do “teto” é z = 4− x2 = f (x,y) e
o “piso” D é o triângulo acima. Então:
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V (W ) =

∫ ∫
D

f (x,y)dxdy =
∫ ∫

D
(4− x2)dxdy =

=

∫ 2

0

∫ 2−x

0

(
4− x2) dydx =

∫ 2

0
(2− x)(4− x2)dx =

=

∫ 2

0

(
8−2x2−4x+ x3) dx =

[
8x−2x3

3
−2x2 +

x4

4

]2

0
=

= 16− 16
3
−8+4 =

20
3

u.v.

10. A integral dupla de uma função positiva f (x,y) pode ser
interpretada como o volume do sólido abaixo do gráfico de
f (x,y) e acima do domı́nio D de f (x,y), contido no plano
xy. Devemos esboçar o sólido para encontrar a região de
integração.

x
y

z

D

W

−3

3

9

9

9

z = f (x,y) = 9− y2

Do esboço de W , vemos que a região de integração tem a
seguinte forma:

x

y

D

−3

3

9

9

x = 0 x = 9− y
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Então,

V (W ) =
∫ ∫

D
f (x,y) dxdy =

∫ ∫
D

(
9− y2) dxdy .

Descrevendo D como tipo II, temos:

D = {(x,y) | −3 ≤ y ≤ 3 , 0 ≤ x ≤ 9− y} .

Então:

V (W ) =
∫ 3

−3

∫ 9−y

0

(
9− y2) dxdy

=
∫ 3

−3

(
9− y2)(9− y) dy

=
∫ 3

−3

(
81−9y−9y2+ y3) dy

=

[
81y− 9y2

2
−3y3 +

y4

4

]3

−3

= 81(3+3)−0−3
[
33− (−3)3]+0

= 81 ·6−3 ·2 ·27

= 6 ·27(3−1)

= 324 u.v.

AULA 2

1. a. Temos que:

u

v

O′ A′

B′

Du 2

2
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Imagem de O′A′ pela transformação T

O′A′ : v = 0, 0 ≤ u ≤ 2 ⇒
⇒ OA : x = u, y = u2, 0 ≤ u ≤ 2 ⇒
⇒ OA : y = x2, 0 ≤ x ≤ 2 .

Imagem de A′B′ pela transformação T

A′B′ : u+ v = 2, 0 ≤ u ≤ 2 ⇒
⇒ AB : x = 2, y = u2− (2−u) , 0 ≤ u ≤ 2 ⇒
⇒ AB : x = 2, −2 ≤ y ≤ 4 .

Imagem de O′B′ pela transformação T

O′B′ : u = 0, 0 ≤ v ≤ 2 ⇒
OB : x = v, y =−v, 0 ≤ v ≤ 2 ⇒
⇒ OB : y =−x, 0 ≤ x ≤ 2 .

x

y

Dxy

y = x2

y =−x

−2

2

4

b. Temos

∂ (x,y)
∂ (u,v)

=

∣∣∣∣ 1 1
2u −1

∣∣∣∣=−1−2u .
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Usando a fórmula∫ ∫
Dxy

f (x,y) dxdy =

=

∫ ∫
Duv

f
(
x(u,v),y(u,v)

)∣∣∣∣∂ (x,y)
∂ (u,v)

∣∣∣∣ dudv

temos:∫ ∫
Dxy

dxdy√
1+ 4x+ 4y

=

=
∫ ∫

Duv

1√
1+ 4(u+ v)+ 4(u2− v)

|−1−2u| dudv =

=

∫ ∫
Duv

1√
1+ 4u+ 4u2

(1+2u) dudv =

=

∫ ∫
Duv

1√
(1+ 2u)2

(1+2u) dudv =

=

∫ ∫
Duv

dudv = A(Duv) =
1
2
·2 ·2 = 2 .

2. Considerando a mudança de variáveis u =
x− y
x+ y

, v = x+y,
temos: {

uv = x− y
v = x+ y

donde ⎧⎨
⎩

x = uv+ v
2

y = v− uv
2

.

Assim,

J =
∂ (x,y)
∂ (u,v)

=

∣∣∣∣∣∣∣
∂x
∂u

∂x
∂v

∂y
∂u

∂y
∂v

∣∣∣∣∣∣∣=
∣∣∣∣∣∣

v
2

1
2

(u+1)

−v
2

1
2

(1-u)

∣∣∣∣∣∣= v
2
.

Como dxdy = |J| dudv, então dxdy = v
2

dudv.

Passando para as coordenadas u e v as equações das curvas
que limitam D, temos:

x+ y = 1 ⇒ v = 1
x+ y = 4 ⇒ v = 4

x = 0 ⇒ u =−1
y = 0 ⇒ u = 1
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Portanto Duv pode ser descrito por:

Duv :
{ −1 ≤ u ≤ 1

1 ≤ v ≤ 4 .

Do Teorema da Mudança de Variáveis, temos:∫ ∫
D

cos
(π

2
· x− y

x+ y

)
dxdy =

∫ ∫
Duv

cos
(π

2
u
) v

2
dudv =

=
1
2

∫ 1

−1
cos

(π
2

u
)∫ 4

1
vdvdu =

=
1
2

∫ 1

−1
cos

(
π
2

u
)[

v2

2

]4

1
du =

15
4

∫ 1

−1
cos

(
π
2

u
)

du =

=
15
4
· 2

π

[
sen

(
π
2

u
)]1

−1
=

15
2π

[
sen π

2
− sen

(
−π

2

)]
=

=
15
2π

(1− (−1)) = 15
π
.

3. Façamos x = au e y = bv. Logo,

J =
∂ (x,y)
∂ (u,v)

=

∣∣∣∣∣∣∣
∂x
∂u

∂x
∂v

∂y
∂u

∂y
∂v

∣∣∣∣∣∣∣=
∣∣∣∣ a 0

0 b

∣∣∣∣= ab .

O conjunto D : x2

a2 +
y2

b2 ≤ 1 é transformado em

Duv : u2 + v2 ≤ 1. Como A(D) =
∫ ∫

D
dxdy, então:

A(D) =
∫ ∫

Duv
|J| dudv =

∫ ∫
Duv

abdudv =

= ab
∫ ∫

Duv
dudv = abA(Duv) = ab ·π ·12 = πab u.a.

4. Façamos a mudança de variáveis u = 2x, v = y ou x = u
2
,

y = v. Logo:

J =
∂ (x,y)
∂ (u,v)

=

∣∣∣∣∣∣
1
2

0

0 1

∣∣∣∣∣∣= 1
2
,

donde,
dxdy = |J| dudv = 1

2
dudv .
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A região D é limitada pela semielipse 4x2 + y2 = 1, com
y ≥ 0 e a reta y = 0.
Passando essas equações para as novas coordenadas, te-
mos u2+ v2 = 1, com v ≥ 0 e v = 0. Logo, Duv é limitada
pela semicircunferência u2+v2 = 1, com v ≥ 0 e o eixo u.

u

v

Duv

r = 0

r = 1

−1

1

1

Então, pelo Teorema da Mudança de Variáveis, temos:

I =
∫ ∫

D
sen

(
4x2 + y2) dxdy =

=
∫ ∫

Duv
sen

(
u2+ v2) 1

2
dudv =

=
1
2

∫ ∫
Duv

sen
(
u2+ v2) dudv .

Passando para coordenadas polares, temos⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

u = rcosθ
v = r senθ

dudv = rdrdθ
u2+ v2 = r2

A região Duv descrita em coordenadas polares é:

Drθ :
{

0 ≤ θ ≤ π
0 ≤ r ≤ 1

Logo,

I = 1
2

∫ ∫
Drθ

sen
(
r2)rdrdθ =

=
1
2

∫ 1

0

∫ π

0
sen

(
r2)rdθdr = π

2

∫ 1

0
sen

(
r2)rdr =

=
π
2
· 1

2

[− cosr2]1
0 =

π
4
(1− cos1) .
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5. O esboço de D está representado na figura que se segue.

x

y

D

AB

2

4

O

A circunferência x2 + (y − 2)2 = 4 se, e somente se,
x2 + y2 − 4y = 0 se transforma em r2 − 4r senθ = 0, isto
é, r = 4senθ .
A circunferência x2+y2 = 4 se transforma em r2 = 4, isto
é, r = 2.
A região D é “varrida” girando o raio

−→
OA, no sentido anti-

horário, até o raio
−→
OB. Os pontos A e B são interseções

das duas circunferências. Então, resolvendo o sistema{
x2 + y2 −4y = 0

x2 + y2 = 4

temos:
4y = 4 ⇒ y = 1 , x =±

√
3 .

Então:
A =

(√
3 ,1

)
, B =

(−√
3 ,1

)
.

O ângulo de inclinação do segmento OA é:

tgθ =
1√
3

⇒ θ =
π
6
.

O ângulo de inclinação do segmento OB é:

θ = π − π
6

⇒ θ =
5π
6
.

Assim, conseguimos transformar a região D em outra re-
gião Drθ expressa em coordenadas polares:

Drθ =
{
(r,θ) | 2 ≤ r ≤ 4senθ , π/6 ≤ θ ≤ 5π/6

}
.
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Como A(D) =
∫ ∫

D
dxdy, então:

A(D) =
∫ ∫

Drθ
r drdθ =

∫ 5π/6

π/6

∫ 4senθ

2
r drdθ =

=
1
2

∫ 5π/6

π/6

[
r2
]4senθ

2
dθ =

1
2

∫ 5π/6

π/6

(
16sen2 θ −4

)
dθ .

Da trigonometria, temos:

sen2 θ =
1− cos2θ

2
.

Logo,

A(D) =
1
2

∫ 5π/6

π/6

(
16sen2 θ −4

)
dθ =

=
1
2

∫ 5π/6

π/6

(
161− cos2θ

2
−4

)
dθ =

=
1
2

∫ 5π/6

π/6
(4−8cos2θ) dθ =

1
2

[
4θ −4sen2θ

]5π/6

π/6
=

= 2
[(5π

6
− sen 5π

3

)
−
(π

6
− sen π

3

)]
=

= 2
(

2π
3
+

√
3

2
+

√
3

2

)
= 2

(2π
3
+
√

3
)

u.a.

6. a. Temos

I =
∫ 4

0

∫ √
4y−y2

0

√
x2 + y2 dxdy =

=

∫ ∫
D

√
x2 + y2 dxdy

onde

D =
{
(x,y) | 0 ≤ y ≤ 4 , 0 ≤ x ≤

√
4y− y2

}
.

De x =
√

4y− y2 temos x2 +y2−4y = 0, com x ≥ 0
donde x2+(y−2)2 = 4, com x ≥ 0. Então, o esboço
de D está representado na figura que se segue.
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x

y

D
r = 4senθ

r = 0

2

4

Passando x2+y2−4y = 0 para coordenadas polares,
temos r2 = 4r senθ ou r = 4senθ . Assim, a região
D pode ser descrita em coordenadas polares por:

Drθ :
{

0 ≤ θ ≤ π/2
0 ≤ r ≤ 4senθ .

Então,

I =
∫ ∫

Drθ

√
r2rdrdθ =

∫ ∫
Drθ

r2 drdθ =

=
∫ π/2

0

∫ 4senθ

0
r2 drdθ =

∫ π/2

0

[
r3

3

]4senθ

0
dθ =

=
64
3

∫ π/2

0
sen3 θ dθ =

=
64
3

∫ π/2

0

(
1− cos2 θ

)
senθ dθ .

Fazendo u = cosθ , temos du = −senθ dθ . Para
θ = 0, temos u = 1 e para θ = π/2, temos u = 0.
Então:

I =−64
3

∫ 0

1

(
1−u2) du=−64

3

[
u− u3

3

]0

1
=

64
3
· 2
3
=

128
9

.

b. Temos

I =
∫ 0

−1

∫ 0

−
√

1−x2

2
1+

√
x2 + y2

dydx =

=
∫ ∫

D

2
1+

√
x2 + y2

dxdy

onde D=
{
(x,y) | −1 ≤ x ≤ 0 ,−

√
1− x2 ≤ y ≤ 0

}
.
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Pela descrição da região D, vemos que ela é limi-
tada inferiormente pela curva y = −

√
1− x2, se, e

somente se, x2 + y2 = 1, com y ≥ 0 e limitada su-
periormente pela reta y = 0 (eixo x) e, além disso,
a projeção de D sobre o eixo x é o intervalo [−1,0].
Com estas informações, temos que o esboço
de D é:

x

y

D r = 0

r = 1
−1

−1

Em coordenadas polares:⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

x = rcosθ
y = r senθ

dxdy = rdrdθ
x2 + y2 = r2

.

A região D se transforma em:

Drθ :
{

π ≤ θ ≤ 3π/2
0 ≤ r ≤ 1 .

A integral I se transforma em:

I =
∫ ∫

Drθ

2
1+ r

r drdθ =

= 2
∫ 1

0

∫ 3π/2

π

r
1+ r

dθdr = 2π
2

∫ 1

0

r
1+ r

dr

= π
∫ 1

0

1+ r− 1
1+ r

dr = π
∫ 1

0

(1+ r
1+ r

− 1
1+ r

)
dr =

= π
∫ 1

0

(
1− 1

1+ r

)
dr = π [r− ln(1+ r)]10 =

= π [(1− ln2)− (0− ln1)] = π(1− ln2) .
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c. Temos

I =
∫ 1

0

∫ 1+
√

1−y2

y

√
x2 + y2 dxdy =

=

∫ ∫
D

√
x2 + y2 dxdy

onde

D =
{
(x,y) | 0 ≤ y ≤ 1 , y ≤ x ≤ 1+

√
1− y2

}
.

Da descrição de D vemos que a sua projeção sobre
o eixo y é o intervalo [0,1] e sua fronteira lateral
da esquerda é a reta x = y e a da direita é a curva
x = 1+

√
1− y2 (se, e somente se, x−1 =

√
1− y2 ,

com x ≥ 1, se e somente se (x− 1)2 + y2 = 1, com
x ≥ 1). Levando em conta essas informações, temos
o esboço de D:

x

y

D

r = 2cosθ

r = 0

π/4
1

1

2

Passando para coordenadas polares, temos:⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

x = rcosθ
y = r senθ

dxdy = rdrdθ
x2 + y2 = r2

.

A equação polar da circunferência (x−1)2+ y2 = 1
ou x2 + y2 = 2x é r = 2cosθ . Logo, a região Drθ é
dada por:

Drθ :
{

0 ≤ θ ≤ π/4
0 ≤ r ≤ 2cosθ .
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Assim:

I =
∫ ∫

Drθ

√
r2rdrdθ =

∫ π/4

0

∫ 2cos θ

0
r2 drdθ =

=

∫ π

0

[
r3

3

]2cosθ

0
dθ =

8
3

∫ π/4

0
cos3 θ dθ =

=
8
3

∫ π/4

0

(
1− sen2 θ

)
cosθ dθ =

=
8
3

[
senθ − sen3 θ

3

]π/4

0
=

8
3

[√
2

2
− 1

3

(√
2

2

)3
]
=

=
8
3
·
√

2
2

(
1− 1

6

)
=

4
√

2
3

· 5
6
=

10
√

2
9

.

7. Passando a circunferência

x2 + y2 −2y = 0

para coordenadas polares, temos

ρ2 = 2ρ senθ ⇒ ρ = 2senθ .

Da figura ao lado, temos

B′ : 0 ≤ θ ≤ π/2 , 0 ≤ ρ ≤ 2senθ .

��

x

y

1

2

B

Então:∫ ∫
B

xy dxdy =
∫ ∫

B′
ρ cosθρ senθρ dρdθ =

=
∫ ∫

B′
ρ3 cosθ senθ dρdθ =

=
∫ π/2

0

∫ 2senθ

0
ρ3 cosθ senθ dρdθ =

=

∫ π/2

0

[
ρ4

4

]2senθ

0
cosθ senθ dθ =

= 4
∫ π/2

0
sen4 θ cosθ senθ dθ =

= 4
∫ π/2

0
sen5 θ cosθ dθ = 4

[
sen6 θ

6

]π/2

0
=

2
3
.
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8. Temos I =
∫ ∫

D

1√
x2 + y2

dxdy, onde D é dado por:

D :
{

1 ≤ y ≤ 3
0 ≤ x ≤ y

e cujo esboço está representado na figura a seguir.

x

y

1

3

r = r1(θ )

r = r2(θ )

(r,θ )
y = x

Passando para coordenadas polares, temos⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

x = rcosθ
y = r senθ

dxdy = rdrdθ
x2+ y2 = r2

.

Transformando y = 1 e y = 3 para coordenadas polares,
temos r senθ = 1 e r senθ = 3 ou r = r1(θ) =

1
senθ

=

= cscθ e r = r2(θ) = 3cscθ . Então, o conjunto Drθ é
dado por:

Drθ :
{

π/4 ≤ θ ≤ π/2
cscθ ≤ r ≤ 3cscθ .

Logo:

I =
∫ ∫

Drθ

1√
r2 · rdrdθ =

∫ ∫
Drθ

drdθ =

=
∫ π/2

π/4

∫ 3cscθ

cscθ
drdθ =

∫ π/2

π/4
2cscθ dθ =

= 2ln
[

cscθ − cotgθ
]π/2

π/4
=

= 2
[
ln(1−0)− ln(

√
2−1)

]
=−2ln(

√
2−1) =

= 2ln
(

1√
2−1

)
= 2ln(

√
2+1) .
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9. O esboço de W está representado na figura que se segue.

x y

z

11

2

W

“teto”

D (“piso”)

Observemos que o “teto” do sólido W é uma porção da
esfera x2+y2+z2 = 4, donde z =

√
4− x2 − y2 = f (x,y).

O “piso” de W é o disco D : x2+ y2 ≤ 1. Então:

V (W ) =
∫ ∫

D
f (x,y)dxdy =

∫ ∫
D

√
4− x2 − y2 dxdy .

Passando para coordenadas polares, temos:⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

x = rcosθ
y = r senθ

dxdy = rdrdθ
x2 + y2 = r2

.

O conjunto Drθ é dado por: 0 ≤ r ≤ 1 e 0 ≤ θ ≤ 2π .
Então:

V (W ) =

∫ ∫
Drθ

√
4− r2 · rdrdθ =

=
∫ 1

0

(
4− r2)1/2r

∫ 2π

0
dθdr = 2π

∫ 1

0

(
4− r2)1/2rdr .

Temos d(4− r2) =−2rdr, donde rdr =−1
2
d(4− r2).

Logo, V (W ) = 2π
(
−1

2

)∫ 1

0

(
4− r2)1/2 d(4− r2) =

=−π · 2
3
·
[(

4− r2)3/2
]1

0
=−2π

3

(
33/2−43/2

)
=

=
2π
3

(
8−3

√
3
)

u.v.
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10. Identificando as superfı́cies z = 0 (plano xy), x2+y2 = 2y,
isto é, x2 + (y−1)2=1 (superfı́cie cilı́ndrica circular de
diretriz circunferência no plano xy e geratrizes paralelas
ao eixo z) e z =

√
x2 + y2 (superfı́cie cônica).

x

y

z

D

W

1
2

2

x

y

D
1

2

Observe na figura acima que o sólido W está abaixo do
gráfico de z= f (x,y) =

√
x2 + y2 e está acima da região D

limitada pela circunferência x2 + y2 = 2y. Como
V (W ) =

∫ ∫
D

f (x,y) dxdy, então temos que

V (W ) =
∫ ∫

D

√
x2 + y2 dxdy. Passando a equação

x2+y2 = 2y para coordenadas polares, temos r2 = 2r senθ
ou r = 2senθ . Observe que

V (W) =

∫ ∫
Drθ

r · r drdθ =

∫ ∫
Drθ

r2 drdθ

onde Drθ =
{
(r,θ) ∈ R

2 | 0 ≤ θ ≤ π , 0 ≤ r ≤ 2senθ
}

.
Então

V (W ) =

∫ π

0

∫ 2senθ

0
r2 drdθ =

∫ π

0

[
r3

3

]2senθ

0
dθ =

=
8
3

∫ π

0
sen3 θ dθ =

8
3

∫ π

0

(
1− cos2 θ

)
senθ dθ =

=−8
3

∫ π

0

(
1− cos2 θ

)
d (cosθ) =

=−8
3

[
cosθ − cos3 θ

3

]π

0
=−8

3

[(
−1+ 1

3

)
−
(

1− 1
3

)]
=

=−8
3

(
−2+ 2

3

)
=

32
9

u.v.
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AULA 3

1. Consideremos o eixo x passando pela base e o eixo y coin-
cidindo com a mediatriz relativa à base do triângulo.

x

y

D

−x+ y= 5 x+ y = 5

x =−(5− y) x = 5− y

−5 5

5

Como D é homogênea e é simétrica em relação ao eixo y,
então pela observação 5, segue que x = 0. Temos

y =

∫ ∫
D

y dxdy

A(D)

onde
A(D) =

1
2
·10 ·5 = 25 u.a.

Como D=
{
(x,y) ∈ R

2 | 0 ≤ y ≤ 5 ,−(5− y)≤ x ≤ 5− y
}

,
então∫ ∫

D
y dxdy =

∫ 5

0

∫ 5−y

−(5−y)
y dxdy =

∫ 5

0
y
[
x
]5−y
−(5−y) dy =

= 2
∫ 5

0
y(5− y) dy = 2

∫ 5

0
(5y− y2) dy =

= 2
[

5y2

2
− y3

3

]5

0
=

125
3

.

Logo:

y =
125
3

25
=

5
3
.

Assim, o centro de massa situa-se a 5
3

cm da base, sobre
sua mediatriz.
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2. O esboço de D está representado na figura que se segue.

x

y

(3,5)

D

3

5
y =

5
3

x

Seja (x,y) ∈ D. Então, x ≥ 0. Logo, δ (x,y) = x. Como
M =

∫ ∫
D
δ (x,y) dxdy, então M =

∫ ∫
D
x dxdy.

Olhando D como tipo I, tem-se:

D :

{
0 ≤ x ≤ 3
0 ≤ y ≤ 5

3
x .

Então:

M =
∫ 3

0

∫ 5
3

x

0
x dydx =

∫ 3

0
x
[
y
] 5

3 x
0 dx = 5

3

∫ 3

0
x2 dx =

=
5
3
·
[

x3

3

]3

0
= 15 u.m.

O centro de massa (x,y) é dado por:

x =

∫ ∫
D

xδ (x,y) dxdy

M
=

∫ ∫
D

x2 dxdy

M

y =

∫ ∫
D

yδ (x,y) dxdy

M
=

∫ ∫
D

xy dxdy

M
.

Tem-se:
∫ ∫

D
x2 dxdy =

∫ 3

0

∫ 5
3 x

0
x2 dydx =

∫ 3

0
x2 · 5

3
x dx =

=
5
3

∫ 3

0
x3 dx = 5

3

[
x4

4

]3

0
=

135
4
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e

∫ ∫
D

xy dxdy =
∫ 3

0

∫ 5
3 x

0
xy dydx =

∫ 3

0
x
[

y2

2

] 5
3 x

0
dx =

=
25
18

∫ 3

0
x3 dx = 25

18

[
x4

4

]3

0
=

225
8

.

Logo:

x = 135/4
15

=
9
4

e y = 225/8
15

=
15
8

donde (x,y) =
(

9
4
,

15
8

)
.

3. O esboçoo de D está representado na figura que se segue.

x

y

D r = 1

r = 2

θ
1

1

2

2

Como a distância de P=(x,y) à origem é
√

x2 + y2 , então
a densidade em P é dada por δ (x,y) = k

√
x2+ y2 , onde k

é uma constante de proporcionalidade. O centro de massa
(x,y) é dado por:

x =
k
∫ ∫

D
x
√

x2 + y2 dA

M

y =
k

∫ ∫
D

y
√

x2 + y2 dA
M

onde M é a massa de D.

Como a função f (x,y) = x
√

x2 + y2 é ı́mpar na variável
x, pois temos que f (−x,y) = −x

√
x2 + y2 = − f (x,y) e

como D tem simetria em relação ao eixo y, então, temos
que∫ ∫

D
x
√

x2 + y2 dA = 0. Logo, x = 0.
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Cálculo de M

M =

∫ ∫
D

δ (x,y)dxdy = k
∫ ∫

D

√
x2 + y2 dA .

Passando para coordenadas polares, temos:⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

x = rcosθ
y = r senθ

dxdy = rdrdθ
x2 + y2 = r2

e Drθ é dado por Drθ :
{

1 ≤ r ≤ 2
0 ≤ θ ≤ π . Então:

M = k
∫ ∫

Drθ

√
r2 · rdrdθ = k

∫ 2

1
r2
∫ π

0
dθdr =

= kπ
∫ 2

1
r2 dr = kπ

[
r3

3

]2

1
=

7kπ
3

.

Cálculo de
∫ ∫

D
y
√

x2 + y2 dA

∫ ∫
D

y
√

x2 + y2 dA =

∫ ∫
Drθ

(r senθ)r · rdrdθ =

=
∫ ∫

Drθ
r3 senθ drdθ =

∫ 2

1
r3
∫ π

0
senθ dθdr =

=
[− cosθ

]π
0

∫ 2

1
r3 dr = 2

[
r4

4

]2

1
=

15
2
.

Logo:

y =
15k
2

7kπ
3

=
45

14π
.

Assim, (x,y) =
(

0, 45
14π

)
.

4. a. Inicialmente, calcule-mos os pontos de interseção da
parábola y = x2 +1 com a reta y = x+3:
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{
y = x2 +1
y = x+3 ⇔

⇔ x2 +1 = x+3 ⇔
⇔ x2 − x−2 = 0 ⇔
⇔ x = 2 ou x =−1 .

Logo, os pontos de
interseção são: (−1,2)
e (2,5). Assim, o
esboço de D está re-
presentado na figura ao
lado.

x

y

D

y = x+ 3

y = x2 + 1

−1

1

2

2

5

Descrevendo D como tipo I, temos:

D :
{ −1 ≤ x ≤ 2

x2 +1 ≤ y ≤ x+3 .

Como a distância de (x,y) ∈ D ao eixo x é |y| = y, pois
y ≥ 0, então a densidade em (x,y) é dada por δ (x,y) = ky,
k > 0. Como M =

∫ ∫
D
δ (x,y)dxdy, então

M = k
∫ ∫

D
ydxdy = k

∫ 2

−1

∫ x+3

x2+1
ydydx =

= k
∫ 2

−1

[
y2

2

]x+3

x2+1
dx = k

2

∫ 2

−1

[
(x+3)2−(

x2+1
)2] dx =

=
k
2

∫ 2

−1

(−x4 − x2 +6x+8
)

dx =

=
k
2

[
−x5

5
− x3

3
+3x2 +8x

]2

−1
=

=
k
2

[(
−32

5
− 8

3
+12+16

)
−
(1

5
+

1
3
+3−8

)]
=

=
k
2

(
−32

5
− 8

3
+28− 1

5
− 1

3
+5

)
=

117k
10

u.m.
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b. Sabemos que x =

∫ ∫
D

xδ (x,y)dxdy

M
=

k
∫ ∫

D
xydxdy

M
. Te-

mos que:
∫ ∫

D
xydxdy =

∫ 2

−1

∫ x+3

x2+1
xydydx =

=
∫ 2

−1
x
[

y2

2

]x+3

x2+1
dx =

=
1
2

∫ 2

−1
x
(−x4 − x2 +6x+8

)
dx =

=
1
2

∫ 2

−1

(
−x5 − x3 +6x2 +8x

)
dx =

=
1
2

[
−x6

6
− x4

4
+2x3 +4x2

]2

−1
=

=
1
2

[(
−64

6
−4+16+16

)
−
(
−1

6
− 1

4
−2+4

)]
=

=
1
2

(
−64

6
+28+ 1

6
+

1
4
−2

)
=

63
8
.

Logo,

x =
63k
8

117k
10

=
35
52

.

5. Considere o disco D de raio 5 cm centrado na origem
como na figura a seguir.

x

y

D
5

5

Se D é homogêneo, então a densidade é constante, isto é,
f (x,y) = k para todo (x,y) ∈ D.

a. Temos:

I0 =
∫ ∫

D

(
x2 + y2) f (x,y) dxdy =

= k
∫ ∫

D

(
x2 + y2) dxdy .
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Passando para coordenadas polares, temos

I0 = k
∫ ∫

Drθ
r2 · r drdθ = k

∫ ∫
Drθ

r3 drdθ

onde Drθ :
{

0 ≤ θ ≤ 2π
0 ≤ r ≤ 5 . Então:

I0 = k
∫ 5

0

∫ 2π

0
r3 dθdr =

= 2kπ
∫ 5

0
r3 dr = 2kπ

[
r4

4

]5

0
=

625kπ
2

.

b. Considere o diâmetro contido no eixo x. Então:

Ix =
∫ ∫

D
y2 f (x,y) dxdy = k

∫ ∫
D

y2 dxdy =

= k
∫ ∫

Drθ
r2 sen2 θ · r drdθ =

= k
∫ 5

0
r3
∫ 2π

0
sen2 θ dθdr =

= k · 1
2

[
θ − sen2θ

2

]2π

0

∫ 5

0
r3 dr =

= kπ
[

r4

4

]5

0
=

625kπ
4

.

6. O esboço da lâmina D é a figura que se segue.

x

y

D

1

2

A distância de um ponto (x,y) ∈ D ao ponto (1,2) é dada
pela expressão

√
(x−1)2+(y−2)2. Portanto, a densi-

dade é dada pela equação δ (x,y)= k
√
(x−1)2+(y−2)2.
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Como M =
∫ ∫

D
δ (x,y)dxdy, então temos que

M = k
∫ ∫

D

√
(x−1)2+(y−2)2 dxdy. Para calcular essa

integral, devemos usar a seguinte mudança de variáveis:{
u = x−1
v = y−1 ou

{
x = u+1
y = v+1 .

Logo,

J =
∂ (x,y)
∂ (u,v)

=

∣∣∣∣∣∣∣
∂x
∂u

∂x
∂v

∂y
∂u

∂y
∂v

∣∣∣∣∣∣∣=
∣∣∣∣ 1 0

0 1

∣∣∣∣= 1

donde dxdy = |J| dudv = dudv.

O disco D : (x− 1)2 + (y− 2)2 ≤ 1 é transformado em
Duv : u2 + v2 ≤ 1. Aplicando a fórmula da mudança de
variáveis, temos:

M = k
∫ ∫

Duv

√
u2+ v2 dudv .

Passando para coordenadas polares, temos⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

u = rcosθ
v = r senθ

dudv = rdrdθ
u2+ v2 = r2

e Drθ é dado por Drθ :
{

0 ≤ r ≤ 1
0 ≤ θ ≤ 2π . Assim:

M = k
∫ ∫

Drθ

√
r2 · rdrdθ = k

∫ ∫
Drθ

r2 drdθ =

= k
∫ 2π

0

∫ 1

0
r2 drdθ = k

∫ 2π

0

[
r3

3

]1

0
dθ =

=
k
3

∫ 2π

0
dθ =

2kπ
3

u.m.

7. É conveniente considerar um sistema de coordenadas co-
mo o da figura que se segue, com o vértice do ângulo reto
na origem e os catetos sobre os eixos coordenados, e a
hipotenusa sobre a reta x+ y = a.
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x

y

D

x+ y = a

y = a− x

a

a

y = 0

Podemos definir D por D =
{
(x,y) ∈ R

2 | 0 ≤ x ≤ a ,
0 ≤ y ≤ a− x

}
. Calculemos o momento de inércia em

relação ao cateto que está sobre o eixo y : Iy. Temos:

Iy =
∫ ∫

D
x2δ (x,y)dA

onde δ (x,y) = c, c > 0 é uma constante. Portanto:

Iy = c
∫ ∫

D
x2 dA = c

∫ a

0

∫ a−x

0
x2 dydx =

= c
∫ a

0
x2(a− x)dx = c

∫ a

0
(ax2 − x3)dx =

= c
[

ax3

3
− x4

4

]a

0
= c

(
a4

3
− a4

4

)
=

ca4

12
.

8. Primeiro vamos encontrar as interseções das curvas, isto
é, as interseções de y = x com as circunferências.

{
y = x

x2 + y2 = 2x ⇔ 2x2 = 2x ⇔ x2 − x = 0 ⇔

⇔ x = 0 ou x = 1 .

Logo, as interseções são (0,0) e (1,1).{
y = x

x2 + y2 = 4x ⇔ 2x2 −4x = 0 ⇔ 2x(x−2) = 0 ⇔

⇔ x = 0 ou x = 2 .
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Logo, as interseções são (0,0) e (2,2).⎧⎨
⎩ y =

√
3

3
x

x2 + y2 = 2x
⇔ x2 +

x2

3
= 2x ⇔ 4x2 = 6x ⇔

⇔ 2x(2x−3) = 0 ⇔ x = 0 ou x = 3
2
.

Logo, as interseções são (0,0) e
(

3
2
,
√

3
2

)
.

⎧⎨
⎩ y =

√
3

3
x

x2 + y2 = 4x
⇔ x2 +

x2

3
= 4x ⇔ 4x2 = 12x ⇔

⇔ 4x(x−3) = 0 ⇔ x = 0 ou x = 3 .

Logo, as interseções são (0,0) e
(
3,
√

3
)
.

De x2 + y2 = 2x e x2 + y2 = 4x, temos respectivamente,
(x−1)2 + y2 = 1 e (x−2)2 + y2 = 4. Levando em conta
essas informações, esboçamos a região D na figura que se
segue.

x

y

D

y = x

y =
√

3
3 x

1 2 3 4

A distância de (x,y) ∈ D à origem é
√

x2 + y2 . Como
a densidade é inversamente proporcional a distância de
(x,y) à origem, então δ (x,y) = k√

x2 + y2
, onde k > 0 é a

constante de proporcionalidade. Como M =
∫ ∫

D
δ (x,y)dA,

então M = k
∫ ∫

D

1√
x2 + y2

dA.
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Passando para coordenadas polares, temos⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

x = rcosθ
y = r senθ

dxdy = rdrdθ
x2 + y2 = r2

.

Temos

x2 + y2 = 2x ⇒ r2 = 2rcosθ r 
=0⇒ r = 2cosθ
x2 + y2 = 4x ⇒ r2 = 4rcosθ r 
=0⇒ r = 4cosθ

y = x ⇒ θ =
π
4

y =
√

3x
3

⇒ θ =
π
6

Então, o conjunto Drθ é dado por:

Drθ :
{

π/6 ≤ θ ≤ π/4
2cosθ ≤ r ≤ 4cosθ

Logo,

M = k
∫ ∫

Drθ

1√
r2

rdrdθ = k
∫ ∫

Drθ
drdθ =

= k
∫ π/4

π/6

∫ 4cos θ

2cosθ
drdθ = 2k

∫ π/4

π/6
cosθ dθ =

= 2k
[

senθ
]π/4

π/6
= 2k

(√
2

2
− 1

2

)
= k

(√
2−1

)
u.m.

9. O esboço da placa D é a figura a seguir.

x

y

D
y = 4− x

y = 4

4

4
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Observemos que D pode ser definido por

D :
{

0 ≤ x ≤ 4
4− x ≤ y ≤ 4 .

Como D é homogênea, então, a densidade é constante,
δ (x,y) = k, e portanto, a massa de D é igual a M =
= kA(D) = k · 1

2
·4 ·4= 8k u.m.. Sabemos que o momento

de inércia em relação ao eixo y é dado por:

Iy =
∫ ∫

D
x2δ (x,y)dxdy = k

∫ ∫
D

x2 dxdy

ou

Iy = k
∫ 4

0

∫ 4

4−x
x2 dydx = k

∫ 4

0
x2(4−4+ x)dx

= k
∫ 4

0
x3 dx = k

[
x4

4

]4

0
= 64k = 8(8k) = 8M .

10. a. Completando quadrado em x2 + y2 = 2x e
x2 + y2 = 4x, obtemos a equação (x− 1)2 + y2 = 1
e (x−2)2+ y2 = 4.
Logo, o esboço de D está representado na figura que
se segue.

x

y

D

y =−x

y = x

A
B

1 2 4

P = (r,θ )

A massa M é dada por:

M =
∫ ∫

D

1√
x2 + y2

dxdy .
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Vamos usar coordenadas polares para descrever a região
D. Temos: ⎧⎪⎪⎨

⎪⎪⎩
x = rcosθ
y = r senθ

dxdy = rdrdθ
x2 + y2 = r2

Logo, x2 + y2 = 2x e x2 + y2 = 4x acarretam em
r2 = 2rcosθ e r2 = 4rcosθ , e para r 
= 0, obtemos
r = 2cosθ e r = 4cosθ . Para descrever D, conside-
ramos um ponto P = (x,y) = (r,θ) ∈ D. A semirreta
OP intercepta a fronteira de D em A = (r1(θ),θ)
e B = (r2(θ),θ), onde r1(θ) = 2cosθ e r2(θ) =
= 4cosθ . Logo, 2cosθ ≤ r ≤ 4cosθ .

As retas y= x e y=−x acarretam em r senθ = rcosθ
e r senθ = −rcosθ ou tgθ = 1 e tgθ = −1, donde
θ = π/4 e θ = −π/4, respectivamente. Logo,
−π/4 ≤ θ ≤ π/4.

Assim, D =
{
(r,θ) ∈ R

2 | −π/4 ≤ θ ≤ π/4 ,
2cosθ ≤ r ≤ 4cosθ

}
. Então:

M =

∫ ∫
Drθ

1√
r2
· rdrdθ =

∫ ∫
Drθ

drdθ =

=

∫ π/4

−π/4

∫ 4cos θ

2cosθ
drdθ =

∫ π/4

−π/4
2cosθ dθ =

=
[
2senθ

]π/4

−π/4
= 4 ·

√
2

2
= 2

√
2 u.m.

b. Temos:

I0 =
∫ ∫

D
(x2 + y2)δ (x,y)dA =

∫ ∫
D

(x2 + y2)√
x2 + y2

dA =

=

∫ ∫
D

√
x2+ y2 dA =

∫ ∫
Drθ

√
r2 · rdrdθ =

=

∫ π/4

−π/4

∫ 4cos θ

2cos θ
r2 drdθ =

∫ π/4

−π/4

[
r3

3

]4cos θ

2cos θ
dθ =

=
1
3

∫ π/4

−π/4

(
64cos3 θ −8cos3 θ

)
dθ =
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=
56
3

∫ π/4

−π/4
cos3 θ dθ =

=
56
3

∫ π/4

−π/4
(1− sen2 θ)cosθ dθ =

=
56
3

[
senθ − sen3 θ

3

]π/4

−π/4
=

=
56
3
·2
[√

2
2

− 1
3

(√
2

2

)3
]
=

112
3

(√
2

2
−

√
2

12

)
=

=
112
3

· 5
√

2
12

=
140

√
2

9
.

AULA 4

1. O esboço de W está representado na figura que se segue.

x

y

z

W

z = 0

z = 1− x− y

1

1
1

x

y

Dxy

y = 0

y = 1− x

1

1

Podemos descrever W por W =
{
(x,y,z) | (x,y) ∈ Dxy e

0 ≤ z ≤ 1−x−y
}

, onde Dxy = proj
xOy
W :

{
0 ≤ x ≤ 1
0 ≤ y ≤ 1− x .

Então:∫ ∫ ∫
W

xdxdydz =
∫ ∫

Dxy

[∫ 1−x−y

0
xdz

]
dxdy =

=
∫ ∫

Dxy
x(1− x− y)dxdy =

∫ 1

0

∫ 1−x

0
x(1− x− y)dydx =



�

�

�

�

�

�

�

�

=

∫ 1

0
x
[
y− xy− y2

2

]1−x

0
dx =

=

∫ 1

0
x
[
1− x− x(1− x)− (1− x)2

2

]
dx =

=
1
2

∫ 1

0
x
(
2−2x−2x+2x2 −1+2x− x2) dx =

=
1
2

∫ 1

0

(
x−2x2 + x3) dx = 1

2

[
x2

2
−2x3

3
+

x4

4

]1

0
=

=
1
2

(1
2
− 2

3
+

1
4

)
=

1
24

.

2. a. Para esboçar a superfı́cie z+x2 = 4 (dita cilindro pa-
rabólico), traçamos no plano y = 0, a parábola
z= 4−x2. Como a equação não contém a variável y,
então por pontos da parábola (por exemplo
A= (0,0,4), (2,0,0) e (−2,0,0)) traçamos paralelas
ao eixo y. No plano x = 0, traçamos a reta y+ z = 4,
que intercepta o cilindro em A = (0,0,4).
Para esboçar o plano, devemos traçar paralelas ao
eixo x, por pontos da reta. Em particular, por (0,4,0).
Esta paralela intercepta o cilindro nos pontos B e C.
A curva que passa por B, A e C representa a curva
interseção do plano com o cilindro. Considerando
os planos y = 0 e z = 0, temos o esboço de W .

x

y

z

A = (0,0,4)

B

C(−2,0,0)

(2,0,0) (0,4,0)

W

y = 0

y = 4− z
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b. Temos V (W ) =
∫ ∫ ∫

W
dxdydz, onde W pode

ser descrito por W =
{
(x,y,z) | (x,z) ∈ Dxz e

0 ≤ y ≤ 4− z
}

de onde temos Dxz =
{
(x,z) ∈ R

2 |
−2 ≤ x ≤ 2 , 0 ≤ z ≤ 4− x2}.

x

z

z = 0

z = 4− x2

−2 2

4

Então:

V (W ) =

∫ ∫
Dxz

[∫ 4−z

0
dy
]

dxdz =

=

∫ ∫
Dxz

(4− z)dxdz =
∫ 2

−2

∫ 4−x2

0
(4− z)dzdx =

=

∫ 2

−2

[
4z− z2

2

]4−x2

0
dx =

=
1
2

∫ 2

−2

(
32−8x2 −16+8x2− x4)dx =

=
1
2

∫ 2

−2

(
16− x4)dx = 1

2

[
16x− x5

5

]2

−2
=

=
1
2
·2
(

32− 32
5

)
=

128
5

u.v.

3. O sólido W e sua projeção sobre o plano xy acham-se ilus-
trados nas figuras a seguir.
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x

y

z

D

W

y2 + z2 = 2

y = 2x

√
2

√
2

x

y

z

D

y2 + z2 = 2

y = 2x

√
2

√
2

x

y

D
y = 2x√

2

x = 0 x = y/2

Podemos descrever W como W =
{
(x,y,z) ∈ R

3 |
0 ≤ z ≤

√
2− y2 , (x,y) ∈ D

}
onde D é a projeção de W

sobre o plano xy. Temos:

M =

∫ ∫ ∫
W

f (x,y,z)dxdydz

onde f (x,y,z) é a densidade dada por f (x,y,z) = kz, com
k constante de proporcionalidade. Então:

M = k
∫ ∫ ∫

W
z dxdydz = k

∫ ∫
D

[∫ √
2−y2

0
z dz

]
dxdy =

=
k
2

∫ ∫
D

(
2− y2) dxdy = k

2

∫ √
2

0

∫ y/2

0

(
2− y2) dxdy =

=
k
2

∫ √
2

0

y
2

(
2− y2) dy = k

4

∫ √
2

0

(
2y− y3) dy =

=
k
4

[
y2− y4

4

]√2

0
=

k
4
(2−1) = k

4
u.m.
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4. a. Para esboçar a superfı́cie y2 + z = 4, 0 ≤ x ≤ 2 ou
z = 4 − y2, 0 ≤ x ≤ 2, esboçamos inicialmente a
parábola z = 4− y2 no plano yz e, em seguida, por
pontos da parábola traçamos paralelas ao eixo x (pois
a variável x não está presente na equação da parábola).

x

y

z

−2

2 2

4

Para esboçar a porção do plano y+ z = 2, 0 ≤ x ≤ 2,
traçamos a reta y+z = 2 no plano yz e por pontos da
reta traçamos paralelas ao eixo x (pois a variável não
está presente na equação do plano).

x

y

z

2

2
2

Juntando as duas superfı́cies, temos o esboço do sólido
W na figura que se segue.



�

�

�

�

�

�

�

�

x

y

z

2
2

−2

4

Resolvendo o sistema{
z = 4− y2

z = 2− y ⇒ 4− y2 = 2− y ⇒

⇒ y2 − y−2 = 0 ⇒ y =−1 ou y = 2 .

Portanto, projetando W sobre o plano xy, encontra-

mos o retângulo Dxy :
{ −1 ≤ y ≤ 2

0 ≤ x ≤ 2 . Assim, des-

crevemos o sólido W por D =
{
(x,y,z) ∈ R

3 |
(x,y) ∈ Dxy e 2− y ≤ z ≤ 4− y2}. Logo,

∫ ∫ ∫
W

eax dV =

∫ ∫
Dxy

∫ 4−y2

2−y
eax dzdxdy =

=

∫ ∫
Dxy

eax(2− y2+ y)dxdy =

=

∫ 2

0
eax

∫ 2

−1
(2− y2+ y)dydx =

=
∫ 2

0
eax

[
2y− y3

3
+

y2

2

]2

−1
dx = 9

2

∫ 2

0
eax dx =

=
9
2

[eax

a

]2

0
=

9
2a

(
e2a −1

)
.
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5. a. Inicialmente, encontremos os pontos de interseção
das duas parábolas:{

z = y2

z = 2− y2 ⇔ y2 = 2−y2 ⇔ 2y2 = 2 ⇔ y =±1 .

Por pontos das parábolas, traçamos paralelas ao eixo
x (por exemplo, (0,0,2), (0,0,0), (0,−1,1) e
(0,1,1)).
No plano xz, traçamos a reta x+ z = 4, que inter-
cepta as superfı́cies anteriores em A e B. Por (0,0,1),
traçamos uma paralela ao eixo x, que intercepta a
reta em C. Por C, traçamos uma paralela ao eixo y,
que intercepta as superfı́cies anteriores em D e E. Li-
gando A, E, B e D por uma curva fechada, obtemos
o sólido W na figura a seguir.

x

y

z

x = 0

x = 4− z

A

B = (4,0,0)

CD

E

(0,0,2)

(0,0,1) W

4

b. Projetando W sobre o plano yz, encontramos Dyz na
figura a seguir.

y

z

z = 2− y2

z = y2

1

2
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Então, descrevemos W por W =
{
(x,y,z) |

(y,z) ∈ Dyz e 0 ≤ x ≤ 4− z
}

. Temos:

V (W ) =

∫ ∫ ∫
W

dxdydz =
∫ ∫

Dyz

[∫ 4−z

0
dx
]

dydz =

=

∫ ∫
Dyz

(4− z)dydz =
∫ 1

−1

∫ 2−y2

y2
(4− z)dzdy =

=
∫ 1

−1

[
4z− z2

2

]2−y2

y2
dy = 1

2

∫ 1

−1

[
8z− z2

]2−y2

y2
dy =

=
1
2

∫ 1

−1

[(
16−8y2−4+4y2 − y4)−(

8y2 − y4)]dy =

=
1
2

∫ 1

−1
(12−12y2)dy = 1

2

[
12y−4y3

]1

−1
=

=
1
2
·2(12−4) = 8 u.v.

6. A figura a seguir mostra o sólido dado.

x

y

z

W

x = 6− 2y

x = 2− y

2

2

3

6

Projetando W sobre o plano yz, encontramos a região D
ilustrada na figura que se segue.

x

y

z

D

2

2

3

6

z

y

D

y2 + z2 = 4

2

2
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Então, W pode ser descrito por

W =
{
(x,y,z) ∈ R

3 | 2− y ≤ x ≤ 6−2y , (y,z) ∈ D
}
.

Assim,

V (W) =
∫ ∫ ∫

W
dxdydz =

∫ ∫
D

[∫ 6−2y

2−y
dx
]

dydz =

=

∫ ∫
D
(4− y) dydz .

Passando para coordenadas polares, temos:⎧⎨
⎩

y = rcosθ
z = r senθ

dydz = rdrdθ
com

{
0 ≤ r ≤ 2
0 ≤ θ ≤ π/2 .

Então

V (W) =
∫ π/2

0

∫ 2

0
(4− r senθ) rdrdθ =

=
∫ π/2

0

∫ 2

0

(
4r− r2 senθ

)
drdθ =

=
∫ π/2

0

[
2r2− r3

3
senθ

]2

0
dθ =

=
∫ π/2

0

(
8− 8

3
senθ

)
dθ =

[
8θ +

8
3

cosθ
]π/2

0
=

=
4
3
(3π −2) u.v.

7. Inicialmente, encontremos as interseções das curvas
z = 3x2 e z = 4− x2.

3x2 = 4− x2 ⇒ 4x2 = 4

⇒ x2 = 1

⇒ x =±1 e z = 3 .

Esboçando os cilindros parabólicos z = 3x2, com
0 ≤ z ≤ 3, z = 4− x2, com 0 ≤ z ≤ 3 e o plano y+ z = 6,
podemos visualizar o nosso sólido W na figura que se se-
gue.
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x y

z

W y = 6− z

y = 0

3

4

6

6

Projetando W sobre o plano xz encontramos a seguinte
região D na figura a seguir.

x

z

D

z = 4− x2

z = 3x2

−1 1

3

4

Portanto:

V (W ) =

∫ ∫ ∫
W

dxdydz =
∫ ∫

D

[∫ 6−z

0
dy
]

dxdz =

=
∫ ∫

D
(6− z) dxdz =

∫ 1

−1

∫ 4−x2

3x2
(6− z) dzdx =

=
∫ 1

−1

[
6z− z2

2

]4−x2

3x2
= 4

∫ 1

−1

(
4−5x2 + x4) dx =

= 4
[
4x− 5x3

3
+

x5

5

]1

−1
=

304
15

u.v.
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8. a. Inicialmente, traçamos o cilindro x2+y2 = 1, em se-
guida, traçamos no plano yz, a reta y+ z = 2, que in-
tercepta o cilindro em A e B. Pelo ponto C = (0,0,2)
da reta, traçamos uma paralela ao eixo x, que inter-
cepta o cilindro em D e E. Ligando os pontos A, B,
D e E, obtemos a curva interseção do cilindro com o
plano. Assim, temos o sólido W na figura a seguir.

x y

z

W A

B

CD

E

Dxy
z = 0

z = 2− y

−1

11 2

2

b. Temos W =
{
(x,y,z) | (x,y) ∈ Dxy , 0 ≤ z ≤ 2− y

}
onde Dxy é dado por Dxy : x2+ y2 ≤ 1. Temos:

M =

∫ ∫ ∫
W

δ (x,y,z)dV =

∫ ∫ ∫
W

zdV =

=
∫ ∫

Dxy

[∫ 2−y

0
zdz

]
dxdy =

∫ ∫
Dxy

[
z2

2

]2−y

0
dxdy =

=
1
2

∫ ∫
Dxy

(4−4y+ y2)dy .

Aplicando coordenadas polares, temos⎧⎨
⎩

x = rcosθ
y = r senθ

dxdy = rdrdθ

e Drθ :
{

0 ≤ r ≤ 1
0 ≤ θ ≤ 2π .
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Então:

M =
1
2

∫ ∫
Drθ

(
4−4r senθ + r2 sen2 θ

)
rdrdθ =

=
1
2

∫ 2π

0

∫ 1

0

(
4r−4r2 senθ + r3 sen2 θ

)
drdθ =

=
1
2

∫ 2π

0

[
2r2−4 r3

3
senθ +

r4

4
sen2 θ

]1

0
dθ =

=
1
2

∫ 2π

0

[
2− 4

3
senθ +

1
4

sen2 θ
]

dθ =

=
1
2

[
2θ +

4
3

cosθ +
1
4
· 1

2

(
θ − sen2θ

2

)]2π

0
=

=
1
2

(
4π +

π
4

)
=

17π
8

u.m.

9. Consideramos um sistema de coordenadas conforme a fi-
gura a seguir.

x

y

z

W

h

a
a

Como a densidade em (x,y,z) é proporcional à distância z
da base, então δ (x,y,z) = kz, onde k > 0 é uma constante
de proporcionalidade. A massa do sólido é

M =
∫ ∫ ∫

W
δ (x,y,z) dV =

∫ ∫ ∫
W

kz dV =

= k
∫ ∫ ∫

W
z dV =

∫ ∫
D

[∫ h

0
z dz

]
dxdy =

= k
∫ ∫

D

[
z2

2

]h

0
dxdy = kh2

2

∫ ∫
D

dxdy =

=
kh2

2
A(D) =

kh2

2
πa2 =

kπh2a2

2
.
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10. As figuras a seguir mostram o sólido W e a sua projeção
sobre o plano xz.

x y

z

W
y = z

y =−4

2
−2

4

−4

x y

z

D

2
−2

4

−4

x

z

D

2−2

4
z = 4− x2

O sólido W pode ser definido por

W =
{
(x,y,z) ∈ R

3 | −4 ≤ y ≤ z , (x,z) ∈ D
}
.

onde D =
{
(x,z) ∈ R

2 | −2 ≤ x ≤ 2 , 0 ≤ z ≤ 4− x2} .

Como W é homogêneo, então a densidade é constante, isto
é, f (x,y,z) = k. Então:

M = k
∫ ∫ ∫

W
dxdydz = k

∫ ∫
D

[∫ z

−4
dy
]

dxdz =

= k
∫∫

D(z+4) dxdz = k
∫ 2

−2

∫ 4−x2

0
(z+4) dzdx =

= k
∫ 2

−2

[
z2

2
+4z

]4−x2

0
dx =

=
k
2

∫ 2

−2

(
48−16x2+ x4) dx =

=
k
2

[
48x− 16x3

3
+

x5

5

]2

−2
=

896k
15

u.m.



�

�

�

�

�

�

�

�

AULA 5

1. O esboço de W está representado na figura que se segue.

x

y

z

W

D

z = x2 + y2

z = 4
4

2
2

A massa de W é dada por:

M =

∫ ∫ ∫
W

δ (x,y,z) dV =

∫ ∫ ∫
W

(
x2 + y2)1/2 dxdydz .

Passando para coordenadas cilı́ndricas, tem-se:⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

x = rcosθ
y = r senθ
z = z

dxdydz = r drdθdz
x2 + y2 = r2

.

Como W é dado por W :
{

(x,y) ∈ D
x2 + y2 ≤ z ≤ 4 então Wrθ z é

dado por Wrθ z :

⎧⎨
⎩

0 ≤ r ≤ 2
0 ≤ θ ≤ 2π

r2 ≤ z ≤ 4
. Assim:

M =
∫ ∫ ∫

W

(
x2+ y2)1/2 dxdydz =

=
∫ ∫ ∫

Wrθz

(
r2)1/2r drdθdz =

∫ ∫ ∫
Wrθz

r2 drdθdz =

=
∫ 2

0
r2
∫ 4

r2

∫ 2π

0
dθdzdr = 2π

∫ 2

0
r2
∫ 4

r2
dzdr =
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= 2π
∫ 2

0
r2(4− r2) dr = 2π

∫ 2

0

(
4r2− r4) dr =

= 2π
[

4r3

3
− r5

5

]2

0
=

128π
15

u.m.

2. Sendo f (x,y,z) a densidade em (x,y,z), então f (x,y,z) =
= k

(√
x2 + y2

)2
= k

(
x2 + y2), onde k é a constante de

proporcionalidade.

Temos que

M =

∫ ∫ ∫
W

f (x,y,z) dxdydz =

= k
∫ ∫ ∫

W

(
x2 + y2) dxdydz

x

y

z

D

W

−1

1

1

onde

W =
{
(x,y,z) ∈ R

3 |
√

x2 + y2 ≤ z ≤ 1 , (x,y) ∈ D
}

sendo D o disco dado por x2 + y2 ≤ 1.
Passando para coordenadas cilı́ndricas, temos⎧⎪⎪⎨

⎪⎪⎩
x = rcosθ
y = r senθ
z = z

dxdydz = r drdθdz

.

Temos que W é a imagem do conjunto

Q =
{
(r,θ ,z) ∈ R

3 | 0 ≤ r ≤ 1 , 0 ≤ θ ≤ 2π , r ≤ z ≤ 1
}
.

Então:

M = k
∫ ∫ ∫

Q
r2r drdθdz = k

∫ ∫ ∫
Q

r3 drdθdz =

= k
∫ 1

0

∫ 2π

0

∫ 1

r
r3 dzdθdr = k

∫ 1

0

∫ 2π

0
r3(1− r) dθdr =

= 2kπ
∫ 1

0

(
r3 − r4) dr = 2kπ

[
r4

4
− r5

5

]1

0
=

kπ
10

u.m.
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3. De x2+y2+z2 = 4 e z =
√

3
(
x2 + y2

)
, tem-se x2+y2 = 1

que é a projeção, no plano xy, da curva interseção das duas
superfı́cies. A projeção do sólido W é o disco
D : x2 + y2 ≤ 1.

O sólido W e sua projeção D são mostrados a seguir:

x

z

W

D 1
1

2

2

2

⇒

φ

1

2 ⇒ senφ =
1
2
⇒ φ =

π
6

Passando para coordenadas esféricas, tem-se:⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

x = ρ senφ cosθ
y = ρ senφ senθ
z = ρ cosφ

dxdydz = ρ2 senφ dρdφdθ
x2+ y2 + z2 = ρ2

.

A equação da esfera x2+y2 + z2 = 4 fica em coordenadas
esféricas ρ2 = 4 ou ρ = 2. Então:

Wρφθ =
{
(ρ ,φ ,θ) | 0≤ ρ ≤ 2 , 0≤ φ ≤ π/6 , 0≤ θ ≤ 2π

}
.
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Logo: ∫ ∫ ∫
W

√
x2 + y2 + z2 dxdydz =

=

∫ ∫ ∫
Wρφθ

ρ ·ρ2 senφ dρdφdθ =

=
∫ π/6

0

∫ 2

0

∫ 2π

0
ρ3 senφ dθdρdφ =

= 2π
∫ π/6

0
senφ

∫ 2

0
ρ3 dρdφ =

= 2π
[

ρ4

4

]2

0

∫ π/6

0
senφ dφ =

= 8π
[
− cosφ

]π/6

0
= 8π

(
1− cos π

6

)
=

= 8π
(

1−
√

3
2

)
= 4π(2−√

3) .

4. a. Inicialmente, passaremos de coordenadas cilı́ndricas
a coordenadas cartesianas:⎧⎪⎪⎨

⎪⎪⎩
x = rcosθ
y = r senθ
z = z

dxdydz = r dzdrdθ

.

Logo:

r2 senθ dzdrdθ = r senθ rdzdrdθ = y dxdydz .

A equação z =
√

4− r2 em coordenadas cartesianas
é z =

√
4− x2− y2 ou x2+y2+ z2 = 4, z ≥ 0. Logo,

a imagem do conjunto Q dado por

Q :

⎧⎨
⎩

0 ≤ θ ≤ π
0 ≤ r ≤ 2
0 ≤ z ≤√

4− r2

é o sólido W dado por

W =
{
(x,y,z) ∈ R

3 | 0 ≤ z ≤
√

4− x2 − y2 , (x,y) ∈ D
}

onde D é dado a seguir.
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x

y

z

W

2
2

2

x

y

D

−2 2

Então
I =

∫ ∫ ∫
W

y dxdydz .

Passando para coordenadas esféricas:⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

x = ρ senϕ cosθ
y = ρ senϕ senθ
z = ρ cosϕ

dxdydz = ρ2 senϕ dρdϕdθ

.

Temos que W é a imagem de

Q :

⎧⎨
⎩

0 ≤ ρ ≤ 2
0 ≤ ϕ ≤ π/2
0 ≤ θ ≤ π

.

Então: I =
∫ ∫ ∫

Q
ρ senϕ senθρ2 senϕ dρdϕdθ =

=

∫ ∫ ∫
Q

ρ3 sen2 ϕ senθ dρdϕdθ =

=
∫ 2

0

∫ π/2

0

∫ π

0
ρ3 sen2 ϕ senθ dθdϕdρ .

b. I =
∫ 2

0

∫ π/2

0
ρ3 sen2 ϕ

[
− cosθ

]π

0
dϕdρ =

= 2
∫ 2

0

∫ π/2

0
ρ3 sen2 ϕ dϕdρ =

= 2
∫ 2

0
ρ3 · 1

2

[
ϕ − sen2ϕ

2

]π/2

0
dρ =

=
π
2

∫ 2

0
ρ3 dρ =

π
2

[
ρ4

4

]2

0
= 2π .
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5. a. De x2+y2+z2 = 4z, temos x2+y2+(z−2)2 = 4. De
z=

√
1
3
(x2 + y2) , temos x2+y2 = 3z2. Logo, substi-

tuindo em x2 + y2 + z2 = 4z, temos
3z2 + z2 − 4z = 0 ou 4z2 − 4z = 0, donde z = 0 ou
z = 1.

Se z = 1, temos x2 + y2 = 3. Assim, o cone inter-
cepta a esfera segundo uma circunferência de raio√

3 , contida no plano z = 1. Portanto, o esboço de
W está representado na figura que se segue.

x

y

z

W

1

2

4

Usando coordenadas esféricas, temos⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

x = ρ senφ cosθ
y = ρ senφ senθ
z = ρ cosφ

dxdydz = ρ2 senφdρdφdθ
x2 + y2 + z2 = ρ2

.

Para encontrar o conjunto Wρφθ , devemos descrever
as superfı́cies que compõem a fronteira W .

De x2 + y2 + z2 = 4z, temos ρ2 = 4ρ cosφ ou
ρ = 4cosφ , se ρ 
= 0. De z =

√
1
3
(x2 + y2) ou

3z2 = x2 + y2, temos 3ρ2 cos2 φ = ρ2 sen2 φ , donde
tg2 φ = 3, se ρ 
= 0 ou tgφ =

√
3 , se ρ 
= 0. Logo,
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φ = π/3. Assim, Wρφθ é dado por:

Wρφθ :

⎧⎨
⎩

0 ≤ θ ≤ 2π
0 ≤ φ ≤ π/3
0 ≤ ρ ≤ 4cosφ

.

b. Como V (W ) =
∫ ∫ ∫

W
dxdydz então:

V (W ) =

∫ ∫ ∫
Wρφθ

ρ2 senφ dρdφdθ =

=
∫ 2π

0

∫ π/3

0
senφ

∫ 4cosφ

0
ρ2 dρdφdθ =

=

∫ 2π

0

∫ π/3

0
senφ

[
ρ3

3

]4cos φ

0
dφdθ =

=
64
3

∫ 2π

0

∫ π/3

0
senφ cos3 φ dφdθ =

=−64
3

∫ 2π

0

[
cos4 φ

4

]π/3

0
dθ =

=−16
3

∫ 2π

0

[(
1
2

)4
−1

]
dθ =

=
16
3

(
1− 1

16

)
·2π = 10π u.v.

6. Na figura a seguir, representamos o conjunto W .

x

y

z

D

W

z = x2 + y2

x2 + y2 +(z−1)2 = 1 ⇒ z = 1+
√

1− x2 − y2

−1 1
1

1

2
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Temos
V (W ) =

∫ ∫ ∫
W

dxdydz

onde W =
{
(x,y,z)∈R

3 | x2+y2 ≤ z≤ 1+
√

1− x2 − y2 ,
(x,y) ∈ D

}
sendo D a projeção de W sobre o plano xy.

As superfı́cies se interceptam segundo a curva x2+y2 = 1
e z = 1. Logo:

D =
{
(x,y) ∈ R

2 | x2 + y2 ≤ 1
}
.

Passando para coordenadas cilı́ndricas, temos:⎧⎨
⎩

x = rcosθ
y = r senθ
z = z

.

Temos que W é a imagem do conjunto

Q =
{
(r,θ ,z) ∈ R

3 | 0 ≤ r ≤ 1 , 0 ≤ θ ≤ 2π ,

r2 ≤ z ≤ 1+
√

1− r2
}
.

Portanto, usando a fórmula∫ ∫ ∫
W

f (x,y,z) dxdydz =

=
∫ ∫ ∫

Q
f (rcosθ ,r senθ ,z)r drdθdz

com f (x,y,z) = 1, temos

V (W ) =

∫ ∫ ∫
Q

r drdθdz =

=

∫ 1

0

∫ 2π

0

∫ 1+
√

1−r2

r2
r dzdθdr =

=

∫ 1

0

∫ 2π

0
r
(
1+

√
1− r2 − r2) dθdz =

= 2π
∫ 1

0

(
r+ r

√
1− r2 − r3) dr =

= 2π
[

r2

2
− 1

2
· 2

3
· (1− r2)3/2 − r4

4

]1

0
=

= 2π
(

1
2
+

1
3
− 1

4

)
=

7π
6

u.v.
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7. O esboço de W está representado na figura que se segue.

x

y

z

π/4
ρ = 1

ρ = 2

P1

2

Descrição de W em coordenadas esféricas

Consideremos um ponto P = (x,y,z) qualquer em W ; ob-
servemos que o raio OP intercepta a superfı́cie do sólido
(ou a fronteira do sólido) inicialmente em ρ = 1 e depois
em ρ = 2. Logo, 1 ≤ ρ ≤ 2. O ângulo φ varia de 0 (eixo z
positivo) até π/4 (parede do cone); a variação do ângulo θ
é encontrada na projeção de W no plano xy : 0 ≤ θ ≤ 2π .
Logo, Wρφθ é dado por:

Wρφθ :

⎧⎨
⎩

1 ≤ ρ ≤ 2
0 ≤ φ ≤ π/4
0 ≤ θ ≤ 2π

.

Como x2+ y2 + z2 = ρ2 e dV = ρ2 senφ dρdφdθ , então∫ ∫ ∫
W

1
x2 + y2 + z2 dV =

=

∫ ∫ ∫
Wρφθ

1
ρ2 ·ρ2 senφ dρdφdθ =

=
∫ π/4

0
senφ dφ

∫ 2

1
dρ

∫ 2π

0
dθ =

= 2π
[
ρ
]2

1
[− cosφ

]π/4
0 = 2π

(
−√

2
2

+1
)
= π

(
2−√

2
)
.
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8. Primeiramente, calculemos a interseção das duas superfı́cies.{
x2 + y2 +(z−1)2 = 1
z =

√
3(x2+ y2)

⇒
{

x2+ y2 + z2 = 2z
z2 = 3(x2+ y2)

⇒

⇒ z2

3
+ z2 = 2z ⇒ 4z2−6z = 0 ⇒ z = 0 ou z = 3

2
.

Logo, a interseção se dá no plano z= 3/2, e a sua projeção
no plano xy é a circunferência x2 + y2 = 3/4. Assim, o
esboço de W é:

x

y

z

z =
√

3 y

π/6

√
3/2√

3/2

1

2

3/2

W

Como o ângulo da reta z =
√

3 y (corte do cone
z =

√
3(x2+ y2) , considerando x = 0) é o ângulo π/6,

então φ varia de 0 (eixo z positivo) a π/2−π/6 = π/3.
Transformando a equação x2 + y2 + (z − 1)2 = 1 ou
x2 + y2 + z2 = 2z para coordenadas esféricas, temos
ρ2 = 2ρ cosφ donde ρ = 0 ou ρ = 2cosφ . Isto significa
que ρ varia de 0 a 2cosφ . A variação de θ é encontrada
na projeção de W no plano xy. Logo, 0 ≤ θ ≤ 2π . Assim,
Wρφθ é dado por:

Wρφθ :

⎧⎨
⎩

0 ≤ θ ≤ 2π
0 ≤ φ ≤ π/3
0 ≤ ρ ≤ 2cosφ

.

Como a distância de (x,y,z) ao plano z = 0 é |z|, então
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δ (x,y,z) = |z|2 = z2. A massa de W é:

M =
∫ ∫ ∫

W
δ (x,y,z)dV =

∫ ∫ ∫
W

z2 dV =

=

∫ ∫ ∫
Wρφθ

(ρ cosφ)2ρ2 senφ dρdφdθ =

=
∫ ∫ ∫

Wρφθ
ρ4 cos2 φ senφ dρdφdθ =

=
∫ 2π

0

∫ π/3

0
cos2 φ senφ

∫ 2cosφ

0
ρ4 dρdφdθ =

=
∫ 2π

0

∫ π/3

0
cos2 φ senφ

[
ρ5

5

]2cos φ

0
dφdθ =

=
32
5

∫ 2π

0

∫ π/3

0
cos7 φ senφ dφdθ =

=
32
5

[
−cos8 φ

8

]π/3

0

∫ 2π

0
dθ =

=
8π
5

[
1−

(
1
2

)8
]
=

8π
5
· 28− 1

28 =
51π
32

u.m.

9. a. Temos que I =
∫ ∫ ∫

W
z
√

x2 + y2 dV , onde

W =
{
(x,y,z) ∈ R

3 | (x,y) ∈ Dxy e

0 ≤ z ≤
√

4− x2− y2
}

sendo Dxy dado por Dxy :
{

0 ≤ x ≤ 2
0 ≤ y ≤√

4− x2 cujo

esboço está representado na figura a seguir.

x

y

Dxy

2

2
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De z =
√

4− x2− y2, temos x2 + y2 + z2 = 4,
com z ≥ 0. Como Dxy é a projeção de W sobre o
plano xy, concluı́mos que o esboço de W é:

x
y

z

z =
√

4− x2− y2

P = (x,y,z)

z = 0

W

2
2

2

Vamos decrever W em coordenadas cilı́ndricas:⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

x = rcosθ
y = r senθ
z = z

dV = r drdθdz

.

Seja P = (x,y,z) ∈ W . Então, a reta que passa por
P, paralela ao eixo z, intercepta a fronteira de W
em z = 0 e z =

√
4− x2 − y2 =

√
4− r2. Logo,

0≤ z≤√
4− r2 . As variações de r e θ são encontra-

das examinando Dxy. Logo, 0≤ r≤ 2 e 0≤ θ ≤ π/2.
Então, Wrθ z é dado por:

Wrθ z :

⎧⎨
⎩

0 ≤ r ≤ 2
0 ≤ θ ≤ π/2
0 ≤ z ≤√

4− r2
.

Assim:
I =

∫ ∫ ∫
Wrθz

z
√

r2 · rdrdθdz =

=
∫ 2

0
r2
∫ π/2

0

∫ √
4−r2

0
zdzdθdr =

=
∫ 2

0
r2
∫ π/2

0

[
z2

2

]√4−r2

0
dθdr =
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=
1
2

∫ 2

0
r2(4− r2)

∫ π/2

0
dθdr =

=
π
4

∫ 2

0

(
4r2− r4)dr =

=
π
4

[
4r3

3
− r5

5

]2

0
=

=
π
4
· 5 ·25− 3 ·25

15
=

16π
15

.

b. Também podemos resolver o exercı́cio usando coor-
denadas esféricas. O conjunto Wρφθ é dado por:

Wρφθ :

⎧⎨
⎩

0 ≤ ρ ≤ 2
0 ≤ φ ≤ π/2
0 ≤ θ ≤ π/2

.

Como ⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

x = ρ senφ cosθ
y = ρ senφ senθ
z = ρ cosφ

dV = ρ2 senφ dρdφdθ
temos√

x2 + y2 =

=
√

ρ2 sen2 φ cos2 θ +ρ2 sen2 φ sen2 θ =

=
√

ρ2 sen2 φ = ρ |senφ |= ρ senφ

pois 0 ≤ φ ≤ π/2. Então:

I =
∫ ∫ ∫

Wρφθ
(ρ cosφ)(ρ senφ)

(
ρ2 senφ

)
dρdφdθ =

=
∫ 2

0
ρ4

∫ π/2

0
cosφ sen2 φ

∫ π/2

0
dθdφdρ =

=
π
2
·
[

sen3 φ
3

]π/2

0

∫ 2

0
ρ4 dρ =

π
6

[
ρ5

5

]2

0
=

16π
15

.

10. O esboço do sólido W , limitado superiormente pelo cone
z =

√
x2 + y2, inferiormente pelo plano z = 0 e lateral-

mente pelo cilindro x2+y2 = 2y ou x2 +(y−1)2 = 1 está
representado na figura que se segue.
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x

y

z

z =
√

x2 + y2

P = (x,y,z)

z = 0

W

1

2

2

Passando para coordenadas cilı́ndricas, temos:⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

x = rcosθ
y = r senθ
z = z

dV = r drdθdz
x2 + y2 = r2

.

Seja P = (x,y,z)∈W . A reta passando por P e paralela ao
eixo z intercepta a fronteira de W em z = 0 e
z =

√
x2 + y2 = r. As variações de r e θ são olhadas na

projeção de W no plano xy : x2 + (y − 1)2 ≤ 1 ou
x2 + y2 ≤ 2y.

x

y

r = 2sen θ(x,y)

r = 0

1

2

De x2 + y2 = 2y, temos r2 = 2r senθ ou r = 2senθ se
r 
= 0. Então: {

0 ≤ θ ≤ π
0 ≤ r ≤ 2senθ .



�

�

�

�

�

�

�

�

Logo, Wrθ z é dado por:

Wrθ z :

⎧⎨
⎩

0 ≤ θ ≤ π
0 ≤ r ≤ 2senθ
0 ≤ z ≤ r

.

O momento de inércia em relação ao eixo z é:

Iz =
∫ ∫ ∫

W
(x2 + y2) ·δ (x,y,z) dV ,

onde δ (x,y,z) = k. Logo:

Iz = k
∫ ∫ ∫

W

(
x2 + y2) dV = k

∫ ∫ ∫
Wrθz

r2 · rdrdθdz =

= k
∫ π

0

∫ 2senθ

0
r3
∫ r

0
dzdrdθ = k

∫ π

0

∫ 2senθ

0
r4 drdθ =

= k
∫ π

0

[
r5

5

]2senθ

0
dθ =

32k
5

∫ π

0
sen5 θ dθ =

=
32k
5

∫ π

0

(
1− cos2 θ

)2 senθ dθ =

=
32k
5

∫ π

0

(
1−2cos2 θ + cos4 θ

)
senθ dθ =

=
−32k

5

[
cosθ − 2cos3 θ

3
+

cos5 θ
5

]π

0
=

=
64k
5

(
1− 2

3
+

1
5

)
=

512
75

k .

AULA 6

1. Se γ(t) = (cos t,sent, t), então γ ′(t) = (−sen t,cost,1),
donde ∥∥σ ′(t)

∥∥=√
sen2 t+ cos2 t +1 =

√
2 .

Como ds = ‖σ ′(t)‖ dt, então ds =
√

2dt. Temos:
∫

C

1
x2 + y2+ z2 ds =

∫ 2π

0

1
cos2 t + sen2 t + t2 ·

√
2dt =

=
√

2
∫ 2π

0

1
1+ t2 dt =

√
2arctg t

∣∣∣2π

0
=
√

2arctg2π .
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2. Por definição de integral de linha de campo escalar, temos
∫

C
f (x,y,z)ds =

∫ b

a
f (γ(t))

∥∥γ ′(t)
∥∥ dt .

Se γ(t)= (4cost,4sent,3t) então γ ′(t)= (−4sent,4cost,3)
donde

‖γ ′(t)‖=
√

(−4sen t)2+(4cost)2+32 =

=
√

16sen2 t +16cos2 t+9 =

=
√

16(sen2 t + cos2 t)+9 =
√

16+9 =
√

25 = 5 .

Logo,
∫

C

√
x2 + y2 ds =

∫ 2π

−2π

√
(4cos t)2+(4sen t)2 ·5dt =

= 5
∫ 2π

−2π

√
16(cost2+ sen t2)dt =

= 20
∫ 2π

−2π
ds = 20(2π +2π) = 80π .

3. a. Observe a figura a seguir.

x x

y

y

−a

P = (x,y)

a

a

C

Q

t

O

Seja P = (x,y) ∈ C. Seja t o ângulo (em radianos)
formado pelo semieixo positivo Ox e a semirreta OP.
Então {

x = acos t
y = asent

com 0 ≤ t ≤ π .
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Assim, uma parametrização para C é dada por
σ(t) = (acost,asent), com 0 ≤ t ≤ π . Observe que
com esta parametrização, C está sendo percorrida no
sentido anti-horário.

b. Temos σ ′(t) = (−asen t,acost) donde

‖σ ′(t)‖=√
a2 sen2 t+a2 cos2 t =

=
√

a2(sen2 t + cos2 t) =
√

a2(1) =

=
√

a2 = |a|= a .

Como
∫

C
f ds =

∫ π

0
f (σ(t))‖σ ′(t)‖ dt, então:

∫
C

(
x2 − y2) ds =

∫ π

0

(
a2 cos2 t −a2 sen2 t

)
a dt =

= a3
∫ π

0

(
cos2 t − sen2 t

)
dt = a3

∫ π

0
cos2t dt =

= a3
[

sen2t
2

]π

0
= 0 .

4. a. O segmento AB pode ser parametrizado por
σ(t) = A+ t(B−A), com 0 ≤ t ≤ 1 donde

σ(t) = (1,2,3)+ t
[
(4,5,6)− (1,2,3)

]
=

= (1,2,3)+ t(3,3,3) = (1+3t, 2+3t, 3+3t)

com, 0 ≤ t ≤ 1.

b. Temos que σ ′(t) = (3,3,3) o que implica ‖σ ′(t)‖=
= 3

√
3 . Como∫

C
f ds =

∫ 1

0
f (σ(t))

∥∥σ ′(t)
∥∥ dt

então∫
C

f ds =
∫ 1

0
(1+3t+2+3t +3+3t)3

√
3 dt =

= 3
√

3
∫ 1

0
(6+9t) dt = 9

√
3
∫ 1

0
(2+3t) dt =

= 9
√

3
[
2t + 3t2

2

]1

0
=

63
√

3
2

.
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5. Tem-se C : x2+y2 = ax ou C :
(

x− a
2

)2
+y2 =

a2

4
. Logo,

uma parametrização de C é γ(t) =
(a

2
+

a
2

cos t , a
2

sen t
)

,
com 0 ≤ t ≤ 2π . Assim:

γ ′(t) =
(
−a

2
sent , a

2
cos t

)
∣∣∣∣γ ′(t)∣∣∣∣ =

a
2

√
sen2 t + cos2 t = a

2
.

Como ds =
∣∣∣∣γ ′(t)∣∣∣∣dt, então ds = a

2
dt. Assim:

∫
C
(x− y) ds =

∫ 2π

0

(a
2
+

a
2

cost − a
2

sen t
) a

2
dt =

=
a2

4

∫ 2π

0
(1+ cost − sen t) dt =

=
a2

4

[
t + sen t+ cos t

]2π

0
=

πa2

2
.

6. Parametrizando C : x2 + y2 = 2x, com y ≥ 0 ou
C : (x− 1)2 + y2 = 1, com y ≥ 0, temos x = 1+ cos t e
y = sen t. Como y ≥ 0 então sen t ≥ 0, donde 0 ≤ t ≤ π .
Então, uma parametrização de C é γ(t) = (1+cos t, sen t),
com 0 ≤ t ≤ π . Logo, γ ′(t) = (−sen t,cost), donde
‖γ ′(t)‖= 1 e, portanto, ds = ‖γ ′(t)‖ dt = dt. Então:∫

C
y2 ds=

∫ π

0
sen2 t dt =

∫ π

0

1− cos2t
2

dt = 1
2

[
t − sen2t

2

]π

0
=

π
2
.

7. O esboço de C está representado na figura que se segue.

x

y

C1

C2

(1,1)

(1,2)

1
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Como C = C1 ∪C2, por propriedade de integral de linha,
temos ∫

C
8xds =

∫
C1

8xds+
∫

C2
8xds .

Cálculo de
∫

C1
8xds

Uma parametrização de C1 Ã c© γ1(t) =
(
t, t2), com 0 ≤

t ≤ 1. Logo, temos que γ ′1(t)= (1,2t), donde ds= ‖γ ′(t)‖ dt =
=

√
1+4t2 dt. Então,∫

C1
8xds =

∫ 1

0
8t
√

1+4t2 dt .

Fazendo u = 1+4t2, temos du = 8t dt. Para t = 0, temos
u = 1 e para t = 1, temos u = 5. Então

∫
C1

8xds =
∫ 5

1
u1/2 du =

2
3

[
u3/2

]5

1
=

2
3

(
5
√

5−1
)
.

Cálculo de
∫

C2
8xds

Uma parametrização de C2 é γ2(t) = (1, t), com 1 ≤ t ≤ 2.
Logo, γ ′2(t) = (0,1), de onde ds = ‖γ ′(t)‖ dt = dt. Então,

∫
C2

8xds =
∫ 2

1
8dt =

[
8t
]2

1
= 8 .

Assim,
∫

C
8xds = 10

√
5− 2
3

+8 =
10

√
5+ 22
3

.

8. a. A figura que se segue mostra um esboço da curva C.

x

y

z

A

B C

y = x

11

2

2

2

x

y

z

A

B C

y = x

1
1

2

2

2
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b. Seja (x,y,z) ∈ C. Então, x = y e x2 + y2 + z2 = 4,
z ≥ 0. Logo, 2y2 + z2 = 4 ou y2

2
+

z2

4
= 1, z ≥ 0 (se-

mielipse) é a equação da projeção de C sobre o plano
yz.
Temos ⎧⎨

⎩
y =

√
2cos t

z = 2sen t
x = y =

√
2cos t

.

Se A = (
√

2 ,
√

2 ,0), então t = 0. Se B = (1,1,
√

2 ),
então t = π/4. Logo, uma parametrização de C é
dada por σ(t) = (

√
2cos t,

√
2cos t,2sent), com

0 ≤ t ≤ π/4.

c. σ ′(t) = (−√
2sen t,−√

2sen t,2cost)⇒‖σ ′(t)‖

=
√

2sen2 t +2sen2 t +4cos2 t

=
√

4sen2 t +4cos2 t

= 2 .

Logo, ds = ‖σ ′(t)‖ dt = 2 dt. Então:
∫

C
x2 ds =

∫ π/4

0
(
√

2cos t)2 ·2 dt =

= 4
∫ π/4

0
cos2 t dt = 4 · 1

2

[
t +

sen2t
2

]π/4

0
=

= 2
(

π
4
+

1
2

)
=

π + 2
2

.

9. Uma parametrização deC é dada por γ(t)=
(
t , t2 , t

)
, com

0 ≤ t ≤ 1. Então:

γ ′(t) = (1,2t,1)∣∣∣∣γ ′(t)∣∣∣∣ =
√

1+4t2+1 =
√

2+4t2

ds =
∣∣∣∣γ ′(t)∣∣∣∣=√

2+4t2 dt .

Logo:
∫

C
x ds =

∫ 1

0
t
(
2+4t2)1/2 dt = 1

8

∫ 1

0

(
2+4t2)1/2 d

(
2+4t2)=

=
1
8
· 2

3
·
[(

2+4t2)3/2
]1

0
=

1
12

(
63/2 −23/2

)
=

√
6

2
−

√
2

6
.
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10. De {
x2 + y2 + z2 = 8−2(x+ y)
x+ y = 2 , z ≥ 0

temos x2+(2−x)2+z2 = 8−4, z≥ 0 ou 2x2−4x+z2 = 0,
z ≥ 0 ou 2(x− 1)2 + z2 = 2, z ≥ 0 ou (x− 1)2 +

z2

2
= 1,

z≥ 0 que é a semielipse no plano xz e representa a projeção
de C nesse plano. Portanto,⎧⎨

⎩
x = 1+ cost
y = 2− x = 1− cos t
z =

√
2sen t

.

Como z ≥ 0 então 0 ≤ t ≤ π . Logo, uma parametrização
para C é

γ(t) =
(

1+ cos t,1− cost,
√

2sen t
)
, 0 ≤ t ≤ π .

Temos que γ ′(t) =
(− sen t,sent,

√
2cost

)
. Logo, temos

que ‖γ ′(t)‖ =
√

sen2 t + sen2 t +2cos2 t =
√

2 donde
ds = ‖γ ′(t)‖ dt =

√
2dt. Portanto:∫

C
(x2 + y2)zds =

=
∫ π

0

[
(1+ cos t)2+(1− cos t)2

](√
2sen t

)√
2dt =

= 2
∫ π

0

(
2+2cos2 t

)
sen t dt = 4

∫ π

0

(
1+ cos2 t

)
sen t dt .

Como d(cost) =−sen t dt, então:
∫

C
(x2 + y2)zds =−4

[
cos t + cos3 t

3

]π

0
=−8

(
−1− 1

3

)
=

32
3
.

AULA 7

1. Seja (x,y) ∈ C. Então x2 + y2/4 = 1, com x ≥ 0 e y ≥ 0.
Logo, {

x = cos t
y = 2sen t

com 0 ≤ t ≤ π/2.
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Então σ(t) = (cost,2sent), com 0 ≤ t ≤ π/2 é uma para-
metrização de C. Temos σ ′(t) = (−sen t,2cost), donde
temos que ‖σ ′(t)‖=

√
sen2 t +4cos2 t =

√
1+3cos2 t .

Logo, ds = ‖σ ′(t)‖ dt =
√

1+3cos2 t dt. Como M =

=
∫

C
δ (x,y)ds =

∫
C
xyds, então

M =

∫ π/2

0
2cost sen t

√
1+3cos2 t dt .

Temos d
(
1+3cos2 t

)
=−6cos t sen t dt, donde

2cos t sent dt =−1
3

d
(
1+3cos2 t

)
.

Logo, M =−1
3

∫ π/2

0

(
1+3cos2 t

)1/2 d
(
1+3cos2 t

)
=

=−1
3
· 2

3

(
1+3cos2 t

)3/2
∣∣∣∣π/2

0
=

=−2
9

[
1− (1+3)3/2

]
=−2

9
(1−8) = 14

9
u.m.

2. De γ(t) =
(

t, 2
√

2
5

t5/2,
t4

4

)
temos γ ′(t) = (1,

√
2 t3/2, t3)

donde obtemos ‖γ ′(t)‖ =
√

1+2t3+ t6 =

√
(1+ t3)

2
=

= 1+ t3. Logo, obtemos ds = ‖γ ′(t)‖ dt =
(
1+ t3)dt. A

primeira coordenada do centro de massa do fio homogêneo
é dada por

x =

∫
C

xds

L
onde L é o comprimento de C, isto é,

L =
∫ b

a

∥∥γ ′(t)
∥∥ dt =

∫ 2

0

(
1+ t3) dt =

[
t + t4

4

]2

0
= 6 .

Por outro lado,
∫

C
xds =

∫ 2

0
t
(
1+ t3) dt =

=

∫ 2

0

(
t + t4) dt =

[
t2

2
+

t5

5

]2

0
= 2+ 32

5
=

42
5
.

Logo: x =
42
5
6 =

7
5
.
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3. a. O esboço de C está representado abaixo.

x

y

z

C

1
1

1

x

y

z

C

1
1

1

x

y

z

C

1
1

1

b. Seja (x,y,z) ∈C. Então, (x,y,z) satisfaz as equações
x2 + y2 + z2 = 1, y+ z = 1 e x ≥ 0. De y+ z = 1,
temos z = 1− y. Substituindo em x2 + y2 + z2 = 1,
temos x2 + y2 +(1− y)2 = 1 ou x2 + 2y2 − 2y = 0.
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Completando quadrado, temos x2 + 2(y−1/2)2 =

= 1/2 ou x2

1/2
+

(y− 1/2)2

1/4
= 1 (elipse) que representa

a projeção de C sobre o plano xy. Então x =
√

2
2

cost,

y =
1
2
+

1
2

sen t. Como x ≥ 0, então
√

2
2

cos t ≥ 0,
donde −π/2 ≤ t ≤ π/2. Como z = 1 − y, então
z =

1
2
− 1

2
sen t. Assim, uma parametrização dife-

renciável para C é dada por

γ(t) =
(√

2
2

cos t , 1
2
+

1
2

sen t , 1
2
− 1

2
sent

)

com −π
2
≤ t ≤ π

2
.

c. Temos γ ′(t)=
(
−

√
2

2
sen t , 1

2
cos t ,−1

2
cost

)
donde

‖γ ′(t)‖=
√

1
2

sen2 t + 1
4

cos2 t + 1
4

cos2 t =

=
√

1
2

sen2 t + 1
2

cos2 t =
√

2
2
.

Como ds = ‖γ ′(t)‖dt, então ds =
√

2
2

dt. Temos

M =
∫

C
δ (x,y,z) ds =

∫
C

yz ds =

=

∫ π/2

−π/2

(
1
2
+

1
2

sen t
)(

1
2
− 1

2
sen t

)√
2

2
dt =

=

√
2

2

∫ π/2

−π/2

(
1
4
− 1

4
sen2 t

)
dt =

=

√
2

8

∫ π/2

−π/2

(
1− sen2 t

)
dt =

=

√
2

8

∫ π/2

−π/2
cos2 t dt =

√
2

8
· 1

2

[
t + sen2t

2

]π/2

−π/2
=

=

√
2

16
·2 · π

2
=

√
2π

16
u.m.
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4. Observe a figura a seguir.

x
y

z

S

(x,y,0)C

z = 2− x− y = f (x,y)

2
2

x

y

C

2

2

Seja S a superfı́cie lateral de base C contida no plano xy e
altura f (x,y) = 2− x− y em cada (x,y) ∈C. Então,

A(S) =
∫

C
f (x,y) ds =

∫
C
(2− x− y) ds

onde C é parametrizada por σ(t) = (2cost, 2sent), com
π/2 ≤ π ≤ 2π .
Logo, σ ′(t) = (−2sent, 2cos t) donde ds = ‖σ ′(t)‖ dt =
= 2 dt. Então:

A(S) =
∫ 2π

π/2
(2−2cost −2sen t)2 dt =

= 4
[
t − sen t + cos t

]2π

π/2
=

= 4
[
(2π −0+1)−

(π
2
−1+0

)]
=

= 4
(3π

2
+2

)
= 6π +8 u.a.

Logo, o preço da peça é igual a (6π +8)M reais.
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5. Esboçando o cilindro circular x2 + y2 = 1 e o cilindro pa-
rabólico z = 1−x2, vemos que A1, A2, A3 e A4 são pontos
de interseção.

x
y

z

A1

A2

A3

A4

1

1
1

x
y

z

Ligando estes pontos por uma curva fechada temos a interseção
das superfı́cies. O esboço de S é:

x
y

z

C

S

1

1

1
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Da teoria, temos que A(S) =
∫

C
f (x,y)ds =

∫
C

(
1− x2) ds.

Uma parametrização de C é dada por γ(t) = (cos t,sent),
com 0 ≤ t ≤ 2π , donde γ ′(t) = (−sen t,cost).
Logo, ds = ‖γ ′(t)‖ dt =

√
(−sen t)2+(cos t)2 dt = dt.

Portanto:

A(S) =
∫ 2π

0

(
1− cos2 t

)
dt =

∫ 2π

0
sen2 t dt =

=
1
2

[
t − sen2t

2

]2π

0
= π u.a.

6. O esboço da cerca S está representado na figura que se
segue.

x y

z

S

(x,y)

f (x,y) = y

2020
C

Apresentemos uma parametrização para C. Fazendo
u = x1/3, v = y1/3 e a = 201/3 e substituindo na equação
de C, temos u2 + v2 = a2, com u ≥ 0 e v ≥ 0, donde,
u = acost e v = asent, com 0 ≤ t ≤ π/2. Como x = u3,
y = v3, então

x = a3 cos3 t = 20cos3 t
y = a3 sen3 t = 20sen3 t .

Logo, γ(t) =
(
20cos3 t,20sen3 t

)
, com 0 ≤ t ≤ π/2

é uma parametrização para C. Temos que γ ′(t) =
=
(−60cos2 t sen t,60sen2 t cos t

)
, então:

‖γ ′(t)‖ = 60
√

cos4 t sen2 t + sen4 t cos2 t

= 60
√

cos2 t sen2 t (cos2 t+ sen2 t)

= 60 |cos t sent|= 60cost sen t .

pois 0≤ t ≤ π/2. Logo, ds= ‖σ ′(t)‖ dt = 60cos t sen t dt.
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A área de um lado da superfı́cie é dada por

A(S) =
∫

C
f (x,y)ds =

∫
C
yds =

=

∫ π/2

0

(
20sen3 t

)
60cost sen t dt =

= 1200
∫ π/2

0
sen4 t cos t dt = 1200 · sen5 t

5

∣∣∣∣π/2

0
= 240 m2 .

Portanto, o pintor receberá 2×240 R = 480 R reais.

7. Consideremos o fio C sobre o eixo x com a extremidade
da esquerda na origem e da direita em x= L. Então, o eixo
perpendicular ao fio passando pela origem é o eixo y.

x

y

C

LO

Uma parametrização do fio C é dada por σ(t)= (t,0), com
0 ≤ t ≤ L. Como σ ′(t) = (1,0) então ‖σ ′(t)‖= 1. Logo,
ds = ‖σ ′(t)‖ dt = dt.
O momento de inércia em relação ao eixo y é:

Iy =
∫

C
x2δ (x,y)ds = k

∫
C

x2 ds

pois o fio é homogêneo. Logo,

Iy = k
∫ L

0
t2 dt = kt3

3

∣∣∣∣L
0
=

kL3

3
.

Como δ (x,y) = k , k ∈ R então M = kL. Logo,

Iy =
ML2

3
.
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8. Uma parametrização de C é γ(t) = (t, t), com 1 ≤ t ≤ 2,
donde γ ′(t) = (1,1) e ds = ‖γ ′(t)‖ dt =

√
2dt. Como a

distância de (x,y) ∈ C ao eixo y é |x| = x, então a den-
sidade é δ (x,y) = kx, com k ∈ R. Como a distância de
(x,y) ∈ C ao eixo E: y = −1 é r(x,y) = y+ 1, então o
momento de inércia é:

IE =
∫

C
r2(x,y)δ (x,y)ds = k

∫
C
(y+1)2xds =

= k
∫ 2

1
(t+1)2t

√
2dt = k

√
2
∫ 2

1

(
t3+2t2+ t

)
dt =

= k
√

2
[

t4

4
+

2t3

3
+

t2

2

]2

1
=

= k
√

2
[(

4+ 16
3
+2

)
−
(1

4
+

2
3
+

1
2

)]
=

119
√

2 k
12

.

9. a. Temos: ∂P
∂x

=

−
(

0− y · x√
x2 + y2

)
x2 + y2 =

xy
(x2 + y2)3/2

∂Q
∂y

=

−x · y√
x2 + y2

(x2 + y2)
=

−xy
(x2 + y2)3/2 .

Logo, div−→F =
∂P
∂x

+
∂Q
∂y

= 0.

Por outro lado, rot−→F =
(

0,0, ∂Q
∂x

− ∂P
∂y

)
, onde

∂Q
∂x

=

√
x2 + y2− x · x√

x2+y2

x2 + y2 =

=
x2 + y2− x2

(x2 + y2)3/2 =
y2

(x2 + y2)3/2

∂P
∂y

=−
√

x2 + y2 − y · y√
x2+y2

x2 + y2 =

=−x2 + y2 − y2

(x2 + y2)3/2 =− x2

(x2 + y2)3/2

Logo, rot−→F =

(
0,0, y2 + x2

(x2 + y2)3/2

)
=

(
0,0, 1√

x2 + y2

)
.
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b. Temos

div−→F =
∂ (yez)

∂x
+

∂ (xez)

∂y
+

∂ (xyez)

∂ z
= 0+0+xyez = xyez .

Temos

rot−→F =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−→
i

−→
j

−→
k

∂
∂x

∂
∂y

∂
∂ z

yez xez xyez

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

=

∣∣∣∣∣∣
∂
∂y

∂
∂ z

xez xyez

∣∣∣∣∣∣−→i +

∣∣∣∣∣∣
∂
∂ z

∂
∂x

xyez yez

∣∣∣∣∣∣−→j +

∣∣∣∣∣∣
∂
∂x

∂
∂y

yez xez

∣∣∣∣∣∣−→k =

= (xez − xez)
−→
i +(yez − yez)

−→
j +(ez − ez)

−→
k =

−→
0 .

10. Se −→r = (x,y,z), então

r = ‖−→r ‖=
√

x2 + y2 + z2 =
(
x2+ y2 + z2)1/2

.

Portanto:
−→r
r3 =

(x,y,z)
(x2 + y2+ z2)

3/2 =

=

(
x

(x2 + y2 + z2)
3/2 ,

y
(x2 + y2+ z2)

3/2 ,
z

(x2 + y2 + z2)
3/2

)
.

Logo: div
−→r
r3 = ∇ ·

−→r
r3 =

=
∂
∂x

(
x

(x2 + y2 + z2)3/2

)
+

∂
∂y

(
y

(x2 + y2+ z2)3/2

)
+

+
∂
∂ z

(
z

(x2 + y2 + z2)3/2

)
.

Temos:

∂
∂x

(
x

(x2 + y2 + z2)3/2

)
=

(
x2 + y2+ z2)3/2 − x · 3

2
(
x2 + y2+ z2)1/2 ·2x

(x2 + y2+ z2)3 =

=

(
x2 + y2 + z2)1/2 (x2 + y2 + z2−3x2)

(x2+ y2 + z2)
3 =

−2x2 + y2 + z2

(x2 + y2 + z2)
5/2 .
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Analogamente,

∂
∂y

(
y

(x2 + y2+ z2)
3/2

)
=

−2y2+ x2 + z2

(x2 + y2 + z2)
5/2

∂
∂ z

(
z

(x2 + y2+ z2)3/2

)
=

−2z2 + x2 + y2

(x2 + y2+ z2)5/2 .

Logo,
div

−→r
r3 = 0

e, portanto, −→r /r3 é solenoidal. Por outro lado,

rot
−→r
r3 = ∇×

−→r
r3 =

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−→
i

−→
j

−→
k

∂/∂x ∂/∂y ∂/∂ z
x

(x2 + y2 + z2)3/2
y

(x2 + y2+ z2)3/2
z

(x2 + y2+ z2)3/2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Desenvolvendo o “determinante” em relação à primeira
linha, temos:

rot
−→r
r3 =

=

(
∂
∂y

(
z

(x2 + y2+ z2)3/2

)
− ∂

∂ z

(
y

(x2 + y2+ z2)3/2

))−→
i +

+

(
∂
∂ z

(
x

(x2 + y2+ z2)
3/2

)
− ∂

∂x

(
z

(x2 + y2+ z2)
3/2

))−→
j +

+

(
∂
∂x

(
y

(x2 + y2+ z2)3/2

)
− ∂

∂y

(
x

(x2 + y2 + z2)3/2

))−→
k =

=

(
−2yz

(x2 + y2+ z2)5/2 +
2yz

(x2 + y2+ z2)5/2

)−→
i +

+

(
−2xz

(x2 + y2+ z2)5/2 +
2xz

(x2 + y2+ z2)5/2

)−→
j +

+

(
−2xy

(x2 + y2+ z2)
5/2 +

2xy
(x2 + y2+ z2)

5/2

)−→
k =

=
−→
0 .

Logo, −→r /r3 é um campo irrotacional.
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AULA 8

1. a. Temos que D = D1 ∪D2 onde D1 :
{ −1 ≤ y ≤ 0

−y ≤ x ≤ 1

e D2 :
{

0 ≤ y ≤ 1
y ≤ x ≤ 1 .

x

y

D1

−1

1

x

y

D2

1

1

Logo, o esboço de D está representado na figura que
se segue.

x

y

D

y =−x

y = x

−1

1

1

b. Descrevendo D como tipo I, temos

D =
{
(x,y) ∈ R

2 | 0 ≤ x ≤ 1 ,−x ≤ y ≤ x
}
.

Então:
I =

∫ 1

0

∫ x

−x
f (x,y)dydx .
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c. Temos:

I =
∫ 1

0

∫ x

−x

1√
1+ x2

dydx =
∫ 1

0

2x√
1+ x2

dx =

= 2
∫ 1

0
x
(
1+ x2)−1/2 dx .

Como d
(
1+ x2)= 2xdx, então:

I =
∫ 1

0

(
1+ x2)−1/2 d

(
1+ x2)= (

1+ x2)1/2

1/2

∣∣∣∣1
0
=

= 2
(√

2−1
)
.

2. a. O esboço de D está representado na figura que se
segue.

x

y

D

y =−x

y = x

−1

1

1

Como D é homogênea, então o centro de massa (x,y)
é dado por

x =

∫ ∫
D

xdA

A(D)
, y =

∫ ∫
D

ydA

A(D)

onde
A(D) =

1
4
·π ·12 =

π
4
.

Como f (x,y) = y é uma função ı́mpar na variável y e
D tem simetria em relação ao eixo x, então

∫ ∫
D
y dA=

= 0, donde y = 0.

Calculemos
∫ ∫

D
x dA, usando coordenadas polares.
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Temos:⎧⎨
⎩

x = rcosθ
y = r senθ

dA = rdrdθ
e Drθ :

{ −π/4 ≤ θ ≤ π/4
0 ≤ r ≤ 1 .

Temos∫ ∫
D

xdA =
∫ ∫

Drθ
(rcosθ)rdrdθ =

=

∫ ∫
Drθ

r2 cosθ drdθ =

∫ π/4

−π/4
cosθ

∫ 1

0
r2 drdθ =

=

[
r3

3

]1

0

∫ π/4

−π/4
cosθ dθ =

=
1
3

[
senθ

]π/4

−π/4
=

=
2
3
·
√

2
2

=

√
2

3
.

Logo:

x =

√
2

3
π
4

=
4
√

2
3π

,

donde o centro de massa está localizado em
(

4
√

2
3π

, 0
)

.

b. O momento de inércia em relação ao eixo x é dado
por:

Ix =
∫ ∫

D
y2δ (x,y)dA = k

∫ ∫
D

y2 dA =

= k
∫ ∫

Drθ
r3 sen2 θ drdθ =

= k
∫ π/4

−π/4
sen2 θ

∫ 1

0
r3 drdθ =

=
k
4

∫ π/4

−π/4
sen2 θ dθ =

k
4
· 1

2

[
θ − sen2θ

2

]π/4

−π/4
=

=
k
8

[(π
4
− senπ/2

2

)
−
(
−π

4
− sen(−π/2)

2

)]
=

=
k
8

(π
4
− 1

2
+

π
4
− 1

2

)
=

k
8

(π
2
−1

)
.
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3. De x2 + y2 = ax tem-se
(

x− a
2

)2
+ y2 =

a2

4
. O esboço de

D está representado na figura a seguir.

x

y

D

a/2 a

Passando para coordenadas polares, tem-se:⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

x = rcosθ
y = r senθ

dxdy = rdrdθ
x2 + y2 = r2

.

A circunferência x2 + y2 = ax em coordenadas polares é
r2 = arcosθ , ou r = acosθ . Logo, Drθ é dado por:

Drθ :
{

0 ≤ θ ≤ π/2
0 ≤ r ≤ acosθ .

Então:

I =

∫ ∫
Drθ

√
a2− r2 · rdrdθ

=
∫ π/2

0

∫ acos θ

0

(
a2− r2)1/2rdrdθ

= −1
2

∫ π/2

0

∫ acos θ

0

(
a2− r2)1/2 d

(
a2 − r2) dθ

= −1
2

∫ π/2

0

2
3
· (a2− r2)3/2

∣∣∣∣acos θ

0
dθ

= −1
3

∫ π/2

0

[(
a2 −a2 cos2 θ

)3/2 −(
a2)3/2

]
dθ

= −1
3

∫ π/2

0

[(
a2 sen2 θ

)3/2 −a3
]

dθ

= −1
3

∫ π/2

0

(
a3 sen3 θ −a3)dθ

= −a3

3

(∫ π/2

0
sen3 θ dθ − π

2

)
.
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Da trigonometria, tem-se:

sen3 θ = sen2 θ · senθ =
(
1− cos2 θ

)
senθ .

Então:∫ π/2

0
sen3 θ dθ =−

∫ π/2

0

(
1− cos2 θ

)
d(cosθ) =

=−
[
cosθ − cos3 θ

3

]π/2

0
= cos0− cos3 0

3
= 1− 1

3
=

2
3

Logo I = a3

3

(π
2
− 2

3

)
.

4. a. Temos que:

I =
∫ 4

0

∫ √
4y−y2

0
dxdy =

∫ ∫
D

dxdy

onde D =
{
(x,y) | 0 ≤ y ≤ 4 , 0 ≤ x ≤

√
4y− y2

}
.

De x =
√

4y− y2, temos x2 + y2 = 4y com x ≥ 0 ou
x2+(y−2)2 = 4, com x ≥ 0. Como 0 ≤ y ≤ 4, então
o esboço de D está representado a seguir.

x

y

D
2

4

Passando para coordenadas polares, temos⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

x = rcosθ
y = r senθ

dxdy = rdrdθ
x2 + y2 = r2

.
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A equação x2 + y2 = 4y em coordenadas polares é:
r2 = 4r senθ ou r = 4senθ . Portanto, a região D em
coordenadas polares é:

Drθ :
{

0 ≤ θ ≤ π/2
0 ≤ r ≤ 4senθ .

Logo:

I =
∫ ∫

Drθ
rdrdθ =

∫ π/2

0

∫ 4senθ

0
rdrdθ =

=

∫ π/2

0

[
r2

2

]4senθ

0
dθ = 8

∫ π/2

0
sen2 θ dθ =

= 8
∫ π/2

0

1− cos2θ
2

dθ = 8 · 1
2

[
θ − sen2θ

2

]π/2

0
= 2π .

b. Temos que:

I =
∫ 2

0

∫ √
4−y2

y

(
x2+ y2) dxdy=

∫ ∫
D

(
x2 + y2) dxdy

onde D=
{
(x,y) | 0 ≤ y ≤ 2 , y ≤ x ≤

√
4− y2

}
. De

x =
√

4− y2, temos x2 + y2 = 4, com x ≥ 0. Da
definição de D, vemos que D é limitado superior-
mente por um arco da circunferência x2 + y2 = 4 e
inferiormente pela reta y = x e a projeção de D sobre
o eixo y é o intervalo [0,2]. Logo, o esboço de D está
representado na figura que se segue.

x

y

D

π/4

2

2
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Passando para coordenadas polares, temos:⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

x = rcosθ
y = r senθ

dxdy = rdrdθ
x2 + y2 = r2

.

A descrição de D em coordenadas polares é:

Drθ :
{

π/4 ≤ θ ≤ π/2
0 ≤ r ≤ 2 .

Então:

I =
∫ ∫

Drθ
r2 · rdrdθ =

∫ ∫
Drθ

r3 drdθ =

=
∫ 2

0
r3
∫ π/2

π/4
dθdr = π

4

∫ 2

0
r3 dr =

=
π
4

[
r4

4

]2

0
= π .

5. Tem-se que :

I =
∫ ∫ ∫

W

√
x2+ y2 + z2 dxdydz

com W =
{
(x,y,z) | 0 ≤ z ≤

√
1− x2− y2 , (x,y) ∈ D

}
onde D é a projeção de W sobre o plano xy e é dada por:

D :
{

0 ≤ x ≤ 1
0 ≤ y ≤

√
1− x2 .

x

y

D

1

1 y =
√

1− x2 ⇒ x2 + y2 = 1
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De z =
√

1− x2 − y2 tem-se x2 + y2 + z2 = 1. Logo, W é
a porção da esfera x2 + y2 + z2 = 1, no primeiro octante,
que se projeta no plano xy, segundo a região D. O esboço
de W está na figura que se segue.

x
y

z

W

1

1

1

Passando para coordenadas esféricas, tem-se:⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

x = ρ senφ cosθ
y = ρ senφ senθ
z = ρ cosφ

dxdydz = ρ2 senφ dρdφdθ
x2 + y2 + z2 = ρ2

.

O conjunto Wρφθ é dado por

Wρφθ :

⎧⎨
⎩

0 ≤ ρ ≤ 1
0 ≤ θ ≤ π/2
0 ≤ φ ≤ π/2

.

Então: I =
∫ ∫ ∫

Wρφθ
ρ ·ρ2 senφ dρdφdθ =

=

∫ ∫ ∫
Wρφθ

ρ3 senφ dρdφdθ =

=
∫ π/2

0
senφ

∫ 1

0
ρ3

∫ π/2

0
dθdρdφ =

=
π
2

∫ π/2

0
senφ

∫ 1

0
ρ3 dρdφ =

=
π
2

[
ρ4

4

]1

0

∫ π/2

0
senφ dφ =

=
π
8

[
− cosφ

]π/2

0
=

π
8
.
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6. O esboço do sólido W está na figura a seguir.

x

y

z

W

1

1

1

Da figura vemos que W pode ser descrito por:

W =
{
(x,y,z) | (x,y) ∈ D e 0 ≤ z ≤ x2 + y2}

onde D é o disco x2 + y2 ≤ 1. Como W é homogêneo,
então o momento de inércia em relação ao eixo z é:

Iz =
∫ ∫ ∫

W

(
x2 + y2)δ (x,y,z)dV = k

∫ ∫ ∫
W

(
x2 + y2) dV .

Passando para coordenadas cilı́ndricas, temos⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

x = rcosθ
y = r senθ
z = z

dV = r drdθdz
x2+ y2 = r2

.

Como 0≤ z≤ x2+y2, então 0≤ z≤ r2 donde Wrθ z é dado
por:

Wrθ z :

⎧⎨
⎩

0 ≤ r ≤ 1
0 ≤ θ ≤ 2π
0 ≤ z ≤ r2

.

Então: Iz = k
∫ ∫ ∫

Wrθz
r2 ·rdrdθdz= k

∫ ∫ ∫
Wrθz

r3 drdθdz=

= k
∫ 2π

0

∫ 1

0

∫ r2

0
r3 dzdrdθ = k

∫ 2π

0

∫ 1

0
r3 · r2 drdθ =

= k
∫ 2π

0

∫ 1

0
r5 drdθ = k

∫ 2π

0

[
r6

6

]1

0
dθ =

k
6
·2π =

kπ
3
.
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7. Como W é homogêneo, então a densidade é constante, isto
é, δ (x,y,z) = k. Da definição de momento de inércia em
relação ao eixo z, temos

Iz =
∫ ∫ ∫

W

(
x2 + y2) δ (x,y,z) dV = k

∫ ∫ ∫
W

(
x2 + y2) dV

onde W =
{
(x,y,z) | x2 + y2 + z2 ≤ 4

}
.

Passando para coordenadas esféricas, temos:⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

x = ρ senφ cosθ
y = ρ senφ senθ
z = ρ cosφ

dV = ρ2 senφ dρdφdθ

.

O conjunto W é descrito em coordenadas esféricas por:

Wρφθ :

⎧⎨
⎩

0 ≤ θ ≤ 2π
0 ≤ φ ≤ π
0 ≤ ρ ≤ 2

.

Então: Iz = k
∫ ∫ ∫

Wρφθ

(
ρ2 sen2 φ

)
ρ2 senφ dρdφdθ =

= k
∫ ∫ ∫

Wρφθ
ρ4 sen3 φ dρ dφ dθ =

= k
∫ π

0
sen3 φ

∫ 2

0
ρ4

∫ 2π

0
dθdρdφ =

= 2kπ
∫ π

0
sen3 φ

[
ρ5

5

]2

0
dφ =

=
64kπ

5

∫ π

0
sen2 φ senφ dφ =

=
64kπ

5

∫ π

0

(
1− cos2 φ

)
senφ dφ .

Fazendo u = cosφ temos du = −senφ dφ . Para θ = 0,
temos u = 1 e para θ = π , temos u =−1. Então:

Iz =
64kπ

5

∫ 1

−1

(
1−u2)(−du) =

=
64kπ

5

∫ 1

−1

(
1−u2) du =

64kπ
5

[
u− u3

3

]1

−1
=

256kπ
15

.
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8. a. Temos γ ′(t) = (−4sen t,4cost,3) donde

‖γ ′(t)‖=
√

16sen2 t +16cos2 t +9 =

√
16+9 =

√
25 = 5 .

Como ds = ‖γ ′(t)‖ dt, então ds = 5dt. A massa M
é dada por

M =

∫
C

δ (x,y,z)ds =
∫

C

(
x2 + y2)ds =

=

∫ 4π

0

(
16cos2 t +16sen2 t

)
5 dt = 80

∫ 4π

0
dt = 320π .

b. O momento de inércia em relação ao eixo z é:

Iz =
∫

C

(
x2 + y2)δ (x,y,z) ds =

∫
C

(
x2 + y2)2 ds =

=
∫ 4π

0

(
16cos2 t +16sen2 t

)
5dt = 5120π = 16M .

9. De x2 + y2 + z2 = 2(x + y) temos (x − 1)2 + (y− 1)2+
+z2 = 2 (que é uma esfera de centro (1,1,0) e raio

√
2

). Substituindo y = 2− x em (x−1)2 +(y−1)2 + z2 = 2,
temos (x− 1)2 +(1− x)2 + z2 = 2 ou 2(x− 1)2 + z2 = 2
donde (x− 1)2 + z2/2 = 1 (elipse) representa a projeção
de C no plano xz. Então, se (x,y,z) ∈ C, x e z satisfa-
zem à equação (x− 1)2 + z2/2 = 1. Logo, x = 1+ cos t
e z =

√
2sen t, com 0 ≤ t ≤ 2π . Como y = 2− x, então

y = 1− cost. Assim, uma parametrização de C é

γ(t) = (1+ cos t,1− cost,
√

2sen t) , 0 ≤ t ≤ 2π .

Temos γ ′(t) = (−sen t,sent,
√

2cos t), donde

‖γ ′(t)‖=
√

sen2 t + sen2 t +2cos2 t =
√

2 .

Logo: ds = ‖γ ′(t)‖dt =
√

2dt. Então:∫
C

xy ds =
∫ 2π

0
(1+ cost)(1− cost)

√
2dt =

=
√

2
∫ 2π

0

(
1− cos2 t

)
dt =

√
2
∫ 2π

0
sen2 t dt =

=
√

2 · 1
2

[
t − sen2t

2

]2π

0
=

√
2 π .
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10. De γ(t) =
(

t cos t , t sent , 2
√

2
3

t3/2
)

, temos

γ ′(t) =
(

cos t− t sen t ,sent + t cos t ,
√

2 t1/2
)

donde

‖γ ′(t)‖=
√

1+ t2 (sen2 t + cos2 t)+2t =
√

1+ t2+2t =

=
√

(1+ t)2 = |1+ t|= 1+ t

pois 1+ t > 0. Logo, ds = ‖γ ′(t)‖dt = (1+ t)dt. Temos:

Iz =
∫

C

(
x2 + y2) δ (x,y,z) ds = k

∫
C

(
x2 + y2) ds =

= k
∫ 1

0

(
t2 cos2 t + t2 sen2 t

)
(1+ t) dt =

= k
∫ 1

0
t2(1+ t) dt = k

∫ 1

0

(
t2+ t3) dt =

= k
[

t3

3
+

t4

4

]1

0
= k

(1
3
+

1
4

)
=

7k
12

.

AULA 9

1. De 4x2 + 25y2 = 100, temos x2/25+ y2/4 = 1. Então,
γ(t) = (5cost,2sent), com 0 ≤ t ≤ 2π é uma parametri-
zação da elipse no sentido anti-horário. O trabalho é dado
por

W =
∫

C

−→F ·d−→r =
∫

C
−3ydx+3xdy =

=
∫ 2π

0

[
(−6sen t)(−5sent)+(15cost)(2cost)

]
dt =

=
∫ 2π

0

(
30sen2 t +30cos2 t

)
dt =

∫ 2π

0
30dt = 60π .

2. Temos que W =

∫
C

→
F · d

→r . Para calcular a integral, divi-
dimos C em quatro caminhos C1, C2, C3 e C4, conforme a
figura a seguir.



�

�

�

�

�

�

�

�

x

y

a

a

C1

C2

C3

C4

O caminho C1 tem equação vetorial (ou parametrização)
σ(t) = (t,0), com t ∈ [0,a]. Portanto:∫

C1

→
F · d

→r=
∫ a

0

→
F (σ(t)) ·σ ′(t) dt =

=
∫ a

0

(
t2,0

) · (1,0) dt =
∫ a

0
t2 dt =

[
t3

3

]a

0
=

a3

3
.

O caminho C2 tem equação vetorial σ(t) = (a, t), com
t ∈ [0,a]. Portanto:∫

C2

→
F · d

→r=
∫ a

0

→
F (σ(t)) ·σ ′(t) dt =

=
∫ a

0

(
a2− t2,2at

) · (0,1) dt =
∫ a

0
2at dt =

[
at2

]a

0
= a3 .

O caminho C3 tem equação vetorial σ(t) = (a− t,a), com
t ∈ [0,a]. Portanto,∫

C3

→
F · d

→r=
∫ a

0

→
F (σ(t)) ·σ ′(t) dt =

=

∫ a

0

(
(a− t)2−a2,2a(a− t)

) · (−1,0) dt =

=
∫ a

0

(
2at − t2) dt =

[
at2− t3

3

]a

0
=

2a3

3
.

O caminho C4 tem equação vetorial σ(t) = (0,a− t), com
t ∈ [0,a]. Portanto:∫

C4

→
F · d

→r=
∫ a

0

→
F (σ(t)) ·σ ′(t) dt =

=
∫ a

0

(− (a− t)2,0
) · (0,−1) dt =

∫ a

0
0 dt = 0 .
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Logo:

W =

∫
C

→
F · d

→r=

=

∫
C1

→
F · d

→r +

∫
C2

→
F · d

→r +

∫
C3

→
F · d

→r +

∫
C4

→
F · d

→r=

=
a3

3
+a3 − 2a3

3
= 2a3 u.ω.

3. Temos C =C1∪C2∪C3. Então:∮
C+

−→F ·d−→r =

∫
C1

−→F ·d−→r +

∫
C2

−→F ·d−→r +

∫
C3

−→F ·d−→r .

x

y

C1

C2

C3 (1,1)

(0,0) (1,0)

Cálculo de
∫

C1

−→F ·d−→r

Temos C1 : y = 0, com 0 ≤ x ≤ 1. Logo, dy = 0. Então:∫
C1

−→F ·d−→r =
∫

C1
x2 dx+(x+ y) dy =

∫
C1

x2 dx =

=
∫ 1

0
x2 dx =

[
x3

3

]1

0
=

1
3
.

Cálculo de
∫

C2

−→F ·d−→r

Temos C2 : x = 1, com 0 ≤ y ≤ 1. Logo, dx = 0. Então:∫
C2

−→F ·d−→r =

∫
C2

x2 dx+(x+ y) dy =
∫

C2
(1+ y) dy =

=
∫ 1

0
(1+ y) dy =

[
y+ y2

2

]1

0
=

3
2
.
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Cálculo de
∫

C3

−→F ·d−→r

Temos queC−
3 é a curvaC3 percorrida no sentido contrário.

Logo, C−
3 : y = x, com 0 ≤ x ≤ 1 donde dy = dx. Logo:∫

C3

−→F ·d−→r =−
∫

C−
3

−→F ·d−→r =

=−
∫

C−
3

x2 dx+(x+ y)dy =−
∫

C−
3

x2 dx+(x+ x)dx =

=−
∫

C−
3

(x2 +2x)dx =−
∫ 1

0
(x2+2x)dx =

=−
[

x3

3
+ x2

]1

0
=−

[1
3
+1

]
=−4

3
.

Portanto:
∫

C

−→F ·d−→r =
1
3
+

3
2
− 4

3
=

1
2
.

4. A figura que se segue mostra um esboço da curva C.

x
y

z

C

4

8

(x,y,z)

x

y

z

C

4

8

8

(x,y,z)

Para parametrizá-la, observamos que x, y e z satisfazem{
x2+ y2 +(z−4)2 = 16
z = 8− y ⇔ x2 + y2+(4− y)2 = 16 ⇔

⇔ x2 +2y2 −8y = 0 ⇔ x2 +2(y−2)2 = 8 ⇔

⇔ x2

8
+

(y− 2)2

4
= 1

que é uma elipse de centro (0,2) e semieixos 2
√

2 e 2.
Esta elipse é a projeção de C sobre o plano xy.
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Temos ⎧⎨
⎩

x = 2
√

2cos t
y = 2+2sen t
z = 8− (2+2sent) = 6−2sen t

com 0 ≤ t ≤ 2π donde:⎧⎨
⎩

dx =−2
√

2sen t dt
dy = 2cost dt
dz =−2cos t dt

.

Então:∫
C

zdx+ ydy− xdz =

=

∫ 2π

0

[
(6−2sen t)(−2

√
2sen t)+(2+2sent)2cost−

−2
√

2cos t(−2cost)
]
dt =

=

∫ 2π

0

(−12
√

2sen t +4
√

2sen2 t +4cos t+

+4sen t cos t +4
√

2cos2 t
)
dt =

=
∫ 2π

0

(
4
√

2−12
√

2sent +4cos t +4sen t cos t
)
dt =

=
[
4
√

2 t +12
√

2cos t+4sen t +2sen2 t
]2π

0
=

= 8
√

2π .

5. Ao interceptar a esfera x2+y2+z2 = 2(x+y) com o plano
x+ y = 2, obtém-se:

(2− y)2+ y2 + z2 = 4 ⇒ 2y2−4y+ z2 = 0 ⇒

⇒ 2(y−1)2+ z2 = 2 ⇒ (y−1)2+
z2

2
= 1

que é uma elipse no plano yz.

A elipse representa a projeção da curva C sobre o plano
yz. Como C está orientada no sentido anti-horário quando
vista da origem, então a elipse está orientada no sentido
horário. O esboço de C está ilustrado a seguir.
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x

y

z

C

2
2 x

y

z

C

2
2

Devemos parametrizar C−. Tem-se:⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

y = 1+ cost
z =

√
2sen t

x = 2− y = 2− (1+ cost) = 1− cos t
0 ≤ t ≤ 2π

.

Portanto:

C− : γ(t) =
(

1− cos t,1+ cost,
√

2sen t
)

γ ′(t) =
(

sen t,−sent,
√

2cos t
)
.

com 0 ≤ t ≤ 2π . Tem-se:

W =
∫

C

−→F ·d−→r =−
∫

C−
−→F ·d−→r =

=−
∫ 2π

0

−→F (γ(t)) · γ ′(t) dt =

=−
∫ 2π

0

(
1+ cost,

√
2sen t,1− cost

)
·

·
(

sen t,−sent,
√

2cost
)

dt =

=−
∫ 2π

0

(
sen t+ sen t cost −√

2sen2 t+

+
√

2cos t −√
2cos2 t

)
dt =

=−
(
−√

2 ·2π
)
= 2

√
2π u.ω.



�

�

�

�

�

�

�

�

6. Esboçando os dois cilindros, vemos que A1 = (1,0,0),
A2 =(−1,0,0) e A3 = (0,1/2,1) são pontos de interseção.
Ligando-os encontramos C.

x y

z

1

1

−1

1/2
x y

z

1

1

−1
1/2

1/2A1

A2

A3

C

x

y

1−1

1/2

x2 + 4y2 = 1

Projeção de C no plano xy

Se (x,y,z) ∈C, então (x,y,z) satisfaz⎧⎨
⎩ x2 +

y2

1/4
= 1 com y ≥ 0

x2 + z2 = 1 com z ≥ 0

então x = cost e y = (1/2)sent, com 0 ≤ t ≤ π . Como
z=

√
1− x2, então temos que z=

√
1− cos2 t =

√
sen2 t =

= sen t. Logo, obtemos que γ(t)= (cos t,(1/2)sent,sent),
com 0 ≤ t ≤ π é uma parametrização de C, orientada de
A1 para A2. Temos dx = −sen t dt, dy = (1/2)cost dt e
dz = cost dt. Então:∫

C
−2y dx+3z dy+ x dz =

=

∫ π

0

[(−2 · 1
2

sen t
)
(−sen t)+(3sent) · 1

2
cos t+

+(cos t)(cost)
]
dt =

=

∫ π

0

(
sen2 t + 3

2
sen t cos t+ cos2 t

)
dt =

=

∫ π

0

(
1+ 3

2
sen t cos t

)
dt =

[
t + 3

2
· sen2 t

2

]π

0
= π .
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7. Temos:

|2− x|=
{

2− x se x ≤ 2
−2+ x se x > 2 .

Então

C : y =

{
2− (2− x) = x se 0 ≤ x ≤ 2

2− (−2+ x) = 4− x se 2 < x ≤ 4
.

x

y

C

2

2

4

Pela expressão de −→F , vemos que calcular diretamente a
integral é uma tarefa penosa. Surge então uma pergunta
natural: −→F é conservativo? Ou existirá alguma função
potencial de −→F ?
Observe que

∂Q
∂x

− ∂P
∂y

=

= (senxy− xycosxy−2y)− (senxy− xycosxy−2y) = 0 .

Logo, rot−→F =
(∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)−→
k =

−→
0 . Isto significa que −→F

pode ser conservativo.
Então, tentemos resolver

∂ϕ
∂x

= ysenxy− y2 −3 (1)

∂ϕ
∂y

= xsenxy−2xy (2)

Integrando (1) e (2) em relação a x e y respectivamente,
temos

ϕ(x,y) =−cos(xy)− xy2 −3x+ f (y) (3)

ϕ(x,y) =−cos(xy)− xy2 +g(x) (4)
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De (3) e (4), vemos que se f (y) = 0 e g(x) = −3x então,
temos que ϕ(x,y) = −cos(xy)− xy2 − 3x é uma função
potencial de −→F . Logo, o trabalho é dado por

W =
∫

C

−→F ·d−→r = ϕ(0,0)−ϕ(4,0) =

= (−1−0−0)− (−1−0−12) =−1+13 = 12 u.w.

8. a. Devemos resolver

∂ϕ
∂x

=−4xe3y + zexz (1)

∂ϕ
∂y

=−6x2e3y +4y2 (2)

∂ϕ
∂ z

= xexz + cos(z) (3)

Integrando (1), (2) e (3) em relação a x, y e z, respec-
tivamente, temos

ϕ(x,y,z) =−2x2e3y + exz + f (y,z)

ϕ(x,y,z) =−2x2e3y +
4y3

3
+g(x,z)

ϕ(x,y,z) = exz + sen(z)+h(x,y)

Devemos tomar f (y,z) = (4/3)y3 + senz, g(x,z) =
= exz+senz e, também h(x,y) =−2x2e3y+(4/3)y3.
Então, temos que

ϕ(x,y,z) =−2x2e3y + exz +(4/3)y3+ senz

é uma função potencial de −→F .

b. Então:∫
C

−→F ·d−→r = ϕ (γ(1))−ϕ (γ(0)) =

= ϕ
(

0,1, π
2

)
−ϕ(2,0,0) =

=
(

0+1+ 4
3
+1

)
− (−8+1+0+0) =

=
10
3
+7 =

31
3
.
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9. Seja −→F (x,y) =
(
2xy,x2), com (x,y) ∈ R

2. Se provarmos
que −→F é um campo conservativo, então por propriedade,
temos que a integral de linha de −→F é independente do ca-
minho. Para isso, basta provar que −→F admite uma função
ϕ(x,y), tal que ∇ϕ =

−→F em R
2, dita função potencial de−→F . Então, devemos resolver o sistema ∇ϕ =

−→F em R
2,

isto é, ⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

∂ϕ
∂x

= 2xy (1)

∂ϕ
∂y

= x2 (2)

Integrando (1) e (2) em relação a x e y, respectivamente,
temos

ϕ(x,y) = x2y+ f (y)

ϕ(x,y) = x2y+g(x)

onde f (y) e g(x) são “constantes” de integração. Tomando
f (y) = 0 e g(x)= 0, temos que ϕ(x,y) = x2y é uma função
potencial de −→F .

Logo,
∫

C

−→F ·d�r é independente do caminho e:

∫
C

−→F ·d�r = ϕ(1,4)−ϕ(2,−1) = 12 ·4−22(−1) =

= 4+4 = 8 .

10. Como é extremamente difı́cil calcular a integral via definição,
procuremos saber se o campo −→F é conservativo, isto é, se
existe ϕ(x,y,z) tal que ∇ϕ =

−→F em R
3 = dom−→F . Deve-

mos resolver o seguinte sistema:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

∂ϕ
∂x

= 2xsenz (1)

∂ϕ
∂y

= z3− ey (2)

∂ϕ
∂ z

= x2 cosz+3yz2 (3)

Integrando (1), (2) e (3) em relação a x, y e z, respectiva-
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mente, temos:⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

ϕ(x,y,z) = x2 senz+A(y,z) (4)

ϕ(x,y,z) = yz3− ey +B(x,z) (5)

ϕ(x,y,z) = x2 senz+ yz3+C(x,y) (6)

Comparando as equações (4), (5) e (6), devemos tomar
A(y,z) = yz3−ey, B(x,z) = x2 senz e C(x,y) =−ey. Logo

ϕ(x,y,z) = x2 senz+ yz3− ey

é uma função potencial de −→F e, portanto, −→F é conserva-
tivo. Logo,∫

C

−→F ·d�r = ϕ(γ(1))−ϕ(γ(0)) = ϕ(1,0,2)−ϕ(0,0,1) =

=
(
12 sen2+0− e0)−(

0+0− e0)= sen2−1+1 = sen2 .

AULA 10

1. Devemos verificar que∮
C+

→
F · d

→r=
∫ ∫

D

(
∂Q
∂x

− ∂P
∂y

)
dxdy

onde
→
F = (P,Q) =

(
2
3

(
xy3 − x2y

)
, x2y2

)
com (x,y)∈R

2

e C = ∂D é conforme figura abaixo. Logo, C =C1∪C2 ∪
C3. Por propriedade, temos∮

C+

→
F · d

→r=
∫

C1

→
F · d

→r +

∫
C2

→
F · d

→r +

∫
C3

→
F · d

→r .

D

x

y

C1

C2C3

1

1
y = x
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Cálculo de
∫

C1

→
F · d

→r

Parametrizando C1, temos σ(t)= (t,0), com 0≤ t ≤ 1. Da
definição de integral de linha de campo vetorial, temos:

∫
C1

→
F · d

→r=
∫ 1

0

→
F (σ(t)) ·σ ′(t) dt =

=
∫ 1

0
(0,0) · (1,0) dt =

∫ 1

0
0 dt = 0 .

Cálculo de
∫

C2

→
F · d

→r

Temos C2 : σ(t) = (1, t), com 0 ≤ t ≤ 1. Logo,
∫

C2

→
F · d

→r=
∫ 1

0

→
F (σ(t)) ·σ ′(t) dt =

=
∫ 1

0

(2
3

(
t3− t

)
, t2

)
· (0,1) dt =

=

∫ 1

0
t2 dt =

[
t3

3

]1

0
=

1
3
.

Cálculo de
∫

C3

→
F · d

→r

Temos C3 : σ(t) = (1− t,1− t), com 0 ≤ t ≤ 1. Logo,∫
C3

→
F · d

→r=

=
∫ 1

0

(2
3
(1− t)4− 2

3
(1− t)3,(1− t)4

)
· (−1,−1) dt =

=

∫ 1

0

(
−5

3
(1− t)4− 2

3
(1− t)3

)
dt =

=

[
5
3
· (1− t)5

5
− 2

3
· (1− t)4

4

]1

0
=−1

3
+

1
6
=−1

6
.

Portanto,∮
C+

→
F · d

→r= 0+ 1
3
− 1

6
=

1
6

(1)
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Por outro lado∫ ∫
D

(∂Q
∂x

− ∂P
∂y

)
dxdy =

=
∫ ∫

D

[
2xy2− 2

3

(
3xy2 − x2)] dxdy =

=
∫ ∫

D

(
2xy2 −2xy2 +

2
3

x2
)

dxdy =

=
2
3

∫ ∫
D

x2 dxdy = 2
3

∫ 1

0

∫ x

0
x2 dydx =

=
2
3

∫ 1

0
x3 dx = 2

3

[
x4

4

]1

0
=

1
6
.

ou ∫ ∫
D

(∂Q
∂x

− ∂P
∂y

)
dxdy = 1

6
(2)

De (1) e (2) vemos que o teorema está verificado.

2. A região D, limitada por C está ilustrada na figura a seguir.

D

x

y

C = ∂D

1

1

−1

2

x = y4 + 1

Como
→
F = (P,Q) =

(ey

x
, ey lnx+2x

)
é de classe C1 no

conjunto aberto U =
{
(x,y) ∈ R

2 | x > 0
}

contendo D e
C = ∂D está orientada positivamente, então podemos apli-
car o teorema de Green. Temos, então, que∮

C+

→
F · d

→r=
∫ ∫

D

(∂Q
∂x

− ∂P
∂y

)
dxdy =

=
∫ ∫

D

(ey

x
+2− ey

x

)
dxdy = 2

∫ ∫
D

dxdy .
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Descrevendo D como tipo II, temos:

D =
{
(x,y) ∈ R

2 | −1 ≤ y ≤ 1 , y4 +1 ≤ x ≤ 2
}
.

Então: ∮
C+

→
F · d

→r= 2
∫ 1

−1

∫ 2

y4+1
dxdy =

= 2
∫ 1

−1

(
1− y4) dy = 2

[
y− y5

5

]1

−1
=

= 2
(

2− 2
5

)
=

16
5
.

3. O esboço da região D está representado na figura que se
segue.

x

y

D

−1−2 2

2

Façamos a interseção das curvas y = x2 e y = x+2:{
y = x2

y = x+2 ⇒ x2 = x+2 ⇒ x2 − x−2 = 0 ⇒

⇒ x =−1 ou x = 2 .

Como −→F = (P,Q) =
(
y− x+ arctgx , 2x− y+

√
1+ y2

)
é de classe C1 em R

2 e ∂D = C está orientada positiva-
mente, podemos aplicar o Teorema de Green. Como

∂Q
∂x

− ∂P
∂y

= 2−1 = 1

então: I =
∮

C+
P dx+Q dy =

∫ ∫
D

(∂Q
∂x

− ∂P
∂y

)
dxdy =

∫ ∫
D

dxdy
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onde D pode ser descrita como tipo I:

D :

{
−1 ≤ x ≤ 2
x2 ≤ y ≤ x+2 .

Então: I =
∫ 2

−1

∫ x+2

x2
dydx =

∫ 2

−1

(
x+2− x2) dx =

=

[
x2

2
+2x− x3

3

]2

−1
=
(

2+4− 8
3

)
−
( 1

2
−2+ 1

3

)
=

9
2
.

4. O esboço de D está representado na figura que se segue.

�������������������������
�������������������������
�������������������������
�������������������������
�������������������������
�������������������������
�������������������������
�������������������������
�������������������������
�������������������������
�������������������������
�������������������������
�������������������������

�������������������������
�������������������������
�������������������������
�������������������������
�������������������������
�������������������������
�������������������������
�������������������������
�������������������������
�������������������������
�������������������������
�������������������������
�������������������������

x

y

D

−5

−3

−2

2

2

3

5

Como −→F = (P,Q) =
(
2xy+ ex2

, x2 + 2x+ cosy2) é um
campo de classe C1 em R

2 e ∂D está orientada positiva-
mente, podemos aplicar o Teorema de Green. Tem-se

∂Q
∂x

= 2x+2

∂P
∂y

= 2x

donde ∂Q
∂x

− ∂P
∂y

= 2 .

Então, pelo Teorema de Green, tem-se:

I =
∫ ∫

D

(∂Q
∂x

− ∂P
∂y

)
dxdy = 2

∫ ∫
D

dxdy =

= 2A(D) = 2 · (área da elipse - área do disco) =

= 2
(
πab−πr2)= 2

(
π ·5 ·3−π ·22)=

= 2
(
15π −4π

)
= 22π .
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5. A curva C está ilustrada na figura que se segue.

C

x

y

C1

(0,2)

(0,0) (4,0)

Não é fácil calcular a integral pela definição. Então, pro-
curemos uma alternativa para resolvê-la. Como o teorema
de Green só se aplica em curvas fechadas, consideremos
a curva fechada C = C ∪C1, onde C1 é o segmento de
reta que liga (0,0) a (4,0) parametrizada por σ(t)= (t,0),
com 0 ≤ t ≤ 4.

Seja D e região limitada por C.

x

y

C

C1

D

2

4

Do teorema de Green, temos:∮
C+

→
F · d

→r=
∫

C

→
F · d

→r +
∫

C1

→
F · d

→r=

=
∫ ∫

D

(
∂Q
∂x

− ∂P
∂y

)
dxdy =

=

∫ ∫
D

(
1

1+ x
+

x
1+ x

)
dxdy =

=

∫ ∫
D

1+ x
1+ x

dxdy =

=
∫ ∫

D
dxdy = A(D) =

1
2
×4×2 = 4 .
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Mas ∫
C1

→
F · d

→r=
∫ 4

0

→
F (σ(t)) ·σ ′(t) dt =

=

∫ 4

0
(0 , ln(1+ t)) · (1,0) dt =

∫ 4

0
0 dt = 0 .

Logo: ∫
C

→
F · d

→r = 4 .

6. a. Observe que
→
F é de classe C1 no aberto U =

=R
2−{(0,0)}. Como C1 envolve (0,1), vemos que

a região limitada por C1 não está contida um U , con-
forme a figura a seguir.

x

y

(0,2)

(0,1)

Portanto, o teorema de Green não se aplica. Então,
parametrizandoC1, temos que σ(t)= (cost,1+sent),
com 0≤ t ≤ 2π , donde σ ′(t)= (−sent,cost). Então:

∮
C+

1

→
F · d

→r=
∫ 2π

0

→
F (σ(t)) ·σ ′(t) dt =

=

∫ 2π

0

(
1+ sent − 1

1
− (1+ sen t), −cost

1

)
·

·(−sen t,cost) dt =
∫ 2π

0

(
sen t − cos2 t

)
dt =

=
[
−cos t − 1

2

(
t + sen2t

2

)]2π

0
=−π .

b. Como C2 também envolve (0,1) não podemos apli-
car o teorema de Green. Calcular a integral por defi-
nição é uma tarefa difı́cil, portanto usemos o seguinte
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procedimento: isolamos o ponto (0,1) com a curva
C1 do item (a) e consideramos a região D que não
contém (0,1), limitada por C1 e C2. Orientamos po-
sitivamente ∂D=C1∪C2 (C2 no sentido anti-horário
e C1 no sentido horário) e, finalmente, usamos o
teorema de Green.

x

y

D C1

C2
2

1

4

4

Temos, então,∮
C+

2

→
F · d

→r +
∮

C−
1

→
F · d

→r=
∫ ∫

D

(∂Q
∂x

− ∂P
∂y

)
dxdy =

=
∫ ∫

D

(
x2 − (y− 1)2

(x2 +(y− 1)2)
2 −

x2 − (y− 1)2

(x2 +(y− 1)2)
2 +1

)
dxdy =

=
∫ ∫

D
dxdy = A(D) = 16π −π = 15π

ou ∮
C+

2

→
F · d

→r −
∮

C+
1

→
F · d

→r= 15π .

Do item (a), temos que∮
C+

2

→
F · d

→r −(−π) = 15π

donde ∮
C+

2

→
F · d

→r= 14π .

7. a. Observe que calcular a integral por definição é com-
plicado. Por outro lado, tem-se:

∂Q
∂x

=− 2xy(
x2 + y2

)2 =
∂P
∂y

.
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Porém, o dom−→F =R
2−{(0,0)} não é simplesmente

conexo. Logo, não podemos usar o teorema das equi-
valências. Então, tentemos encontrar uma função
ϕ(x,y) tal que

∇ϕ =
−→F ⇔

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

∂ϕ
∂x

=
x

x2 + y2 (1)

∂ϕ
∂y

=
y

x2 + y2 (2)

em R
2 −{(0,0)}. Integrando (1) em relação a x, e

integrando (2) em relação a y, obtém-se:⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

∂ϕ
∂x

=
1
2

ln
(
x2 + y2)+A(y)

∂ϕ
∂y

=
1
2

ln
(
x2 + y2)+B(x)

Devemos tomar A(y)= 0 e B(x)= 0. Como o domı́nio
de ϕ é também R

2−{(0,0)}, então concluı́mos que

ϕ(x,y) = 1
2

ln
(
x2 + y2)

é uma função potencial de −→F . Então:∫
C

−→F ·d−→r = ϕ
(
γ(π)

)−ϕ
(
γ(0)

)
=

= ϕ
(
eπ ,0

)−ϕ(1,0) = 1
2

lne2π − 1
2

ln1 =

=
2π
2

lne = π .

b. Seja −→F = (P,Q) =
(
7x6y,x7). Então:

∂Q
∂x

= 7x6 =
∂P
∂y

.

Como dom−→F = R
2 é simplesmente conexo então,

do teorema das equivalências, −→F é conservativo com
uma função potencial dada por ϕ(x,y) = x7y (por
inspeção). Logo:∫

C
7x6y dx+ x7 dy = ϕ

(
γ(1)

)−ϕ
(
γ(0)

)
=

= ϕ(1,1)−ϕ(0,e−1) = 1−0 = 1 .
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8. Pondo−→F (x,y)=
(
2y/x3 ,−1/x2), vemos que o seu domı́nio

é D = R
2 − eixoy. Vemos também que ∂Q/∂x =

= −(−2x)/x4 = 2/x3 = ∂P/∂y, donde rot−→F =
−→
0 . Mas

D não é um conjunto simplesmente conexo. Logo, não
podemos usar o teorema das quatro equivalências. Então,
tentemos encontrar uma função potencial de −→F . Devemos
ter

∂ϕ
∂x

=
2y
x3 (1)

∂ϕ
∂y

=− 1
x2 (2)

Integrando (1) e (2) em relação a x e y respectivamente,
temos:

ϕ(x,y) =− y
x2 + f (y)

ϕ(x,y) =− y
x2 +g(x)

Tomando f (y) = 0 e g(x) = 0, temos que ϕ(x,y) =−y/x2,
para todo (x,y) ∈ D é uma função potencial de −→F . Logo,−→F é conservativo e, portanto, a integral independe do ca-
minho. Temos:

I = ϕ(3,4)−ϕ(1,−2) =−4
9
− −(−2)

1
=−4

9
−2 =−22

9
.

9. Pondo −→F (x,y) =
(
3+2xy,x2 −3y2), vemos que o seu

domı́nio é o R
2, que é um conjunto simplesmente conexo.

Vemos que ∂Q/∂x = 2x = ∂P/∂y, donde
rot−→F =

−→
0 . Logo, pelo teorema das quatro equivalências,

segue que a integral é independente do caminho. Também
do teorema das equivalências temos que −→F é um campo
conservativo com uma função potencial ϕ(x,y) =
= 3x+ x2y− y3 (Verifique!) Logo,

I = ϕ (σ(π))−ϕ (σ(0)) = ϕ(0,−eπ)−ϕ(0,1) =

=
(−e3π)− (−1) = 1− e3π .

10. Sabemos que o trabalho é dado por W =
∫

C

−→F ·d−→r . Mas é
impossı́vel calcular diretamente a integral, pois não
conhecemos a equação de C. Como nós temos que
∂Q
∂x

− ∂P
∂y

= 2−3xy2 
= 0, então −→F não é conservativo. As-
sim, só nos resta aplicar o Teorema de Green. Para isso,
devemos fechar a curva por um segmento de reta sobre o
eixo x, de (−4,0) a (4,0).



�

�

�

�

�

�

�

�

x

y

C

C1

(−4,0) (4,0)

D

Seja D a região limitada por C = C∪C1. Como −→F é de
classeC1 em R

2 eC é a fronteira de D e está contida em R
2

e está orientada no sentido anti-horário, podemos aplicar
o Teorema de Green. Então, temos:∮

C+

−→F ·d−→r =

∮
C+

( x2

4
+ xy3︸ ︷︷ ︸
P

)
dx+

(
2x+ arctgy︸ ︷︷ ︸

Q

)
dy =

=

∫ ∫
D

(
∂Q
∂x

− ∂P
∂y

)
dxdy =

=
∫ ∫

D

(
2−3xy2) dxdy =

∫ ∫
D

2dxdy−
∫ ∫

D
3xy2 dxdy .

Como f (x,y) = 3xy2 é uma função ı́mpar na variável x e
D tem simetria em relação ao eixo y, então∫ ∫

D
3xy2 dxdy = 0 .

Assim:
∫

C

−→F ·d−→r +
∫

C1

−→F ·d−→r = 2 A(D) = 2 ·16 = 32 .

Cálculo de
∫

C1

−→F ·d−→r

Temos C1 : y = 0, com −4 ≤ x ≤ 4, donde dy = 0. Então:
∫

C1

−→F ·d−→r =

∫
C1

(
x2

4
+ xy3

)
dx+(2x+ arctgy) dy =

=

∫
C1

x2

4
dx =

∫ 4

−4

x2

4
dx =

[
x3

12

]4

−4
=

2 ·43

12
=

32
3
.

Logo:
W =

∫
C

−→F ·d−→r = 32− 32
3
=

64
3
.
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AULA 11

1. a. A superfı́cie S está ilustrada na figura a seguir.

x

y

z

S

−2

1

2

2

2

π/3
√

3

Usando φ e θ como parâmetros, temos

S : ϕ(φ ,θ) = (2senφ cosθ ,2senφ senθ ,2cosφ)

com
{

0 ≤ φ ≤ π/3
0 ≤ θ ≤ 2π . Também podemos definir S

usando as coordenadas retangulares x e y. Temos

S : ϕ(x,y) =
(

x,y,
√

4− x2 − y2
)

com (x,y) ∈ D : x2 + y2 ≤ 3.
Uma outra forma de definir S é usando as coordena-
das r e θ . Temos:

S : ϕ(r,θ) =
(

rcosθ ,r senθ ,
√

4− r2
)

com
{

0 ≤ r ≤√
3

0 ≤ θ ≤ 2π .

b. Encontremos a interseção das duas superfı́cies:{
z =

√
3(x2+ y2)

x2 + y2 + z2 = 1
⇒

⇒ x2 + y2 +3(x2+ y2) = 1 ⇒

⇒ x2 + y2 =
1
4
⇒ z =

√
3

2
.
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Elas se interceptam segundo uma circunferência con-
tida no plano horizontal z =

√
3/2 de centro(

0,0,
√

3/2
)

e raio 1/2.

x

y

z

S

−1/2 1/2
1

1

√
3/2

Usando as coordenadas x e y para definir S, temos:

ϕ(x,y) =
(

x, y,
√

3(x2+ y2)

)

com (x,y)∈D : x2+y2 ≤ 1/4. Outra parametrização:

S : ϕ(r,θ) = (rcosθ ,r senθ ,
√

3r)

com
{

0 ≤ r ≤ 1/2
0 ≤ θ ≤ 2π .

c. O esboço de S pode ser visto na figura que se segue.

x

y

z

S

2
2

2

11
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Uma parametrização é dada por

S : ϕ(x,y) = (x, y, 2− x− y)

com (x,y) ∈ D : x2 + y2 ≤ 1.
Outra parametrização:

S : ϕ(r,θ) = (rcosθ , r senθ , 2− rcosθ − r senθ)

com
{

0 ≤ r ≤ 1
0 ≤ θ ≤ 2π .

d. O esboço de S está na figura a seguir.

x

y

z

S

2
2

2

−8

4

Adotando θ e z como parâmetros, definimos S por

ϕ(θ ,z) = (2cosθ , 2senθ , z)

com

{
0 ≤ θ ≤ 2π

0 ≤ z ≤ 2+
cosθ

2
− senθ

.

e. A superfı́cie S está ilustrada na figura a seguir.

x

y

z

S

21
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Seja (x,y,z)∈ S. Então, x e y satisfazem x2+y2 = 2y
ou x2 +(y−1)2 = 1. Logo,{

x = cos t
y = 1+ sen t

com t ∈ [0,2π ].
Adotando t e z como parâmetros, temos a seguinte
parametrização para S:

ϕ(t,z) = (cost, 1+ sent, z)

com {
0 ≤ t ≤ 2π
0 ≤ z ≤ 2(1+ sent) .

2. a. As equações paramétricas de S são:⎧⎨
⎩

x = vcosu
y = vsenu
z = 1− v2

com 0≤ u ≤ 2π e v ≥ 0. Eliminando os parâmetros
u e v, temos que x2 + y2 = v2 = 1 − z ou z =
= 1− x2 − y2 (parabolóide circular).

b. Um vetor normal de S em ϕ(0,1) = (1,0,0) é:

−→N (0,1) = ∂ϕ
∂u

(0,1)× ∂ϕ
∂v

(0,1) =

= (−vsenu, vcosu, 0)× (cosu, senu, −2v)
∣∣∣
(0,1)

=

= (0,1,0)× (1,0,−2) =

∣∣∣∣∣∣
−→
i

−→
j

−→
k

0 1 0
1 0 −2

∣∣∣∣∣∣=
= (−2, 0, −1)

Equação do plano tangente a S em ϕ(0,1)= (1,0,0)

Da fórmula [(x,y,z)−ϕ(0,1)] ·−→N (0,1) = 0 temos:

[(x,y,z)− (1,0,0)] · (−2,0,−1)= 0 ⇒
⇒ (x−1,y,z) · (−2,0,−1) = 0 ⇒
⇒ −2(x−1)− z = 0 ⇒ 2x+ z−2 = 0 .
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Equação da reta normal a S em ϕ(0,1) = (1,0,0)

Da fórmula (x,y,z) − ϕ(0,1) = λ−→N (0,1), com
λ ∈ R temos:

(x,y,z)− (1,0,0) = λ (−2, 0, −1) ,

com λ ∈ R, que é a equação vetorial da reta normal
ou ⎧⎨

⎩
x = 1−2λ
y = 0
z =−λ

com λ ∈ R, que são equações paramétricas da reta
normal.

3. a. Temos:

S :

⎧⎨
⎩

x = u
y = v
z = 1− v2

com (u,v) ∈ D : u+ v ≤ 1, u ≥ 0 e v ≥ 0 donde, eli-
minando os parâmetros, temos que S : z= 1−y2 com
(x,y)∈Dxy : x+y≤ 1, x ≥ 0 e y≥ 0. Logo, o esboço
de S está representado na figura que se segue.

x y

z

S

D

11

1

b. Temos:

ϕ (1/2,1/4) = (1/2,1/4,15/16)
∂ϕ
∂u

(u,v) = (1,0,0)

∂ϕ
∂v

(u,v) = (0,1,−2v)
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donde

∂ϕ
∂u

× ∂ϕ
∂v

=

∣∣∣∣∣∣
−→
i

−→
j

−→
k

1 0 0
0 1 −2v

∣∣∣∣∣∣= (0,2v,1) .

Logo, ∂ϕ
∂u

× ∂ϕ
∂v

(1/2,1/4) = (0,1/2,1) é um vetor
normal a S em ϕ (1/2,1/4). Portanto, uma equação
do plano tangente a S em ϕ (1/2,1/4) é dada por[
(x,y,z)−ϕ

(1
2
,

1
4

)]
· ∂ϕ

∂u

(1
2
,

1
4

)
× ∂ϕ

∂v

(1
2
,

1
4

)
= 0

ou
(

x− 1
2
, y− 1

4
, z− 15

16

)
·
(

0, 1
2
,1
)

= 0

ou y+2z = 17
8
.

c. Temos: A(S) =
∫ ∫

D

∥∥∥∂ϕ
∂u

× ∂ϕ
∂v

∥∥∥ dudv =

=
∫ ∫

D

√
1+4v2 dudv .

u

v

D

u = 1− v

1

1

Enquadrando D como tipo II, temos:

D :
{

0 ≤ v ≤ 1
0 ≤ u ≤ 1− v .

Logo: A(S) =
∫ 1

0

∫ 1−v

0

√
1+4v2 dudv =

=

∫ 1

0
(1− v)

√
1+4v2 dv =

=

∫ 1

0

√
1+4v2 dv︸ ︷︷ ︸

I1

−
∫ 1

0
v
√

1+4v2 dv︸ ︷︷ ︸
I2

.
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Cálculo de I1

Fazendo 2v = tgθ , temos dv = 1
2
sec2 θ dθ . Para{

v = 0
v = 1 temos

{
θ = 0
θ = arctg2 .

Então:

I1 =
∫ arctg2

0

√
1+ tg2 θ · 1

2
sec2 θ dθ =

=
1
2

∫ arctg2

0
sec3 θ dθ .

Do Cálculo II, temos:∫
sec3 θ dθ =

=
1
2

secθ tgθ +
1
2

ln(secθ + tgθ)+C (Verifique!)

Logo:

I1 =
1
2

[
1
2

secθ tgθ +
1
2

ln(secθ + tgθ)
]arctg2

0
.

Fazendo u = arctg2 temos tgu = 2. Então, sec2 u =
= 1+ tg2 u = 5, donde secu =

√
5 ou sec(arctg2) =

=
√

5 . Então,

I1 =
√

5
2

+
1
4

ln
(

2+
√

5
)
.

Cálculo de I2

Temos que:

I2 =
∫ 1

0
v
√

1+4v2 dv =
∫ 1

0
v
(
1+4v2)1/2 dv

Como d
(
1+4v2)= 8vdv então:

I2 =
1
8

∫ 1

0

(
1+4v2)1/2 d

(
1+4v2)=

=
1
8
· 2

3

[(
1+4v2)3/2

]1

0
=

1
12

(
5
√

5−1
)
.
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Assim:

A(S) = I1− I2 =

=

√
5

2
+

1
4

ln
(

2+
√

5
)
− 5

√
5

12
+

1
12

=

=

√
5

12
+

1
4

ln
(

2+
√

5
)
+

1
12

u.a.

4. a. Parametrizando a curva C contida no plano xz, temos
C : x(t) = a+ bcost, y(t) = 0 e z(t) = bsen t, com
0 ≤ t ≤ 2π . Sabemos que uma parametrização de S
é dada por

ϕ(t,θ) = (x(t)cosθ ,x(t)senθ ,z(t))

com (t,θ) ∈ D : 0 ≤ t ≤ 2π e 0 ≤ θ ≤ 2π ou

ϕ(t,θ) =

= ((a+bcost)cosθ ,(a+bcost)senθ ,bsen t)

com (t,θ) ∈ D : 0 ≤ t ≤ 2π e 0 ≤ θ ≤ 2π .

b. Temos:

ϕt = (−bsen t cosθ ,−bsen t senθ ,bcos t)

ϕθ = (−(a+bcos t)senθ ,(a+bcost)cosθ ,0)

ϕt ×ϕθ =

=

∣∣∣∣∣∣
−→
i

−→
j

−→
k

−bsen t cosθ −bsen t senθ bcos t
−(a+bcos t)senθ (a+bcost)cosθ 0

∣∣∣∣∣∣
=
(−b(a+bcos t)cosθ cost,

−b(a+bcos t)senθ cos t,−b(a+bcost)sent
)

donde

‖ϕt ×ϕθ‖=
= b(a+bcost)

√
cos2 θ cos2 t + sen2 θ cos2 t + sen2 t =

= b(a+bcost)
√

cos2 t (cos2 θ + sen2 θ)+ sen2 t =

= b(a+bcost) .
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Como A(S) =
∫ ∫

D
‖ϕt ×ϕθ‖ dtdθ , então:

A(S) =
∫ ∫

D
b(a+bcost)dtdθ =

= b
∫ 2π

0

∫ 2π

0
(a+bcos t)dθdt =

= 2πb
∫ 2π

0
(a+bcost)dt = 2πb

[
at+bsen t

]2π
0 =

= 2πb(2πa) = 4π2ab u.a.

5. O esboço da superfı́cie S pode ser visto na figura a seguir.

x

y

z

S

D

2
2

8

Definimos S da seguinte maneira:

S : z = 2(x2+ y2) = f (x,y) ,

com (x,y) ∈ D : x2+ y2 ≤ 4. Como

A(S) =
∫ ∫

D

√
1+

(
∂ f
∂x

)2
+

(
∂ f
∂y

)2
dxdy

então:

A(S) =
∫ ∫

D

√
1+(4x)2+(4y)2 dxdy =

=
∫ ∫

D

√
1+16x2 +16y2 dxdy .
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Em coordenadas polares, temos:

A(S) =
∫ ∫

Drθ

√
1+16r2 rdrdθ =

=

∫ 2

0

∫ 2π

0
(1+16r2)

1/2
rdθdr =

=
2π
32

∫ 2

0
(1+16r2)

1/2
d
(
1+16r2)=

=
π
16

· 2
3

[
(1+16r2)

3/2
]2

0
=

π
24
(65

√
65−1) u.a.

6. Fazendo a interseção das superfı́cies, temos:{
x2 + y2 + z2 = 2
z = x2 + y2 ⇔ z2+ z−2 = 0 ⇔ z = 1

pois z≥ 0. Logo, a interseção é uma circunferência de raio
1, contida no plano z= 1 cujo gráfico está representado na
figura que se segue.

x

y

z

S

D

φ

1

1

√
2

√
2

tg φ =
1
1
= 1 ⇒ φ =

π
4
.

Parametrizando S, adotando φ e θ (coordenadas esféricas)
como parâmetros:⎧⎨

⎩
x =

√
2senφ cosθ

y =
√

2senφ senθ
z =

√
2cosφ

com (φ ,θ) ∈ D :
{

0 ≤ θ ≤ 2π
0 ≤ φ ≤ π/4
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Da Aula 11, temos que dS= ρ2 senφ dφdθ = 2senφ dφdθ .
Portanto:

A(S) =
∫ ∫

S
dS =

∫ ∫
S
2senφ dφdθ =

= 2
∫ π/4

0
senφ

∫ 2π

0
dθdφ = 4π

∫ π/4

0
senφ dφ =

= 4π
[− cosφ

]π/4
0 = 4π

(
1−

√
2

2

)
= 2π

(
2−√

2
)

u.a.

7. O esboço da superfı́cie S está representado na figura que
se segue.

x
y

z

S

D

11 2
2

Podemos definir S por S : z =
√

x2 + y2 = f (x,y), com
(x,y) ∈ D onde D é dada pela figura que se segue

x

y

A

DB

O

C

E

1

1 2

2
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Portanto:

A(S) =
∫ ∫

D

√
1+( fx)2 +( fy)2 dxdy =

=

∫ ∫
D

√
1+

( x
x2 + y2

)2
+
( y

x2 + y2

)2
dxdy =

=
∫ ∫

D

√
1+ x2 + y2

x2 + y2 dxdy =

=

∫ ∫
D

√
2dxdy =

√
2 A(D) =

=
√

2(área ΔOCE − área ΔOAB) =

=
√

2
(

1
2
·2 ·2− 1

2
·1 ·1

)
=

3
√

2
2

u.a.

8. a. Adotando x e y como parâmetros, temos:

S : ϕ(x,y) =
(

x,y, x2 + y2

2︸ ︷︷ ︸
f (x,y)

)

com (x,y) ∈ D : x2 + y2 ≤ 2k.
Observe a figura a seguir.

x

y

z

S

D

k

√
2k

b. Como

A(S) =
∫ ∫

D

√
1+

(∂ f
∂x

)2
+
(∂ f

∂y

)2
dxdy
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então:

A(S) =
∫ ∫

D

√
1+ x2+ y2 dxdy =

=
∫ ∫

Drθ

√
1+ r2 r drdθ (coordenadas polares) =

=
1
2

∫ 2π

0

∫ √
2k

0

(
1+ r2)1/2 d

(
1+ r2) dθ =

=
1
2

∫ 2π

0

2
3

[(
1+ r2)3/2

]√2k

0
dθ =

=
1
3

[
(1+2k)3/2−1

]∫ 2π

0
dθ =

=
2π
3

[
(1+2k)3/2−1

]
.

Como A(S) = 14π
3

, temos:

2π
3

[
(1+2k)3/2−1

]
=

14π
3

⇒

⇒ (1+2k)3/2−1 = 7 ⇒
⇒ (1+2k)3/2 = 8 = 23 ⇒ (1+2k)1/2 = 2 ⇒

⇒ 1+2k = 4 ⇒ 2k = 3 ⇒ k = 3
2
.

9. A superfı́cie S está ilustrada na figura que se segue.

x

y

z

S

C

2

2

4
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Uma parametrização de S é dada por

S : ϕ(t,z) = (2cos t, 2sen t, z)

com

(t,z) ∈ D :
{

0 ≤ t ≤ 2π
0 ≤ z ≤ 4−4cos2 t = 4sen2 t .

Temos:

∂ϕ
∂ t

× ∂ϕ
∂ z

=

∣∣∣∣∣∣
−→
i

−→
j

−→
k

−2sen t 2cos t 0
0 0 1

∣∣∣∣∣∣=
= (2cost,2sent,0)

donde ∥∥∥∥∂ϕ
∂ t

× ∂ϕ
∂ z

∥∥∥∥= 2 .

Como
A(S) =

∫ ∫
D

∥∥∥∂ϕ
∂ t

× ∂ϕ
∂ z

∥∥∥ dt dz

então

A(S) =
∫ ∫

D
2 dtdz = 2

∫ 2π

0

∫ 4sen2t

0
dzdt =

= 8
∫ 2π

0
sen2 t dt = 8 · 1

2

[
t − sen2t

2

]2π

0
=

= 8π u.a.

10. O esboço de S está representado na figura que se segue.

x

y

z

S

1 2

x

y

z

1 2

S1
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Por simetria, tem-se que A(S) = 2A(S1), onde S1 é dada
por:

S1 : x2 +(y−1)2 = 1 , x ≥ 0 , 0 ≤ z ≤
√

x2 + y2 .

Se (x,y,z) ∈ S1, então x e y satisfazem x2 +(y−1)2 = 1,
x ≥ 0. Logo: {

x = cos t
y = 1+ sent .

Como x ≥ 0, então −π/2 ≤ t ≤ π/2. Portanto, uma para-
metrização para S1 é dada por

ϕ(t,z) = (cost,1+ sent,z)

com

(t,z) ∈ D :

⎧⎪⎨
⎪⎩

−π/2 ≤ t ≤ π/2

0 ≤ z ≤
√

cos2 t +(1+ sent)2 =

=
√

2(1+ sent)

.

Tem-se ϕt = (−sen t,cost,0) e ϕz = (0,0,1) donde

ϕt ×ϕz =

∣∣∣∣∣∣
−→
i

−→
j

−→
k

−sen t cos t 0
0 0 1

∣∣∣∣∣∣= (cos t,sent,0)

e ‖ϕt ×ϕz‖= 1.

Como
A(S1) =

∫ ∫
D
‖ϕt ×ϕz‖ dtdz

então

A(S1) =

∫ ∫
D

dtdz =
∫ π/2

−π/2

∫ √
2(1+sen t)

0
dzdt =

=
∫ π/2

−π/2

√
2(1+ sent) dt =

√
2
∫ π/2

−π/2

√
1+ sen t dt .

Da Trigonometria, tem-se:⎧⎨
⎩

1 = cos2 t
2
+ sen2 t

2

sen t = 2sen t
2

cos t
2
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donde

1+ sen t = cos2 t
2
+2sen t

2
cos t

2
+ sen2 t

2
=

=
(

cos t
2
+ sen t

2

)2
.

Logo:
√

1+ sen t =
∣∣∣cos t

2
+ sen t

2

∣∣∣= cos t
2
+ sen t

2

pois t ∈ [−π/2 , π/2
]
. Então:

A(S1) =
√

2
∫ π/2

−π/2

(
cos t

2
+ sen t

2

)
dt =

=
√

2
[
2sen t

2
−2cos t

2

]π/2

−π/2
=

= 2
√

2
(

sen t
2

∣∣∣π/2

−π/2
− cos t

2

∣∣∣π/2

−π/2

)
=

= 2
√

2
(

2 ·
√

2
2

−0
)
= 4 u.a.

Portanto,
A(S) = 2 ·4 = 8 u.a.

AULA 12

1. Temos: ∂ϕ
∂u

× ∂ϕ
∂v

=

∣∣∣∣∣∣
−→
i

−→
j

−→
k

1 0 2u
0 1 0

∣∣∣∣∣∣ = (−2u, 0, 1)

donde
∥∥∥∂ϕ

∂u
× ∂ϕ

∂v

∥∥∥=
√

1+4u2 . Temos:

dS =
∥∥∥∂ϕ

∂u
× ∂ϕ

∂v

∥∥∥ dudv =
√

1+4u2 dudv .

Então:
∫ ∫

S

(
z− x2 + xy2 −1

)
dS =

=

∫ ∫
D

(
u2 +1−u2+uv2−1

)√
1+4u2 dudv =

=
∫ ∫

D
uv2

√
1+4u2 dudv =
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=

∫ 1

0

∫ 2

0
u
(
1+4u2)1/2v2 dvdu =

=

∫ 1

0
u(1+4u2)1/2

[
v3

3

]2

0
du =

=
8
3
· 1

8

∫ 1

0

(
1+4u2)1/2 d

(
1+4u2)=

=
1
3
· 2

3

[(
1+4u2)3/2

]1

0
=

2
9

(
5
√

5−1
)
.

2. A superfı́cie S e a sua projeção sobre o plano xy estão
ilustradas nas figuras que se seguem.

x

y

z

S

D

1

1

1
x

y

D

1

1

Definimos S por S : z = 1− x− y = f (x,y), onde

(x,y) ∈ D :
{

0 ≤ x ≤ 1
0 ≤ y ≤ 1− x

Temos que: dS =

√
1+

( ∂ z
∂x

)2
+
( ∂ z

∂y

)2
dxdy =

=
√

1+(−1)2+(−1)2 dxdy =
√

3dxdy .

Então:∫ ∫
S
xdS =

∫ ∫
D

x
√

3dxdy =
√

3
∫ 1

0

∫ 1−x

0
xdydx =

=
√

3
∫ 1

0
x(1− x) dx =

√
3
∫ 1

0

(
x− x2)dx =

=
√

3
[

x2

2
− x3

3

]1

0
=

√
3

6
.
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3. Uma parametrização da esfera é

ϕ(φ ,θ) = (asenφ cosθ ,asenφ senθ ,acosφ)

com
(φ ,θ) ∈ D :

{
0 ≤ φ ≤ π
0 ≤ θ ≤ 2π .

Lembramos que (ver Aula 11, Exemplo 1)
∥∥ϕφ ×ϕθ

∥∥ =

= a2 senφ . Como dS =
∥∥ϕφ ×ϕθ

∥∥ dφdθ , então temos
que dS = a2 senφ dφdθ (memorize este resultado). Logo:∫ ∫

S

(
x2 + y2) dS =

=

∫ ∫
D

(
a2 sen2 φ cos2 θ +a2 sen2 φ sen2 θ

)︸ ︷︷ ︸
= a2 sen2 φ

a2 senφ dφdθ =

= a4
∫ ∫

D
sen3 φ dφdθ = a4

∫ π

0
sen3 φ

∫ 2π

0
dθdφ =

= 2πa4
∫ π

0
sen3 φ dφ .

Da Trigonometria, temos:

sen3 φ = sen2 φ · senφ =
(
1− cos2 φ

)
senφ .

Então:∫ ∫
S

(
x2 + y2) dS = 2πa4

∫ π

0

(
1− cos2 φ

)
senφ dφ

=−2πa4
∫ π

0

(
1− cos2 φ

)
d(cosφ) =

=−2πa4
[
cosφ − cos3 φ

3

]π

0
=

=−2πa4
(
−2+ 2

3

)
=

8πa4

3
.

4. O esboço de S está representado na figura que se segue.



�

�

�

�

�

�

�

�

x
y

z

S

D
11

2

2

A superfı́cie S é descrita por S : z = f (x,y) = 2− x, com

(x,y)∈D : x2+y2≤1. Como dS=
√

1+( fx)2+( fy)2 dxdy,
então dS =

√
1+(−1)2+02 dxdy =

√
2dxdy.

Temos:

M =
∫ ∫

S
δ (x,y,z)dS =

∫ ∫
S
y2 dS =

=
∫ ∫

D
y2√2dxdy =

√
2
∫ ∫

D
y2 dxdy .

Usando coordenadas polares, temos∫ ∫
D

y2 dxdy =
∫ ∫

Drθ
(r2 sen2 θ)rdrdθ =

=

∫ ∫
Drθ

r3 sen2 θ drdθ =

∫ 2π

0
sen2 θ

∫ 1

0
r3 drdθ =

=
1
4

∫ 2π

0
sen2 θ dθ =

1
4
· 1

2

[
θ − sen2θ

2

]2π

0
= π

4 .

Logo, M =

√
2 π
4

u.m.

5. Inicialmente, encontremos a interseção:{
z2 = x2 + y2

4z = x2 + y2 +3 ⇔ z2 −4z+3 = 0 ⇔

⇔ z = 1 ou z = 3
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Logo, o cone intercepta o parabolóide no plano z = 1, se-
gundo uma circunferência de raio 1 e também no plano
z = 3, segundo uma circunferência de raio 3. Portanto, a
parte do cone que está acima do parabolóide é:

x

y

z

S

D

1

1 3

3

A superfı́cie S pode ser dada por

S : z =
√

x2 + y2 , (x,y) ∈ D : 1 ≤ x2 + y2 ≤ 9 .

Neste caso,

dS =

√
1+(zx)

2+(zy)
2 dxdy

onde
zx =

x√
x2 + y2

e zy =
y√

x2 + y2

donde
1+(zx)

2 +(zy)
2 = 1+ x2 + y2

x2 + y2 = 2 .

Portanto, no caso do cone z =
√

x2 + y2 temos que
dS =

√
2dxdy. Assim:∫ ∫

S
f (x,y,z)dS =

∫ ∫
S
zdS =

∫ ∫
D

√
x2 + y2 ·

√
2dxdy =

=
√

2
∫ ∫

D

√
x2 + y2 dxdy .
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Para calcular a integral dupla, usamos coordenadas pola-
res. Temos:∫ ∫

D

√
x2 + y2 dxdy =

∫ ∫
Drθ

r · rdrdθ =

=

∫ 1

0

∫ 2π

0
r2 dθdr = 2π

[
r3

3

]1

0
=

2π
3
.

Logo: ∫ ∫
S

f (x,y,z)dS =
2
√

2π
3

.

6. O esboço de S está representado na figura que se segue.

x

y

z

C1

C2

S1

S2

1

1
1

Tem-se:

M =
∫ ∫

S
ρ(x,y,z) dS =

∫ ∫
S

√
x2 + y2 dS =

=
∫ ∫

S1

√
x2 + y2 dS+

∫ ∫
S2

√
x2 + y2 dS .

Cálculo de
∫ ∫

S1

√
x2 + y2 dS

Uma parametrização da curva C1 é⎧⎨
⎩

x(t) = t
y(t) = 0
z(t) = 1− t
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com 0 ≤ t ≤ 1. Logo:

x(t) = t = raio de uma circunferência transversal
z(t) = 1− t = altura dessa circunferência .

Então, uma parametrização de S1 é dada por

ϕ(t,θ) = (t cosθ , t senθ ,1− t)

com (t,θ) ∈ D :
{

0 ≤ t ≤ 1
0 ≤ θ ≤ 2π . Tem-se:

ϕt = (cosθ ,senθ ,−1) e ϕθ = (−t senθ , t cosθ ,0)

donde

ϕt ×ϕθ =

∣∣∣∣∣∣
−→
i

−→
j

−→
k

cosθ senθ −1
−t senθ t cosθ 0

∣∣∣∣∣∣
=

(
t cosθ , t senθ , t cos2 θ + t sen2 θ︸ ︷︷ ︸

= t

)
= t(cosθ ,senθ ,1) .

Logo:

‖ϕt ×ϕθ‖= |t|
√

cos2 θ + sen2 θ +1 = t
√

2

pois 0 ≤ t ≤ 1 e, portanto:

dS = ‖ϕt ×ϕθ‖ dtdθ = t
√

2 dtdθ .

Então: ∫ ∫
S1

√
x2 + y2 dS =

=
∫ ∫

D

√
t2 cos2 θ + t2 sen2 θ t

√
2 dtdθ =

=
√

2
∫ ∫

D
t2 dtdθ =

√
2
∫ 1

0
t2
∫ 2π

0
dθdt =

= 2
√

2π
∫ 1

0
t2 dt = 2

√
2π

[
t3

3

]1

0
=

2
√

2π
3

.
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Cálculo de
∫ ∫

S2

√
x2 + y2 dS

A superfı́cie S2 é dada por

S2 : z = f (x,y) = 0, com (x,y) ∈ D : x2+ y2 ≤ 1 .

Como dS =
√

1+( fx)2+( fy)2 dxdy, então temos que
dS =

√
1+0+0 dxdy ou dS = dxdy.

Se S é uma porção do plano z = 0 ou z = c (c =
constante), segue que dS = dxdy (memorize este resul-
tado).

Logo, ∫ ∫
S2

√
x2 + y2 dS =

∫ ∫
D

√
x2 + y2 dxdy .

Passando para coordenadas polares, tem-se:⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

x = rcosθ
y = r senθ

dxdy = rdrdθ
x2 + y2 = r2

e Drθ é dado por

Drθ :
{

0 ≤ r ≤ 1
0 ≤ θ ≤ 2π .

Logo: ∫ ∫
S2

√
x2 + y2 dS =

∫ ∫
Drθ

r · r drdθ =

=
∫ ∫

Drθ
r2 drdθ =

∫ 1

0
r2
∫ 2π

0
dθdr =

= 2π
∫ 1

0
r2 dr = 2π

[
r3

3

]1

0
=

2π
3
.

Assim,

M =
2
√

2π
3

+
2π
3

ou M =
2π
3
(1+

√
2) u.m.
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7. A superfı́cie S pode ser vista na figura a seguir.

x

y

z

S

C

D h

h

Temos S : z =
√

x2+ y2, com (x,y) ∈ D : x2 + y2 ≤ h2,
x ≥ 0 e y ≥ 0 donde dS =

√
2 dxdy. Como

Iz =
∫ ∫

S

(
x2 + y2)k dS

então:
Iz = k

∫ ∫
D

(
x2 + y2)√2 dxdy =

= k
√

2
∫ ∫

D

(
x2 + y2) dxdy .

Passando para coordenadas polares, temos:

Iz = k
√

2
∫ π/2

0

∫ h

0
r2rdrdθ = k

√
2
∫ π/2

0

∫ h

0
r3 drdθ =

= k
√

2
∫ π/2

0

[
r4

4

]h

0
dθ =

h4k
4

√
2
∫ π/2

0
dθ =

h4k
√

2π
8

.

Mas

M =

∫ ∫
S
k dS = k

√
2
∫ ∫

D
dxdy = k

√
2 A(D) =

=
k
√

2 πh2

4
=

h2k
√

2 π
4

.

Logo, Iz =
Mh2

2
.
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8. Consideremos a esfera centrada em (0,0,0). Então tem-se
S : x2 + y2 + z2 = R2. Considerando um diâmetro sobre o
eixo z, devemos calcular o momento de inércia em relação
ao eixo z. Tem-se

Iz =
∫ ∫

S

(
x2 + y2)ρ dS = ρ

∫ ∫
S

(
x2 + y2) dS .

Sabemos que S é dada por

ϕ(φ ,θ) = (Rsenφ cosθ ,Rsenφ senθ ,Rcosφ)

com (φ ,θ) ∈ D :
{

0 ≤ φ ≤ π
0 ≤ θ ≤ 2π .

.

Tem-se x2+y2 = R2 sen2 φ e dS = R2 senφ dφdθ . Então:

Iz = ρ
∫ ∫

D

(
R2 sen2 φ

) · (R2 senφ
)

dφdθ =

= ρR4
∫ ∫

D
sen3 φ dφdθ =

= ρR4
∫ π

0
sen3 φ

∫ 2π

0
dθdφ =

= 2ρπR4
∫ π

0

(
sen2 φ

) · (senφ) dφ =

=−2ρπR4
∫ π

0

(
1− cos2 φ

)
d(cosφ) =

=−2ρπR4
[
cosφ − cos3 φ

3

]π

0
=

=−2ρπR4
(
−2+ 2

3

)
=

8ρπR4

3
.

Como S é homogênea, então

M = ρA(S) = ρ(4πR2) = 4ρπR2 .

Logo, Iz =
2MR2

3
.
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9. O esboço de S está representado na figura que se segue.

x

y

z

S

R
R

1

Uma parametrização de S é dada por

ϕ(t,z) = (Rcos t,Rsent,z)

com (t,z)∈ D : 0 ≤ t ≤ 2π e 0 ≤ z ≤ 1.

Temos ϕt = (−Rsen t,Rcost,0) e ϕz = (0,0,1) donde

ϕt ×ϕz =

∣∣∣∣∣∣
−→
i

−→
j

−→
k

−Rsen t Rcos t 0
0 0 1

∣∣∣∣∣∣= (Rcos t,Rsent,0)

e ‖ϕt ×ϕz‖ = R. Como dS = ‖ϕt ×ϕz‖ dtdz, então
dS = Rdtdz.

Daqui por diante, no caso do cilindro x2 + y2 = R2, use o
fato de que dS = Rdtdz.

O momento de inércia é dado por

Iz =
∫ ∫

S

(
x2 + y2)δ (x,y,z)︸ ︷︷ ︸

k

dS =

= k
∫ ∫

D

(
R2 cos2 t+R2 sen2 t

)
Rdtdz =

= kR3
∫ 2π

0

∫ 1

0
dzdt = 2kπR3 .

Como M = kA(S) = k(2πR) ·1 = 2kπR, então Iz = MR2.
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10. Sem perda de generalidade, podemos considerar a casca
cilı́ndrica S conforme figura a seguir.

x

y

z

S

L/2

a
a

−L/2

Então, S é dada por

S : ϕ(t,z) = (acost,asent,z)

com (t,z)∈D :
{

0 ≤ t ≤ 2π
−L/2 ≤ z ≤ L/2 . Temos dS= a dtdz.

Como um diâmetro pelo centro do cilindro é o eixo y,
então o momento de inércia em relação ao eixo y é dado
por

Iy =
∫ ∫

S

(
x2 + z2) f (x,y,z) dS

onde f (x,y,z) = k. Então:

Iy = k
∫ ∫

D

(
a2 cos2 t+ z2)adtdz =

= ka
∫ 2π

0

∫ L/2

−L/2

(
a2cos2t + z2) dzdt =

= ka
∫ 2π

0

[(
a2 cos2 t

)
z+ z3

3

]L/2

−L/2
dt =

= kaL
[

a2

2

(
t+ sen2t

2

)
+

L2t
12

]2π

0
=

= 2kπaL
(

a2

2
+

L2

12

)
.

Como M = kA(S), então M = k · 2πaL = 2kπaL. Logo,
Iy =

Ma2

2
+

ML2

12
.
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AULA 13

1. O esboço de S está representado na figura a seguir.

x

y

z

S

1

1

1

−→n

Como −→n ·−→k > 0, então −→n aponta para cima e, portanto,
temos que −→n =

(x,y,z)
a

= (x,y,z) pois a = 1. O fluxo é
dado por:∫ ∫

S

−→F ·−→n dS =

∫ ∫
S
(x− y−4,y,z) · (x,y,z) dS =

=
∫ ∫

S

(
x2 − xy−4x+ y2 + z2) dS =

=
∫ ∫

S

(
x2 + y2 + z2︸ ︷︷ ︸

= 1

−xy−4x
)

dS =

=

∫ ∫
S
(1− xy−4x) dS =

=

∫ ∫
S
dS−

∫ ∫
S
(xy+4x) dS =

= A(S)−
∫ ∫

S
(xy+4x) dS =

=
1
2
·4π ·12−

∫ ∫
S
(xy+4x) dS

= 2π −
∫ ∫

S
(xy+4x) dS .

Ora, para calcular
∫ ∫

S
(xy+4x) dS devemos parametrizar

S. Então, temos que

S : ϕ(φ ,θ) = (senφ cosθ ,senφ senθ ,cosφ)
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com (φ ,θ) ∈ D : 0 ≤ φ ≤ π/2 e 0 ≤ θ ≤ 2π . Também
temos que dS = a2 senφ dφdθ = senφ dφdθ . Logo:∫ ∫

S
(xy+4x) dS =

=
∫ ∫

D

(
sen2 φ senθ cosθ +4senφ cosθ

)
senφ dφdθ =

=

∫ ∫
D

sen3 φ senθ cosθ dφdθ+

+4
∫ ∫

D
sen2 φ cosθ dφdθ =

=
∫ π/2

0
sen3 φ

∫ 2π

0
senθ cosθ dθdφ+

+4
∫ π/2

0
sen2 φ

∫ 2π

0
cosθ dθdφ =

=

∫ π/2

0
sen3 φ

[
sen2 θ

2

]2π

0
dφ+

+4
∫ π/2

0
sen2 φ

[
senθ

]2π
0 dθ =

= 0 .

Portanto:
∫ ∫

S

−→F ·−→n dS = 2π .

2. O esboço de S está representado na figura a seguir.

x

y

z

S
1

1

1

−→n

x

y

D

1

1

y = 0

x+ y = 1

y = 1− x

A superfı́cie pode ser descrita por S : z= 1−x−y= f (x,y),
com (x,y) ∈ D : 0 ≤ x ≤ 1 e 0 ≤ y ≤ 1− x. Um vetor nor-
mal a S é dado por −→N = (− fx,− fy,1) = (1,1,1) Como −→n
aponta para baixo, então −→n =

(−1,−1,−1)√
3

.
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Temos que dS =
√

1+( fx)2+( fy)2 dxdy =
√

3 dxdy .
Então:∫ ∫

S

−→F ·−→n dS =

∫ ∫
S

(
xzey,−xzey,z

) · (−1,−1,−1)√
3

dS =

=
∫ ∫

S

(− xzey + xzey − z
)

√
3

dS =
∫ ∫

S

−z√
3

dS =

=
∫ ∫

D

−(1− x− y)√
3

·√3 dxdy =

=
∫ ∫

D
(−1+ x+ y) dxdy =

∫ 1

0

∫ 1−x

0
(−1+ x+ y) dydx =

=
∫ 1

0

[
− y+ xy+ y2

2

]1−x

0
dx = −1

6
.

3. A superfı́cie S está ilustrada na figura a seguir:

x

y

z

S

√
3

π/6

1

2 2

2
tgφ =

1√
3
⇒ φ =

π
6

φ
√

3

1

Uma parametrização para S é dada por:

S : ϕ(φ ,θ) = (2senφ cosθ , 2senφ senθ , 2cosφ)

com (φ ,θ) ∈ D =
[π

6
,

5π
6

]
× [0,2π ].

Temos:

dS = a2 senφ dφ dθ a=2
= 4senφ dφ dθ .

Como −→n é exterior a S, então

−→n =
(x,y,z)

a
a=2
=

(x,y,z)
2

.
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Então:∫ ∫
S

−→F ·−→n dS =
∫ ∫

S
(0,0,−z) · (x,y,z)

2
dS =

=−
∫ ∫

S
z2 dS =−

∫ ∫
D

4cos2 φ ·4senφ dφ dθ =

=−16
∫ 5π/6

π/6

∫ 2π

0
cos2 φ senφ dθ dφ =

= 32π
∫ 5π/6

π/6
cos2 φ d(cosφ) = 32π

[
cos3 φ

3

]5π/6

π/6
=

=
32π

3

[
−
(√

3
2

)3
−
(√

3
2

)3
]
=

=−32π
3

· 3
√

3
8

=−4π
√

3 .

4. A superfı́cie S está ilustrada na figura a seguir.

x y

z

S

C

4 4

5

5

−→n

Temos:
S : ϕ(t,z) = (4cost , 4sen t , z)

com (t,z) ∈ D :
{

0 ≤ t ≤ π/2
0 ≤ z ≤ 5−4sent .

Além disso, dS= adt dz a=4
= 4dt dz. Como −→n aponta para

o eixo z, então:

−→n =
(−x ,−y , 0)

a
=

(−x ,−y , 0)
4

.
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Portanto:∫ ∫
S

−→F ·−→n dS =

=
∫ ∫

S

(− x , −y , 3y2z
) · (−x ,−y , 0)

4
dS =

=
1
4

∫ ∫
S

(
x2 + y2)︸ ︷︷ ︸
= 16

dS =

= 4
∫ ∫

S
dS = 4

∫ ∫
S
dS =

= 4
∫ ∫

D
4dt dz = 16

∫ π/2

0

∫ 5−4sen t

0
dz dt =

= 16
∫ π/2

0
(5−4sent) dt = 16

[
5t +4cos t

]π/2
0 =

= 16
(5π

2
−4

)
= 40π −64 .

5. O esboço de S está representado na figura que se segue.

x

y

z

2

2

3 3

S

−→n

Como S é a porção do plano z = 2− x que se projeta no
plano xy segundo o disco x2 + y2 ≤ 9, definimos S por
S : z= 2−x, com (x,y)∈D : x2+y2 ≤ 9. Como−→n ·−→k ≥ 0,
então o campo −→n aponta para cima.

Sabemos que−→N =(−zx,−zy,1)= (1,0,1). Como a última
componente de −→N é positiva, então −→N aponta para cima.
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Logo −→n =
(1,0,1)√

2
e dS =

√
2 dxdy. Então:

∫ ∫
S

−→F ·−→n dS =

=
∫ ∫

D

(
2− x,y(2− x),0

) · (1,0,1) dxdy =

=

∫ ∫
D
(2− x) dxdy .

Passando para coordenadas polares, tem-se:⎧⎨
⎩

x = rcosθ
y = r senθ

dxdy = rdrdθ

e Drθ é dado por Drθ :
{

0 ≤ r ≤ 3
0 ≤ θ ≤ 2π . Então:∫ ∫

S

−→F ·−→n dS =

∫ ∫
Drθ

(2− rcosθ)r drdθ =

=

∫ ∫
Drθ

(
2r− r2 cosθ

)
drdθ =

=

∫ 3

0

∫ 2π

0

(
2r− r2 cosθ

)
dθdr =

=

∫ 3

0

[
2rθ − r2 senθ

]2π
0 dr =

=

∫ 3

0
4πr dr = 4π r2

2

∣∣∣3
0
= 18π .

6. O esboço de S está representado na figura que se segue.

x
y

z

22 3
3

3 S1

S2

S3

−→n1

−→n2

−→n3
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Devemos olhar para S como reunião das superfı́cies S1, S2
e S3, isto é, S = S1∪S2∪S3. Então:∫ ∫

S

−→F ·−→n dS =

=
∫ ∫

S1

−→F ·−→n1 dS+
∫ ∫

S2

−→F ·−→n2 dS+
∫ ∫

S3

−→F ·−→n3 dS .

Cálculo de
∫ ∫

S1

−→F ·−→n1 dS

Tem-se S1 : z = 3− x − y, com (x,y) ∈ D : x2 + y2 ≤ 4
donde temos que −→N = (−zx,−zy,1) = (1,1,1). Como −→n1

aponta para cima, então −→n1 =
(1,1,1)√

3
e dS =

√
3 dxdy.

Logo:∫ ∫
S1

−→F ·−→n1 dS =

∫ ∫
D
(x,y,3− x− y) · (1,1,1) dxdy =

=

∫ ∫
D
(x+ y+3− x− y) dxdy = 3

∫ ∫
D

dxdy =

= 3A(D) = 3 ·π ·22 = 12π .

Cálculo de
∫ ∫

S2

−→F ·−→n2 dS

Tem-se S2 : x2 + y2 = 4, com 0 ≤ z ≤ 3− x− y. Como
−→n2 é exterior a S2, então −→n2 =

(x,y,0)
2

, conforme Aula 11.
Logo:∫ ∫

S2

−→F ·−→n2 dS =
1
2

∫ ∫
S2
(x,y,z) · (x,y,0) dS =

=
1
2

∫ ∫
S2

(
x2+ y2) dS =

=
1
2

∫ ∫
S2

4 dS = 2
∫ ∫

S2
dS

onde S2 é parametrizada por

S2 : ϕ(t,z) = (2cos t,2sent,z)

com (t,z)∈ D :
{

0 ≤ t ≤ 2π
0 ≤ z ≤ 3−2cos t−2sen t .
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Sabemos que dS = a dtdz = 2 dtdz, conforme Aula 11.
Então: ∫ ∫

S2

−→F ·−→n2 dS = 2
∫ ∫

D
2 dtdz =

= 4
∫ 2π

0

∫ 3−2cos t−2sen t

0
dzdt =

= 4
∫ 2π

0
(3−2cost −2sen t) dt =

= 4
[
3t−2sen t +2cos t

]2π

0
= 24π .

Cálculo de
∫ ∫

S3

−→F ·−→n3 dS

Tem-se S3 : z = 0, com (x,y) ∈ D : x2 + y2 ≤ 4. Logo,
dS = dxdy. Observe que −→n3 =−−→

k = (0,0,−1). Então:∫ ∫
S3

−→F ·−→n3 dS =
∫ ∫

D
(x,y,0) · (0,0,−1) dxdy =

=

∫ ∫
D

0 dxdy = 0 .

Portanto: ∫ ∫
S

−→F ·−→n dS = 12π +24π = 36π .

7. As figuras a seguir, mostram a curva C e a superfı́cie S.

x

y

z

C

1

1

3

x

y

z

S

1

1

3

−→n
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Uma parametrização para C é dada por:

σ(t) = (1,0,1)+ t
[
(0,0,3)− (1,0,1)

]
=

= (1,0,1)+ t(−1,0,2) = (1− t , 0 , 1+2t)

com t ∈ [0,1]. Logo:⎧⎨
⎩

x(t) = 1− t
y(t) = 0
z(t) = 1+2t

com t ∈ [0,1]. Uma parametrização para S é dada por:

S : ϕ(θ , t) =
(
x(t)cosθ , x(t)senθ , z(t)

)
=

=
(
(1− t)cosθ , (1− t)senθ , 1+2t

)
com θ ∈ [0,2π ] e t ∈ [0,1].

Um vetor normal a S é dado por:

−→N =
∂ϕ
∂θ

× ∂ϕ
∂ t

=

=

∣∣∣∣∣∣
−→
i

−→
j

−→
k

−(1− t)senθ (1− t)cosθ 0
−cosθ −senθ 2

∣∣∣∣∣∣
=
(
2(1− t)cosθ , 2(1− t)senθ , 1− t

)
.

Temos:

φ =

∫ ∫
S

−→F ·−→n dS =

=

∫ ∫
D

(
(1− t)(1+2t)senθ ,−(1− t)(1+2t)cosθ ,

(1− t)2) · (2(1− t)cosθ , 2(1− t)senθ , 1− t
)

dt =

=
∫ ∫

D

[
2(1− t)2(1+2t)senθ cosθ−

−2(1− t)2(1+2t)senθ cosθ +(1− t)3]dt =

=
∫ 1

0

∫ 2π

0
(1− t)3 dt =−2π

[
(1− t)4

4

]1

0
=

=−2π
(

0− 1
4

)
=

π
2
.
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8. A superfı́cie S está ilustrada na figura a seguir.

x

y

z

a

a

−→n

Uma parametrização para S é dada por

S : ϕ(t,z) = (acost,asent,z)

onde (t,z) ∈ D : 0 ≤ t ≤ 2π , 0 ≤ z ≤ a2 cos2 t. Temos que
−→n =

(x,y,0)
a

e dS = a dtdz. Como

Φ =
∫ ∫

S

−→F ·−→n dS

então:

Φ =
∫ ∫

S
(x,y,z) · (x,y,0)

a
dS =

=
1
a

∫ ∫
S

(
x2 + y2) dS =

=
1
a

∫ ∫
S
a2 dS = a

∫ ∫
D

a dtdz =

= a2
∫ ∫

D
dtdz = a2

∫ 2π

0

∫ a2 cos2 t

0
dzdt =

= a2
∫ 2π

0
a2 cos2 t dt = a4

∫ 2π

0
cos2 t dt =

= a4 · 1
2

[
t + sen2t

2

]2π

0
= πa4 .
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9. O esboço de S = S1 ∪S2 está representado na figura a se-
guir.

x

y

z

D

S1

S2

−→n1

−→n2

1

1

1

Usando propriedade de fluxo, temos∫ ∫
S

−→F ·−→n dS =
∫ ∫

S1

−→F ·−→n1 dS+
∫ ∫

S2

−→F ·−→n2 dS .

Cálculo de
∫ ∫

S1

−→F ·−→n1 dS

Temos S1 : z = 1 = f (x,y), com (x,y) ∈ D : x2 + y2 ≤ 1.
Temos também que −→n1 =

−→
k e dS = dxdy. Então:∫ ∫

S1

−→F ·−→n1 dS =
∫ ∫

S1
(−x,0,2 ·1) · (0,0,1)dS=

=
∫ ∫

S1
2dS = 2A(S) = 2

(
π ·12)= 2π .

Cálculo de
∫ ∫

S2

−→F ·−→n2 dS

Temos S2 : z= x2+y2 = g(x,y), com (x,y)∈ D : x2+y2 ≤
≤ 1. Um vetor normal a S é dado por −→N =(−gx,−gy,1)=
= (−2x,−2y,1) que aponta para cima. Como −→n2 aponta
para baixo, então −→n2 = (2x,2y,−1)√

1+4x2 +4y2
.
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Temos que dS= ‖−→N ‖ dxdy=
√

1+4x2 +4y2 dxdy. Então:∫ ∫
S2

−→F ·−→n2 dS =

∫ ∫
D

(−x,0,2
(
x2+ y2)) · (2x,2y,−1)dxdy =

=
∫ ∫

D

(−2x2 −2x2−2y2) dxdy =

=
∫ ∫

Drθ

(−2r2−2r2 cos2 θ
)

r drdθ =

=−2
∫ 2π

0

∫ 1

0

(
1+ cos2 θ

)
r3 drdθ =

=−2
[

r4

4

]1

0

∫ 2π

0

(
1+ cos2 θ

)
dθ =

=−1
2

[
θ +

1
2

(
θ +

sen2θ
2

)]2π

0
=−3π

2
.

10. O esboço de S está representado na figura que se segue.

x

y

z

S

D

−→n

1

1
1

2

2

2

Temos
S : z =

√
x2 + y2 = f (x,y)

com (x,y) ∈ D : 1 ≤ x2 + y2 ≤ 4.

Um vetor normal a S é dado por

−→N = (− fx,− fy,1) =
(

−x√
x2 + y2

, −y√
x2 + y2

,1
)
.
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Como −→n aponta para cima, então temos que, −→n =
−→
N

‖−→N ‖
e também

dS =

√
1+ x2 + y2√

x2 + y2
dxdy =

√
2 dxdy .

Logo:∫ ∫
S

−→F ·−→n dS =

=
∫ ∫

D

(
x,y,2

√
x2 + y2

)( −x√
x2 + y2

,
−y√
x2 + y2

,1
)

dxdy =

=
∫ ∫

D

(
−x2 − y2√

x2 + y2
+2

√
x2 + y2

)
dxdy =

=
∫ ∫

D

x2 + y2√
x2 + y2

dxdy =
∫ ∫

Drθ

r2

r
r drdθ =

=
∫ 2π

0

∫ 2

1
r2 drdθ =

[
r3

3

]2

1

∫ 2π

0
dθ =

14π
3

.

AULA 14

1. O esboço do sólido W está representado na figura que se
segue.

x

y

z

S1

S2

D 2
2

4

−→n1

−→n2

Vemos que ∂W = S1∪S2, orientada positivamente. Logo,∫ ∫
S

−→F ·�ndS =
∫ ∫

S1

−→F ·�n1 dS+
∫ ∫

S2

−→F ·�n2 dS .
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Cálculo de
∫∫

S1

−→F ·�n1 dS

Temos S1 : z = 4 = f (x,y), com (x,y) ∈ D : x2 + y2 ≤ 4,
�n1 =�k e também

dS =
√

1+( fx)2+( fy)2 dxdy =

=
√

1+0+0 dxdy = dxdy .

Então:∫ ∫
S1

−→F ·�n1 dS =
∫ ∫

D
(x,y,4) · (0,0,1) dxdy =

= 4 A(D) = 4π ·22 = 16π .

Cálculo de
∫ ∫

S2

−→F ·�n2 dS

Temos S2 : z= x2+y2 = g(x,y), com (x,y)∈ D : x2+y2 ≤
≤ 4. Um vetor normal a S2 é dado por−→N =(−gx,−gy,1)=
= (−2x,−2y,1) que está voltado para cima. Como �n2
aponta para baixo então�n2 =

(2x,2y,−1)√
1+4x2 +4y2

. Temos

dS = ‖−→N ‖dxdy =
√

1+4x2 +4y2 dxdy .

Então:∫ ∫
S2

−→F ·�n2 dS =

∫ ∫
D

(
x,y,x2 + y2) · (2x,2y,−1)dxdy =

=

∫ ∫
D

(
2x2+2y2 − x2 − y2) dxdy =

∫ ∫
D

(
x2 + y2) dxdy .

Passando para coordenadas polares, temos:∫ ∫
S2

−→F ·�n2 dS =

∫ ∫
Drθ

r2 · rdrdθ =

=
∫ 2

0
r3
∫ 2π

0
dθ dr = 2π

[
r4

4

]2

0
= 8π .

Então: ∫ ∫
S

−→F ·�ndS = 16π +8π = 24π .
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Por outro lado:∫ ∫ ∫
W

div−→F dV = 3
∫ ∫ ∫

W
dV =

= 3
∫ ∫

D

∫ 4

x2+y2
dzdxdy = 3

∫ ∫
D

(
4− x2 − y2) dxdy =

= 3
∫ ∫

Drθ

(
4− r2)rdrdθ = 3

∫ 2

0

(
4r− r3)∫ 2π

0
dθ dr =

= 6π
[
2r2 − r4

4

]2

0
= 6π(8−4) = 24π .

2. Seja S = S∪S1, onde S1 : z = 0, (x,y) ∈ D : x2 + y2 ≤ a2

com�n1 =−�k.

x

y

z

S1

S

a
a

a

−→n1

−→n

Seja W o sólido limitado por S. Como ∂W = S está ori-
entada positivamente e −→F é de classe C1 em R

3, podemos
aplicar o teorema de Gauss em S.
Temos ∫ ∫

S

−→F ·�ndS+
∫ ∫

S1

−→F ·�n1 dS =

=
∫ ∫ ∫

W
div−→F dV =

=
∫ ∫ ∫

W
(2+3+1)dV = 6V (W ) =

= 6 · 1
2
· 4

3
πa3 = 4πa3 .
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Cálculo de
∫ ∫

S1

−→F ·�n1 dS

Temos

dS =
√

1+(zx)
2+(zy)

2 dxdy =

=
√

1+0+0 dxdy = dxdy .

Logo:∫ ∫
S1

−→F ·�n1 dS =

=
∫ ∫

D

(
2x+ e0,3y−0,0−2

) · (0,0,−1)dxdy =

= 2
∫ ∫

D
dxdy = 2A(D) = 2πa2 .

Como
∫ ∫

S

−→F ·�n dS = 2πa3, então

2πa3+2πa2 = 4πa3

donde 2πa2 = 2πa3. Logo, a = 1.

3. De x2 + y2 + z2 − 4z = 0, temos x2 + y2 + (z− 2)2 = 4.
Logo, o esboço de S é a figura que se segue.

x

y

z

S
−→n

1

2

4

Seja a superfı́cie S = S∪ S1, onde S1 é dada por S1 : z =
= 1 = f (x,y), com (x,y) ∈ D : x2+y2 ≤ 3 e com�n1 =�k e,
também

dS =

√
1+( fx)2+( fy)2 dxdy = dxdy .
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x

y

z

S
S1

−→n1

−→n

1

2

4

Seja W o sólido limitado por S. Como estamos nas condições
do teorema de Gauss, temos:∫ ∫

S
rot−→F ·�ndS+

∫ ∫
S1

rot−→F ·�n1 dS =
∫ ∫ ∫

W
divrot−→F dV .

Da Aula 7, temos que divrot−→F = 0. Logo,∫ ∫
S
rot−→F ·�ndS+

∫ ∫
S1

rot−→F ·�n1 dS =

∫ ∫ ∫
W

0 dV = 0 .

Cálculo de
∫ ∫

S1
rot−→F ·�n1 dS

Temos rot−→F =

∣∣∣∣∣∣∣∣
−→
i

−→
j

−→
k

∂
∂x

∂
∂y

∂
∂ z

x2y+2 x3 + y4 2xz−1

∣∣∣∣∣∣∣∣=
(
0,−2z,3x2− x2)= (

0,−2z,2x2) .
Logo:

∫ ∫
S1

rot−→F ·�n1 dS=
∫ ∫

S1

(
0,−2 ·1,2x2) ·(0,0,1)dS=

=
∫ ∫

S1
2x2 dS = 2

∫ √
3

0
r3
∫ 2π

0
cos2θ dθ dr =

= 2
∫ √

3

0
r3 · 1

2

[
θ +

sen2θ
2

]2π

0
dr =

= 2π
∫ √

3

0
r3 dr = 2π

[
r4

4

]√3

0
=

9π
2
.

Portanto:
∫ ∫

S
rot−→F ·�n dS =−9π

2
.
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4. Temos:
∫ ∫

S

∂ f
∂�n

dS =

∫ ∫
S

∇ f ·�ndS .

Do teorema de Gauss, temos:∫ ∫
S

∇ f ·�ndS =

∫ ∫ ∫
W

div∇ f dV =

=
∫ ∫ ∫

W
∇ ·∇ f dV =

∫ ∫ ∫
W

∇2 f dV .

Logo:
∫ ∫

S

∂ f
∂�n

dS =
∫ ∫ ∫

W
∇2 f dV .

5. Seja S= S∪S1, onde S1 é a tampa da lata. Logo, S1 é dada
por S1 : z = 1, com (x,y) ∈ D : x2 +y2 ≤ 1 e com�n1 =�k e
dS = dxdy.

x

y

z

S

S1

−→n1

−→n

−→n

1

1

1

Seja W o sólido limitado por S. Pelo teorema de Gauss,
temos ∫ ∫

S

∂ f
∂�n

dS =
∫ ∫

S
∇ f ·�ndS =

=
∫ ∫ ∫

W
∇ ·∇ f dV =

∫ ∫ ∫
W

∇2 f dV =

=
∫ ∫ ∫

W

(
x2+ y2) dV =

=

∫ 2π

0

∫ 1

0

∫ 1

0
r2 · rdrdzdθ =

=
∫ 2π

0

∫ 1

0

∫ 1

0
r3 drdzdθ =

=

[
r4

4

]1

0

∫ 2π

0

∫ 1

0
dzdθ =

2π
4

=
π
2
.
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Mas:
∫ ∫

S

∂ f
∂�n

dS =

∫ ∫
S

∂ f
∂�n

dS+
∫ ∫

S1

∂ f
∂�n1

dS .

Cálculo de
∫ ∫

S1

∂ f
∂�n1

dS

Temos:∫ ∫
S1

∂ f
∂�n1

dS =
∫ ∫

S1
∇ f ·�n1 dS =

=
∫ ∫

S1

(∂ f
∂x

(x,y,1), ∂ f
∂y

(x,y,1), ∂ f
∂ z

(x,y,1)
)
·

·(0,0,1)dS =

=
∫ ∫

S1

∂ f
∂ z

(x,y,1)dS =
∫ ∫

S1

1
3

dS =

=
1
3

A(S1) =
1
3
·π ·12 =

π
3
.

Logo:
∫ ∫

S

∂ f
∂�n

dS =
π
2
− π

3
=

π
6
.

6. O esboço da superfı́cie S : z= 2−x2−y2 está representado
abaixo.

x

y

z

S

1

2
−→n

O cálculo direto de
∫ ∫

S

−→F ·−→n dS seria difı́cil. Então feche-
mos a superfı́cie S com a superfı́cie S1, o disco x2+y2 ≤ 1,
contido no plano z = 1, orientado com −→n1 = −−→

k . Seja
S = S∪S1, da figura que se segue.
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x

y

z

S

S11

2
−→n

−→n1

Seja W a região do espaço limitada por S. Pelo Teorema
de Gauss, temos:∫ ∫

S

−→F ·−→n dS =

∫ ∫ ∫
W

div−→F dxdydz =

=

∫ ∫ ∫
W
(0+0+1) dxdydz =

∫ ∫ ∫
W

dxdydz

com

W =
{
(x,y,z) ∈ R

3 | (x,y) ∈ D , 1 ≤ z ≤ 2− x2 − y2}
onde D é dado por D : x2+y2 ≤ 1. Passando para coorde-
nadas cilı́ndricas, temos:⎧⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎩

x = rcosθ
y = r senθ
z = z

dxdydz = rdrdθdz
x2+ y2 = r2

e Drθ z é dado por

Drθ z :

⎧⎨
⎩

0 ≤ r ≤ 1
0 ≤ θ ≤ 2π
1 ≤ z ≤ 2− r2

.

Então:
∫ ∫

S

−→F ·−→n dS =

∫ ∫ ∫
Wrθz

r drdθdz =

=
∫ 1

0
r
∫ 2−r2

1

∫ 2π

0
dθdzdr = 2π

∫ 1

0
r
∫ 2−r2

1
dzdr =
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= 2π
∫ 1

0
r
(
2− r2−1

)
dr = 2π

∫ 1

0
r
(
1− r2) dr =

= 2π
∫ 1

0

(
r− r3) dr = 2π

[
r2

2
− r4

4

]1

0
=

π
2

ou ∫ ∫
S

−→F ·−→n dS+
∫ ∫

S1

−→F ·−→n1 dS =
π
2
.

Cálculo de
∫ ∫

S1

−→F ·−→n1 dS

Temos S1 : z = 1, (x,y) ∈ D : x2 + y2 ≤ 1, −→n1 = −k e
dS = dxdy. Então:∫ ∫

S1

−→F ·−→n1 dS =
∫ ∫

D

−→F (x,y,1) · (0,0,−1) dxdy =

=
∫ ∫

D

(
arctg

(
y2) , ln

(
x2 +1

)
, 1
) · (0,0,−1) dxdy =

=−
∫ ∫

D
dxdy =−A(D) =−π ·12 =−π .

Logo: ∫ ∫
S

−→F ·−→n dS =
π
2
+π =

3π
2
.

7. Seja S uma superfı́cie fechada contendo a origem.
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x

y

z

S

−→n

Seja W a região sólida limitada por S. Como W não está
contida no domı́nio de −→E , R3−{(0,0,0)}, então não po-
demos aplicar o Torema de Gauss no cálculo de∫ ∫

S

−→E · −→n dS. Então consideremos uma esfera
S1 : x2 + y2 + z2 = a2, com a > 0 tal que S1 ⊂W .
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x

y

z

S

−→n

S1

−→n1

Seja W1 a região sólida limitada por S e S1. Logo
W1 ⊂ dom−→E . Temos ∂W1 = S∪ S1. Seja −→n1 a normal a
S1 apontando para o interior de S1. Como ∂W1 está orien-
tada positivamente, podemos aplicar o Teorema de Gauss.
Temos, então,∫ ∫

∂W1

−→E ·−→n dS =

∫ ∫ ∫
W1

div−→E dxdydz

ou∫ ∫
S

−→E ·−→n dS+
∫ ∫

S1

−→E ·−→n1 dS =

∫ ∫ ∫
W1

div−→E dxdydz .

Verifique que div−→E = 0. Então:∫ ∫
S

−→E ·−→n dS =−
∫ ∫

S1

−→E ·−→n1 dS =

∫ ∫
S1

−→E · (−−→n1) dS .

Cálculo de
∫ ∫

S1

−→E · (−−→n1) dS

Se −→n1 aponta para o interior de S1, então −−→n1 aponta para
o exterior de S1. Logo −−→n1 =

(x,y,z)
a

. Então

∫ ∫
S1

−→E · (−−→n1) dS =
∫ ∫

S1

εQ(x,y,z)
(x2 + y2 + z2)3/2 ·

(x,y,z)
a

dS =

=
εQ
a

∫ ∫
S1

x2 + y2 + z2

(x2 + y2+ z2)3/2 dS =
εQ
a

∫ ∫
S1

a2

(a2)3/2 dS =

=
εQ
a2

∫ ∫
S1

dS =
εQ
a2 A(S1) =

εQ
a2 ·4πa2 = 4πεQ .

Logo:
∫ ∫

S

−→E ·−→n dS = 4πεQ .
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8. A superfı́cie S não é fechada e pode ser visualizada na
figura que se segue.

x

y

z

−→n

−→n

−→n

3
3

5

8

Como div−→F = 1− 2+ 1 = 0, vamos usar o teorema de
Gauss. Para isso, é necessário fechar S através da su-
perfı́cie S1, porção do plano z = 0 com x2+y2 ≤ 9, orien-
tada com −→n1 =−−→

k .

x

y

z

−→n1

S1 3
3

Seja W o sólido limitado por S e S1. Como ∂W = S∪S1
está orientada positivamente, podemos aplicar o teorema
de Gauss. Temos, então,∫ ∫

∂W

−→F ·−→n dS =
∫ ∫ ∫

W
div−→F dxdydz =

=
∫ ∫ ∫

W
0 dxdydz = 0

ou ∫ ∫
S

−→F ·−→n dS+
∫ ∫

S1

−→F ·−→n1 dS = 0 .
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Mas∫ ∫
S1

−→F ·−→n1 dS =

=
∫ ∫

S1

(
x, −2y+ ex cos0, 0+ x2) · (0, 0, −1) dS =

=−
∫ ∫

S1
x2 dS

onde S1 é dada por z = 0, com (x,y) ∈ D : x2 + y2 ≤ 9 e
−→n1 =−−→

k . Logo:

dS =

√
1+

(∂ z
∂x

)2
+
( ∂ z

∂y

)2 dxdy =

=
√

1+0+0 dxdy = dxdy .

Então:∫ ∫
S1

−→F ·−→n1 dS =−
∫ ∫

D
x2 dxdy (em coordenadas polares) =

=−
∫ 2π

0

∫ 3

0
r3 cos2 θ drdθ =

=−34

4

∫ 2π

0
cos2 θ dθ =

=−34

4
· 1

2
·2π =−81π

4
.

Logo:
∫ ∫

S

−→F ·−→n dS =
81π

4
.

9. A superfı́cie S não fechada pode ser visualizada na figura
a seguir.

x

y

z

−→n
S

1 1

h
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Como −→n tem a componente
−→
k não negativa, então −→n é

exterior a S. Temos:

div−→F =
∂ 2 f

∂x∂y
− ∂ 2 f

∂y∂x
+2 = 2

pois f é de classe C2 e portanto, vale aqui o teorema de
Schwartz.
Para aplicarmos o teorema de Gauss, devemos considerar
o sólido W limitado por S e S1 porção do plano z = 0, com
x2 + y2 ≤ 1, orientada com −→n1 =−−→

k . Temos, então,∫ ∫
S

−→F ·−→n dS+
∫ ∫

S1

−→F ·−→n1 dS =

=

∫ ∫ ∫
W

div−→F dxdydz = 2V (W ) = 2 · 1
3
·π ·12 ·h =

2πh
3

.

Mas:
∫ ∫

S1

−→F ·−→n1 dS =

=

∫ ∫
S1

(
∂ f
∂y

(x,y,0), −∂ f
∂x

(x,y,0), 2(0+1)
)
· (0,0,−1)dS =

=

∫ ∫
S1
(−2)dS =−2A(S1) =−2π .

Logo:
∫ ∫

S

−→F ·−→n dS =
2π
3
(h+3) .

10. A figura que se segue mostra o sólido W .

x

y

z

−→n

−→n

−→n

W

1

2

4



�

�

�

�

�

�

�

�

Como estamos nas condições do teorema de Gauss, te-
mos: ∫ ∫

S=∂W

−→F ·−→n dS =

∫ ∫ ∫
W

div−→F dxdydz =

=
∫ ∫ ∫

W

(
x2 + y2 + z2) dxdydz =

=
∫ ∫ ∫

Wρφθ
ρ2 ·ρ2 senφ dρdφdθ =

=

∫ ∫ ∫
Wρφθ

ρ4 senφ dρdφdθ

onde

Wρφθ =
{
(ρ ,φ ,θ) ∈ R

3 | 0 ≤ θ ≤ 2π , 0 ≤ φ ≤ π
4
,

1 ≤ ρ ≤ 4cosφ
}
.

Então:∫ ∫
S

−→F ·−→n dS =

=
∫ 2π

0

∫ π/4

0

∫ 4cosφ

1
ρ4 senφ dρdφdθ =

=
∫ 2π

0

∫ π/4

0
senφ

[
ρ5

5

]4cos φ

1
dφdθ =

=
1
5

∫ 2π

0

∫ π/4

0

(
45 cos5 φ senφ − senφ

)
dφdθ =

=
1
5

∫ 2π

0

[
−45

6
cos6 φ + cosφ

]π/4

0
dθ =

=
1
5

(
−45

6

(√
2

2

)6
+

√
2

2
+

45

6
−1

)∫ 2π

0
dθ =

=
2π
5

(
45

6
· 7

8
+

√
2

2
−1

)
=

=
2π
5

(
43 ·7

3
+

√
2

2
−1

)
=

=
2π
5

(
445
3

+

√
2

2

)
=

π
15

(
890+3

√
2
)
.
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AULA 15

1. Calculemos a interseção das superfı́cies:{
x2 + y2 + z2 = a2

z = a− y ⇒ x2 + y2 +(y−a)2 = a2 ⇒

⇒ x2+2
(

y− a
2

)2
=

a2

2
⇒ x2(

a
√

2
2

)2 +

(
y− a

2
)2( a

2
)2 = 1

que é uma elipse de centro
(

0, a
2

)
e semieixos a

√
2

2
e a

2
.

Esta elipse é a projeção de C sobre o plano xy. A curva C
com a orientação escolhida pode ser visualizada na figura
que se segue.

x

y

z

a
a

a

a/2

C

Considere a superfı́cie S, porção do plano z = a− y, limi-
tada por C, que pode ser vista na figura a seguir.

x

y

z

a
a

a

a/2

S −→n

C = ∂S

D

A projeção de S sobre o plano xy é a região D dada por

x2(
a
√

2
2

)2 +

(
y− a

2
)2( a

2
)2 ≤ 1 .
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De acordo com a orientação de C = ∂S, segue que −→n
aponta para cima.

Então, −→n =
−→N∣∣∣∣−→N ∣∣∣∣ , onde −→N =

(
−∂ z

∂x
, −∂ z

∂y
, 1

)
= (0,1,1).

Logo, −→n =
(0,1,1)√

2
e dS =

√
2 dxdy. Temos:

rot−→F =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−→
i

−→
j

−→
k

∂
∂x

∂
∂y

∂
∂ z

3y+ z x+4y 2x+ y

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

= (1,1−2,1−3) = (1,−1,−2) .

Do teorema de Stokes, temos:∮
C

−→F ·d−→r =

∫ ∫
S
rot−→F ·−→n dS =

=

∫ ∫
D
(1,−1,−2) · (0,1,1)√

2

√
2 dxdy =

=
∫ ∫

D
(−3) dxdy =−3 ·A(D) =

=−3π · a
√

2
2

· a
2
=−3

√
2 πa2

4
.

2. A curva com a orientação que escolhemos pode ser visua-
lizada na figura a seguir.

x

y

z

1
1

1
C

Consideremos a superfı́cie S, porção do cone
z =

√
x2 +(y−1)2 que se projeta no plano xy segundo

o disco D : x2 + y2 ≤ 1 (veja a figura que se segue).
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x

y

z

1

1

1

S

−→n

D

De acordo com a orientação escolhida para C, resulta que
−→n aponta para cima. Então, −→n =

−→N∣∣∣∣−→N ∣∣∣∣ onde

−→N =
(
−∂ z

∂x
, −∂ z

∂y
, 1

)
=

(
− x√

x2 +(y− 1)2
,

−(y− 1)√
x2 +(y− 1)2

, 1
)
.

Como
∣∣∣∣−→N ∣∣∣∣=√

1+ x2 +(y− 1)2

x2 +(y− 1)2 =
√

2 então

n =
1√
2

(
−x√

x2 +(y− 1)2
,

−(y− 1)√
x2 +(y− 1)2

, 1
)

e dS =
√

2 dxdy. Temos:

rot−→F =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−→
i

−→
j

−→
k

∂
∂x

∂
∂y

∂
∂ z

2xy (1− y)z+ x2+ x x2

2
+ ez

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (−1+ y, −x, 2x+1−2x)

= (−1+ y, −x, 1) .

Do teorema de Stokes, vem:∮
C

−→F ·d−→r =

∫ ∫
S
rot−→F ·−→n dS =

∫ ∫
D
(−1+ y, −x, 1)·

·
(

−x√
x2 +(y− 1)2

,
−y+ 1√

x2 +(y− 1)2
, 1

)
dxdy =

∫ ∫
D

(
x− xy+ xy− x√

x2 +(y− 1)2
+1

)
dxdy =

=

∫ ∫
D

dxdy = A(D) = π .
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3. Considere a superfı́cie S, porção da esfera x2 + y2 + z2 =
= a2, limitada por C, que pode ser vista na figura que se
segue.

x

y

z

a

a

a

S

Temos que S pode ser parametrizada por:

ϕ(φ , θ) = (asenφ cosθ , asenφ senθ , acosφ)

com (φ , θ) ∈ D =
[
0, π

2

]
×
[
0, π

4

]
. De acordo com a

orientação de C, segue que −→n é exterior à esfera. Logo,
−→n =

(x,y,z)
a

. Temos que dS = a2 senφ dφdθ .

Do teorema de Stokes, temos:∮
C

−→F ·d−→r =

∫ ∫
S
rot−→F ·−→n dS =

∫ ∫
S
(x, −2y, z) · (x,y,z)

a
dS =

=
1
a

∫ ∫
S

(
x2 −2y2 + z2) dS =

1
a

∫ ∫
S

(
a2 −3y2) dS =

=
1
a

∫ ∫
D

(
a2−3a2 sen2 φ sen2 θ

)
a2 senφ dφdθ =

= a3
∫ ∫

D

(
senφ −3sen3 φ sen2 θ

)
dφdθ =

= a3
∫ π/2

0

[
θ senφ − 3

2
sen3 φ

(
θ − sen2θ

2

)]π/4

0
dφ =

= a3
∫ π/2

0

[
π
4

senφ − 3
2

(
π
4
− 1

2

)
sen3 φ

]
dφ =

= a3
[
−π

4
cosφ − 3

2

(π
4
− 1

2

)(
−cosφ +

cos3 φ
3

)]π/2

0
=

= a3
(π

4
− 3

2

(π
4
− 1

2

)(
1− 1

3

))
= a3

(π
4
− π

4
+

1
2

)
=

a3

2
.
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4. a. Como dom−→F = R
3 e

rot−→F =

∣∣∣∣∣∣∣∣
−→
i

−→
j

−→
k

∂
∂x

∂
∂y

∂
∂ z

2xz+ y2 2xy+3y2 ez + x2

∣∣∣∣∣∣∣∣=
= (0,2x−2x,2y−2y) =

−→
0

então, pelo teorema das equivalências, segue que −→F
é conservativo.

b. Encontremos os pontos de interseção:⎧⎨
⎩

z = 9− x2 − y2

z = −4
y = 2

⇒ −4 = 9− x2 −4 ⇒

⇒ x2 = 9 ⇒ x =±3 .

Então, as extremidades da curvaC são A=(−3,2,−4)
e B= (3,2,−4). OrientemosC de A para B. Também
do teorema das equivalências segue que a integral
de linha não depende do caminho que liga A a B.
Então, consideremos o segmento de reta AB, dado
por z =−4 e y = 2, com −3 ≤ x ≤ 3 donde dz = 0 e
dy = 0. Então:∫

C

−→F ·d−→r =

=
∫

C

(
2xz+ y2) dx+

(
2xy+3y2) dy+

(
ez + x2) dz =

=

∫ 3

−3
(−8x+4) dx =

[
−4x2 +4x

]3

−3
= 24 .

5. O esboço da superfı́cie S está representado na figura que
se segue.

x

y

z

C

S

−→n1
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Como −→n tem componente z positivo, então −→n aponta para
o interior de S. Logo, a orientação de C = ∂S é no sentido
anti-horário quando vista de cima. Use a regra da mão
direita para se convencer.
Pelo Teorema de Stokes, temos∫ ∫

S
rot−→F ·−→n dS =

∮
C

−→F ·d−→r

onde C é dada por C : z = 1, x2 + y2 = 1. Logo, uma
parametrização de C é dada por C : γ(t) = (cos t,sent,1),
com 0 ≤ t ≤ 2π . Temos:∮

C

−→F ·d−→r =
∫ 2π

0

−→F (
γ(t)

) · γ ′(t) dt =

=

∫ 2π

0
(sen t,0,0) · (−sent,cost,0) dt =

=−
∫ 2π

0
sen2 t dt =−1

2

[
t − sen2t

2

]2π

0
=−π .

Logo:
∫ ∫

S
rot−→F ·−→n dS =−π .

6. Da descrição de S, temos

x = rcosθ (1)
y = r senθ (2)
z = r (3)

com

0 ≤ r ≤ 1 e 0 ≤ θ ≤ 2π (4)

De (1), (2), (3) e (4), temos que S é um cone dado por
S : z =

√
x2 + y2 , com 0 ≤ z ≤ 1.

x

y

z

S
−→n

1
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Note que o bordo de S, ∂S, é a circunferência x2+y2 = 1,
contida no plano z = 1. Como −→n é exterior a S, então
o bordo ∂S está orientado no sentido horário quando vista
de cima. Parametrizando ∂S−, temos ∂S− : γ(t) =
= (cos t,sent,1), com 0 ≤ t ≤ 2π donde γ ′(t) =
= (−sen t,cost,0). Pelo Teorema de Stokes, temos∫ ∫

S
rot−→F ·−→n dS =

∮
∂S

−→F ·d−→r =

=−
∫

∂S−
−→F ·d−→r =

=−
∫ 2π

0

−→F (
γ(t)

) · γ ′(t) dt =

=−
∫ 2π

0

(
cos2 t sen t , 2sen3 t , 3

)·
·(−sen t,cost,0) dt =

=−
∫ 2π

0

(− cos2 t sen2 t +2sen3 t cos t
)

dt =

=
1
4

∫ 2π

0
4cos2 t sen2 t dt −2

∫ 2π

0
sen3 t cos t dt =

=
1
4

∫ 2π

0
sen2 2t dt −2

∫ 2π

0
sen3 t cos t dt =

=
1
8

∫ 2π

0
sen2 2t d(2t)−2

∫ 2π

0
sen3 t d(sent) =

=
1
8
· 1

2

[
2t − sen4t

2

]2π

0
−2

[ sen4 t
4

]2π

0
=

π
4
.

7. Calcular a integral diretamente é uma tarefa difı́cil. Então,
calculemos o rot−→F . Temos:

rot−→F =

∣∣∣∣∣∣∣
−→
i

−→
j

−→
k

∂/∂x ∂/∂y ∂/∂ z
e−y − ze−x e−z − xe−y e−x − ye−z

∣∣∣∣∣∣∣=
=
(− e−z + e−z ,−e−x + e−x ,−e−y + e−y)=

= (0,0,0) =
−→
0 .

Como dom−→F =R
3 então, pelo Teorema das Equivalências,



�

�

�

�

�

�

�

�

segue que −→F é um campo gradiente, isto é, existe um
campo escalar ϕ(x,y,z), tal que:

∇ϕ =
−→F em R

3 ⇔

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

∂ϕ
∂x

= e−y − ze−x (1)

∂ϕ
∂y

= e−z − xe−y (2)

∂ϕ
∂ z

= e−x − ye−z (3)

Integrando (1), (2), (3) em relação a x, y e z, respectiva-
mente, temos:

ϕ(x,y,z) = xe−y + ze−x +A(y,z)

ϕ(x,y,z) = ye−z + xe−y +B(x,z)

ϕ(x,y,z) = ze−x + ye−z +C(x,y)

Por inspeção, temos que:

A(y,z) = ye−z

B(x,z) = ze−x

C(x,y) = xe−y .

Logo, ϕ(x,y,z) = xe−y + ze−x + ye−z. Então, temos que∫
C

−→F ·d−→r = ϕ
(
γ(1)

)−ϕ
(
γ(0)

)
onde:

γ(1) =
(

ln2
ln2

, sen π
2
,

1− e
1− e

)
= (1,1,1)

γ(0) =
(

ln1
ln2

, sen0 , 1− e0

1− e

)
= (0,0,0) .

Logo: ∫
C

−→F ·d−→r = ϕ(1,1,1)−ϕ(0,0,0) =

=
(
e−1+ e−1 + e−1)− (0+0+0) = 3e−1 .
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8. O esboço de C está representado a seguir.

x y

z

A
B

1

5

5

Resolvendo o sistema

⎧⎨
⎩

z = 5− y2

z = 1
x+ z = 5

obtemos

A = (4,−2,1) e B = (4,2,1). Temos:

rot−→F =

∣∣∣∣∣∣∣
−→
i

−→
j

−→
k

∂/∂x ∂/∂y ∂/∂ z
yz+ x3 xz+3y2 xy+4

∣∣∣∣∣∣∣=
= (x− x,y− y,z− z) =

−→
0 .

Como dom−→F =R
3 então, pelo Teorema das Equivalências,−→F é um campo gradiente, isto é, existe ϕ(x,y,z) tal que

∇ϕ =
−→F em R

3 ou⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎩

∂ϕ
∂x

= yz+ x3 (1)

∂ϕ
∂y

= xz+3y2 (2)

∂ϕ
∂ z

= xy+4 (3)

Integrando (1), (2), (3) em relação a x, y e z, respectiva-
mente, temos:⎧⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎩
ϕ(x,y,z) = xyz+ x4

4
+A(y,z)

ϕ(x,y,z) = xyz+ y3 +B(x,z)

ϕ(x,y,z) = xyz+4z+C(x,y)
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Por inspeção, vemos que

A(y,z) = y3+4z

B(x,z) = x4

4
+4z

C(x,y) = x4

4
+ y3 .

Logo, temos que

ϕ(x,y,z) = xyz+ x4

4
+ y3 +4z

é uma função potencial de −→F . Assim:∫
C

−→F ·d−→r = ϕ(B)−ϕ(A) = ϕ(4,2,1)−ϕ(4,−2,1) =

= (8+4+8+4)− (−8+4−8+4) = 24+8 = 32 .

9. Esboçando o cilindro parabólico z = y2 e o plano
x+z = 1, vemos que os pontos A1, A2 e A3 são comuns às
duas superfı́cies. Ligando-os, temos um esboÃ§o de C na
figura que se segue.

x

y

z

C

A1

A2

A3

1

1

Observe que calcular
∫

C

−→F · d−→r pela definição é uma ta-
refa extremamente complicada. Temos:

rot−→F =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−→
i

−→
j

−→
k

∂
∂x

∂
∂y

∂
∂ z

−2y+ esenx −z+ y x3 + esen z

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

=
(
1,−3x2,2

) 
=−→
0 .
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Logo, −→F não é conservativo. Para aplicar o teorema de
Stokes, devemos fechar C utilizando o segmento de reta
C1 que liga A3 a A2.

x

y

z

S C

C1

A1

A2

A3

1

1
−→n

Seja S a porção do plano x + z = 1, limitada por
C =C∪C1 e que se projeta no plano yz segundo a região
D cujo esboço se segue.

y

z

D

z = 1

z = y2

−1

1

1

Descrevemos S por S : x = 1 − z = f (y,z), com
(y,z) ∈ D : −1 ≤ y ≤ 1 e y2 ≤ z ≤ 1. Considerando a
orientação de C = ∂S, segue que a normal a S está voltada
para cima. Um vetor normal a S é −→N = (1, − fy, − fz) =
= (1,0,1). Logo, −→n =

(1,0,1)√
2

e dS =
√

2dydz . Pelo teo-
rema de Stokes, temos:∫

C

−→F ·d−→r =

∫ ∫
S
rot−→F ·−→n dS =

=

∫ ∫
D
(1,−3(1− z)2,2) · (1,0,1)dydz=

=

∫ ∫
D
(1+2)dydz = 3

∫ ∫
D

dydz =



�

�

�

�

�

�

�

�

= 3
∫ 1

−1

∫ 1

y2
dzdy = 3

∫ 1

−1

(
1− y2)dy =

= 3
[
y− y3

3

]1

−1
= 6

(
1− 1

3

)
= 4 .

ou ∫
C

−→F ·d−→r +

∫
C1

−→F ·d−→r = 4 .

Cálculo de
∫

C1

−→F ·d−→r

Temos C−
1 : z = 1, com x = 0 e −1 ≤ y ≤ 1 donde

dz = dx = 0. Então:∫
C1

−→F ·d−→r =−
∫

C−
1

−→F ·d−→r =

=−
∫

C−
1

Q(0,y,1)dy =−
∫ 1

−1
(−1+ y)dy =

=−
[
−y+ y2

2

]1

−1
= 2 .

Logo: ∫
C

−→F ·d−→r = 4−2 = 2 .

10. Da parametrização de C, temos x = 4cos t, y = 4sen t e
z = 4 − 4cos t, com 0 ≤ t ≤ 2π donde x2 + y2 = 16 e
z = 4 − x. Logo, C é a curva interseção do cilindro
x2 + y2 = 16 com o plano z = 4− x, orientada no sentido
anti-horário quando vista de cima.

x y

z

C

44

4
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Seja S a porção do plano z = 4− x, limitada por C.

x y

z

C

44

4S

−→n

Da regra da mão direita, vemos que −→n aponta para cima.
A superfı́cie S pode ser descrita por S : z= 4−x = f (x,y),
com (x,y)∈D : x2+y2 ≤ 16. Temos−→N =(− fx, − fy,1)=
= (1,0,1), donde −→n =

(1,0,1)√
2

e dS =
√

2 dxdy. Temos:

rot−→F =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−→
i

−→
j

−→
k

∂
∂x

∂
∂y

∂
∂ z

z− y ln(1+ y2) ln(1+ z2)+ y

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (1,1,1) .

Logo, do teorema de Stokes, temos:∫
C

−→F ·d−→r =

∫ ∫
S
rot−→F ·−→n dS =

=

∫ ∫
D
(1,1,1) · (1,0,1)dxdy=

=
∫ ∫

D
(1+1)dxdy =

= 2A(D) = 2 ·π ·42 = 32π .

AULA 16

1. Como C está orientada no sentido horário, não podemos
aplicar o teorema de Green. Então, denotemos por C− a
circunferência orientada no sentido anti-horário. Seja D a
região delimitada pela circunferência.
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x

y

D

C−

1

2

Temos, então:∮
C−

−→F ·d−→r =

∫ ∫
D

(
∂Q
∂x

− ∂P
∂y

)
dxdy =

=

∫ ∫
D
(3x+3)dxdy = 3

∫ ∫
D
(x+1) dxdy .

Passando para coordenadas polares:

x2 + y2 = 2y ⇒ r2 = 2r senθ ⇒ r = 2senθ .

Então:∮
C−

−→F ·d−→r = 3
∫ π

0

∫ 2senθ

0
(rcosθ +1)r drdθ =

= 3
∫ π

0

∫ 2senθ

0

(
r2 cosθ + r

)
drdθ =

= 3
∫ π

0

[
r3

3
cosθ +

r2

2

]2senθ

0
dθ =

= 3
∫ π

0

(8
3

sen3 θ cosθ +2sen2 θ
)

dθ =

= 3
[8

3
· sen4 θ

4
+2 · 1

2

(
θ − sen2θ

2

)]π

0
=

= 3(0+π) = 3π .

Mas: ∮
C

−→F ·d−→r =−
∮

C−
−→F ·d−→r .

Logo: ∮
C

−→F ·d−→r =−3π .
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2. a. Seja−→F =(P,Q)=
(
senxy+xycosxy, x2 cosxy

)
, para

todo (x,y) ∈ R
2. Temos:

∂Q
∂x

− ∂P
∂y

=

=
(
2xcosxy− x2ysenxy

)−
−(xcosxy+ xcosxy− x2ysenxy

)
=

= 0

em R
2. Como R

2 é um conjunto simplesmente co-
nexo então, pelo teorema das equivalências segue
que I é independente do caminho.

b. Também do teorema das equivalências temos que −→F
é conservativo.

Construção de uma função potencial para −→F

Temos:

∂ϕ
∂x

= senxy+ xycosxy (1)

∂ϕ
∂y

= x2 cosxy (2)

Integrando (2) em relação a y, temos:

ϕ(x,y) = xsenxy+ f (x) (3)

onde f (x) é uma “constante” de integração. Deri-
vando (3) em relação a x e usando (1), temos:

senxy+ xycosxy+ f ′(x) = senxy+ xycosxy

ou f ′(x) = 0. Logo, f (x) = c. Fazendo c = 0, temos
uma função potencial

ϕ(x,y) = xsenxy

em R
2. Logo:

I = ϕ
(
σ(1)

)−ϕ
(
σ(0)

)
= ϕ(0,1)−ϕ(−1,1) =

= 0− (−1)sen(−1) = sen(−1) =−sen1 .
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3. Temos que:

M =

∫ ∫
S

f (x,y,z) dS =

∫ ∫
S
x2 dS ,

onde S está ilustrada na figura que se segue.

x

y

z

S

22
3

3

Uma parametrização para S é dada por

ϕ(t,z) = (2cos t,2sent,z)

onde (t,z)∈ D :
{

0 ≤ t ≤ 2π
0 ≤ z ≤ 3−2cos t .

Temos que ∂ϕ
∂ t

= (−2sen t, 2cost, 0) e ∂ϕ
∂ z

= (0,0,1)
donde

∂ϕ
∂ t

× ∂ϕ
∂ z

=

∣∣∣∣∣∣∣
−→
i

−→
j

−→
k

−2sen t 2cos t 0
0 0 1

∣∣∣∣∣∣∣= (2cost, 2sen t, 0) .

Como dS =
∥∥∥∂ϕ

∂ t
× ∂ϕ

∂ z

∥∥∥ dtdz, então dS = 2 dtdz. Logo:

M =
∫ ∫

D
(2cost)2 ·2 dtdz =

= 8
∫ 2π

0

∫ 3−2cos t

0
cos2 t dzdt =
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= 8
∫ 2π

0
(3cos2 t−2cos3 t) dt =

= 24
∫ 2π

0
cos2 t dt −16

∫ 2π

0
cos3 t dt .

Temos:
∫ 2π

0
cos2 t dt = 1

2

[
t + sen2t

2

]2π

0
= π e

∫ 2π

0
cos3 t dt =

∫ 2π

0
cos2 t · cos t dt =

=

∫ 2π

0
(1− sen2 t) d(sent) =

[
sen t − sen3 t

3

]2π

0
= 0 .

Logo: M = 24π u.m.

4. A curva C é constituı́da de três partes e pode ser visuali-
zada na figura a seguir.

x
y

z

C

11

1

Calcular I usando a definição é uma tarefa penosa. Calcu-
lemos então através do teorema de Stokes. Seja S a porção
do plano x+y+z = 1 delimitada pela curva C. De acordo
com a orientação de C, devemos tomar −→n apontando para
cima. As figuras que se seguem mostram S e sua projeção
sobre o plano xy.

x
y

z

S

11

1

C = ∂S

−→n

x

y

D

1

1

x+ y = 1
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Temos S : z = 1 − x − y = f (x,y), com (x,y) ∈ D :
0 ≤ x ≤ 1 , 0 ≤ y ≤ 1− x.

Como −→N =
(
− ∂ f

∂x
,−∂ f

∂y
, 1
)
= (1,1,1) aponta para cima

então temos que −→n =
−→N∣∣∣∣−→N ∣∣∣∣ = (1,1,1)√

3
e dS =

√
3 dxdy.

Por outro lado

rot−→F =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−→
i

−→
j

−→
k

∂
∂x

∂
∂y

∂
∂ z

ex2
+ y2 ey2 − z2 ez2 − x2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (2z, 2x, −2y) .

Do teorema de Stokes, temos:∮
C

−→F ·d−→r =

∫ ∫
S
rot−→F ·−→n dS =

=

∫ ∫
D

(
2(1− x− y), 2x, −2y

) · (1, 1, 1)√
3

·
√

3 dxdy =

=
∫ ∫

D
(2−2x−2y+2x−2y) dxdy =

= 2
∫ ∫

D
(1−2y) dxdy = 2

∫ 1

0

∫ 1−x

0
(1−2y) dydx =

= 2
∫ 1

0

[
y− y2

]1−x

0
dx = 2

∫ 1

0

(
1− x−1+2x− x2) dx =

= 2
∫ 1

0

(
x− x2) dx = 2

[
x2

2
− x3

3

]1

0
=

1
3
.

5. Note na figura que se segue que a superfı́cie S não é fe-
chada.

x

y

z

S

1

4

−→n
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Da complexidade do campo −→F , calcular o fluxo direta-
mente não é uma tarefa simples. Então, tentemos usar o
teorema de Gauss. Para isso, devemos fechar a superfı́cie
S com a porção S1 do plano z = 1, delimitada pela circun-
ferência x2 + y2 = 3, orientada com −→n1 =−−→

k . A figura a
seguir mostra o sólido W delimitado por S e S1.

x

y

z

S

D

1

4

−→n

−→n1

S1

√
3√

3

Como estamos nas condições do teorema de Gauss, te-
mos:∫ ∫

S

−→F ·−→n dS+
∫ ∫

S1

−→F ·−→n1 dS =

=
∫ ∫ ∫

W
div−→F dxdydz =

∫ ∫ ∫
W
(0+0+1) dxdydz =

=
∫ ∫ ∫

W
dxdydz =

∫ ∫
D

[∫ 4−x2−y2

1
dz

]
dxdy =

=
∫ ∫

D

(
3− x2 − y2) dxdy =

∫ 2π

0

∫ √
3

0

(
3− r2)r drdθ =

=
∫ 2π

0

∫ √
3

0

(
3r− r3) drdθ =

∫ 2π

0

[
3 · r2

2
− r4

4

]√3

0
dθ =

=
(

9
2
− 9

4

)
·2π =

9π
2
.
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Mas:∫ ∫
S1

−→F ·−→n1 dS =

=
∫ ∫

S1

(
earctg1, e ln(x2 +1), 1

) · (0,0,−1) dS =

=−
∫ ∫

S1
dS =−A(S1) =−π

(√
3
)2

=−3π .

Logo:
∫ ∫

S

−→F ·−→n dS =
9π
2
+3π =

15π
2

.

6. O cálculo direto da integral parece uma tarefa impossı́vel,
mas o Teorema de Green fornece um outro método de
resolução. Temos P=− x2y

1+ x2 +y2 e Q= x+arctgx donde

∂Q
∂x

− ∂P
∂y

= 1+ 1
1+ x2 −

(
− x2

1+ x2 +2y
)
=

= 1+ 1+ x2

1+ x2 −2y = 2−2y = 2(1− y) .

Então:

I =
∫ ∫

D

(∂Q
∂x

− ∂P
∂y

)
dxdy = 2

∫ ∫
D
(1− y)dxdy

onde D é a região do plano limitada por C, conforme a
figura que se segue.

x

y

Dx = 0

x = 4− 2y

C = ∂D

2

4

A região D pode ser vista como tipo II:

D =
{
(x,y) | 0 ≤ y ≤ 2 , 0 ≤ x ≤ 4−2y

}
.

Logo,

I = 2
∫ 2

0

∫ 4−2y

0
(1− y) dxdy = 2

∫ 2

0
(1− y)(4−2y) dy =

= 4
∫ 2

0

(
2−3y+ y2) dy = 4

[
2y− 3y2

2
+

y3

3

]2

0
=

8
3
.



�

�

�

�

�

�

�

�

7. a. Considerando-se que x2 + y2 = 2x é equivalente a
(x− 1)2 + y2 = 1, então o esboço de S está repre-
sentado na figura que se segue.

x

y

z

S

−1
2

4

x

y

z

S

−1
2

4

Seja (x,y,z) ∈ S. Então x e y satisfazem
(x−1)2+ y2 = 1. Logo{

x = 1+ cos t
y = sen t

com 0 ≤ t ≤ 2π . Como −1 ≤ z ≤ x2+y2 = 2x então
−1 ≤ z ≤ 2+2cos t.
Adotando t e z como parâmetros, temos que uma
parametrização para S é dada por

ϕ(t,z) = (1+ cost,sent,z)

com (t,z) ∈ D :

{
0 ≤ t ≤ 2π

−1 ≤ z ≤ 2+2cos t
.

b. Temos:

ϕt = (−sen t,cost,0) e ϕz = (0,0,1)

donde

ϕt ×ϕz =

∣∣∣∣∣∣∣∣
−→
i

−→
j

−→
k

−sen t cost 0
0 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣= (cos t,sent,0) .

Logo, ‖ϕt ×ϕz‖= 1.
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Como A(S) =
∫ ∫

D
‖ϕt ×ϕz‖ dtdz, então

A(S) =
∫ ∫

D
dtdz =

∫ 2π

0

∫ 2+2cos t

−1
dzdt =

=

∫ 2π

0
(3+2cost) dt =

[
3t +2sen t

]2π

0
= 6π u.a.

c. O fluxo é dado por:

Φ =

∫ ∫
S

−→F ·−→n dS

onde −→n = (−cos t,−sent,0) pois −→n aponta para
dentro de S.

Como dS = ‖ϕt ×ϕz‖ dtdz então dS = dtdz.

Logo:

Φ =
∫ ∫

D

−→F (ϕ(t,z)) ·−→n dtdz =

=

∫ ∫
D

(
3+3cos t −3− sen t , 3sent +1+

+cos t −1 , esenz) · (−cos t,−sent,0) dtdz =

=
∫ ∫

D
(3cos t − sen t,3sent+ cos t,esenz) ·

·(−cos t,−sent,0) dtdz =

=
∫ ∫

D

(−3cos2 t + sen t cos t−3sen2 t−

−sen t cos t
)

dtdz =

=

∫ ∫
D
−3 dtdz =−3

∫ ∫
D

dtdz .

Como
∫ ∫

D
dtdz = 6π (ver item (a)), então

Φ =−18π .

8. O esboço de C está representado na figura que se segue.
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x

y

z

C

1 2

4

x

y

z

C

1 2

4

Considerando o sistema{
z = x2 + y2

x2 +(y−1)2 = 1 ou x2 + y2 = 2y

temos z = 2y. Isto significa que a curva interseção C está
contida no plano z = 2y. Então, seja S a superfı́cie porção
do plano z = 2y, limitada por C. Logo, ∂S =C. Temos

S : z = 2y = f (x,y)

com

(x,y) ∈ D : x2+(y−1)2 ≤ 1 ou x2 + y2 ≤ 2y .

O esboço de D está representado na figura que se segue.

x

y

D
1

2

Como dS =
√

1+(zx)
2+(zy)

2 dxdy então

dS =
√

1+0+22 dxdy =
√

5dxdy .
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De acordo com a orientação de C = ∂S, devemos tomar−→n apontando para cima. Então,

−→n =
−→N∣∣∣∣−→N ∣∣∣∣ = (−zx,−zy,1)∣∣∣∣−→N ∣∣∣∣ =

(0,−2,1)√
5

.

Temos que:

rot−→F =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−→
i

−→
j

−→
k

∂/∂x ∂/∂y ∂/∂ z

2y x2

2

√
1+ z8

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (0,0,x−2) .

Pelo Teorema de Stokes, temos:∮
C

−→F ·d−→r =
∫ ∫

S
rot−→F ·−→n dS =

=
∫ ∫

D
(0,0,x−2) · (0,−2,1)√

5
·√5 dxdy =

=
∫ ∫

D
(x−2) dxdy .

Passando para coordenadas polares, temos:⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

x = rcosθ
y = r senθ

dxdy = rdrdθ
x2+ y2 = 2y ⇒ r2 = 2r senθ ⇒

⇒ r = 0 ou r = 2senθ

Do esboço de D, temos que Drθ é dado por

Drθ :
{

0 ≤ θ ≤ π
0 ≤ r ≤ 2senθ .

Então: ∮
C

−→F ·d−→r =
∫ ∫

Drθ
(rcosθ −2)r drdθ =

=
∫ ∫

Drθ

(
r2 cosθ −2r

)
drdθ =

=
∫ π

0

∫ 2senθ

0

(
r2 cosθ −2r

)
drdθ =
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=
∫ π

0

[
cosθ r3

3
− r2

]2senθ

0
dθ =

=
∫ π

0

(8
3

cosθ sen3 θ −4sen2 θ
)

dθ =

=

[
8
3
· sen4 θ

4
− 4

2

(
θ − sen2θ

2

)]π

0
=−2π .

9. a. Temos:

rot−→F =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−→
i

−→
j

−→
k

∂
∂x

∂
∂y

∂
∂ z

3x2yz+ ez x3z x3y+ xez +3z2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

=
(
x3 − x3, 3x2y+ ez − ez −3x2y, 3x2z−3x2z

)
=

= (0,0,0) =
−→
0 .

Como dom−→F =R
3, que é um conjunto simplesmen-

te conexo e rot−→F =
−→
0 , então pelo teorema das equi-

valências, segue que −→F é conservativo.

b. O esboço de C está representado na figura que se
segue.

x
y

z

C

1

1

1

A = (−1,1,0)

B = (1,1,0)

O trabalho W é dado por:

W =
∫

C

−→F ·d−→r .

Como −→F é conservativo, logo existe uma função
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ϕ(x,y,z), tal que ∇ϕ =
−→F em R

3, isto é,

∂ϕ
∂x

= 3x2yz+ ez (1)

∂ϕ
∂y

= x3z (2)

∂ϕ
∂ z

= x3y+ xez +3z2 (3)

Integrando (1), (2) e (3) em relação a x, y e z respec-
tivamente, temos

ϕ(x,y,z) = x3yz+ xez + f (y,z) (4)

ϕ(x,y,z) = x3yz+g(x,z) (5)

ϕ(x,y,z) = x3yz+ xez + z3+h(x,y) (6)

De (4), (5) e (6) vemos que f (y,z) = z3, g(x,z) = xez

e h(x,y) = 0. Logo:

ϕ(x,y,z) = x3yz+ xez + z3

é uma função potencial de −→F . Então:

W = ϕ(B)−ϕ(A) =

= ϕ(1,1,0)−ϕ(−1,1,0) =

= e0 −(−e0)= 2 u.ω .

10. O esboço de S está representado na figura que se segue.

x

y

z

S

1

−→n

∂S
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Como −→n aponta para baixo, então o bordo de S, ∂S, está
orientado no sentido horário quando visto de cima. Para-
metrizando ∂S, no sentido anti-horário, temos ∂S− : x =
= cos t, y = sen t e z = 1, com 0 ≤ t ≤ 2π . Logo,
dx = −sen t dt, dy = cos t dt e dz = 0. Do teorema de
Stokes, temos:∫ ∫

S
rot−→F ·−→n dS =

∫
∂S

−→F ·d−→r =

=−
∫

∂S−
−→F ·d−→r =

=−
∫

∂S−
P(x,y,1) dx+Q(x,y,1) dy+R(x,y,1) ·0 =

=−
∫

∂S−
ye1−1 dx− xe1−1 dy =

=−
∫

∂S−
y dx− x dy =

=−
∫ 2π

0

[
(sen t)(−sent)− (cost)(cost)

]
dt =

=−
∫ 2π

0

(−sen2 t − cos2 t
)

dt =

=

∫ 2π

0
dt = 2π .




