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Aula

INTEGRAIS DUPLAS

Ao final desta aula, vocé devera ser capaz de:

calcular a integral dupla de fungdes continuas
sobre regides planas retangulares;

calcular a integral dupla de fungdes continuas
sobre regides planas mais gerais e, em alguns
casos, inverter a ordem de integracao;

utilizar a integral dupla para o calculo de volu-
mes para alguns solidos.

Apresentar a definicdo da integral de fungcbes
de duas variaveis (integral dupla) sobre uma
regido definida no plano, bem como sua apli-
cabilidade ao calculo de alguns volumes.
Sera apresentado, inicialmente, o caso em
que a regido plana é dada por um retangulo
para, em seguida, considerar-se regides mais
gerais. Sera dado o Teorema de Fubini,
que fornece um método pratico de calcular
tais integrais, para fungdes continuas, por in-
termédio de integrais definidas para fungdes
de uma variavel.



Célculo 1V | Integrais Duplas

Pré-requisitos
\Vocé vai precisar
dos conhecimentos
sobre Geometria
Analitica, bem
como dos
conhecimentos
sobre técnicas de
integracdo e
integral definida
para funcdes reais
de uma variavel
apresentados no

Curso de Calculo 1.

8 CEDERJ

INTEGRAL DUPLA SOBRE REGIOES
RETANGULARES

Essa secdo é dedicada a integracdo dupla de funcdes reais
de duas variaveis sobre uma regido retangular. Apresenta-se,
inicialmente, a definicdo da integral dupla por intermédio das
Somas de Riemann, como uma extensdo da integral definida,
para funcdes de uma variavel real, sobre um intervalo fechado e
limitado. Em seguida, & dado o Teorema de Fubini, que fornece
um meio de calcular tais integrais para fung¢des continuas, tendo
como ferramenta o Segundo Teorema Fundamental do Calculo.

Definicao 1.1.

Considere o retangulo
R={(x,y) eR?/a<x<b,c<y<d}=][ab]x|[c,d],
onde a, b, c,d sdo nimeros reais taisque a < b e c < d. Sejam

Plra=Xp<X1<Xo<..<Xy=Db
Poic=yo<y1<y2<..<ym=d

particdes de [a,b] e [c,d], respectivamente. O conjunto
P={(x,yj)/i=0,1,2,..,ne j=0,1,2,...m}

é dito uma particdo do retangulo R.

#5 Uma partigdo P divide o retdngulo R em n-m retangulos
Rij={(xy) € R®/xi_1 <X <Xi,yj-1 <Y <Vj},

comi=1,2,....ne j=1,2,...,m,conforme ilustraafigura
sequir:



y
R
ym :d 7 x nm
Yim-14
y 1]
0=¢"] <R
T - T o
) X-1 X
a=X0 b:xn

Figural.l

Definicao 1.2.

Seja f : R ¢ R? — R uma funcdo real de duas variaveis defi-
nida no retdngulo R = [a,b] x [[c,d] e considere uma parti¢do
P de R. Para cada retangulo Rjj, determinado pela parti¢éo
P, seja (x{',yj) € Rij, escolhido arbitrariamente.

|
y
d
Y; R
] ..
)?_1 y# D 1]
C_
T = T -
a 1¥1 b X
X1 %
Figura 1.2
O nUmero
m
SF=)
j=1

é denominado soma de Riemann de f relativa a parti¢cdo P e
aos pontos (xi*,y]‘).

CEDERJ
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Célculo 1V | Integrais Duplas

Definicado 1.3.

Sejam f, P e S*, como na defini¢do anterior, e seja
A =max {Axq,AXp,...,AXn,Ay1,Ay>, ..., AYm}.

Diz-se que f & integravel sobre R se existe um nimero S tal
que
lim S* =S

A—0

independentemente das escolhas dos pontos (x,yj). Nesse
caso, a integral dupla de f sobre R é dada por S e escreve-se

S://Rf(x,y)dxdy.

#5 Segue da definicdo, as seguintes propriedades:

i. A integral da funcdo constante f(x,y) =1 fornece a
area da regido retangular R sobre a qual é calculada
a integral, ou seja,

//Rldxdy =A(R).

ii. Linearidade da integral dupla, isto é,
J[ 1103+ gtx )y =

//Rf(x,y)dxdy—l—//Rg(x,y)dxdy

//kf(x,y)dxdy _ k// £(x,y)dxdy, onde k € R.
R R

ilii. SeR=R;URyU...URy, entdo

//Rf(x,y)dxdy:
//le(X,y)dxdy—l—...-|-//Rnf(x,y)dxdy.

#5 Mostra-se que toda funcio f continua em um retangulo
R & integravel sobre R. (A demonstracdo desse resultado
sera omitida por ndo ser objetivo do texto)

10 CEDERJ



UMA APLICACAO DE INTEGRAL DUPLA

A definicdo da integral dupla pelas somas de Riemann é fun-
damental para se entender algumas de suas aplicagfes, que serao
vistas mais adiante. Por hora, veremos sua utilizagdo para o
calculo de alguns volumes.

Seja f : R ¢ R?> — R uma fung&o continua e positiva no
retdngulo R = [a,b] x [c,d]. Considere o solido W delimitado
pelo gréfico de z = f(x,y), o retdngulo R e os planos x = a,
Xx=b,y=cey=d.

- 2=f(x,y)

"=/

as

v

=y

Figura 1.3

QUESTAO: CoMO PODEMOS CALCULAR O
VOLUME DEW?

A resposta estd na utilizacdo de solidos, cujos volumes sdo
conhecidos, para obter uma aproximacdo do volume desejado.
Para iSS0, considere uma particdo
P={(xyj)/i=0,1,2,...,ne j=0,1,2,...m} do retdngulo R
e, para cada retangulo Rjj, determinado por P, sejam
(Xi.Yj) € Rije (x™.yj") € Rij, escolhidos de modo que

F(x,yj) =min{f(xy)/(x.y) €Rij}
F(,yj*) = max{f(x,y)/(x.y) € Rij}.

Considere os paralelepipedos wij e W;j, com base R;jj e alturas
f(x,yj) e f(x™,yj"), respectivamente, cujos volumes sdo da-

CEDERJ 11
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Célculo 1V | Integrais Duplas

dos por
V(wij) = f(x,yj)A%Ay) e V(Wij) = F(q7,yj")AxAy;j

e note que esses volumes limitam inferior e superiormente o vo-
lume da parte de W que esta sobre Rj;.

(xsy ) —H7
S P e

=y

Figura 1.4

Dessa forma, o volume de W satisfaz

m

iZV(Wij) <V(W) < iZV(Wij)’

i=1j=1 i=1j=1

ou seja,
n m n
D X,y AxiAy; <V (W) < D fOG™, Y7 ) AXiAY;.

i=1j=1 i=1j=1

Intuitivamente, observa-se que os paralelepipedos wjj e W;j se
aproximam entre si a medida que consideramos suas bases cada
vez menores e, portanto, devemos esperar que

n m
Jim ZZf XL yDAAY) = V(W) =
| 1j=1

= lim ZZf XY AXAY .

A*>OI 1j=
De fato, como a fungdo f é continua em R, segue-se da obser-

12 CEDERJ



vacdo 3 que f & integravel sobre R e, portanto, os limites acima
existem e sdo iguais a integral dupla de f sobre R. Nesse caso,

V(W)= //Rf(x,y)dxdy.

O TEOREMA DE FUBINI

Até aqui foram apresentadas a defini¢do de integral dupla so-
bre uma regido retangular e sua aplicac@o para o calculo de vo-
lume. No entanto, ainda ndo conhecemos uma forma pratica de
calcular tais integrais. A seguir, & apresentado o Teorema de Fu-
bini, que resolve essa questdo para o caso de fun¢des continuas.

Teorema 1.1.

Seja f : R ¢ R? — R uma fungdo continua no retangulo
R = [a,b] x [c,d]. Nesse caso a integral dupla de f sobre R pode
ser calculada por intermédio de integrais iteradas, ou seja,

//Rf(x,y)dxdy:/aIO [/Cdf(x,y)dy} dx:/ccI [/abf(x,y)dx} dy.

#5 Assim como na derivagdo parcial, quando resolvemos a
integral com relagcdo a uma das variaveis, a outra é con-
siderada constante e a integracdo é realizada como para
funcdes de uma variavel, utilizando-se o Segundo Teo-
rema Fundamental do Célculo.

#5 Para representar a integral dupla da fungdo f sobre a regido
retangular R = [a,b] x [c,d], podemos utilizar, também, as
seguintes notacoes:

d b b ,d
/ / f(x,y)dxdy ou / / f(x,y)dydx.
c Ja a Jc

CEDERJ 13
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Célculo 1V | Integrais Duplas

[ Exemplo1.1. |

a. Calcule a integral dupla / f(x,y)dxdy, onde
R
f(Xay) = Xy+y2 eR= [_171] X [072]

Solucgdo: Pelo Teorema de Fubini, temos que

// Xy +y2) dxdy = /[/ Xy + Y2 dx}dy.

Resolvendo a integral em relagdo a variavel x, considerando y
constante, obtemos
x=1

/02 [Xz—zyﬂyz] X}ldy:
/o2 [(1?23’*13’2) - (%H (—1)y2>} dy = /022y2dy.

Finalmente, resolvemos a integral restante em relagcdo a variavel
y e obtemos

ou seja,
/ f(x,y)dxdy = 1
R 3

— Pelo Teorema de Fubini, a integral do exemplo ante-
rior pode ser resolvida calculando-se primeiro a in-
tegral em relacdo a variavel y, como se segue:

//fxydxdy /U Xy +y2 dy]dx

14 CEDERJ



1 /¢
b. Calcule a integral dupla/ / x| cos(xy)dxdy
0 J—m

Solugdo: Observe que a regido de integragdo é dada pelo
retdngulo R = [—x, ] x [0, 1], conforme ilustracdo abaixo.

AULA ' MODULO 1

- ) X

Como

X| = —X, sex<0
Tl x, sex>0,

precisamos dividir a regido de integracdo nos retangulos
Ry =[-m,0] x [0,1] e R, = [0, 7] x [0,1], de modo que

//\x]cos(xy)dxdy:// \x]cos(xy)dxdy+// x| cos(xy)dxdy =
R Ry R2
// —xcos(xy)dxdy+// xcos(xy)dxdy.

R]_ R2

Note que é mais “interessante”resolver primeiro a integral em
relacdo a variavel y (mantendo x constante) e, portanto,

//R|x]cos(xy)dxdy =

- _/Oﬂ [/lecos(xy)dy] dx+/07r [/lecos(xy)dy} dx =

= [ sinooylybax [ sina)hax=

-7

0 b4
= —/ sinxdx+/ sinxdx =
-7 0

[cosx}=2 z + [—cosx|y =g = [1— (1) + [(—(~1) - (~1)] = 4

CEDERJ 15



Célculo 1V | Integrais Duplas

c. Calcule o volume do solido limitado pelos planos z = 0,
y+z=2,y=0,y=1,x=0ex=3.

Solucéo:

Figura 1.6

Note que o volume desejado é dado por

3 41 3 y2 70 33
vV = //(Z—y)dydx:/ [Zy——] dx:/ —dx =
0Jo 0 2]y 02

31°% 9
- |:§X:|x_0_§.

INTEGRAL DUPLA SOBRE REGIOES MAIS GE-
RAIS

Até aqui, trabalhamos com integrais duplas de funcdes defi-
nidas sobre regides planas retangulares. Nesta secdo, estendere-
MOs esse conceito para regides planas de carater mais geral.

Seja f uma funcdo definida em uma regido limitada D do
plano xy e considere R um retangulo que contenha D. Dessa
forma, podemos definir uma funcéo f, em R, por

7o ) T(xy), se(xy)eD
f(x’y)_{ 0, se (x,y) e R—D,

16 CEDERJ



e, caso fseja integravel sobre R, definimos
// f(x,y)dxdy:// F(x,y)dxdy.
D R

#5 Note que, devido a definicdo anterior, todas propriedades
apresentadas na Secdo 1 permanecem validas para o caso
de regides mais gerais.

#5 Se f: D c R? — R & uma fungdo continua e positiva em
D, entdo o volume do s6lido W que esta abaixo do grafico
de f e acimade D (Figura 1.7) é dado por

V(W) ://Df(x,y)dxdy

z=f(x,y)

W

0 v

Figura 1.7

Seja f : D ¢ R? — R uma funcéo continua em D. Para
podermos utilizar aqui a ideia das integrais iteradas, como na
secdo anterior, para o calculo de

//Df(x,y)dxdy,

precisamos considerar dois tipos de regides D.

CEDERJ 17
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Célculo 1V | Integrais Duplas

REGIOES DO TIPO | OU INSCRITAS EM FAIXAS
VERTICAIS

S&o regides definidas por
D={(xy) eR?/a<x<begi(x) <y<ga(x)},

onde g1 e g» sdo fungdes continuas definidas em [a, b].

y=9,(x)

y=9,(x)

Figura 1.8

Nesse caso, a integral dupla de f sobre D pode ser calculada
pelas integrais iteradas

//Df(x,y)dxdy = /ab [/giz):)f(x,y)dy] dx.

#5 Podemos interpretar a integral acima como se cobrissemos
a regido D por segmentos de reta verticais da seguinte
forma: para cada x € [a, b] fixo, o segmento de reta verti-
cal (que representa a variacdo de y) comeca sobre a curva
y = g1(X) e termina sobre a curvay = g»(X).

18 CEDERJ



i

Figura 1.9

REGIOES DO TI1PO Il OU INSCRITAS EM FAIXAS
HORIZONTAIS

Sdo regides definidas por
D={(xy)eR?/c<y<dehy(y) <x<ha(y)},

onde h; e hy séo fung¢Bes continuas definidas em [c,d].

y=h,(x) y=h(x)

2y

Figura 1.10

Nesse caso, a integral dupla de f sobre D pode ser calculada

CEDERJ 19
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pelas integrais iteradas

//Df(x,y)dxdy = /Cd [/hrz:)f(x,y)dx} dy.

£ Podemos interpretar a integral acima como se cobrissemos
a regido D por segmentos de reta horizontais da seguinte
forma: para cada y € [c,d] fixo, 0 segmento de reta ho-
rizontal (que representa a variagdo de x) comeca sobre a
curva X = hy(y) e termina sobre a curva x = hy(y).

Figura 1.11

Todas as regides que consideraremos serdo do tipo I, do tipo
I ou poderdo ser divididas em regides, cada qual do tipo | ou II.

Se uma regido D for simultaneamente dos tipo | e 11, & ra-
zoavel se pensar no calculo da integral dupla de f sobre D,
utilizando-se qualquer um dos dois casos (isto &, integrando pri-
meiro em relacdo a variavel y ou primeiro em relacdo a variavel
X) No entanto, é importante ressaltar que essa inversdo na ordem
de integracdo ndo se da tdo diretamente, como no caso de regides
retangulares. E necessario analisar a regido e “enxerga-la”’como
sendo do tipo desejado, como mostram os exemplos a seguir.



[ Exemplo12. |

a. Esboce aregido e troque a ordem de integracdo na integral

dupla
1 2
/ / f(x,y)dydx
0 Jo

Solugdo: Note que, da forma como esta representada a inte-
gral, a regido de integragdo D € considerada do tipo I, visto que
a mesma se encontra inscrita nas faixas verticais x =0e x = 1.
Além disso, percebemos que, para cada x fixo, a variagcdo de y
ocorre entre os graficos das fungdes y = 0 e y = x?, conforme a
figura a sequir:

AULA ! MODULO 1

|
y
1 y=x2
0 1 X

Figura 1.12

Para invertermos a ordem de integracdo, precisamos considerar
a regido como sendo do tipo Il ou inscrita em faixas horizontais,
conforme figura a seguir:

CEDERJ 21
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22 CEDERJ

|
y
1 x=y
0 } X
Figura1.13

Note que a regido se encontra inscrita nas faixasx =0ex=1
e, ao cobri-la com segmentos de retas horizontais, observamos
que, para cada y fixo, a variagao de x ocorre entre os graficos
das fungdes y = x? e x = 1. No entanto, para considerarmos a
regido como do tipo Il, precisamos considerar fun¢@es do tipo
x = h(y) e, portanto, a curva y = x?, deve ser considerada como
X = /¥ (visto que x deve ser positivo). Dessa forma, temos que

1 %2 1 01
/ / f(x,y)dydx :/ / f(x,y)dxdy.
0 Jo 0 J\y

. Esboce a regido e troque a ordem de integracdo na integral

dupla
1 ,l-y
// £(x,y)dxdy
0 Jy-1

Solugdo: Note que, da forma como esta representada a in-
tegral, a regido de integracdo D é considerada do tipo I, visto
gue a mesma se encontra inscrita nas faixas horizontaisy =0 e
y = 1. Além disso, percebemos que, para cada y fixo, a variagdo
de x ocorre entre os gréficos das fungdesx =y—1lex=1-y,
conforme a figura a seguir:



x:]-y x:y-l
%N
D,4>
//Q 1 x
Figura 1.14

Para invertermos a ordem de integracdo, precisamos “olhar”’para
a regido como sendo do tipo | ou inscrita em faixas verticais,
conforme figura abaixo:

y:]-x y=x+1
1
D ‘DZM | .
/1 1 x
Figura 1.15

Para isso, necessitamos considerar funcdes do tipo y = g(x) e,

portanto,

X=y—l<y=x+1
X=1-y<=y=1-xX

Note que a regido se encontra inscrita nas faixasx = —-lex=1
e que nao é possivel escrevé-la como do tipo Il, pois, ao cobri-

CEDERJ
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Célculo 1V | Integrais Duplas

24 CEDERJ

la por segmentos de reta verticais, observamos que, para cada x
fixo, temos a seguinte situacdo:

0<y<x+1 sexe[-1,0]
0<y<1l-—x sexe][0,1].

Logo, ndo encontramos uma Unica funcéo y = g(x) tal que te-

nhamos
1 ro(x)
[ ] fexydydx
-1J0

Dessa forma, precisamos separar a regido D em duas regides D1
e Dy, dadas por,

Di={(x,y) ER?/—1<x<0e0<y<x+1}
D={(xy) €R?/0<x<1e0<y<1-x}

de modo que,

//D f(x,y)dxdy = //D T(cy)dxdy + / /D )y

e, portanto,
1 ,l-y
// f(x,y)dxdy =
0 Jy-1

0 prx+1 1 r1—x
:/ / f(x,y)dydx+// f(x,y)dydx.
-1Jo 0Jo

. Calcule a integral dupla

// ydxdy
D

onde D é a regido do primeiro quadrante delimitada pela
circunferéncia x> +y?> =1 e pelaretax+y = 1.

Solug@o: Observe aregido D pode ser descrita como dos tipos
lell,



QJN x QA x
y=1-x x=1-y

Figura 1.16

respectivamente, por

D:{(x,y) GRZ/ngglel—xgyS\/l—xz}
e
D={(xy eR/0<y<lel-y<x<I-y}.

Nesse caso, a integral procurada pode ser resolvida por

1 ,V/1-x2 1 /192
/ / ydydx ou / / ydxdy.
0 J1—x 0 J1-y

Note que ambas as integrais sao possiveis de serem resolvidas,
sendo a primeira forma bastante menos trabalhosa. Logo, con-
sideraremos D como do tipo | e, portanto,

y=vIise

1 V/1-x2 1 y2
// ydxdy = / / ydydx:/ [—] dx
D 0 Ji-x 012

y=

B /01 <1 —2x2__ (1 _2X)2> o le(x—xz)dx

d. Calcule a integral dupla
11,
//ey dydx
0 Jx

Solucdo: Observe que a integral dupla estd montada con-
siderando-se a regido de integracdo D como sendo do tipo I,
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conforme figura abaixo

y
y=x
1 J)/
0 1 x
Figura 1.17

Entretanto, para calcularmos tal integral, precisariamos obter
a primitiva da funcdo f(x,y) = ¥, em relacdo a y, o que ndo
é possivel, utilizando-se fun¢Bes elementares. Por outro lado,
a primitiva da funcdo f(x,y) = e, em relacdo a x, & de facil
obtencdo e, dessa forma, a Unica opgdo € trocar a ordem de
integracdo, ou seja, considerar a regiao como sendo do tipo II.

xX=y

2y

Figura 1.18
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Nesse caso, temos
D={(xy)€R?/0<y<le0<x<y}

e, portanto,

1.1 1y 1 - 1
/ / eyzdydx:/ / eyzdxdy:/ [xeyz]x ydy:/ yeyzdy.
0 Jx 0 JO 0 x=0 0

Perceba que, agora, podemos calcular a primitiva da fungao
aly) = ye¥’, por intermédio da integrac@o por substituicdo e,
assim, obter

. Calcule o volume do s6lido W limitado pelo cilindro
y=x%?epelosplanosy=1,z=0ez+y=2.

Solugdo: Observe que W & dado pela figura abaixo

y
yl
1
p 0D ! x
Figura 1.19
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W={(xyz)eR}/-1<x<1,x¥<y<le0<z<2-y}.

Dessa forma, o volume procurado é dado por

VW) = /11/X:(2—y)dydx:/ll [2y—§]y_l dx —
1

—=x2

17 2 (X2)2
/1<[2-1—?}—[2X 5 dx =
rr3 ., xt < O G Ch
/_l[i‘zx+ﬂdx—[??+ﬁh__l—

W (w28
15 15/ 15°



Aula

MUDANCA DE VARIAVEIS NA
INTEGRAL DUPLA

Ao final desta aula, vocé devera ser capaz de:

calcular a integral dupla de funcdes continuas
utilizando, convenientemente, mudancas de va-
riaveis.

Apresentar o0 teorema de mudanca de
variaveis para a integral dupla. Sera dado,
inicialmente, o teorema na sua forma geral e,
em seguida, sera considerado o caso particu-
lar da mudanca para coordenadas polares.



Célculo 1V | Mudanca de Variaveis na Integral Dupla

Pré-requisitos
\Vocé vai precisar
dos conhecimentos
sobre Integral
Dupla apresentados
na Aula 1 desse
curso, bem como
dos conhecimentos
sobre derivadas
parciais
apresentados no
Curso de Calculo
1.
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MUDANCA DE VARIAVEIS NA INTEGRAL
DUPLA

No estudo de integracdo para fungdes de uma variavel, utliza-
se, muitas vezes, a técnica de substituicdo para resolver integrais
que ndo sdo simples de serem calculadas diretamente (seja pelo
fato do integrando f(x) ser uma fungdo composta ou ndo) como,

por exemplo,
/sin(2x)dx /InTde /xexzdx.

No caso de funcBes de duas variaveis, também precisamos de
um resultado que ajude a simplificar o calculo da integral du-
pla quando esta ndo for de resolucdo direta, seja devido ao inte-
grando f(x,y), seja devido a regido de integracdo D. Nesta aula,
apresentaremos o teorema de mudanca de variaveis na integral
dupla, que cumpre essa fungdo. Com o intuito de introduzir a
ideia do teorema, considere a seguinte integral definida:

35
/exdx.
1

Como a fung&o f(x) = e?* & composta, faz-se necessario utilizar
a técnica de substituicdo para resolver a integral:

3 6 1 EUUG 1
2X u 6 2
d—/ —du=|—= ——( - )
/16 X 2e2u [2} , 5 e e

u

Vamos analisar a mudanca de variavel

3 6 1
/e2xdx:/ e'=du
1 2 2

no calculo da integral acima:
. : L u
i. considera-se u = 2x, isto &, x = 5= g(u);

ii. afungdo composta f(x) = e? se torna



iii. daigualdade x = g = g(u), decorre que
1 /
dx = Edu =g (u)du;

iv. a relagdo entre as variaveis x = g(u) define novos limites
de integracdo:

X=1l<=u=2 (1=9(2))
X=3<=U=6 (3=9(6))

De forma geral, a mudanca de variavel na integral de uma
funcdo f de uma variavel, continua em [a,b], é descrita pela
formula

b d
| feodx= [ f(gu)g'wdu,

a C
onde g é uma func&o inversivel com derivada continua em [c,d],
a=g(c)eb=g(d).

No caso da integral dupla, utilizaremos uma mudanca de
variaveis
(Xy) ¢ (u,v)

para obter uma relacéo do tipo

//Df(x,y)dxdy://QF(u,v)dudv,

onde D & uma regido do plano xy e Q é uma regiao do plano uv.
O teorema a seguir nos diz de que forma é possivel realizar a
mudanca de variaveis na integral dupla.

Teorema 2.1.

Considere g uma aplicacdo que associa a cada ponto (u,V)
do plano uv um ponto (x,y) do plano xy

g(u,v) = (xy) = (x(u,v), y(u,v)),

onde x e y s3o fungdes de classe C1 em um subconjunto aberto
U c R2. Seja Q um subconjunto limitado e fechado contido em
U tal que

i. géinjetoraemQe

il. 0 determinante Jacobiano da aplicacéo g, dado por
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Célculo 1V | Mudanca de Variaveis na Integral Dupla

a(u,v) Ny

nunca se anula em Q.

I(x,y) :det[ i ]

Se f é integravel em g(Q), entdo

d(x,y)
f(x,y)dxd ://f x(u,v),y(u,v ‘ dudv.
] Foeyiaxdy = [[ 0w yuw) | 500
f
v g y
e
L) \J Y (4 51, \
0 u 0 x (1) x
Figura 2.1

#5 A demonstragdo do resultado sera omitida por n&o ser ob-
jetivo desse texto.

#5 O teorema permanece valido se as condigdes (i.) e (ii.)
ndo ocorrerem em subconjuntos de Q dados por um ponto
ou pelo grafico de uma fungdo continua.

“5 As condigBes (i) e (ii.) garantem que, para cada
(Uup,vo) € U, existe uma vizinhanca V de
(X0,Y0) = (X(uo,Vo),Y(uo, Vo)) de modo que o sistema de

equacoes
X =x(u,v)
{ y= y(U,V)
pode ser resolvido de modo Gnico com
{ u=u(x,y)
v=V(X,y)

com (x,y) € V. Logo, a aplicagdo g possui uma inversa
g1 definidaemV.
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Em alguns casos, pode ser mais simples calcular o deter-

minante Jacobiano % de g~1. Dessa forma, & necessario
uitlizar a relagéo

I(xy) 1

a(u,v) 2y

para resolver a integral.

Exemplo2.1. |

. Calcule a integral dupla

)2
//R g_i_:;;:%dxdy,

onde R = {(x,y) e R?/1 <x+y<2,x>0,y>0}.

Solucdo: Note que a integral, como esta dada, ndo é de
facil resolugdo. Entretanto, se conseguirmos exprimir o nume-
rador e o denominador como variaveis independentes uma da
outra, o calculo da primitiva se torna simples e, caso a regido
de integracdo nao "se complique”, a integral dupla pode ser re-
solvida mais facilmente. Dessa forma, o integrando sugere a
seguinte mudanca de variaveis:

u(x,y) =X~y
o e —xer

cujo determinante Jacobiano & dado por

u  u B
9<“7V>=det[g§ gg]:det[i H:zyéo.
ax dy

Logo, pela observacdo anterior, as equacdes (x) definem uma
mudanca de variaveis x e y como fung8es de u e v, de modo que

axy) 11

a(u,v)  ad(uyv) 2
I(x,y)

No plano xy, a regido de integra¢do é dada pela figura a seguir:

CEDERJ
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Figura 2.2

Vamos analisar, agora, a regido de integracdo, no plano uv,
obtida, a partir da regido acima, pela mudanca de variaveis:

i Xx+y>1l=v>1
il x+y<2=v<2
iii. x>0

Noteque

u(x,y) =x—y _u+v
{ viy) =x+y 2

e, portanto, x > 0= u+v>0.
iv. y>0
Note que

u(x,y) =x—y _vV—u
{V(x,y)—Xer VT2

e, portanto, y > 0 =—=v—-u>0.

Logo, a regido de integracao Q, no plano uv, é dada pela figura
a sequir:
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u=-v u=v
v=2

&V

Figura 2.3

Note que Q é uma regiao do tipo Il dada por
Q={(uv)eR?/1<v<2e —v<u<v}

e, portanto, pelo teorema de mudanga de variaveis,

v 2 2 3 u=v
// // —1dud —/ %[”—] dv
X_A,_y 2v 3 U——v

Vo= 2
/12v3 [3_ 3 }dv L2830V

21 viv=2 2 1 1
v-lE.m3737s
b. Calcule a integral dupla
/ (2x% +y) dxdy
R

ondeR={(x,y) e R?/—1<xy<1,1<y—x?<2}.

Solugdo: Observe que o integrando é bastante simples e, em
principio, ndo traz qualquer dificuldade ao célculo da integral.

No entanto, se analisarmos a regido de integracdo

AULA ! MODULO 1
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| y=x%2
y y=x%1
2
R
xy=-1 7 xy=1
x
Figura 2.4

vemos que a mesma ndo é do tipo | ou do tipo Il e, portanto,
deveriamos dividi-la em regiGes, cada qual sendo de um dos
tipos. Por outro lado, a mesma regido R sugere uma mudanca
de variaveis da forma

U(X7y) =Xy
(*) { V(X7y) = y_X2

que a transforma, no plano uv, no retangulo

Q:{(u,v)GRZ/—1§US1,1§VS2}-

A
v
2
Q
1
1 1 0
Figura 2.5

Precisamos, agora, avaliar a expressao a ser integrada com as
variaveis u e v. Para isso, vamos calcular o determinate Jaco-
biano da mudanca de variaveis definida acima
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d(u,v) 5% y X 2
? —= d t X Yy = d t = .
d(X,y) ¢ [ 9v —% o Zox 1 y+X
Note que (;E:\ylg #0, Y(x,y) € R e, portanto, as equagdes ()

definem uma mudanca de variaveis x e y como fungdes de u e
v, de modo que

a(x,y) 1 1
I(u,v) 2LV gy v) 4 (x(u,v))?

Nesse caso, segue do teorema de mudancga de variaveis que

//R (2x* +y) dxdy =

2 rl 2 1 dd—
Jo Lo+ o) oy

/12/11dudv =area(Q) =2.

#5 Conforme comentado no inicio dessa aula, os exemplos
mostram que a mudanca de variaveis tanto pode ser in-
duzida pelo integrando quanto pela regido de integracao.

MUDANCA PARA COORDENADAS POLARES

Um sistema de coordenadas no plano & um meio de deter-
minarmos, de forma Unica, cada ponto localizado no plano. O
sistema mais utilizado é o de coordenadas retangulares que, para
cada ponto P no plano, considera suas projecoes ortogonais X e
y sobre os eixos coordenados. Outro sistema muito importante
para determinac@o de pontos no plano é o de coordenadas po-
lares, que considera a distancia r do ponto a origem (0,0) e 0
angulo 6 formado pelo eixo positivo dos x e 0 segmento de reta
que liga (0,0) a P.
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A
y
P
y
7

e -

0 x x
Figura 2.6

Os dois sistemas de coordenadas estao relacionados entre si

por

X=1rcoso
y=rsiné@

onder>0e 60 € [6p,00+2m). Note que as equagcdes acima
definem uma aplicacdo

g(l’, 9) = (X(r= 6)7y(r7 9))

do conjunto Q = {(r,0) € R?/r > 0,60 < 6 < 6 + 271} em R?,

A aplicacdo g é injetora em Q, exceto no subconjunto

{(r,6) € Q/r=0}.

ii. O determinate Jacobiano da aplicacdo g, dado por

a(x,y)
a(r,0)

ax  Ix _rei

—det| 9r 99 | —det C(_Jse rsine _r
[ sin@ rcosf
Jar d0

é diferente de zero em Q, exceto no subconjunto
{(r.0) € Q;r=0}.

Dessa forma, pela observagdo do teorema de mudanca de
variaveis, & valida a seguinte formula:

//g(Q)f(X,Y)dxdy - //Qf(x(r, 6).y(r.8))rdrde.



#5 A imagem da semirreta r = a, no plano xy, & uma cir-
cunferéncia de raio a centrada na origem. A imagem da
semirreta & = k, no plano xy, & uma semirreta que contém
a origem

| g
e " y
K a
VS
0 a ” _ﬂ\Ja X
Figura 2.7

#5 A mudanga para coordenadas polares & bastante Gtil quan-
do a regido de integracdo, no plano xy, & dada por um
circulo ou uma parte de circulo.

[ Exemplo22. |

a. Calcule a integral dupla

/ / e+ dxdy,
R

onde R = {(x,y) e R?/1 <x*+y? < 4,y>0}.

Solucé@o: Note que, além de termos um integrando bastante
”complicado”, a regido de integracdo ndo pode ser escrita como
sendo do tipo I ou I1, sem que seja dividida em regiGes menores.
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(1N
N

Figura 2.8

Entretanto, se considerarmos a mudanca de variaveis para coor-
denadas polares, observamos que:

i 1<x24+y2=1<r2cos20+r2sin’0=r2=1<r
ii. 4>x2+y2=—4>r2c0s20 +r2sin@=r2=2>r
ii. y>0

Considerando a condi¢do y > 0 no novo sistema de coor-

denadas, tem -se que rsin 6 > 0. Visto que r > 0, conclui-
se que sin® > 0 e, portanto, 0 < 6 < 7.

Dessa forma, a regido de integracdo, no plano r@, é dada pelo
retdngulo

Q={(r0)cR?/1<r<2,0<6<r}.

Além disso, L ,
¥ Y dxdy = e" rdrd6

e, portanto,

2.2 T2 o, T er2 =
//exﬂdxdy://errdrdez/ — de =
R 0 J1 0|2
mle* el 1,4 oex T
/0 [5—5]0‘95( —€)0lo5 =5
#5 No exemplo anterior, poderiamos analisar as varia-
cOes de r e 6, por intermédio da regido no plano xy,

da seguinte forma: ao tragarmos segmentos de reta a
partir da origem (que representam a variacdo de r),
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percebemos que estes comegam a cobrir a regido ao
tocar a circunferéncia de raio 1 e deixam de cobri-la
ao passar pela circunferéncia de raio 2 e, portanto,
1 <r < 2. Além disso, todos esses segmentos fazem
angulos com a parte positiva do eixo x entre O e 7 e,
portanto, 0 < 6 < 7.

STy

Figura 2.9

b. Mostre que o volume da esfera de raio R é igual a %nR:".

Solugdo: Vamos considerar a esfera de raio R centrada na
origem, dada pela equag3o x? +y? + 72 = R

\Xz: /RZ_ xZ_ yZ

y
2= -VRZx- y?
X
Figura 2.10

Note que o hemisfério norte esta limitado superiormente pelo
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grafico de z = /R% — x2 —y?2 ¢, inferiormente, pelo interior da
circunferéncia x2 4+ y? = R% no plano xy. Dessa forma

Ve =2Vun =2 vV R? — x2 — y2dxdy.

X2 +y2<R?

Dada a dificuldade de se integrar a fungdo

f(x,y) = \/R?2—x2—y2 e visto que a regido de integracdo &
circular, é indicada a mudanga de variaveis para coordenadas
polares

X=1rCcos0 0<r<R
y=rsin6 0<6<2nm.

Nesse caso, tem-se
Ve = 2 / /R? —x2 — y2dxdy =
X24+y2<R?
2r R
= 2/ / v/RZ —r2rdrd®.
o Jo

Observe que a integral é resolvida, em relagdo a variavel r,
utilizando-se a substituic&o simples u = R? — r? e, portanto,

2r rR
Vg = 2/ / VRZ —r2rdrd6 =
o Jo

2/:[3/2]r0d9 o
| (e

2 4
—R3 - —R® — — RS,
3R d9 3 6]5= 0 37

c. Calcule o volume do solido limitado pelo cilindro
21 y2=2yepelosplanosz=0ex+z=2.
Solugdo: Observe, inicialmente, que
Wy =2y = x4+ (y—1)7°>=1

e, portanto, o s6lido é dado pela figura a seguir:

42 CEDERJ



Figura 2.11

Note que o so6lido é limitado superiormente pelo grafico de
z=2-—Xx e, inferiormente, pelo interior da circunferéncia
X2+ (y — 1)2 =1, no plano xy. Dessa forma,

V = / 2 —x)dxdy.
x2+(y—l)2§1( ) dxdy

A regido de integrac@o é circular e, portanto, sugere uma mu-
danca de variaveis para coordenadas polares

X =1rcoso
y =rsin6.

Visto que 0 eixo x é tangente a circunferéncia na origem, entao
0 <6 <r. Além disso, utilizando a mudanca de variaveis sobre
a curva que limita a regido de integragdo, tem-se

X2y =2y =r>=2rsing =>r=00ur=2sino.

Dessa forma, segue-se que

V= // (2—x)dxdy =
X2+ (y—1)2<1
T sin@
(2—rcos6)rdrd6 =

S—
S—

T 025in(9
/ (2r—r?cos6)drd6 =
0 r=2sin0

i {rz—gcose}rzo do =

o

T

(4sin?6 — 8sin* 0 cos 0) d6.

S—S—

CEDERJ
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Antes de continuar com o calculo do volume, vale destacar a
obtencdo das primitivas das funcdes envolvidas:

1—cos260 6 cos20
: 2 _ [ 2800 T
i. /sm Gde_/ 5 do 5 1

sin*6
2

ii. /sin3 0 cos0do =
\Voltando ao calculo do volume, obtém-se, entdo,

V:/ﬂ(4sin20—§sin39cose)d0:
0

O0=n
(g g T0] -

(2m —cos2m — 3sin*7r) — (2-0—cos (2-0) — 4sin*0) = 2.

c. Note pela figura abaixo que, ao cobrir o interior da
circunferéncia x? + (y — 1)2 = 1 com segmentos de
reta a partir da origem (que representam a variacdo
de r), percebemos que todos comecam na propria
origem e possuem comprimentos diferentes que de-
pendem do ponto onde eles interceptem a circun-
feréncia. Dessa forma, é razoavel esperar que a va-
riacdo de r dependa do angulo 6 que o segmento de
reta faz com a parte positiva do eixo x, como vimos
no exemplo anterior.

2y

Figura 2.12

d. Ainda no exemplo anterior, a regido de integracdo
limitada por x* + (y — 1)2 < 1 poderia sugerir, tam-
bém, a mudanca de variaveis
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X=rcosf 0<r«1
y—1=rsin6. 0<60<2rm,
isto é,
X=rcosf 0<r«1
y=1+rsin6. 0<0<2rm,

Nesse caso, teriamos

d(X,y) [ - cos@ —rsind
CL—det| 9¢ 29 | =det| _. =r

a(r,0) e sin@ rcos6

e, portanto,

V = // 2 —x)dxdy =
X2+(y—1)2<1 ( ) dxdy
2 1l
/ (2—rcos0)rdrdd =
0o Jo

2r 1
/ (2r—r2cose)drd9:
o Jo
1

2r r3 r=
/ {rz——cose} de =
0 3 r=0

e. No caso em que a regido de integracdo & dada por

uma elipse, digamos,
YR
2 + b2 <1 (a,b>0)

CEDERJ
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Ry

P

Figura 2.13

utilizamos a seguinte mudanca de variaveis:

X
5:rc059 0<r<1
%:rsine. 0< 6 <2r,

isto &,

X =arcoso 0<r<1
y =brsin6. 0<60<2nr,

Nesse caso, 0 determinante Jacobiano da mudanca é
dado por

9y
26

acosf —arsinf } B

Ix  ox
Ixy) _ det[ gr a0 ] _
ar

- det{ bsin® brcos@

= abr.

2 22
f. Calcule o volume do elipsbide — + = + — =1, onde

a2 b2 2
a,b,c>0.
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=y

Figura 2.14

Solugdo: Note que a metade superior do elipsoide esta limi-

R vy 2 2 . -
tada superiormente pelo graficodez=rc4/1— ;—2 — ﬁ—z e, inferi-

. . . 2 2
ormente, pelo interior da elipse ;—2 + z—z =1 no plano xy. Dessa

forma
[ x2 y2
V=2 c\/1—— — =dxdy.
/§+i§—§<1 a2 p2

Visto que a regido de integracdo é limitada por uma elipse e
dada a observagdo anterior, vamos considerar a seguinte mu-
danca de variaveis

X =arcoso 0<r<i1
y = brsiné. 0<6<2nm.
a(x,y)
Nesse caso, 72 — abr e, portanto,
S 5 e) P

2r r1 2r r1
\Y; :2/ / c\/l—rZabrdrdG:Zabc/ / v 1—r?rdrdé.
o Jo o Jo

Como no item b. deste exemplo, a integral é resolvida, em
relacdo a variavel r, utilizando-se uma substituicdo simples e,
assim,

r=1

2m 1(1—r2)3/2
V= 2abc/ - do =
0 [ 2 3/2 r=0

CEDERJ
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Aula

ALGUMAS APLICAQ@ES DA
INTEGRAL DUPLA

Ao final desta aula, vocé devera ser capaz de:

aplicar a integral dupla de fungdes continuas para
calcular a massa, o centro de massa e 0 momento
de inércia de corpos bidimensionais.

Apresentar 0s conceitos de massa, centro de
massa e momento de inércia por intermédio
da integral dupla.
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Pré-requisitos
\Vocé vai precisar
dos conhecimentos
sobre Integral
Dupla apresentados
nas Aulasle?2
desse curso.
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ALGUMAS APLICAQ(SES DA INTEGRAL
DuPLA

Na primeira aula do curso, foi apresentada a utilizacdo da in-
tegral dupla para o célculo de volumes. Foi visto que se
f:D c R? — R & uma fung8o continua e positiva em D, 0
volume do s6lido W que esta abaixo do grafico de f e acima de
D é dado por

V(W)://Df(x,y)dxdy.

Nesta aula, vamos ampliar a aplicabilidade da integral dupla,
apresentando alguns conceitos por intermédio de tais integrais.

MASSA

Definicdo 3.1 (Massa).

Seja B ¢ R? um conjunto compacto e seja f : B — R uma
funcdo continua tal que f(x,y) determina a densidade em
cada ponto (x,y) € B. Se f for constante (f(x,y) = d), entdo
a massa de B é dada por

mg = d - area(B).

No caso em que f ndo seja constante, como podemos obter
amassade B ?

A fim de tornar o trato mais simples, vamos supor que B seja
dado pelo retangulo [a,b] x [c,d].

Considere uma particdo
P={(x,yj)/i=0,1,2, ..,nej=0,1,2, .., m}

de B e, para cada retangulo Bjj, determinado por P, sejam
(Xi.Yj) € Bije (4™,yj") € Bij, escolhidos de modo que

f(x,y}) = min{f(x.y)/(x.y) € Bij}
Fq,yy7) = max { f(x,y)/(x.y) € Bij}



\
y
Vi =d A(x’* Y
Y B
R ..
Vi1 Iél]\ |
yO =C \(:xl'.’ y/")
-
| x
X1 %
a=x( b=x,,
Figura 3.1
Note que

f(xik’y]) area(Blj) <mBI < f(xf ,yJ BE érea(Bij)

e, portanto,
n-m
2> fix .,y,)AxAy,<mB<22f YT AXAY;
i=1j=1 i=1j=

Intuitivamente, observa-se que os os valores de f(x{,yj) e

f(x{™,yt*) se aproximam entre si a medida que consideramos
retdngulos Bjj cada vez menores e, portanto, devemos esperar
que

n m
lim > > f(x,y;)AXAyj = mg = I|m ZZf YT AXiAY ;.
A0 {5 0i31j=

De fato, como a fungdo f & continua em B, entdo f & integravel
sobre B e, portanto, os limites acima existem e sdo iguais a inte-
gral dupla de f sobre B. Nesse caso,

mB://Bf(x,y)dxdy.

[ Exemplo3.1l. |

a. Considere uma lamina B dada pelo circulo x2 +y? < 1.
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Supondo que a densidade, em cada ponto, seja propor-
cional a disténcia do ponto a origem, determine a massa
total da lamina.

Solugdo: Note que densidade, em cada ponto (x,y) € B, &

dada por
f(x,y) =kv*x*+y?,

onde k é a constante de proporcionalidade. Dessa forma, tem-se

que
mg = / kv/X2 + y2dxdy.
X24+y2<1

-1

g
N

Figura 3.2

Observe que a regido de integragdo é circular e, portanto, vamos
utilizar a mudanca de variaveis para coordenadas polares:

X=1rcos0 0<r<i1
y=rsin6 0<6<2nm.

Dessa forma,

2r 1
mg = // k\/x2+y2dxdy:/ /k\/r_zrdrde
X24y2<1

2r 2r r3
_ k/ /rzdrde_k/ [ ]
2k7r

27rd k 2
= &, do=gle =g
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b. Considere uma lamina B dada pelo tridangulo de vértices
(0,0), (1,0) e (0,1). Supondo que a densidade, em cada
ponto, seja proporcional ao quadrado distancia do ponto a
origem, determine a massa total da lamina.

Solugé@o: Note que densidade, em cada ponto (x,y) € B, &
dada por

fxy) =k (X +y?),
onde k & a constante de proporcionalidade. Dessa forma, tem-se

que
mg = //k(x2+y2)dxdy.
B

A
y
15
N
1y=1-x X
Figura 3.3

Observe que a regido de integracdo pode ser descrita como do
tipo |

B={(x,y) eR?/0<x<1e0<y<1-x}

e, portanto,

1 p1—x 1 V3 y=1-x
mg = // k(x2+y2)dydx:k/ [x2y+ ] dx =
0 Jo 0
1

3.
(1%’ dx = .
- _

k/0 [XZ(l_X)+

CEDERJ
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CENTRO DE MASSA

Definicado 3.2 (Centro de Massa).

Dado um sistema de “massas pontuais”’mq, mo, ... , m, loca-
lizadas nos pontos (x1,Y1), (X2,Y2), ... , (Xn,Yn) , definimos o
centro de massa do sistema como o ponto (X, Yc), onde

n

2 Xim;
. X1My +XoMy + ... 4+ XpMp =1
c— ~  n
my+myo+ ...
1+M2+...+My s m;
i=1
e
3
.m.
o yimg+yaMa+...+YaMn i:1yI '
Chan - n e
mi+mo+...+m
1+My+...4+Mp .2 m;
=

1

Consideremos, agora, B ¢ R? um conjunto compacto e
f : B — R uma fun¢do continua tal que f(x,y) determina a
densidade em cada ponto (x,y) € B. Como podemos definir o
centro de massa (Xc,Yc) de B ?

Como na secdo anterior, suponhamos que B seja dado pelo
retdngulo [a,b] x [c,d] e consideremos uma parti¢ao

P={(x,yj)/i=0,1,2,..,ne j=0,1,2,...m}

de B. Para cada retangulo Bjj, determinado por P, seja
(Xi,¥j) € Bij e consideremos um sistema de "massas pontuais”

mij = f(Xi,¥j)AxAy; (i=0,1,2,...,ne j=0,1,2,....m)

localizadas nos pontos (Xi,Yj).



A
Y
Yy =d | ‘(Bnm
yo =C
T T vl
a=x( b=x,, x

Figura 3.4

Nesse caso, 0 centro de massa é dado pelo ponto (Xc,Vc),
onde

n o m n m
2 2 Ximjj z z X_if(X_i,y_j)AXiij
o :11: i=1j=1
Xe = ~—7h m
Z Z Mij > Y f(X,Y))AXAY;j
i=1j=1 i=1j=1
e
nom nom
Y Yymij 3 X v (%, V))AxAy;
. i=lj=1 i=1j=1
C="n m ~ 7" h m
> Y mijp Y Y f(X,Y5)AXAy;
i=1j=1 i=1j=1

Note que as “massas pontuais”mjj fornecem, aproximada-
mente, as massas dos retangulos Bjj e que tais aproximagoes
se tornam “melhores”a medida que consideramos Bjj cada vez
menores. Dessa forma, definimos o centro de massa de B como
sendo 0 ponto (Xc,Yc), onde

n m

Jim 3 Jzlx.f(x—i,y—j)Axiij ) / /B K (cy)dady

f dxd
Alinolzljzlf(xu Vi) AXiAYj /B (x,y)dxdy

//Bxf(x,y)dxdy

massa(B)
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n

m
I|m Zl Zlyjf(x_iay_j)AXiij //yf(x,y)dxdy
Oi=1j _JJs _

Ye = = =
lim Z Z f(Xi,Y]) AXiAyj //Bf(x,y)dxdy

J[yrocy)axy

massa(B)

[ Exemplo32. |

a. No primeiro exemplo da se¢do anterior, determine o cen-
tro de massa da lamina B.

Solugdo: Por defini¢do, o centro de massa de B é o ponto
(Xe,Yc), onde

//xf X,y)dxdy / yf(x,y)dxdy
_JJ/B

~ massa(B) & Y= massa(B)

Visto que a massa de B foi calculada no outro exemplo e
2k7r

mg = precisamos calcular as integrais que faltam. Como
anterlormente utilizaremos a mudanca para coordenadas po-
lares
X=1rcoso 0<r<i1
{ y=rsin6 0<6<2nm.

2n rl
//xf(x,y)dxdy = / / rcos 6kv/r2rdrd@
B o _Jo

2r rl
= k/ /r3cosedrd0

2 4r1
= k/ cose[ ] do

= Z/o cosOdo

= [sin6]5=5" = 0

56 CEDERJ



2r rl
//yf(x,y)dxdy - / /rsinek\/r_zrdrde
B 0 0

2 1
= k/ /r3sin9drd9
o Jo
21 r4 r=1
= k/ sine[—] do
0 4 r=0
2

= E/ sin@do
4 Jo
k

- Moo

Dessa forma, segue-se que
Xx=0 e y.=0

isto é, o centro de massa de B é o ponto (X¢,Y¢) = (0,0).

£ Note que o resultado ja deveria ser esperado, visto
que tanto a lamina quanto a funcdo densidade sdo
simétricas com relac&o & origem (0,0).

Se tivéssemos considerado apenas o semicirculo superior
(y=>0),

(N

Figura 3.5

teriamos uma simetria da lamina e da func¢do densidade
em relagdo ao eixo y e, portanto, esperariamos que o cen-
tro de massa estivesse localizado sobre o eixo y. De fato,
nesse caso a mudanca para coordenadas polares seria
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y=rsino O%O

e, dessa forma, teriamos

//xf(x,y)dxdy = //rcosek\/_rdrde
B
= k//r3cosedrd9
= k/ cose{ } do

= Z/o cos0do
k

= 7 [sin6Jg=5 =0

{x:rcose 0<r<1

T rl
/yf(x,y)dxdy _ //rsin@k\/—zrdrde
B
= k//r35|n9drd6
= k/ sm@[ ] de

= Z/o sinfdo

*oosolgg =

Como a massa de B seria a metade da obtida no exemplo
anterior (VERIFIQUE!), teriamos

//xfxydxdy 0
= =—=0

massa(B) kw

3

k
//yf(x,y)dxdy = 3
yo = 2/B _2 _ 2
massa(B) kz 2@

3

e, portanto, o centro de massa de B seria 0 ponto

(Xc,Ye) = (O%>
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>V (XesYe)

1

Figura 3.6

X

b. No segundo exemplo da se¢do anterior, determine o centro

de massa da lamina B.

Solugéo:

Novamente, vamos utilizar o valor mg = % obtido

no exemplo da outra se¢do. Nesse caso, precisamos calcular

//BXf(X’y)dXdy e //Byf(x,y)dxdy.

//Bxf(x,y)dxdy

X
pr— k —_—
k

h
JUA
(| [
) (3

1-—x
/ xk (2 +y?) dydx
1

(33 +y?x) dydx
3 y=1-x
] dx
axt
2X° — d
—x2 423 3 ) X
x4 4x5]x_l k
2 15|,, 15
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JLytoeyaxay

Dessa forma, segue-se que

1
/ yk (x2 +y?) dydx

0 Jo
1 p1—x
k/ / (x2y+y?) dydx
0 .Jo

1 2 47 Y=1-x
2y Y
k/o [x 2+4] dx

k
. //Bxf(x,y)dxdy T
massa(B) k 5

6

//yf(x,y)dxdy LS
Yo = Jle 15 g
massa(B) k 5

6

. , 2 2
isto &, o centro de massa de B & 0 ponto (Xc,Yc) = <— —>.

/5 4

5’5

x{ (XesYe)

X1 x

Figura 3.7
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MOMENTO DE INERCIA

Defini¢do 3.3 (Momento de Inércia).

O momento de inércia de um corpo em relagdo a um eixo
é sua capacidade de resistir a aceleragcdo angular em torno
desse eixo. No caso de uma particula de massa m, 0 momento
de inércia é definido por

| =mr?,

onde r é a distancia da particula ao eixo.

Consideremos, agora, B € R? um conjunto compacto e
f : B — R uma funcéo continua tal que f(x,y) determina a
densidade em cada ponto (x,y) € B. Como podemos definir os
momentos de inércia Iy e ly de B, em torno dos eixos x e y, res-
pectivamente ?

Como nas se¢des anteriores, vamos supor que B seja dado
pelo retdngulo [a,b] x [c,d] e consideremos uma parti¢do

P={(x,yj)/i=0,1,2,..,ne j=0,1,2,...m}

de B. Para cada retangulo Bjj, determinado por P, seja
(Xi,¥j) € Bij e suponhamos que a massa do retangulo B;; se con-
centre toda em (Xj,Vj). Dessa forma, os momentos de inércia de
cada ponto (Xi,yj),i=0,1,2,....,ne j=0,1,2,...,m,em relagdo
aos eixos x e y sdo dados, respectivamente, por

ly = massa(Bjj)-dy e ly=massa(Bjj)-d;,

onde dy e dy sdo, respectivamente as distancias do ponto (Xj,yj)
aos eixos x ey.
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A
y
ym :d ] ‘(Bi’lm
yO=C—
T T vl
a=x0 b:xn X

Figura 3.8

Note que dy =yj, dy = Xj e que a massa do retangulo Bi;
pode ser aproximada por

mij = f(Xi,Vj)AxAy; (i=0,1,2,...,ne j=0,1,2,....m).

Nesse caso, o momento de inércia de cada ponto (Xi,Yj),
1i=0,1,2,...ne j=0,1,2,....m, em relagcdo aos eixos x e y
e aproximado, respectivamente, por

he=mijdy = ¥5° f (%5, Y1) AxiAy

ly = mijd}% = X_i2 f (X, Yj) AXiAy;j.

Dessa forma, podemos estender o conceito de momento de i-
nércia ao conjunto B, considerando a soma dos momentos de
inércia dos pontos (Xj,yj), para cada vez mais pontos (e, con-
sequentemente, para retdngulos Bjj cada vez menores). Nesse
caso, definimos os momentos de inércia Iy e ly de B, em torno
dos eixos x ey, respectivamente, por

n m
_ 1 —.2 Y- - . R 2
b= Jim, 3% 3557 (6.55) 0y = J [y xy)axdy

T
5
e
NgE

K1 (7)) = [[ 61 (0y)dxay.
A—=0T 3 B

Podemaos definir, ainda, 0 momento de inércia polar ou momento



de inércia em relacdo a origem por

lo=Ik+1y= //B (X% +y?) f(x,y)dxdy.

[ Exemplo33. |

a. Dizemos que um corpo & homogéneo quando possui den-
sidade constante. Determine 0 momento de inércia polar
lop de um disco homogéneo, com densidade k e raio R.

Solugdo: Sem perda de generalidade, vamos considerar o
disco centrado na origem

B={(xy) € R?/x* +y* <R?}.

Nesse caso, tem-se que

lo = 21 \2) f dd:/ 2 1 \2) kdxdy.
0 //B(x HY)foyddy = ff L (C+Y7) kdxdy

Observe que a regido de integragdo é circular e, portanto, vamos
utilizar a mudanca de variaveis para coordenadas polares:

X =1rcos6 0<r<R
y=rsin6 0<6<2nm.

Dessa forma,

2r R
L — 2 1 y2) kdxd :k/ /rzrdrde
0 //x2+y2<R2 (X +y) X 0

r=R

2w [ ¢4 4 2n
_ k/ /r3drd6—k/ [r} de:k% 46
0

kzR*
0=2
= 4 [9]9 07r - 2

#5 No caso em que a densidade do disco B & uma cons-
tante k, sua massa é dada por

m = k- &rea (B) = kmR2.
Nesse caso, o exemplo anterior nos diz que

1
lp = ~mR2,
0= 73
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Portanto, se aumentarmos o raio ou a massa do disco,
aumentamos o seu momento de inércia. O momento
de inércia desempenha, em um movimento de rotacao,
um papel semelhante ao da massa em um movimento
linear. Quanto maior for o momento de inércia de
uma roda, maior sera a dificuldade em comecar o
seu movimento de rotag&o.

b. Determine os momentos de inércia ly, ly e lo de um retan-
gulo B = [—a,a] x [—b,b], a,b > 0, com densidade cons-
tante k.

Solucéo:

b ra
ly = //yzf xydxdy:/ y2kdxdy
-
= k/ |2 dy= 2ka/ y2dy

y=b 3
_ 2ka[ } 4kab
3),, 3

|y, = // 2f3xydxdy /Z x2kdxdy
B k/ [x] 2ka/d

2kad 4ka3b
= 3 M=

iii.
4kash N 4kab?® 4kab (
3 3 3

lo=Ik+ly= +b?).
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Aula 4

INTEGRAIS TRIPLAS

Ao final desta aula, vocé devera ser capaz de:

calcular a integral tripla de funcgdes continuas
sobre regides no espago €, em alguns casos, in-
verter a ordem de integracao.

Apresentar a definicdo da integral de fungcGes
de trés variaveis (integral tripla) sobre uma
regido definida no espaco. Sera apresentado,
inicialmente, 0 caso em que a regido é dada
por um paralelepipedo para, em seguida,
considerar-se regides mais gerais.  Sera
dado o Teorema de Fubini, que fornece um
método pratico de calcular tais integrais, para
fun¢Bes continuas, por intermédio de inte-
grais definidas para fun¢des de uma variavel.
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Pré-requisitos
\Vocé vai precisar
dos conhecimentos
sobre Geometria
Analitica, bem
como dos
conhecimentos
sobre técnicas de
integracdo e
integral definida
para funcOes reais
de uma variavel
apresentados no

Curso de Calculo 1.
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INTEGRAIS TRIPLAS

INTERGAL DUPLA SOBRE PARALELEPIPEDOS E
O TEOREMA DE FUBINI

Como no caso de duas variaveis, definiremos a integral tripla
por intermédio de somas de Riemann associadas a particdes da
regido a ser integrada e, em seguida, enunciaremos o0 Teorema
de Fubini, que fornece um meio de calcular tais integrais para
fungBes continuas, tendo como ferramenta o Segundo Teorema
Fundamental do Célculo.

Definicéo 4.1.

Seja f : R ¢ R® — R uma funcdo real de trés variaveis
definida no paralelepipedo

R={(xy2) eR’/a<x<bc<y<dp<z<q}=Iab]x[cdx[pal

onde a,b,c,d, p,q sdo nimeros reais taisque a < b,c < d e

p < g. Considere uma particdo P = P; x P, x P3 de R, isto &,
Prra=Xp<X1<X<..<X=b
Poic=yo<y1 <y2<..<ym=d
P3ip=20<21<22<...<2=0Q.

e, para cada paralelepipedo

Rijk = {(x,y,2) € R®/Xi_1 <X <Xi,¥j_1 <Y <Vj, 21 <2<} CR,

seja (X{',¥].Z) € Rijk, escolhido arbitrariamente.

/ Rijx
zq
B
P
c d
g y
v
b
e
Figura 4.1

r
Onlmero S* =) ZZf FY5 2 AXiAY Az
k=1j=1i=
(onde AXj = Xj — Xi—1, ij =Yj—Yj-1€ Az =12 —2_1) €
denominado soma de Riemann de f relativa & particdo P e
aos pontos (X', Y, Z)-



Definicao 4.2.

Sejam f, P e S* como na defini¢do anterior e seja
A =max {AXy,...,AXn,AY1,...,AYm,AZ1, ..., AZc}.

Diz-se que f & integravel sobre R se existe um nimero S tal
que
lim S* =S

A—0

independentemente das escolhas dos pontos (x;“,y]‘,z;‘;).
Nesse caso, a integral tripla de f sobre R é dada por S e

escreve-se
S:///f(x,y,z)dxdydz.
R

#5 De forma analoga as integrais duplas, tem-se as seguintes
propriedades:

i. Aintegral da funcdo constante f(x,y,z) = 1 fornece
0 volume do paralelepipedo R sobre o qual é calcu-
lada a integral, ou seja,

//Rldxdydz =V (R).

ii. Linearidade da integral tripla, isto &,

/// (X,¥,2) +9(x,y,2)]dxdydz =
/// (X,y,2 dxdydz+///gxy, )dxdydz

// kf(x,y,z)dxdydz = k/// f(x,y,z)dxdydz,
R R

onde k € R.
iii. SeR=R;URyU...URp, entdo

///f(x,y,z)dxdydz:/// f(x,y,z)dxdydz+... 4+
R Ri
// f(x,y,z)dxdydz.

Rn

CEDERJ
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#5 Mostra-se que toda funcdo f continua em um paralele-
pipedo R é integravel sobre R. (A demonstracdo desse
resultado sera omitida por ndo ser objetivo do texto)

Até aqui, vimos a definicdo e as propriedades da integral
tripla sobre um paralelepipedo. O proximo passo é descobrir
uma forma pratica de calcular tais integrais. O Teorema de Fu-
bini, apresentado a seguir, resolve essa questdo para o caso de
funcdes continuas.

Teorema 4.1.

Seja f : R ¢ R® — R uma fungdo continua no paralelepi-
pedo R = [a,b] x [c,d] x [p,q]. Nesse caso, a integral tripla de f
sobre R pode ser calculada por intermédio de integrais iteradas,
ndo importando a ordem em que se realizam as integragoes.

Por exemplo,

//Rf(x,y,z)dxdydz = /ab Md {/qu(x,y,z)dz} dy} dx,

[ Exemplo4.1. |

a. Calcule a integral tripla /// f(x,y,z)dxdydz, onde
R
f(x,y,z) =xycos(xz) e R=[0,2] x [1,2] x [0,1].

Solugdo: Pelo Teorema de Fubini, podemos calcular a inte-
gral em relagdo a uma variavel de cada vez. Note que se es-
colhermos resolver primeiro em relagdo a X, teremos que uti-
lizar a técnica de integragdo por partes, juntamente com a de
substituicdo. No entanto, se integrarmos em relacdo a z, pre-
cisamos apenas da técnica de substituicdo:

///xycos (xz) dxdydz—/ / [/ Xy €OS (X2) dz] dxdy =
// [ysin (xz)] Z;dedy:/ / ysinxdxdy
1 Jo 1 Jo

Observe que, agora, a integral em relacdo a variavel x se torna
bem mais simples.



/12 VozySi”XdX} dy = /12 [y (—cosx) gy =

2
= / y(—cos2+cos0)dy
1

Finalmente, resolvemos a integral restante em relagdo a variavel
y e obtemos
27Y=2
y

/12y(1_0052)dy:(1—0052) [?} - [2_%} (1-cos2),

y=1

ou seja,

///xycos (xz)dxdydz = g (1—cos2)
R

. . 1 1 1 2,52
. Calcule a integral trlpla/ / /yeX TZdxdydz
0 J-1Jo

Solugdo: Observe que a regido de integragdo é dada pelo
paralelepipedo R = [0,1] x [—1,1] x [0,1] e que ndo & possivel
obtermos a primitiva da funcdo em relacdo as variaveis x ou
z Dessa forma, utilizando o Teorema de Fubini, teremos que
calcular a integral primeiramente em relacdo a variavel y, ou
seja,

1 017 ,1 1 12 y=1
/ / [/ Yexz“zdy} dxdz = / / [y—exzﬂz] dxdz =
0Jo |[J-1 0Jo |2

y=-1

1,112 _1)2 1,1
/ / 1—eX2+22 — ﬂe"2+ZZ dxdz :/ / 0 dxdz.
0Jo | 2 2 0 Jo

Dessa forma, temos que

11,
/0/1/0 yeX "% dxdydz = 0

INTEGRAL TRIPLA SOBRE REGIOES MAIS
GERAIS

Nesta secdo, trataremos da integral tripla sobre regides,
no espaco, mais gerais do que paralelepipedos. Para isso,
assim como no caso das integrais duplas, dada uma fung¢ao
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f definida em uma regido limitada W do RR3, definimos
uma extensdo f, em um paralelepipedo R contendo W,
por

= | f(xy,2), se(xy,z)eW
f(X,y,Z)—{ 0, se (X,y,2) ER—W,

e, caso Fseja integravel sobre R, teremos
/// f(x,y,z)dxdydz:/// f(x,y,z)dxdydz.
w R

#5 Note que, devido & definicdo anterior, todas proprie-
dades apresentadas na Secdo 1 permanecem validas
para 0 caso de regides mais gerais.

£ Se f:W c R® — R representa a densidade em cada
ponto da regido W, entdo a massa total de W é dada

por
m(W):///Wf(x,y,z)dxdydz.

Seja f : W c R® — R uma func#o continua em W. Para
podermos utilizar aqui a ideia das integrais iteradas, como
na secao anterior, para o calculo de

///vv f(x,y,z)dxdydz,

precisamos considerar trés tipos de regides W.

REGIOES DO TIPO |
S&o regides definidas por
W = {(X,y,Z) € R3/(X7y) €De fl(x7y) <z< fZ(Xay)}’

onde f1 e f, sdo funcdes continuas definidas em D C R2.



Z Z=f2(x’3’)

Z=]§ (x,J’)

N v

Figura 4.2

Nesse caso, a integral tripla de f sobre W pode ser calcu-
lada pelas integrais iteradas

fa(x.y)
/// f(x,y,z)dxdydz:// [/ f(x,y,z)dz] dxdy.
w D L/ fi(xy)

#5 Podemos interpretar a integral acima como se cobris-
semos a regido W por segmentos de reta da seguinte
forma: para cada (X,y) € D fixo, o segmento de reta
paralelo ao eixo z (que representa a variacdo de z)
comeca sobre a superficie z = f1(X,y) e termina so-
bre a superficie z = fo(x,y).

A
e

Figura 4.3
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REGIOES DO TIPO |1
S&o regides definidas por

W= {(x,y,z) €R3/(x,2) eDegi(x,2) <y<ga(x,2)},

onde g1 e g, sdo funcdes continuas definidas em D c R?.

4
ke

o=

Figura 4.4

Nesse caso, a integral dupla de f sobre D pode ser calcu-
lada pelas integrais iteradas

gZ(sz)
/// f(x,y,z)dxdydz:// [/ f(x,y,z)dy} dxdz.
W D g]_(X,Z)

#5 Podemos interpretar a integral acima como se cobris-
semos a regido W por segmentos de reta da seguinte
forma: para cada (x,z) € D fixo, o segmento de reta
paralelo ao eixo y (que representa a variagdo de y)
comeca sobre a superficie y = g1(x,z) e termina so-
bre a superficie y = g2(x,z).

|
e

SIS

Figura 4.5



REGIOES DO TIPO 111

S&o regides definidas por
W= {(X,y,Z) S R3/(y7z) eDe hl(y,Z) <X< hz(y,Z)},

onde h; e hy sdo funcdes continuas definidas em em D C R?,

S

/
4

Figura 4.6

Nesse caso, a integral dupla de f sobre D pode ser calculada
pelas integrais iteradas

hZ(yaZ)
/// f(x,y,z)dxdydz:// [/ f(x,y,z)dx} dydz.
W D hl(y,Z)

£ Podemos interpretar a integral acima como se cobrissemos
aregido W por segmentos de reta da seguinte forma: para
cada (y,z) € D fixo, o segmento de reta paralelo ao eixo x
(que representa a variagdo de x) comeca sobre a superficie
x = h1(y,z) e termina sobre a superficie x = hy(y,z).

A

/
4

Figura 4.7
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Todas as regides que consideraremos serdo de um dos trés
tipos ou poderdo ser divididas em regides, cada qual do tipo I, 1
ou II.

#5 N3o se preocupe em classificar uma regidio W como sendo
do tipo I, Il ou Ill. O importante & escolher a ordem de
integracdo mais adequada e definir os dominios de inte-
gracdo. Note que o procedimento para "montar”a integral
tripla é exatamento o mesmo para o calculo de volumes
utilizando integral dupla.

[ Exemplo42. |

a. Calcule o volume do sélido W limitado pelo cilindro
y=x%epelosplanosz=1ez+y=2.

Solugdo: Observe que W é dado pela figura abaixo

A

Figura 4.8

Vamos considerar 0 caso em que f1(x,y) <z < fa(x,y) e 0 con-
junto D esta no plano xy.

Observe, inicialmente, que se cobrirmos o interior do sblido
com segmentos de reta verticais (que representam a variacdo
de z), todos comecardo no plano z = 1 e terminardo no plano
Z+y=2.
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=y

Figura 4.9

Além disso, a regido D no plano xy encontra-se limitada pela
diretriz do cilindro y = x? e pela reta y = 1, que é a interse¢&o
entre do planos z=1e z+y = 2. Se a cobrirmos por segmen-
tos de retas verticais (que representam a variagdo de y) todos
comegardo na parabola y = x? e terminardo na retay = 1.

Figura 4.10

Logo,
-1<x<1
x2<y<1
1<z<2—y

e, portanto, o volume procurado é dado por

CEDERJ
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VW) = //Wf(x,y,z)dxdydz:
1

BRI T

y=1

1 2
y
e _— d fd
/—1[y 2:|—x2 "

b. Calcule o volume do sélido limitado pelas superficies
2=4-x%,7=0,x+y=2ey=0

Solugdo: A figura abaixo mostra um esbogo da regido cujo
volume é procurado

Figura4.11

Vamos considerar 0 caso em que fi(x,y) <z < f,(x,y) e 0 con-
junto D esta no plano xy.

Observe, inicilamente, que se cobrirmos o interior do sblido
com segmentos de reta verticais (que representam a variacdo de
z), todos comegarao no plano xy (isto & z = 0) e terminardo no
cilindro z =4 — x2.
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Figura 4.12

Além disso, a regido D no plano xy encontra-se limitada pelas
retas x =—2,y =0, Xx+Yy =2 e, se a cobrirmos por segmen-
tos de retas verticais (que representam a variacdo de y) todos
comegarao no eixo x e terminardo na reta x+y = 2.

D‘M

Figura 4.13

Dessa forma, tem-se que

—2<x<2
0<y<2-x
0<z<4—x?

CEDERJ
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e, portanto,

V= //WldXdydz - /_22/02_)( [/04_X21dZ] dydx =
/_22/02"( (4—x2)dydx:/_22(2_x) (4—x)dx =
5

[ (8+ax—2¢ 433 dx—
N T* 64

2 1
[SX B, N e

3 4 1., 3

#5 Podemos resolver o exemplo anterior considerando

0 caso em que g1(X,z) <y < g2(x,z)) e aregido D
encontra-se no plano xz.
Nesse caso, ao cobrirmos a regido com segmentos
de reta paralelos ao eixo y, observamos que todos
comecam no plano xz (isto &, y = 0) e terminam no
plano x+y = 2. Além disso, a regido D no plano
Xz esta delimitada pela propria diretriz do cilindro
z=4—x?, com z > 0 (conforme figuras abaixo).

<
y
X
Figura 4.14
Assim, temos
—2<x<?2
0<z<4—x2
0<y<2-x



e, portanto,

2 p4—x? 2—X
V:/ / [/ 1dy]dzdx:6—4
-2.J0 0 3

c. Calcule

AULA ' MODULO 1

[

onde W é o s6lido limitado pelas superficies

1=+/2-x2—y2ez=x%+Yy2
Soluc@o: Observe, inicialmente, que

1=2-X -y o xP4+y’+72=2e17>0,

e, portanto, tal superficie & a metade superior da esfera de cen-
tro em (0,0,0) e raio v/2. Logo, o solido pedido é dado pela
ilustracdo abaixo.

Figura 4.15

Note pela figura que, se tragarmos segmentos de reta verticais
para cobrir 0 sélido em questdo, tais segmentos comecardo so-
bre a superficie do paraboloide z = x? +y? e terminar&o sobre o
hemisfério z= /2 —x2 —y2. L0ogo, X2 +y2 <z < /2 —x2 —y2
e, sendo D a projecdo, sobre o plano xy, da curva de intersecdo
entre 0 hemisfério e o paraboloide, tem-se que

CEDERJ 79



Célculo 1V | Mudanca de Variéveis na Integral Tripla

2— x2 y2
/// zdxdydz—// / zdz | dxdy =
x24y2

7= 2xf

JAEIREES

2// (X% +y%) — (3 +y2)2> dxdy.

Para determinar a regido D, precisamos obter a curva de inter-
secdo entre o hemisfério e o paraboloide, ou seja,

R y2 =2 -y e (Y =2-X -y &
(@ +y2)%+ (¥ +y2) —2 =0,
Resolvendo a equag&o do segundo grau em x? +y?, obtemos
X +y?=1loux?+y?=—2.

Visto que a segunda equagdo ndo & possivel, a regido D é dada
por
X2 +y? < 1.

Logo, utilizando mudanca de coordenadas polares

X =rcos 6 0<r<i1 a(x,y)
y=rsing 0<6<2r a(r,0)

obtém-se

/// zdxdydz = // (X +y%) (x2+y2)2> dxdy =
2 1
E/ﬂ/ 212 1% rdrdez—/ / 2r—r3—r5)drd9:
/277,' Z_ﬁ__ /2”
2 bo ~ 24
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Aula

MUDANCA DE VARIAVEIS NA
INTEGRAL TRIPLA

Ao final desta aula, vocé devera ser capaz de:

calcular a integral tripla de funcgdes continuas
utilizando, convenientemente, mudangas de va-
riaveis.

Apresentar o0 teorema de mudanca de
variaveis para a integral tripla. Sera dado,
inicialmente, o teorema na sua forma geral
e, em seguida, serdo considerados 0s casos
particulares de mudanga para coordenadas
cilindricas e esféricas.
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Pré-requisitos
\Vocé vai precisar
dos conhecimentos
sobre Integral
Tripla,
apresentados na
Aula 4 desse curso,
sobre Mudanca de
Variaveis na
Integral Dupla,
apresentados na
Aula 2 desse curso,
bem como dos
conhecimentos
sobre derivadas
parciais
apresentados no
Curso de Célculo
1.
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MUDANCA DE VARIAVEIS NA INTEGRAL
TRIPLA

Nesta aula, seré enunciado o Teorema de Mudanca de Va-
riaveis na Integral Tripla e serdo apresentados dois casos par-
ticulares de mudancas de variaveis: mudancga para coordenadas
cilindricas e para coordenadas esféricas.

O teorema, dado a seguir, mostra que a formula de mudanca
de variaveis na integral tripla & uma simples extensdo do caso de
duas variaveis:

Teorema 5.1.

Considere g : U ¢ R® — R3 uma aplicagdo definida por

g(u,v,w) = (x,y,z) = (x(u,v,w),y(u,v,w),z(u,v,w)),

onde X, y e z sdo funcdes de classe C! em um subconjunto aberto
U c R3. Seja Q um subconjunto limitado e fechado contido em
U tal que

i. géinjetoraemQe

ii. o determinante Jacobiano da aplicacéo g, dado por

Ix  9x  Ix
I(xy,2) N N W
(U,V,W) dJdz Jdz  Jdz
Jdu Jdv Jdw

nunca se anulaem Q.
Se f é integravel em g(Q), entdo

/// (X,y,z)dxdydz =
a(X,Y,2)

// X(u,v,w), (u,v,w),z(u,v,w))‘m dudvdw.




w g z
/\

1/{/0 —®o

L 4 (Mo,l/rg’g_?{{a ,,,,,

— Y (ng,vp,wp)

) y
u, v
x (uy,0y ,wy)
u X

Figura5.1

#5 A demonstragdo do resultado sera omitida por no ser ob-
jetivo desse texto.

#5 0 teorema permanece valido se as condigdes (i.) e (ii.)
ndo ocorrerem em subconjuntos de Q dados por um ponto
ou pelo grafico de uma funcdo continua.

MUDANCA PARA COORDENADAS CILINDRICAS

Um ponto P de coordenadas retangulares (x,y,z) tem coor-
denadas cilindricas (r,0,z), onde r e 6 sdo as coordenadas po-
lares da projecéo de P no plano xy, conforme figura abaixo.

ke
ke

x, Y

Figura 5.2

Os dois sistemas de coordenadas se relacionam pelas igual-

dades
X=rcosf
y=rsiné
71=12

CEDERJ
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onder >0, 6 € [0, 0+ 27) € —o0 < Z < oo, que definem uma
mudanca de variaveis

g(r,0,2) = (x(r,0,2),y(r,0,2),2(r,0,2)),
definida no conjunto
Q={(r0,2) eR%r>0,60<0 < 0+2m,—c0 <2< +oo},

cujo determinante Jacobiano

x 9 )
2(%.y.2) o %—2 g—’z( cos® —rsinf 0
2 —det| ¥ Y Y | =det| sin@ rcos®@ O |=r
a(r 0 Z) ar Jd0 9z
Y Jz 91 oz 0 0 1
r 00 0z

é diferente de zero em Q, exceto no subconjunto

{(r,0,z) € Q;r =0}.

#5 Para cada r > 0 fixo, 0 conjunto g(Q) descreve um cilindro
circular reto de raio r e ilimitado na direc&o do eixo z.

Figura 5.3

#5 Embora a definigo tenha sido dada mantendo-se inaltera-
da a variavel z, pode-se, por intermédio de uma permuta-
cdo dos eixos coordenados, definir as coordenadas cilin-
dricas mantendo-se qualquer uma das outras duas varia-
veis.



X X

Figura 5.4

\Voltemos ao item c. , do Exemplo 4.2, da Aula 4:

[

onde W & o solido limitado pelas superficies z = /2 —x2 —y2 e
22
7=X°+Y°

Calcular

Vimos que o sdlido W é dado pela figura abaixo

Figura 5.5

onde x? +y? <z < +/2—x2—y2 e D & aregifo do plano xy no
interior da circunferéncia x? +y? = 1. Dessa forma, resolvemos
a integral em relagdo a z, obtendo

= ] o
5//0 2—(x2+y2)—(X +y?) >dXdY-
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e, S0 entdo, realizamos a mudanga de coordenadas polares na
integral dupla. Note que, o solido W & o interior de um cilindro
circular reto de raio 1, limitado inferiormente pelo paraboloide
e superiormente pelo hemisfério, e que, em Gltima anélise, foi
utilizada a mudanca de coordenadas cilindricas.

O exemplo acima ilustra o fato de que a mudanca para co-
ordenadas cilindricas corresponde a manutencao de uma das va-
riaveis (no exemplo, a variavel z) e a aplicacdo de coordenadas
polares nas duas variaveis restantes.

[ Exemplo5.1. |

a. Calcule

///vv (x% +y?) dxdydz

onde W é o sélido limitado pelo cilindro x2 +y? = 1, pelo
paraboloide z = x> +y? e pelo plano z = 4.

Solugdo: Note, pela figura abaixo, que o sélido W & o interior
do cilindro x> +y? = 1 limitado inferiormente pelo paraboloide
7 = x? +y? e superiormente pelo plano z = 4.

e

=y

Figura 5.6

Dessa forma, utilizando a mudanca de coordenadas cilindricas

X=1rcoso 0<r<i1
y=rsing  0<o<2r e 0o,
1=1 rr<z<4



temos

2r rl1 ,4
JJ[ 6@y dxaydz= [~ [ [ () rdzdrde -
w 0 Jo Jr?
2r 1 (4 2 p1 2
/ //r3dzdrd6=/ /r3[z]§:rzdrd6:
0 0 Jr2 0 0 -

2 1 2n 6711
/ / (4r3—r5)drd9:/ [r“——} drdo =
0o Jo 0 61,0

2ng 5 ooz BT
édrde = = [6]9:071: — ?

0 6

b. Calcule o volume do sblido limitado inferiormente pelo

cone z = /x2+y2 e superiormente pela esfera
X2 +y2+72 =4

Solucgdo: Note, pela figura abaixo, que o solido W & o interior
do cilindro, limitado inferiormente pelo cone e superiormente
pela esfera, cuja diretriz & a curva C de intersecdo entre essas
duas superficies.

Figura 5.7

Note que a interse¢do ocorre no hemisfério superior, cuja equa-
¢80 € z = /4 — x2 —y2, Dessa forma, para obter C, fazemos

VR =4 X2 -y =P yP =4 X2y
= x4y =2

Logo, utilizando a mudanca de coordenadas cilindricas

X =1rcos 0
. a(X,y,2)
p— 9 p— f
)Z/:erm (r.6.2) r
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tem-se que

X4y <2=0<r<+v2e0<60<2r

VXHY2 <2< \/4A-X -y =r <7< V412

Assim, segue que

2 V2 pVA-r2
V= // 1dxdydz:/ / / rdzdrd@ —
27;N /2 0 0 r
L[ s arde -
2 V2
/ / r<\/4— 2—r)drdG:
027[ Oﬁ
/ / (r\/4—r2—r2)drd9.
0 0

Para resolver a integral da primeira parcela, utiliza-se 0 método
de substitui¢do, obtendo

V = /Ozn/oﬁ(r 4—r2—r2>drd0

=2
T N B
/o 2 32 3 -

- 282 (2 = (422
) [_T_T —| 70 )de=

/02” 8_;‘\@) do = (8_;}\@) 0)5=5" =
27r(8—4\/§> 87r(2—\/§>

3 3

c. Calcule o volume do so6lido limitado pelo paraboloide
z=x?+Yy? e pelo plano z = 2y.

Solucdo: Note, pela figura abaixo, que o sblido W é o interior
do cilindro, limitado inferiormente pelo paraboloide e superi-
ormente pelo plano, cuja diretriz & a curva C, projecdo sobre o
plano xy, da intersecdo entre essas duas superficies.
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Figura 5.8

Para obter C, fazemos

¥y =2y x4+ (y—17>=1

=y

Figura 5.9

Como vimos no Exemplo 2.3, da Aula 2, a regido delimitada
por C induz duas possiveis mudancgas de coordenadas polares

X=rcos@ 0<r<2sinf
y=rsiné. 0<6<2n

ou

X=1rcos 0 0<r<1
y=1+rsiné. 0<06<2r

Vamos utilizar a mudanga de coordenadas cilindricas associada
ao segundo sitema de coordenadas polares. Neste caso, teremos

2>X 4y =17>1+2rsin6 +r?
2<2y=—12<2+2rsin0b
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e, portanto,
X=1rcosf 0<r<1 2(%.,2)
y=1+rsin6 0<6<2x . ’g’ —r.
1=1 14+2rsin@+r? <z<242rsind (r.6.2)

Dessa forma, segue que

2n ;1 2+2rsin®
V= // 1dxdydz:/ / / rdzdrd6 =
W 0 0 J1+42rsin@+r2

n 1 7=2+2rsin0
/ / r [Z]z:l+2rsin 0+r2 drd6 =
0 01

S
S—

r(1—r?)drd6 =

)

2r 1 2r [ 2 4qr=1

/ /(r—r3)drd0:/ [r__r_} do =
0o Jo o 2 4],

)

2r /1 1 1 0=2r T
(3-3)a0=gmoid =3

MUDANCA PARA COORDENADAS ESFERICAS

Um ponto P de coordenadas retangulares (x,y,z) tem coor-
denadas esféricas (p,0,¢), onde p é a distdncia do ponto P a
origem, 6 é o angulo formado pelo eixo positivo dos x e 0 seg-
mento de reta que liga (0,0) a (x,y) e ¢ & o angulo formado
pelo eixo positivo dos z e 0 segmento que liga P a origem (figura
abaixo).

Figura 5.10

Os dois sistemas de coordenadas se relacionam pelas igual-
dades
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y=psingsino

X = psingpcoso
Z=pCcose

onde p >0, 6 € [6y,6p+2m) e p € [0,x], que definem uma
mudanca de variaveis

9(p.6,9) = (x(p,0,9).y(p.0.9),2(p,6,9)),
definida no conjunto
Q=1{(p.0,9) eR%r>0,60<6<6+2r,0< ¢ <m},

cujo determinante Jacobiano

0
oY) o | % W A |
a(p,0,9) A
dp dO Jdo
sinpcos® —psingsin® pcos@coso
det | sinpsin® psingcos® pcosesind | = —p?sing
Cos @ 0 —psing

é diferente de zero em Q, exceto no subconjunto

{(p,0,0)€Q;p=00ug@=00u¢=r}.

#5 Para cada p > 0 fixo, o conjunto g(Q) descreve uma esfera
centrada na origem e de raio p.
De fato, considere 6 = 0. Nesse caso,

X=psing
y=0 0<¢o<m,
Z=pCcose

descreve a semicircunferéncia de raio p no plano xz, con-
forme figura abaixo:

Figura5.11
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Variando, agora, o 6, de 0 a 2, fazemos com que esse
meridiano fagca uma rotacdo completa em torno do eixo z,
gerando a esfera de raio p, conforme a figura a seguir

Figura 5.12

5 E fundamental prestar atencdo para o fato de que
0 < ¢ < m e, portanto, singp > 0. Logo,

'%' |—p?sing| = pZsing.
Desse modo, a formula de mudanca de coordenadas esféricas
é dada por

/// (x,y,2)dxdydz —
Ik

o (x(p,6,9),Y(p,0,9),2(p,6,9))p?sinpdpdode.

[ Exemplo52. |

a. Na Aula 2, calculamos o volume de uma esfera de raio
R, utilizando mudanca de coordenadas polares na inte-
gral dupla. Nesse exemplo, vamos mostrar que o trabalho
se torna bem mais simples quando usamos coordenadas

esféricas.
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Solucgdo: De fato, para

_ . . < gy e 2 -
y=psingsino 0<6<2r 9r.0.2) pesing

Z=pCcosSQ 0<op<r

{ X=psingcoso 0<p<R ‘a(xy )

temos que

// 1dxdydz—/ //psm(pdpdqode—
2n
//sm(p[ ] dodo =
2n
//sm(pd(pde—

3 A [ cos<p] 5d0 =

2R3 2R3 4
R To = Ron — drpo
3 Jo 3 3"

b. No item b., do exemplo anterior, calculamos o volume do
solido W limitado inferiormente pelo cone z = /x2 +y?2
e superiormente pela esfera x? +y? +z? = 4, utilizando
mudanca de coordenadas cilindricas. Vamos mostrar que
0 mesmo volume pode ser calculado usando mudanca de
coordenadas esféricas.

Solugdo: Note que o sélidoW & o interior da porg&o da esfera
de raio 2 gerada pela rotagcdo da curva ilustrada a seguir:

Figura 5.13

Dessa forma, podemos utilizar a mudanga de coordenadas esfé-
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ricas
{ X = psingpcos O 0<p<2

9(x,¥,2)

_ . - < 2 I\NYE) ) 2 -
y=psingsind 0<0<2r ’8(p,6,z)’ pesing

Z=pCcosQ 0<op<L?

Observe que o angulo ¢ vai variar de 0 até um valor determi-
nado pela interse¢do da esfera com o cone, ou seja,

VY2 = /h—x2 -y = Xy =4 X~y
=Xy =2e=71=12.

Dessa forma, concluimos, pela figura abaixo, que

Figura 5.14

cosSQ =

S

e, portanto,

// 1dxdydz_/2ﬂ/ /p sindpdod —
/27:/ sm(p{ ] dedo =

3/2ﬂ/ sinpded6 =

§/o [— cos<p] ﬂde:g<1—§> ozndez
§<1_£>2n_8n’<2—\/§).

2 3

£ Se, no exemplo anterior, tivéssemos o paraboloide
z =x?+Yy? no lugar do cone z = /X2 +y2, ndo seria
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indicada a mudanca de coordenadas esféricas. De
fato, o solido W seria obtido a partir da rotacéo, em
torno do eixo z, da regido abaixo

Figura 5.15

e, dessa forma, ndo teriamos um triangulo retangulo
para utilizarmos as rela¢des trigonométricas.

c. Calcule

/// /X2 +Yy2 + z2dxdydz
w

onde W é o solido limitado superiormente pela esfera
X2 4+ y2 + 172 = 2z e inferiormente pelo cone z = /x2 4 y2.

Solugcé@o: Observe, inicialmente, que
Ay 422 =27 = X4y 4+ (212 =1

e, portanto, o s6lido W é dado pela figura a seguir

Figura 5.16
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Observe que W & obtido pela rotagdo completa, em torno do
eixo z, da regido ilustrada abaixo

I
z

Figura5.17

Logo, utilizando mudanca de coordenadas esféricas

X=psingcoso
y = psingsino ’%’—pzsinqx
temos que
i.0<O6<2n

ii. O angulo ¢ tera variacdo de 0 ao valor correspondente a
intersecdo da esfera com o cone, isto &,

z= /X2 +y?> = pcos

—tanp=1=—= ¢ =

=/(psing)* = psing

&INS

iii. Ao cobrimos a regido de integracdo com segmentos de
reta partindo da origem (que representam a variagao de
p), observamos que todos terminam sobre a superficie da
esfera, conforme figura abaixo.

i

4

Figura 5.18
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Logo, a variavel p assumira valores entre 0 e aqueles cor-
respondentes a equacado da esfera, ou seja,

X2+y2+22 :222>p2 :chos(p:>p :2COS(,D.

Dessa forma, segue que

/// /X2 +y2 4 72dxdydz =

2n 2c0s ¢
/ / / V/p2p?sinpdpdedd =
027r 0% 02cos<p
/ / / p3sinpdpdedd =
o p=2C0S @
/ / [ } sinpded6 =

2n
/ / 4cos* @sinpdpdo.
o Jo

Para resolver a integral acima, utilizamos o método da substi-
tuicdo e obtemos

///\/x2+y2+22dxdydz—/ / 4cos* gsinpdpdo =
5
2 5 2n
4/ [—COSS ] o — 4/ (() 1)d9
0

4 V2 4 V2 ™
§<1_?) 0 d9—§<1—?)2n—€<8—\/§>.

. Calcule o volume do interior da esfera x2 +y2+22 =1
situado, no primeiro octante, entre 0s planos y = x e

y = V3x.

Solucdo: Note que o solido em questdo, dado pela figura a
seguir,

Figura 5.19
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é gerado pela rotagdo do quarto de circulo de raio 1, em torno
do eixo z, entre os planos y = x e y = v/3x, conforme ilustragdes
abaixo

=y

Figura 5.20

Dessa forma, utilizando mudanca de coordenadas esféricas

x=psinpcoss ~ 0=p=1

y:gsinzsine ?=0<? ’a(x,y,z) =p?sing
T a(r,0,z)

Z=pCcos¢ Og(pSE T

a variacdo de 6 corresponderd aos valores situados entre 0s
planos dados, ou seja,

i. y=Xx= psingsin® = psinpcosfd —tan6 =1 —

n
0—_
4
ii. y=13x= psingsind = /3psinpcosd = tano =
Vi=—0=".

3

Dessa forma, o volume pedido & dado por

z
// 1dxdydz—/ /z/pzsinqodpd(pdez
z 0
4
//sm(p[ ] d(pdG:
p=0
—/ / sinpddo =
173
3/ cos<p :5/% de =

3(5‘1)2%'
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#5 No caso em que a regido de integracdo é dada por

um elipsoide, digamos,

2 2 2
X2 Y2 7
?-1'?4-(:—231 (a,b,c > 0)

Figura 5.21

utilizamos a seguinte mudanca de variaveis:

X . 0
a_psm(pcos OSPS
%:psin(psine 0<0<2rn
ézpcosq) O<¢p<m,
isto &,
X =apsin¢gcos o 0<p<1
y=bpsingsinf 0<0 < 2r,
Z=CpCoSQ 0<op<m

Nesse caso, 0 determinante Jacobiano da mudanca é
dado por

X
dp  dO  Jdo

IXY2) _ ot| & oy v | _

- d 20 a9 -
a(p797(p) aFZ) dz 8?
dp 96 Jdo

asinpcos® —apsingsin® ap cosocos o
det | bsingsin® bpsingcos® bpcosesind | =
CCos @ 0 —cpsing
—abcp?sing
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e, portanto, a formula de mudanca de coordenadas é
dada por

/// f(x,y,z)dxdydz =
9(Q)

o[ X(0.6.0).(p.0.9).2(p.6, ¢))abep? sinpdpdodg.
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Aula

INTEGRAL DE LINHA DE
FUNCAO ESCALAR

Ao final desta aula, vocé devera ser capaz de:

calcular a integral de linha de funcgdes escalares
utilizando, convenientemente, as parametrizagoes
das curvas envolvidas.

Apresentar a definicdo da integral de fungcGes
reais de duas ou trés variaveis ao longo
de uma curva no plano ou no espacgo, a
chamada Integral de Linha. Para tanto, seréo
dadas algumas parametrizacGes de curvas na
primeira secdo. A segunda secdo € reservada
para a definicdo e exemplos da Integral de
Linha citada acima.
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Pré-requisitos
\Vocé vai precisar
dos conhecimentos
sobre Funcdes
\etoriais,
apresentados no
Curso de Calculo
I, bem como dos
conhecimentos
sobre técnicas de
integracdo e
integral definida
para funcOes reais
de uma variavel
apresentados no
Curso de Calculo
1.
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INTEGRAL DE LINHA DE FUNQ,&O
ESCALAR

O foco principal dessa aula é definir e apresentar exemplos
de integrais de fung¢Bes de duas ou trés variaveis definidas ao
longo de curvas no plano ou no espago, respectivamente. Para
iSs0, como veremos mais a frente, é necessario trabalhar com a
representacdo paramétrica de tais curvas, o que introduziremos
na secao a sequir.

CURVAS PARAMETRIZADAS

Apresentamos abaixo a defini¢do de curva parametrizada pa-

ra o caso do R3. A defini¢do para o caso do R?, & inteiramente
analoga.

Definicédo 6.1.

Seja C ¢ R3 uma curva. Uma parametrizacio de C & uma
funcdo vetorial o : | € R — R3, definida por

tal que, ao tomarmos os valores de t € I, o ponto final
P = (x,y,z) do vetor o (t) percorre toda a curva C.
As equacoes

x=x(t),y=y(t)ez=z(t)

sdo ditas equacOes paramétricas de C e a varavel t é dita o
parédmetro.

e St,) ¢
o)
O(a)
: — -
a I, bt y
X
Figura 6.1



#5 Uma curva C C R3 pode ter diversas parametrizagdes. O
processo de se obter uma parametrizac¢ao para C consiste
em, a partir de um para@metro t escolhido, encontrar uma
forma de representar as coordenadas x, y e z, de um ponto
qualquer de C, em funcdo de t. Aqui é fundamental de-
terminar o intervalo I, ao longo do qual o parametro deve
variar, para que sejam representados todos os pontos de C.

[ Exemplo6.l. |

a. Obtenha uma parametrizac3o para a parabola y = x?

Solugdo: Se tomarmos como parametro t a propria variavel x,
podemos considerar

x(t) =tey(t) =t2.

Como x pode assumir qualquer valor, temos que t € R.

(0)
(-1)
91)

10 1 ¢ S0) x

Figura 6.2

#5 De modo geral, se uma curva C € R? & o gréafico de
uma fungéo
y=f(x),xel,

uma parametrizacdo natural de C é dada por

o(t) = (t, f(t)), tel.

CEDERJ
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b. Encontre uma parametrizacdo para a circunferéncia
X2 +y2 = R2.

Solugdo: Seja P = (x,y) um ponto sobre a circunferéncia.
Se pensarmos nas coordenadas polares r e 6, observamos que
todos 0s pontos que estdo sobre a circunferéncia possuem a
mesma coordenada r = R e, portanto, se diferenciam pela coor-
denada 6, que é dada pelo angulo formado pelo segmento que
liga a origem a P e pela parte positiva do eixo x. Dessa forma,
é natural escolhermos como par@metro t a coordenada polar 6.

.
N

Figura 6.3

k
2y

Note pela figura acima que

X
cost = R = X = Rcost

sent = % —> Yy =Rsent.

Além disso, como desejamos percorrer toda a circunferéncia, o
pardmetro t deve assumir todos os valores entre 0 e 2. Logo,
uma parametrizacao é dada por

o(t) = (Rcost,Rsent), 0 <t < 27,
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#9 Para o caso geral (x—Xo)%+ (Y —Yo)? = R?,

A
Y
R
y° \J
% x
Figura 6.4

podemos considerar a mudanca de variaveis
X=x—XoeY =YyY—VYo

e, nesse caso, teremos X2 +Y?2 = R2. Dessa forma,
segue do exemplo anterior que

0<t«<?2r

X = Rcost X = Xo + Rcost
Y = Rsent y =Yo+ Rsent

c. Ainda generalizando o item b. , podemos considerar

(x=x0)®  (y—Y0)®

2 =L

uma elipse

Aqui a mudanca de variaveis indicada é

Y—Yo
Y —
a ¢ b

e, nesse caso, teremos X2 +Y2 = 1. Logo, segue do
item anterior que

{ X = cost { X = Xg +acost

<
Y =sent y =Yo+Dbsent O<t<onm
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|
y
p: ¢
1
%, x
Figura 6.4

d. Obtenha uma parametrizagdo para a reta | C R3 que passa
pelo ponto Py = (Xo,Yo,20) € & paralela ao vetor ndo nulo
V = (V]_,V2,V3).

Solugdo: Note, pela figura abaixo, que se pegarmos um ponto
P = (x,y,z) sobre a reta I, o vetor OP — OP, sera paralelo ao
vetor V, ou seja, OP — OPy = kV.

A

0/ Yy

Figura 6.6

Note que a constante de paralelismo define de forma (nica o
ponto P tomado arbitrariamente sobre a reta I:

i. K=0=—=P =Py;

ii. k> 0=— OP —OP, tem 0 mesmo sentido de V e, quanto
maior for o valor de k, mais distante de Py encontra-se o
ponto P;
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iii. Kk < 0= OP — OP, tem o0 sentido contrario ao de V
e, quanto menor for o valor de k, mais distante de P,
encontra-se o ponto P.

Dessa forma, podemos tomar a constante de paralelismo k como
parametro t e, fazendo t € IR, percorremos toda a reta |. Logo

OP —OPy =kV = (X,Y,2) — (X0,Y0,20) =t (V1,V2,V3)
= (X,¥,2) = (X0,Y0,20) +t (V1,V2,V3)

e, portanto, uma parametrizacdo é dada por

o(t) = (Xo+tvy,yo+tva,zp+tvs), teR

£ Podemos utilizar 0 mesmo raciocinio do exemplo
anterior para obter uma parametrizagdo do segmento
de reta ligando um ponto A = (a1,az,az) a um ponto
B = (b1,b2,b3).

Figura 6.7

De fato, pela ilustragdo acima, observa-se que, dado
um ponto qualquer P = (x,y,z) sobre o segmento de
reta, o vetor OP — OA é paralelo ao vetor OB — OA
e, portanto,

OP -0OA=t(0OB—-0A) = (X,Y,2) — (a1,a2,a3) =

t(by —ag,by —az,bs—a3z).

Note que 0s vetores possuem o mesmo sentido e que

t=0=P=A
t=1=—P=B.
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Dessa forma, obtemos a seguinte parametrizacao:

o(t)= (a1+t(b1—a1),a2 +t (b2 —ay),
az+t(bz—az)), 0 <t <1

e. Parametrize a hipotenusa do triangulo retangulo de vérti-

ces (0,0), (1,0) e (0,1).

Solugca@o: Observe que a hipotenusa é dada pelo segmento de
reta que liga os pontos (1,0) e (0,1).

AN

1 X

\

Figura 6.8

Vamos parametrizar esse segmento partindo do ponto (1,0) em
direcdo ao ponto (0,1). Pela observagao anterior, temos

(x,y) = (1,0) =t((0,1) = (1,0)) =
(x,y) = (1,0)+t((0,1) — (1,0)) = (1 —t,t).

Logo
o(t)=(1-t1),0<t<1

#5 No exemplo anterior, se eliminarmos o parametro t,
obtemos a representacdo explicita da reta

X=1l-t=1-y=—x+y=1



f. Ainda no exemplo anterior, podemos parametrizar
0 mesmo segmento percorrendo-o no outro sentido.
Nesse caso, temos

(xy)=(0,1) =t((1,0) - (0,1))

(t,1—1t),

e, da mesma forma, podemos eliminar o parametro e
obter
y=1-t=1-x=x+y=1

g. Encontre uma parametrizacdo para a curva C de intersecdo
entre o cilindrox?+y>=1eoplanoy+z=2.

Soluc@o: Observe, pela figura abaixo, que a curva C encontra-
se sobre o plano y+z = 2 e sua projecdo sobre o plano xy coin-
cide com a diretriz do cilindro x> +y> =1

e

Figura 6.9

Dessa forma, um ponto P = (x,y,z) € C satisfaz

i X>+y>=1=x=cost,y=sente0 <t < 2x.
ii. y+z=2=—1z=2-y=2-—sent

e, portanto, uma parametriza¢do para C é dada por

o(t) = (cost,sent,2 —sent), 0 <t < 27x.

CEDERJ
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h. Encontre uma parametrizacdo para a curva C de intersecdo
entre o paraboloide z = x? +y? e 0 plano z = 2x.

Solucéo:

Figura 6.10

Observe que a coordenada z de um ponto qualquer
P = (x,y,z) € C satisfaz as equacdes de ambas as superficies
e, portanto, as coordenadas x e y verificam

Wy =z=2x= (x—1)°+y’=1.

N

Figura 6.11
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Logo ,temos

{ X = 1+ cost 0<t<2n

y = sent

e, nesse caso,
7=2X=—17=2-+2cost.

Dessa forma, uma parametrizacdo para C é dada por

o(t) = (1+cost,sent,2+2cost), 0 <t < 2.

INTEGRAL DE LINHA DE FUNCAO ESCALAR

A partir de agora, estamos aptos a definir a integral de linha
de funcdo escalar. Daremos a defini¢do para 0 caso de uma curva
no RS. Para o caso do R? a definicdo & inteiramente analoga.

Definicao 6.2.

Seja C uma curva no R2, parametrizada por

o(t) = (x(t),y(),z(t)), t € [a,b],

onde o é de classe C1, isto &, x(t), y(t) e z(t) sdo fungdes
com derivadas continuas. Considere

f:CcR®——R

uma funcdo real continua definidaem C. Definimos a integral
de linha de f ao longo de C por

e /
/Cf(x,y,z)ols:/a f (o (1)) ||o’(t)]|dt.

#5 Embora a parametrizacio da curva C seja utilizada na de-
finicdo acima, a integral de linha de ao longo de C ndo
depende da escolha da parametrizacéo.

#)Se a curva C é de classe C! por partes
(C=C1UCyU...uUCy), entdo

CEDERJ
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/f(x,y,z)ds:/ f(x,y,z)ds+/ f(x,y,z)ds+...+
C C C
/f(x,y,z)ds.
Cn

#5 Ainda com relagdo a definicdo anterior, o elemento de
comprimento ds é associado a ||¢’(t)||dt, onde ||o’(t)||
denota a norma do vetor derivada e é dado por

|6/ (0] = /X ()% + () + @ (1)

[ Exemplo62. |

a. Calcule /f(x,y)ds, onde f(x,y) =x e C é a parabola
c
dada por o (t) = (t,t?),com0 <t <1.

|
y
4
0 1 x
Figura 6.12
Solugdo: Temos que
i f(o(t)=f(t,t?) =t
i o/(t) = (1,2t) = |0’ (t)|| = \/12+ (2t)* = V1 + 42

e, pOftantO,
1
/f(x,y)ds:/ tv/1+ 4t2dt.
C 0
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Para resolver a integral acima, utilizamos o método da substitui¢éo
e obtemos

t=1
3
2

1(1+4t?) 1o B
/Cf(x,y)ds: 83 _E<52_1>_

2 t=0

iz (5%5— 1)

b. Calcule /(x+y)ds, onde C & a fronteira do tridngulo de
C
vértices (0,0), (1,0) e (0,1).

Solug@o: Como a fronteira do tridngulo ndo é determinada
por uma (nica curva, precisamos dividir a integral de linha em
trés integrais ao longo de segmentos de reta

Figura 6.13
i. C1: segmento ligando os pontos (0,0) e (1,0)

o(t) = (0,0)+1((1,0)— (0,0)) = (t,0),0 <t < 1.
o'(t)=(1,0) = [|o’(t)|| = V12 +02 =1

1 t2 t=1 1
/ (x+y)ds:/ (t40)1dt = [—] =
Ct 0 2lio 2
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ii. Cy: segmento ligando os pontos (1,0) e (0,1)
o(t)=(1,0)+t((0,1)—(1,0)) = (1 —t,t),0<t < 1.
o'(t) = (-1,1) = ||o'(t)]| = /(1) +12 = V2

Logo,

/Cz(x+y)ds:/ol(1—t+t)\/§dt:/le/idt:
va - v
iii. C3: segmento ligando os pontos (0,1) e (0,0)
o(t)=(0,1)+t((0,0)—(0,1)) =(0,1—1),0 <t < 1.

o'(t)=(0,-1) = ||o’(t)]| = /02 + (-1)* =1

Logo,

1 21t
[ ocryyas= [ ©+1-1)10t = { __] L
Cs 0 2] 2

Dessa forma, obtemos

JLocevs= [ ocrydst [ ocrydst [ cry)ds=
1+V2.

c. Calcule /zyzds, onde C é a curva de interse¢éo do cilin-
c
droy=¢€*¥,0<x<1,comoplanoz=2.

Solug@o: Observe, pela figura abaixo, que a curva C encontra-
se sobre 0 plano z = 2 e sua projecdo sobre o plano xy coincide
com adiretrizdo cilindroy =¢€*, 0 <x <1

Z“

.
N

0

x Figura 6.14
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Dessa forma, um ponto P = (x,y,z) € C satisfaz
iLy=e,0<x<l=x=t,y=ele0<t<1.
ii. z=2
e, portanto, uma parametrizacao para C é dada por
o(t)=(t,e",2),0<t<1

o'(t) = (1,€',0) = ||o’(1)]| = \/12+ (e!)* + 02 = \/1 + €.

Logo, temos que

1 1
/zyzds:/ 2(et)2\/1+e2tdt:/ 2¢% /1 + e dt
C 0 0

Para resolver a integral acima, utilizamos o método da substitu-
icdo e obtemos

t=1

3
24 (:I'_+'(:"2t)7 _2 23 3
/Czy ds= | —5—" =3 (1+e%)2—22

2 t=0

. Calcule / 3xyzds, onde C é a curva de intersecéo da esfera

x24+y2+72=4,x>0,comoplanoz=y.

Solugao:

=y

A Saytatee

Figura 6.15
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Observe que a coordenada z de um ponto qualquer
P = (x,y,2) € C satisfaz as equacBes de ambas as superficies
e, portanto, as coordenadas x e y verificam

W2 \2
X2+y2+y2:4:>x2+2y2:4=>——i—y—:l,XZO-

4 2
A
y
ek ‘\

_____________ -

X = 2cost i >

—=<t< =

{ y=vasent " 2°' "2

7=y= V2 sent.

Dessa forma, segue que

o(t)= <Zcost,\/§sent,\/§sent) , —g <t< g
o'(t) = (—25ent,\/§cost,\/§cost)

Assim

o' (D)]] = \/(—Zsent)2 + (\/ECOS'[)2+ (\/icost)2 -
\/4 (sin?t +cos?t) =2
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e, portanto,

ﬂ

/3xyzds = /7 3-2cost-\/§sent-\/§sent>2dt:
c

(S
NS

= 24" costsin’tdt =

[SE]

Pararesolver a integral acima, utilizamos o método da substitui¢ao
e obtemos

t=%

sin®t 1 1
/C3xyzds =24 [TL_{ =24 <§ _ <_§>) — 16.
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Aula

ALGUMAS APLICACOES DA INTEGRAL
DE LINHA DE FUNCAO ESCALAR

Ao final desta aula, vocé devera ser capaz de:

utilizar a integral de linha de fungdes escalares
para calcular a area de determinadas superficies,
bem como a Massa, o Centro de Massa e 0 Mo-
mento de Inércia de um arame determinado por
uma curva.

Apresentar a interpretacdo geomeétrica da in-
tegral de linha de funcdo escalar, bem como
algumas aplicacBes na area de Fisica, tais
como calculo de Massa, Centro de Massa e
Momento de Inércia.



Célculo 1V | Algumas Aplicacdes da Integral de Linha de Func&o Escalar

Pré-requisitos
\Vocé vai precisar
dos conhecimentos
sobre Funcdes
\etoriais,
apresentados no
Curso de Calculo
11, bem como dos
conceitos de
integral de linha,
vistos na Aula 6
desse curso.
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ALGUMAS APLICAQ(SES DA INTEGRAL
DE LINHA DE FUNCAO ESCALAR

Antes de apresentarmos o que propde a aula, vamos definir o
comprimento de curva, cuja justificativa, que consiste em apro-
ximar a curva por linhas poligonais (Figura 7.1), ndo sera deta-
Ihada por ndo ser objetivo deste texto.

e

X

Figura 7.1

Definicéo 7.1.
Se C c R® & uma curva com parametrizagio

o : [a,b] € R— R3, definimos o comprimento de C
da seguinte forma:

b
L(C) :/a o’ (0)]] dt.

#5 Observe pela definicdo de integral de linha, dada na Aula
6, que, no caso particular em que f(x,y,z) =1, a integral
de linha de f ao longo de C fornece o comprimento de C:

b
/Clds :/a o’ ()| dt =L(C).



INTERPRETACAO GEOMETRICA DA INTEGRAL
DE LINHA

SejaC ¢ R? uma curva com parametrizacio o : [a,b] C R —s R?,

definida por
o(t) = (x(1),y()),
e considere uma funcdo f : C— R tal que
f(x,y) =0,V(x,y)eC

Vamos verificar que a integral de linha de f ao longo de C,
fornece a area A da superficie S, com base C e altura f(x,y),
conforme ilustrac@o abaixo.

2
z = f(x,y)
o
e
t‘ y
/ o
X
Figura 7.2

De fato, considere uma particdo P do intervalo [a, b]
Pia=to<ti<..<ty=Db

e note que P divide a curva C em n pedagos C;, cada qual imagem
do subintervalo [tj_1,tj] por o, ou seja,

Ci=o([ti_1,ti]),i=1,2,...,n.

Y

9 o)
G/ o(t)
o(t,)

X

Figura 7.3
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Note que o comprimento de cada pedaco C; é dado por

ti

L(ci):/t o”(t)]] dt.
i—1

Pelo Teorema do Valor Médio para Integrais, para cada

i=1,2,...n, existe t* € [ti_1,t] tal que

ti
L(Ci) :/t |0’ (t)||dt = || o’ (t")|| At;.
i—1
Para cada pedaco i = 1,2,...n, seja o (t*) = (X{',y;) € Ci e note
que
F(x.y7) - L(Ci) = T, y7) - [0’ () || At

fornece uma aproximacado da area A; da parte da superficie que
tem como base o pedaco da curva C; e altura f(x,y), conforme
figura abaixo.

X

Figura 7.4

Dessa forma,
n
A(S) = D F(X,y5) |0 (8) || At
i=1

e tal aproximacdo se torna melhor a medida que consideramos
subintervalos [t;_1,t;] cada vez menores. Logo, considerando

A =max {At;,Aty,...,Atp},

a area procurada sera dada por
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n

b
AS) = Jlim 1.y o' [at = [ (o(1) |o (1)

i=1

= [ f(x,y)ds
C

[ Exemplo 7.1. ]

a. Area lateral de um cilindro circular reto.

Solugéo: Considere um cilindro circular reto com raio da base
R e altura h. Vamos considerar o cilindro centrado ao longo do
eixo z, conforme ilustracdo abaixo.

Figura 7.5

Note que ele corresponde a superficie S que tem como base
a circunferéncia C : x? +y? = R? e altura a fungdo constante
f(x,y) = h e, portanto,

AS) = / F(x,y)ds = /hds.
c c
Utilizando a parametrizacdo da circunferéncia

o(t) = (Rcost,Rsent), 0 <t < 2x
o’'(t) = (—Rsent,Rcost) =

lo(t)| = /(~Rsent)? + (Reost)? = R

obtemos

CEDERJ
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2r
A(S) = / hds = / hRdt = hR[t]!~2% = 27Rh.
C 0

b. Uma cerca tem sua base no plano xy que é o contorno da
regido limitada pelas curvas x> +y2 =1,y >0, ey =0,
—1 <x < 1. Se a altura da cerca, em cada ponto (X,y), &
f(x,y) =y+1, encontre a area total da cerca.

Soluc@o: Observe que a cerca S é formada pela unido das
superficies S; e S,, onde S; € a lateral do cilindro x? +y? =1,
y > 0, situada abaixo do planoz=y+1, e S, € o retangulo

S={(xy,z) eR}%-1<x<1y=0,0<z<1},

cuja area é igual a 2.

Figura 7.6

Dessa forma,
A(S) = A(S1) +A(S2) = /C (y+1)ds+2,

onde C é a semicircunferéncia x* +y? =1, y > 0. Logo, uti-
lizando a parametrizacdo

o(t) = (cost,sent),0<t<m
o'(t) = (—sent,cost) — [|o/(t) | = /(—sent)? + (cost)? = 1,
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obtemos

A(S):/C(y+1)ds+2:/Oﬂ(sent+1)-1dt+2:

[—cost +t)=5 +2=4+m.

ALGUMAS APLICACOES DA INTEGRAL
DE LINHA A FISICA

Em todas as aplicacdes da integral de linha que serdo apre-
sentadas nessa se¢do, consideraremos uma curva C, com para-
metrizagio o : [a,b] — R3 dada por

e uma funcdo continua f(x,y,z), definida em C, com imagem
real. O caso em que a curva C encontra-se no R? (e, conse-
quentemente, f = f(x,y)) é inteiramente anéalogo.

CALCULO DE MASSA

Suponha que a curva C represente um arame e a funcdo
f(x,y,z) forneca a densidade em cada ponto de C. Vamos veri-
ficar que

/ f(x,y,z)ds = Massa(C).
C

Lembremaos, inicalmente de que no caso em que a densidade é
constante e igual a d, a massa do arame sera dada por

Massa(C) =d-L(C).

\oltando ao caso em que a densidade é variavel, considere
uma particdo P do intervalo [a, b]

P:ra=ty<ti<..<th=Db

e note que P divide o arame C em n pedacos C;, cada qual ima-
gem do subintervalo [tj_1,t;] por o, ou seja,

Ci=o([ti_1,t]),i=1,2,...,n.
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° ~o(t,)
G/ o)
ao(t,)

| I
a‘tl ........ b t y

Figura 7.7

Observe que o comprimento de cada pedaco C; & dado por
ti
L(C) = /t o’(t)]] .
i—1

Pelo Teorema do Valor Médio para Integrais, paracadai=1,2,...n,
existe t € [tji_1,t;] tal que

L(Ci) :/tti o’ (t)]|dt = || o (5| At

i—1

Agora, supondo que cada pedago C; do arame possui densidade
constante e igual a f (o (t*)), a massa de C; sera dada, aproxi-
madamente, por

Massa (Ci) ~ f (o (")) -L(Cj) = f (o (")) HG/(ti*)HAti.
Dessa forma, o somatorio

1= 21 () [0/

fornece uma aproximagdo da massa total do arame C, que se
torna melhor a medida que consideramos particGes cada vez
mais finas do intervalo [a,b] e, portanto,

Massa(C):AIiLnOSn:/bf(G(t))H(;/(t)Hdt:/Cf(x,y,z)ds.
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CENTRO DE MASSA

Novamente, suponha que a curva C represente um arame e a
funcdo f(x,y,z) forneca a densidade em cada ponto de C. Como
no célculo da massa, considere uma parti¢do P do intervalo [a, b]

P:a=ty<ti<..<th=Db

Y —o(t,)
G/ o)

o(t,)

Figura 7.8

e note que P divide o arame C em n pedacos C;, tais que

L(Ci):/tti o’ ()] dt = ||’ (1) | At

i—1

onde t" € [ti_1,ti], para cada i = 1,2,...n. Agora, supondo que
cada pedaco C;j do arame possui densidade constante e igual a
f (o (t*)), a massa de C; sera dada, aproximadamente, por

Massa (Ci) ~ f (o (7)) - L(Ci) = f (o (t))||o’(t]) || Ati.

Vamos considerar o sistema de “massas pontuais”, dado por

mi = f (o () || o'(t)|| At ~ Massa (Ci),

localizadas nos pontos (X', y;',z{) = o (1), paracadai=1,2,...n.

Vimos, na Aula 3 desse curso, que 0 centro de massa para o Sis-
tema acima é definido por (X, Yc,Zc), onde

I

Xm 3 X))o/t AL
Xe = i _ i=1

mo X (e ()]0

IS
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i 2y () (o) o' A

Smo 3 f(o(t) o] A

Sam o 3 2)1(0) o)A

Em i) o)

Observe que as "massas pontuais”m; fornecem uma aproxima-
¢do da massa dos pedacos C; do arame e que tais aproximagoes
se tornam “melhores”a medida que consideramos C; cada vez
menores. Dessa forma, definimos o centro de massa de C como
sendo o ponto (Xc,Ye,Zc), onde

3 x() (o 1)) [0/t At
xe = lim =L _

Y31 (o ()]0
/abxmf (a(t)) [’ dt

b

| felo et
/xf (X,y,2)ds /xf (X,y,2)ds
C _Jc
/Cf (x,y,2)ds Massa(C)

=}

2 y(E) fF (o)) lo’(t)] At
ye= lim = _

TS o () o) a

[yt o) lo'w)

/f ) lo" (1)l
/yf (x,y,z)ds /yf (X,Y,2)

/f (x,y,2)d ~ Massa(C)
c




32 f (o) |0 (t)] Al
zc= lim =2 -

Y31 (o () o't

b
JECHCONELCIE!
[t o
/zf(x,y, )ds /zf (X,y,2)ds
C _Jc
/Cf(x,y,z)ds Massa(C)

MOMENTO DE INERCIA

Como vimos na Aula 3 desse curso, 0 momento de inércia
de um corpo de massa m em relagdo a um eixo é definido por

| =mre,

onde r é a distancia da particula ao eixo.

Mais uma vez, consideremos um arame representado pela
curva C, tal que cada ponto (x,y,z) € C possui densidade dada
pela funcdo f(x,y,z) e distincia a um determinado eixo E, dada
por r(x,y,z). Como nos casos anteriores, seja P uma parti¢do do
intervalo [a, b]

P:a=ty<ti<..<th=Db

o(t,)

° ~o(t,)
G/ o)

Figura 7.9
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e note que P divide o arame C em n pedacos C;, tais que
L(Ci) = /t o/(t)]|dt = || o’ (1) A,

onde t* € [ti_1,t], para cada i = 1,2,...n. Agora, supondo que
cada pedago Ci do arame possui densidade constante e igual a
f (o (")), a massa de C; sera dada, aproximadamente, por

Massa (Ci) ~ f (o (7)) -L(Ci) = f (o (t/)) || o’ () || At

Suponhamos, agora, que a massa de cada pedaco C; do arame se
concentre toda em (x7,yi,z{) = o (t*), paracadai=1,2,..ne
seja

i =r(x,yi,z) =r(o(t))
a distancia do ponto (x{",y;,z) ao eixo E. Dessa forma, o mo-
mento de inércia de cada ponto (X5,yi,z5), i=1,2,...,n, em
relacdo ao eixo E é dado por

li = (ri)?>Massa (Ci) ~ (r;})?- f (o () -L(Ci) =
(1) £ (o (1)) | o' (t) | At

Sendo assim, podemos estender o conceito de momento de inér-
cia ao arame C, considerando a soma dos momentos de inércia
dos pontos (x,y;,z), para cada vez mais pontos (e, conse-
guentemente, para pedagos Ci cada vez menores). Nesse caso,
definimos 0 momentos de inércia | de C, em torno do eixo E,
por

= lim Z(r.) fo (t)) o't At =

A—0 |—

lim Z( (6 t)* f (o (t)) o'(t)]| At =

AH|

b
/a (r(o(®)*f(o(t) o) dt =
r2(x,y,z) f (x,y,z)ds.

#5 No caso particular em que a curva C encontra-se no R?,
as distancias de cada ponto (x,y) € R? aos eixos x € y s&o
dadas, respectivamente, por |x| e |y|.



Figura 7.10

Dessa forma, 0s momentos de inércia de C em relagdo aos
eixos x e y sao dados por

IX:/yzf(x,y)dseIy:/x2f(x,y)ds.
c c

i. Se C & uma curva no R3, a distancia de cada ponto
(x,y,2) € R? a0 eixo z & dada, por r(x,y,z) = \/x2 +y2.

Figura7.11

Dessa forma, 0 momento de inércia de C em relagdo
ao eixo z & dado por

Iz:/ (X2 +y?) f (x,y,2)ds.
c

Analogamente, os momentos de inércia de C em relagdo
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aos eixos x e y sdo dados por

IX:/C(y2+22)f(x,y,z)ds

Iy:/c(xz-l—zz) f(x,y,z)ds.

[ Exemplo7.2. |

a. Uma hélice circular € uma curva gerada pelo deslocamento

de um ponto P = (X,y,z) em torno do eixo z, mantendo-se
a uma distancia constante desse eixo e de modo que sua
altura & proporcional ao angulo de rotacéo.

==

Figura 7.12

Considere um arame representado por uma hélice circular
C, parametrizada por

o(t) = (cost,sent,t), 0 <t < 2m,

e suponha que a densidade em cada ponto de C seja igual a
altura do ponto, ou seja, f(x,y,z) =z. Determine a massa,
0 centro de massa e 0 momento de inércia em relacdo ao
eixo z do arame.

Solucdo: Note, inicialmente, que
o'(t) = (—sent,cost,1) =

o’ ()] = \/(—sent)2+ (cost)? +1 =2

Dessa forma, segue que:



i. massa

t=2r
2n 2
Massa(C):/zds:/ tv/2dt = [#] =2V2r?
c 0
t=0

ii. Centro de Massa

2n
/xzds / (cost)tv/2dt
_ _Jo
o= Massa(C) 2V/2m2

2
— tcostdt
212 Jo

AULA - MODULO 1

Para resolver a integral acima, utilizamos a técnica de
integracdo por partes e obtemos

[tsent 4 cost]i=5" = 0.

1
X°:27r

Analogamente,

2n
/yzds / (sent)ty/2dt
O =

Ye = Massa(C) 2\/2m?
2”tsentdt— ! [—tcost +sent]!=2" =
22 Jo - 2m2 =0 —
1 1
o= 5 (—2m) =

/ 22ds / Zﬂtzx/idt 1 o
Zg= < =20 = / tdt
Massa(C) 2\/2 72 272 Jo
1 375" 1818 4
z_nz[EL . 2223 3"

14
= 0 —_—, =
(memzc) ( ’ 71'7376)

iii. momento de inércia em relacdo ao eixo z

Logo,

2n
l, = /(x2+y2) zds:/ (sen?t+cos?t) tv/2dt =
c 0
t=2m
21 2
/ tv/2dt = [%@] — 2272
0
t=0

b. Calcule a massa, o0 centro de massa e 0 momentos de
inércia em relacdo ao eixo x de um arame cuja forma é
dada pela curva C de intersecdo das superficies
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X2 +y2+72=4,2>0,ez=y, supondo que a densidade
em cada ponto de C seja dada por f(x,y,z) =y

z=y

/ x2+y2+22=4

Figura 7.13

Solugdo: Primeiramente, vamos obter uma parametrizagdo
para a curva C. Observe que a coordenada z de um ponto qual-
quer P = (x,y,z) € C satisfaz as equacOes de ambas as superfi-
cies e, portanto, as coordenadas x e y verificam

2 2

Logo ,temos

X = 2cost O<t<n
y=+2sent ~—

e, Nesse caso,
7=y=>7=1/2sent.

Dessa forma, uma parametrizagdo para C é dada por

oft) = (2cost,\/§sent,\/§sent) 0<t<r
oft) = (—Zsent,\/ﬁcost,\/icost)
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=y

Figura 7.14

donde segue que

o’ (V)| = \/(—Zsent)2 - <\/§cost>2 + <\/§cost>2 =
/4 (sen?t 4 cos?t) = 2.

Assim, temos que

i. massa

Massa(C) = /Cyds = /Oﬂ (\/isent) 2dt =
{—Zﬁcost]zz =42

ii. centro de massa

/nyds - /Oﬂ (2cost) (ﬁsent) 2dt -

o= Massa(C) 42

V3
/ costsentdt
0

Para resolver a integral acima, utilizamos a técnica de
substituicdo e obtemos

2,.t=m
sen<t
t=0

2

Além disso,
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) /Cyzds _/()”(\/?sent)ZZdt_

Ye = Massa(C) NG -
L /ﬂsenztdt
V2 Jo
Na resolucdo da integral acima, utilizamos a identidade
1 cos(2t)
2
sen‘t = = —

2 2

e atécnica de substituicdo no segunda parcela da subtragao,
obtendo

1
yc_\ﬁ[i_ 4

Analogamente,

n 2
. /Czyds :/0 (\/isent) 2dt ) N
7 Massa(C) 42 4

Logo,

t sen(2t)}t_”_ T Vo
=0 2V2 4

(X07yC7ZC) = (07 @7 @)

momento de inércia em relagdo ao eixo x

Iy = /(y2+22)yds:
C
2 2
/ﬂ ((\/ﬁsent) + (x/ﬁsent) )-\/ﬁsent-Zdt—
0 V3 T
8\/5/ senztsentdt:8\/§/ (1—cos?t) sentdt =
0 0

T
8\/§/ (sent —cos?tsent) dt =
0

cos3t]"
8v/2 | —cost + —— =
3 Jico

alf-2)- ()
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CAMPOS VETORIAIS

Ao final desta aula, vocé devera ser capaz de:

compreender a definicdo de campos vetoriais;
encontrar a funcdo potencial de um campo con-

servativo;

obter o divergente e o rotacional de um campo

vetorial.

Apresentar alguns contetdos que serdo fun-
damentais para a sequéncia do curso. Na
primeira secdo, serdo dadas definicdo e
representacdo geométrica de campos vetori-
ais e, em particular, as propriedades de um
campo dito conservativo. A segunda se¢do é
reservada para o estudo sobre o divergente e
o rotacional de um campo vetorial.
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Pré-requisitos
\Vocé vai precisar
dos conhecimentos
sobre técnicas de
integracdo para
funcdes reais de
uma variavel,
apresentados no
Curso de Célculo I,
sobre Funcdes
\etoriais,
apresentados no
Curso de Calculo
11, bem como sobre
FuncOes Reais de
Duas e Trés
Variaveis, vistos no
Curso de Célculo
I1.
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CAMPOS VETORIAIS

Definicédo 8.1.

Um campo vetorial definido em um conjunto D ¢ R3 & uma
funcdo F : D c R3— R3, dada por

F(X,y,Z) = (F]_(X,y,Z), Fz(X,y,Z), F3(X,y,2)),

onde cada F; : D ¢ R®— R é uma func&o definida em D.

E(P)

F(xy.2)

X X

Figura 8.1

De forma analoga, definimos um campo vetorial em um con-
junto D c R? por F : D ¢ R2— RR?, dada por

F(X7y) = (Fl(xay)a FZ(va)) J

onde cada F; : D ¢ R>— RR.& uma func&o definida em D.

y F y
— T
D
y UP Fa(x.y) E(F)
x ; 0 Fq(x,y) ;
Figura 8.2

£ Os campos vetoriais sdo (teis para representar 0s campos
de forca, de velocidade e elétricos. Geometricamente, vi-



sualizamos um campo vetorial esbogando vetores ?(x, Y,Z)
(ou ?(x,y)) com origem em (X,y,z) € D (ou (x,y) € D).

y E(B)

KB)

E(B)

2y

Figura 8.3

[ Exemplo8.1. |

a. Vamos representar geometricamente o campo vetorial
F(xy) = (xy), (x,y) € R?

Solugdo: Para entendermos o campo vetorial acima, con-
sidere uma circunferéncia qualquer de raio r e vamos pensar
na imagem F (x,y) de cada ponto (x,y) sobre a circunferéncia.

Ry

yan
NP

Figura 8.4
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Note que o vetor ?(x,y) = (x,y) tem comprimento igual ao
raio r e direcdo e sentido iguais ao segmento de reta orientado,
ligando a origem (0,0) ao ponto (X,y). Dessa forma, esbogcando
esse vetor com origem no proprio ponto (x,y), obtemos

%

Figura 8.5

Uma vez que o campo vetorial esta definido em todo o plano R?,
devemos imaginar circunferéncias com raios cada vez maiores
e, assim, teremos

]y

Figura 8.6

b. Represente geometricamente o campo vetorial
F(xy) = (-¥:X), (x,y) € R?

Solugdo: Como no exemplo anterior, vamos considerar uma
circunferéncia qualquer de raio r e vamos pensar na imagem
F(x,y) de cada ponto (x,y) sobre a circunferéncia.



Ry

yan
NP

Figura 8.7

Note que o vetor ?(x,y) = (—y,x) tem comprimento igual ao
raior,

[F oy = Iyl = /(92 4 = iy =r.

e é perpendicular ao vetor com extremidade (x,Y)

F00Y) - (6Y) = (—¥,%) - (X,Y) = —yx+xy = 0.

Além disso, analisando os sinais de x e y, observamos que 0
ponto (—y,x) encontra-se um quadrante & frente do ponto (x,y),
considerando-se o sentido anti-horario. Dessa forma, esbo¢ando
esse vetor com origem no proprio ponto (X,y), obtemos

X”

R
N

Figura 8.8

CEDERJ
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Novamente, imaginando circunferéncias com raios cada vez maiores,
teremos

s
o

"o/

Figura 8.9

c. Se F: D ¢ R3— R um campo vetorial. dado por

F(vaaz) - (Fl(X,y,Z), Fz(X,y,Z), F3(X,y,Z)),

entdo F seréa continuo em (x,y,z) € D, se cada funcéo
Fi for continua em (x,y,z) € D. Analogamente, F
sera de classe CK, com k € N, ou C* se cada fungio
F o for.

CAMPOS VETORIAIS CONSERVATIVOS

Definicéo 8.2.

Seja D  R3um conjunto aberto. Um campo vetorial F :
D— R, dado por

F(x,y,2) = (F1(x,¥,2), F2(%,Y,2),Fs(X,¥,2)),
é dito um campo conservativo ou campo gradiente, quando
existe uma funcdo f : D— R tal que Vf(x,y,z) = F(X,y,2),
V(x,y,z) € D

£ Na Aula 10, veremos uma forma de reconhecer quando
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um campo vetorial F : R? —s R? & conservativo. Na Aula
15 faremos 0 mesmo para o caso em que F : R3— RS,
Por hora, vamos descrever um método pratico de se obter
a funcdo f, da definicdo acima, dita funcdo potencial de
F.

Note, pela definicdo, acima que

f
3_X(X>yaz) = F]_(X,y,z) (81)
of
a_y(xayaz) = FZ(Xayaz) (82)
of
E(Xamz) = Fg(X,y,Z). (83)

Integrando a Equagdo 9.1 com respeito a x, mantendo y e z
constantes, obtemos

f(x,y,2) = /Fl(x,y,z)dx—f—A(y,z), (8.4)

onde A(y, z) & a constante de integracdo a ser determinada. Analoga-
mente, integranda as Equagdes 8.2 e 8.3 com respeito a y e z,
respectivamente, obtemos

f(x,y,z) = /Fz(x,y,z)dy—i— B(x,z) (8.5)

f(x,y,z) = /Fg(x,y,z)dz—l-C(x,y). (8.6)

Por fim, para determinar a funcdo f, devemos determinar A(y, z),
B(X,z) e C(x,y) de modo que as Equacgdes 8.4, 8.5 e 8.6 tenham
0 mesmo lado direito.

5 Observe que se f(x,y,z) & uma fungdo potencial de um
campo conservativo F(x,y,z), entdo g(x,y,z) = f(Xx,y,z) +
k, comk € R, também o serd, visto que

a9 A B
&(Xamz) - &(X,y,Z) - Fl(X7y7Z)

a9 A B
&(Xamz) - a_y(xayaz) - Fz(X7y7Z)
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a9

of
&(x,y,z) = E(x,y,z) =R(x,Y,2).

Dessa forma, um campo conservativo possui infinitas fun-
¢Oes potenciais, diferentes entre si por uma constante. Para
simplificar, vamos considerar a funcdo potencial f na qual
k =0.

#5 O método & 0 mesmo para 0 caso em que 0 campo Vetorial
esta definido no R?.

[ Exemplo82. |

a. Encontre a funcdo potencial f do campo conservativo

F(x,y) = (67 —2x,—xe Y —siny), (x,y) € R?.

Solugdo: Uma vez que sabemos que o campo é conservativo,
vamos aplicar o método descrito anteriormente. Note que

%(x,y) =e Y —2x (8.7)
° of
a—y(x,y) = —xe Y —siny. (8.8)

Integrando as Equacg®es 8.7 e 8.8 com respeito a x e y, respecti-
vamente, obtemos

f(xy) = / (e —2x)dx=xe ¥ — x> +A(y)

f(x.y) :/(—Xe*y—siny) dy = xe Y + cosy + B(x).

Comparando as duas expressdes acima, verificamos que, para
que ambas sejam iguais, devemos ter A(y) = cosy e B(x) = —x?
e, portanto,

f(x,y) =xe Y 4 cosy — x2.



b. Encontre a funcdo potencial f do campo conservativo

F(x,y>:( x_ Y ),<x,y>eR2—{<o,o>}.

X2 +y2’x2 +y2

Solucdo: Integrando a identidade

Ty = s
ox Y X2 4y2

com relacdo a x, obtém-se, pelo método da substituicao

f(x,y) = /ﬁdx = %In (X2 +y2) +A(y). (8.9)

Por outro lado, integrando a identidade

df y
a—y(XJ) = W
com relagdo a y, obtém-se
f(x,y) = /Ldy: Lin (X +y%) +B(x). (8.10)
’ X2 4y2 2

Comparando as Expressdes 8.9 e 8.10, verificamos que, para
ambas serem iguais, devemos ter A(y) = B(x) = 0 e, portanto,

f(x,y):%ln (% +y?).

c. Encontre a fungdo potencial f do campo conservativo

F(X,Y,2) = (Y +2,X+2,x+Y), (x,y,2) € R®.

Solucdo: Note que

. Of
L Geyd) =y+z=— ey = [ (y+Ddx=
Xy + X2+ A(Y, z)

i S5 (0y2) = x+2— 1xy2) = [ (x+2)dy =
Xy +yz+B(X,2)

ii. %(vavz) :)(_+—)/:> f(X,y,Z) :/(X+y)dZ:

Xz+yz+C(x,y)

CEDERJ
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Comparando as trés identidades anteriores, verificamos que, para
todas serem iguais, devemos ter

A(Y,z) =yz,B(x,2) =xze C(x,y) = xy

e, nesse caso,
f(X,y,2) =xy+xz+yz.

DIVERGENTE E ROTACIONAL DE UM
CAMPO VETORIAL

Para as defini¢cbes que se seguem, vamos considerar um campo
vetorial F : D ¢ R3— R3, dado por

F(x,y,2) = (FL(x,Y,2),F(X,Y,2),F3(X,Y,2)).

Definicao 8.3.

Se F & um campo vetorial tal que as derivadas parciais de F
estdo definidas em D, o divergente de F, denotado por divF,
é definido por

: JoF ol 0
dIVF(X7y7Z) = a—xl(xayaz) +a—y(X7yaz) —|-8—FZ3(X,y,Z).

Definicao 8.4.

Nas mesmas condicdes da definicdo anterior, podemos
definir o rotacional de F, denotado por rotF, como sendo

_(OFs OR IR OF IR OF
rotF(xy,2) = ( dy 0z 9z Ix ox ay)'

45 Observe que quando o campo vetorial F : D ¢ R2—s R?
é dado por

F(X7y) = (F]_(X,y), FZ(Xay))7
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tem-se 0 caso particular das definigdes anteriores em que

F(X,y,O) = (Fl(X>y)7 FZ(X>y)70)

AULA n MODULO 1

e, portanto,
: JF IR
div F(xy) = 5 00y) + 55 00)
’ R JF
— g2 971
rot F(x,y,0) = (0,0, > dy ) :

#5 O divergente e o rotacional de um campo vetorial podem
ser escritos com o auxilio do operador gradiente

Jd o d
V:(m—m)'

i. divF(x,y,z)
Considerando o ”produto interno”de V com F(X,y, ),
obtemos
Jd d 0
V-F = (&7@75)“:1;':27':3):
~ JdR  JR  JRs
= o " y BT
e, portanto,
div F(X,y,Z) =V F(X,y,Z)
ii. rot F(x,y,2)
Considerando o "produto vetorial”de V com F (x,y, z),
obtemos
i j k
Jd d 4
R R R
o IR\ s (A IR\ (R A\
dy 0z oz ox )’ ax  ady
e, portanto,

rot F(x,y,z) =V x F(x,y,z)

CEDERJ 147



Célculo IV | Campos Vetoriais

[ Exemplo83. |

a. Dados f : R3—s R e F : R3— R3, ambas de classe C?
vamos mostrar que

I. rot(Vf(x,y,z)):6>
ii. div(rotF(x,y,z))=0
%t 9%f  9%f

il div(VE(x,y,z)) =Af = Fva Jy? 59z

Solucéo:

- Como of 9f of
Vf:(%a—m)'

rot (Vf) =
0% f B 0%f  9°f B 0%t  9°%f B 9°f =
dydz 929y’ dz9x  Ixdz’ Ixdy dyox) '

temos que

visto que as derivadas de segunda ordem mistas de f sdo
iguais, pois a funcdo é de classe C?

ii. Uma vez que

mtp_<9_F3_3_F2 oh IR 9_F2_ﬁ>

segue que

div(rotF) =
PR PR PR PR PR PR
oxdy 9xdz  9dydz dyox Jzdx 9dzdy

visto que as derivadas de segunda ordem mistas de F sdo
iguais, pois a funcdo é de classe C?

iii. Novamente, utilizando
Jof of of
f=(—,—, —
v <8x’ oy’ 82) '

) 9%t 9%f  9%f

obtemos
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2 82 82
#5 O operador A = i 8y2 572

rior & denominado Laplaciano.

do exemplo ante-

b. Dados f : R3— R e F : R®— R3 com derivadas parci-
ais bem definidas, tem-se que

div(fF(x,y,z)) = f (divF) + VT -F,
onde fF(x,y,z) = (fFu(x.y,2), fR(x,y,2), fRs(X,Y,2))

Solucéo: De fato,

. _d(fF)  Jd(fR)  J(fR)
c;“fl(fF(X;’ ))_8f 5 ; gyafjL 85 :
Fi R R
o e Ay
F dR  JR _
ox oy Tz )T &Fﬁa—ﬁ*z%)

JdF  JdR, JR af df oaf B
x oy )T Wa—yﬁ)mﬁﬁ)
f(divF) + Vf-F

O Teorema a seguir relaciona o operador rotacional e cam-
pos conservativos. Sua demonstracdo sera apresentada na Aula
10, para campos definidos no R?, e, na Aula 15, para campos
definidos no R3.

Teorema 8.1.

SejaF:DCR"—R"(n=2en=3)um campo vetorial
de classe C1. Se F & conservativo, entdo rotF = 0.

Demonstracao

Como F é conservativo, existe uma fungéo f : D— R tal
que VT(x,y,z) = F(x,y,2), ¥(x,y,z) € D. Dessa forma, temos
que

rotF(x,y,z) =rot (VFf(x,y,z))= 0

onde a Gltima igualdade segue da propriedade [i.], do item a., no
Exemplo 8.3.

CEDERJ
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#5 O Teorema anterior pode ser escrito na seguinte forma:
Se F:D CcR"— R" (n=2en=23)éum campo vetorial

1 - . . . .
de classe C- tal que rotF = 0, entdo F ndo é conservativo.

#5 Ao contrario do que se possa imaginar, ndo é verdade

— ~ i . L.
que se rotF = 0, entdo F é conservativo. Na proxima
aula, veremos um exemplo de campo ndo conservativo
com rotacional nulo.
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Aula

INTEGRAL DE LINHA DE CAMPO VETORIAL

Ao final desta aula, vocé devera ser capaz de:

calcular a integral de linha de campos vetoriais
e aplica-la para calcular o trabalho realizado por
uma forca.

Apresentar a definicdo da integral de cam-
pos vetoriais de duas ou trés variaveis ao
longo de uma curva no plano ou no espago, a
chamada Integral de Linha. Ser& vista, ainda,
uma aplicagéo a Fisica: o calculo de trabalho
realizado por uma forca. Por fim, enuncia-
remos um resultado que fornece uma forma
de calcular a integral de linha de um campo
vetorial conservativo.



Célculo 1V | Integral de Linha de Campo Vetorial

Pré-requisitos
\Vocé vai precisar
dos conhecimentos
sobre Campos
Vetoriais,
apresentados na
Aula 8 desse curso,
sobre Funcdes
\etoriais,
apresentados no
Curso de Célculo
11, bem como dos
conhecimentos
sobre técnicas de
integracéo e
integral definida
para funcOes reais
de uma variavel
apresentados no
Curso de Célculo 1.
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INTEGRAL DE LINHA DE CAMPO
VETORIAL

Vamos motivar a definicdo da integral de linha de um campo
vetorial por intermédio do conceito fisico de trabalho realizado
por uma forca. Para isso, considere uma campo de forcas dado
por

F:R® —R3

definido por

F(x,y,2) = (F1(X,Y,2),F(X,Y,2),F3(X,Y,2))

e sejaC C R® uma curva parametrizada por o (t) = (x(t),y(t), z(t)),
t € [a,b].

No caso em que C & um segmento de reta ligando os pontos
o(a) e o(b) e F & constante, o trabalho realizado por F para
deslocar uma particula ao longo de C &, por definic&o,

W =F-(o(b)-o(a)) = [[F[/[lo(b) —o(a)||cos#,
onde F - (o(b)—o(a)) denota o produto escalar entre F e
) 0

(oc(b)—oc(a)) e 6 é o angulo entre o vetor F(X,y,z) e 0 seg-
mento de reta C.

o C(b )

| | O(a)

Figura9.1

\oltando ao caso em que a C é uma curva qualquer, con-
sidere uma particdo P do intervalo [a, b]

Pra=to<ti <..<th=D

e note que P divide C em n pedagos C;j, cada qual imagem do
subintervalo [ti_1,ti] por o, ou seja,



Ci=o([ti_1,t]),i=1,2,...,n.

Figura 9.2

Paracadai=1,2,...,n, vamos aproximar o deslocamento da
particula ao longo de C; pelo deslocamento da mesma ao longo
do segmento de reta ligando os pontos o (ti—1) € o (tj). Dessa
forma, supondo que, ao longo de cada parte C;, a forca seja cons-
tante e igual a F (o(ti_1)), o trabalho realizado pela forca F,
para deslocar a particula ao longo de cada parte C; & aproximado
por

Wi~ F (6(t) (0 (t) — 0 (ti_1))

A

Floft,)) .

oo

Figura 9.3

Note que, pela definicdo de derivada,

o (t)—o(ti_1) =~ Gl(ti_l)Ati

e, portanto, 0 somatorio
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n

Sh=2 (F(o(t))-o'(ti_1)) At

i=1
fornece uma aproximacéo do trabalho total realizado pela forca
F para deslocar uma particula ao longo de C, que se torna me-
Ihor & medida que que consideramos parti¢cdes cada vez mais
finas do intervalo [a, b] e, portanto,

b
W= lim sn:/a (F(a(t))- &' (1)) dt,

A—0
desde que F seja continuo em C e ¢’ seja continua em [a, b].

A partir da motivacdo acima, tem-se a seguinte definiggo:

Definicado 9.1.
Seja C uma curva no R3, parametrizada por

o(t) = (x(t),y(t),z(t)), t € [a,b],

onde o é de classe C?, isto &, x(t), y(t) e z(t) sdo fungbes
com derivadas continuas. Considere

F:CcR® —R®

um campo vetorial continuo definido em C. Definimos a in-
tegral de linha de F ao longo de C por

b /
onde F (o (t))- o’ (t) denota o produto escalar de F (o (t)) por
o’(t).

A definicdo anterior nos indica que o trabalho realizado por
um campo de forcas F para deslocar uma particula ao longo de
uma curva C é dado por

W:/F-dr.
C
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#5 Se a curva C é fechada, isto &, o(a) = o(b), a integral de
linha definida acima é denotada por

7{F~dr.
C

#5 Se acurva C é de classe C! por partes (C=C;UC,U...U
Cn), entédo

/F-dr:/F-dr—i—/F-dr-l—...—i— F.dr
C C1 Cy Cn

A observacdo a seguir corresponde, na verdade, a um teo-
rema, cuja demonstragdo sera omitida por ndo ser objetivo do
curso.

#5 Embora a parametrizagdo da curva C seja utilizada na de-
finicdo acima, a integral de linha de ao longo de C n&o
depende da escolha da parametrizacdo. No entanto, se
invertermos a orientacdo da curva, isto é, o sentido no
qual ela é percorrida, a integral de linha mudara de sinal.
Em resumo, denotando por C~a curva C com orienta¢do
contraria, tem-se

F~dr:—/F~dr.
C- c

UMA OUTRA NOTACAO...

Se utilizarmos as componentes de
F(o(t) = (F(a(t),F(a(t)),Fs(a(t)))
e o/(t), a Equagdo 9.1 pode ser reescrita como
[ (R(o®)¥ 0t R (o) 0t (o)7 (a).

Dessa forma, sabendo que X'(t)dt = dx, y'(t)dt = dy e
Z/(t)dt = dz, & usual denota-se a integral de linha por

/F-dr:/Fldx-l—dey-i-ngz.
C C
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[ Exemplo9.1. |

a. Calcule /xdx+ydy+zdz, onde C é a hélice parametri-
c
zada por

o(t) = (sint,cost,t), 0 <t < 2m.

Solucé@o: Observe, inicialmente, que

/xdx+ydy+zdz:/F-dr,
C C

onde F(x,y,z) = (X,Y,2).

Como,

i. F(o(t)) =F (sint,cost,t) = (sint,cost,t);
ii. o/(t) = (cost,—sint,1)

entao

2n
/xdx+ydy+zdz:/ ((sint,cost,t) - (cost, —sint,1))dt =
c 0

21 21 t2 t=2n
/ (sintcost —costsint 4-t)dt = tdt = [—} =272,
0 2 Ji=o

0

b. Calcule o trabalhoW realizado pela forga F(x,y) = (—Y,X)
para deslocar uma particula ao longo de toda a circun-
feréncia x> +y? = 1, partindo do ponto (1,0).

Solugdo: Sabemos que

W:fF-dr
C

e, como a integral de linha depende da orientag&o da curva, pre-
cisamos definir em que sentido a particula percorrera a circun-
feréncia

i. sentido anti-horario

Nesse caso, temos

o(t) = (cost,sint), 0 <t < 2m.
o’(t) = (—sint,cost)
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D

Figura 9.4

e, portanto,

2
]{F-dr:/ (—sint,cost) - (—sint,cost)dt =
C 0

2n 2 5
/ (sin*t +cos?t) dt = / 1dt = [t|=5" = 27
0 0

iii. sentido horario

R
NI

Figura 9.5

Como utilizamos a notagdo C para o sentido anti-horario,
temos que

F-dr:—fF-dr:—Zn.
c- C

#5 Como vimos na Aula 8 desse curso, o campo de forcas F
é representado pela ilustracdo a seguir.
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AN
N

Figura 9.6

Note que, em cada ponto da circunferéncia, o vetor ?(x, y)
aponta para o sentido anti-horario e, dessa forma, é na-
tural esperar que o trabalho realizado por F para deslo-
car uma particula ao longo da circunferéncia seja positivo
quando esta & percorrida no sentido anti-horario.

c. Calcule a integral de linha do campo vetorial
F(xy) = (¢ =2y, +Y)

do ponto (0,0) ao ponto (1,1) ao longo das seguintes cur-
vas:

I. 0segmento de retay = x

ii. 0segmento de parabola y = x?

Figura 9.7
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Solugéo:
i. Note que uma parametrizacdo para 0 segmento é

olt)=(t,1),0<t<1
o'(t)=(1,1)

e, portanto,

1
F.dr= / (2 —2t,t341)-(1,1)dt =
C 0

13 ) d t4 t3 t2t:l
B2 —t)dt=|—+—-——| =

feevas g5 -5

1

4

ii. Para essa curva a parametrizagdo mais natural é

o(t)=(t,t?),0<t<1
o'(t) =(1,2t)

e, portanto,

1
/F-dr:/ (2 — 262,83 4 2) - (1, 2t)dlt =
C 0

1 5 4 13 =1
/(2t4+2t3—t2)dt: —t=——=| =
0 5 2 3l
2+1 1 17
5 2 3 30

d. Calcule a integral de linha do campo vetorial

F(Xy)=(xY)

do ponto (0,0) ao ponto (1,1) ao longo das seguintes cur-
vas:

i. 0segmento de retay = x
ii. 0segmento de parabolay = x?

iii. unido do segmento de reta ligando (0,0) a (1,0) com
0 segmento de preta ligando (1,0) a (1,1)

Solucéo:
i. Como no exemplo anterior, temos

olt)=(t,t),0<t<1
o'(t)=(1,1)
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Figura 9.8

e, portanto,

1 1 _
[Fear= [0 @ud = [ 2= 25 -1
c 0 0 -

. Novamente, utilizando a parametrizagcdo do exemplo an-

terior
o(t)=(t,t?),0<t<1

o'(t) = (1,2t)
temos que

1 1
/Fdr:/(mﬂ(Lthi/a+m%mZ
Cc 0 0
tz t4:| t=1
—+=| =1
iy

Para resolver a integral, vamos separar a curva em duas
partes C =C1 UC,.

1. Cy; segmento de reta ligando (0,0) a (1,0)
Nesse caso,

o(t)=(t,0),0<t<1
o'(t) = (1,0)

e, portanto,

1 1 t2 t=1 1
F-dr:/ (t,O)-(l,O)dt:/ tdt = H _
G 0 0 219 2



2. Cy; segmento de reta ligando (1,0) a (1,1)
Nesse caso,

e, portanto,

1 1 t2 t=1 1
F-dr:/ (1,t)-(0,1)dt:/ tdt = H _Z
C 0 0 2lio 2

Dessa forma, segue que

/F-dr:/F-dr+ F-dr:}+1:1.
C Cy C, 2 2

45 Diferentemente do item c. , no qual o calculo da inte-
gral de linha ligando dois pontos por curvas distintas
levou a resultados diferentes, no item d. o valor da
integral de linha ligando os pontos (0,0) e (1,1) foi
0 mesmo para os trés caminhos escolhidos. O Teo-
rema a seguir da um significado a esse fato.

Teorema 9.1.

SejaF :D Cc R" — R" (n =2 e n = 3) um campo vetorial
continuo e conservativo tal que F = Vf em D. Se C é uma curva
em D com ponto inicial A e final B, entdo

/CF~dr: £(B) — f(A).

Demonstracao

Faremos a prova paran = 3. Seja o : [a,b] C R — C uma
parametrizaco de classe C* para C dada por
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Pela regra da cadeia, temos que

0/0) = 5 (CIX W)+ 5 (o)) + 5, (0(0)2(0) =

Vi(o(t)-o'(t).

Note que o(a) = Ae o(b) =B e, portanto,

b
F.dr— Vf-dr:/ (Vf(a(t)-o'(t))dt =

#5 Esse teorema é conhecido como Teorema Fundamental do
Calculo para Integrais de Linha e garante que a integral de
linha de um campo conservativo s6 depende dos pontos
inicial e final A e B e ndo da trajetoria que 0s une.

\oltando ao item d. , desejamos calcular a integral de linha
do campo vetorial F(x,y) = (X,y) do ponto (0,0) ao ponto (1,1).
\Vamos supor que 0 campo é conservativo e tentar obter uma
funcéo potencial f.

—-(%y) =R (Xy) =x= f(x,y) = /de: §+A(y>

2
S5 00¥) = Felxy) =y = T(cy) = [ydy =% +B()

Comparando as identidades anteriores, verificamos que, para
ambas serem iguais, devemos ter

e, nesse caso, ,
X< +y
f(x,y) = :
(X,y) >
De fato, F € um campo conservativo e, portanto, qualquer que
seja a curva C ligando o ponto (0,0) ao ponto (1,1), tem-se que

2 12 2 2
/F-dr:f(l,l)—f(0,0)zl 1 e,
C 2 2




Uma consequéncia imediata do teorema anterior & o resul-
tado que a seguir:

Teorema 9.2.

SeF:DCR"— R"(n=2en=23)&um campo vetorial
continuo e conservativo, entao

j{Pdr:O
c

qualquer que seja a curva fechada C.

Demonstracao

De fato, se a curva é fechada, os pontos inicial e final A e
B,de sua trajetoria, coincidem e, portanto, sendo f a funcdo po-
tencial de F,

?gPdr:f(B)—f(A):O.

#5 Segue do Teorema anterior que, se 7{F -dr #£ 0, para al-
c

guma curva fechada C, entdo F n&o é conservativo. Esse
fato nos permite apresentar um exemplo de campo vetorial
n&do conservativo com rotacional nulo, conforme indicado
no final da Gltima aula.

Seja F : R? — {(0,0)} — R? dado por

i. Para garantirmos que F ndo seja conservativo, basta mos-

trarmos que ?{F -dr #£ 0, para alguma curva fechada C.
c

Vamos considerar C a circunferéncia x2+y?% = 1, percor-
rida no sentido anti-horario. Nesse caso, uma parametri-
zacdo de C é dada por

o(t) = (cost,sint),0 <t <2m
o’(t) = (—sint,cost).

CEDERJ
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Logo,

2n
j{F-dr:/ (—sint,cost) - (—sint,cost)dt =
o 0

2 2 t—2
/ (sint+cos?t)dt= [ 1dt=[t =" =
0 0
2w #0

e, portanto, F ndo é conservativo.

. . —
ii. Por outro lado, vamos verificar que rotF = 0. De fato,

como F estd definido no R?, basta que tenhamos
Rk _dh_,

ox dy
R IR

n
1(x2+y?) —x2x B —1(x*+y?) —(-y)2y
(2 +y?)? X2+y2)?

y2 2_y

(
PN

[ Exemplo9.2. |

a. Sabendo que F(x,y,z) = (¥, xe¥*% 2xe¥*%) & conser-

vativo, calcule /F -dr onde C é a curva com parametri-
. C
zagdo

o(t) = (1+sint,14cost,t), 0 <t <.

Solugdo: Note que, embora tenhamos a parametrizagdo da
curva C, o calculo da integral de linha por intermédio da defi-
nicdo seria extremamente penoso. Entretanto, sendo o campo
vetorial conservativo, s6 precisamos de sua funcdo potencial e
dos pontos inicial e final, A e B, da curva.

i. Calculo da fungdo potencial

df

i _ ayt2z

fxyz) = o Zax=e 2 +Ay.2)
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af
dy
f(x,y,z) = /xey“Zdy =xe' %7 4 B(x,2)

(x,y,2) =xeV% —

f
i _ y+2z
92 (x,y,z) = 2Xe —

f(x,y,2) = /eryﬁzdz =xe'"?2 +C(x,y)

Comparando as trés identidades anteriores, verificamos
que, para todas serem iguais, devemos ter

A(y,z) =B(x,2) =C(x,y) =0

e, Nesse Caso,
f(x,y,z) = xe¥ "%,
ii. A=0(0)=(1+sin0,1+c0s0,0) = (1,2,0)
B=o(n)= (1+sinm,1+cosn,m) = (1,0,7)

Logo, segue do Teorema Fundamental do Célculo para Integrais
de Linha que

/F -dr = f(1,0,7) — f(1,2,0) = 1e%+?7 — 1e2120 — 27 _¢2,
C

. Calcule o trabalho W realizado pela forca representada
pelo campo conservativo F (x,y,z) = (cosz, 2y, —xsinz)
para deslocar uma particula ao longo de toda a curva C de

intersecdo entre o hemisfério z = /1 —x2 —y2 e o plano

z =Yy, percorrida no sentido horario quando vista da origem.

Solugdo: Mais uma vez, sendo o campo vetorial conservativo,
precisamos de sua funcdo potencial e dos pontos inicial e final,
Ae B, da curva.C.

Figura 9.9
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Note que, como a curva encontra-se sobre o plano z =y, comy
e z positivos, o sentido horario, quando observado da origem,
corresponde ao de crescimento do eixo X. Para obtermos a
curva C, observamos que a coordenada z de um ponto qualquer
P = (x,y,z) € C satisfaz as equagdes de ambas as superficies e,
portanto, as coordenadas x e y verificam

V1i-x2—y2=z7=y=—=1-xX—y? =y’ = x> +2y° =1.

Dessa forma, a curva C é descrita por

Figura 9.10

e seus pontos inicial e final sdo dados, respectivamente, por

i. A=(—1,0,0)eB=(1,0,0)

ii. Calculo da funcdo potencial

%(X%Z) =cosz = f(x,y,z) = /coszdx = XCO0SZ +

A(y,z)
f
g—y(x,y,Z) =2y = f(x,y,2) = /Zydy =y*+B(x,2)

a—i(x,y,z):—xsinz: f(x,y,z):/—xsinzdz:xcosz+

C(x,y)



Comparando as trés identidades anteriores, verificamos
que, para todas serem iguais, devemos ter

A(y,z) =C(x,y) = y? e B(X,Z) = XC0sZ
e, nesse caso,
f(X,y,z) = y? 4+ XC0SZ.

Logo, segue do Teorema Fundamental do Célculo para Integrais
de Linha que

/F .dr=(1,0,0)— f(~1,0,0) = (0> + 1cos0) — (0% — 1cos0) =2.
C
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Aula 1 O

TEOREMA DE GREEN

Ao final desta aula, vocé devera ser capaz de:

utilizar o Teorema de Green para calcular a in-
tegral de linha de campos vetoriais ao longo de
curvas fechadas no plano;

identificar quando um campo vetorial & conser-
vativo no plano e calcular integrais de linha de
tais campos.

Apresentar o Teorema de Green para inte-
grais de linha de campo vetorial ao longo de
curvas fechadas no plano. Seré visto, ainda,
como consequéncia do Teorema de Green, 0
chamado Teorema das Quatro Equivaléncias,
que caracteriza um campo conservativo no
plano.



Célculo IV | Teorema de Green

Pré-requisitos:
\Vocé vai precisar
dos conhecimentos
sobre Integral de
Linha de Campos
Vetoriais,
apresentados nas
Aulas 8 e 9 desse
curso, bem como
sobre Integrais
Duplas
apresentadas nas
Aulas 1,2e 3,
também desse
curso.
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TEOREMA DE GREEN

O foco principal dessa aula & apresentar o Teorema de Green,
que associa a integral de linha de um campo vetorial ao longo de
uma curva fechada no plano a uma integral dupla sobre a regido
delimitada por essa curva. Antes de enunciarmos o teorema,
precisamos definir o conceito de orientagdo positiva.

Definicdo 10.1.
Diz-se que a fronteira 9D de uma regido fechada D C R? esta

orientada positivamente se a regido D fica a esquerda quando
percorremos a fronteira dD.

oD

G~ &2

Figura 10.1

Teorema 10.1 (Teorema de Green).

Seja D ¢ R? uma regido fechada e limitada cuja fronteira
dD seja dada por uma curva fechada simples, orientada positiva-
mente e parametrizada por uma funcdo de classe C! por partes,
de modo que seja percorrida apenas uma Vvez. Se
F(x,y) = (FL(x,y),F2(x,y)) & um campo vetorial de classe C!
em D, entdo

Demonstracao

Vamos considerar o caso em que a regidao D &, simultanea-
mente, dos tipos I e Il (conforme a Aula 1), isto é,



D={(x,y) eR¥/a<x<begi(x) <y<g(x)}

D={(x,y) eR?/c<y<dehi(y) <x<hy(y)}.

A demonstracgdo sera feita calculando-se, separadamente, as parce-
las da integral de linha.

i. Para a primeira, utlizamos o fato de D ser do tipo | e ob-
servamos que

FldX:/ FldX:/ FldX—/ FldX
dD C1UC, Cy Cz

onde C; é a curva inferior, percorrida da esquerda para a
direita, e C, € a curva superior, percorrida da direita para
esquerda, de modo que a orientacdo de dD seja positiva.

Figura 10.2

Uma parametrizacdo para a curva C, é dada por

o1(x) = (x,01(x)), a<x<b

Para a curva C, podemos utilizar a parametrizacéo

02(X) = (X, 92(x)), a<x<b
05(x) = (1,93(x)) -
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Dessa forma, segue que

FldX = F]_dX F]_dX =
C2

/F1 Gl dX /F1(62( ))dX:
/ R0 00)0x— [ ,200)x =

a

92(x)
//2 aFl (x,y)dydx =
g1(X
X,y)dxd
//D 8y( y) y.

ii. Analogamente, utlizamos o fato de D ser do tipo Il

Figura 10.3

e obtemos, para a segunda parcela,

;! Fay = [ Faloat) [ Felen)oy =

"Raa(y).y)dy + [ Falhaty) y)ay =

ha(
/ /2 an y)dxdy = // (x,y)dxdy.
hy ( X

Logo, somando as parcelas, concluimos que

B R JIF
ngFldeerdy_//D (W_a—y) dxdy.
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#5 A demonstracgo foi feita para o caso particular em que a

regidao D &, simultaneamente, dos tipos | e Il. No caso em
que D é uma regido mais geral, a decompomos em uma
unido finita de regides com essa caracteristica,
D=D1UDyU...UDy, e aplicamos o Teorema de Green
a cada regido D;.

Y Ds D¢
Dj

— —

ol e

D)
D7 Dg

X

Figura 10.4

Denotando por dD; a fronteira de cada regido Dj, observa-
mos que as partes de dD; que ndo constituem a fronteira
de D agem como fronteira comum a duas regides vizinhas
e, nesse caso, serao percorridas duas vezes em sentidos
opostos. Dessa forma, as suas integrais de linha se cance-
lardo e, portanto,

7{ Fudx+ Fady =
7{ Fdx+Fdy + .. +7{ Fidx+ Fdy =

(o (5o
// <8Fz 8F1>d oy
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[ Exemplo10.1. |

a. Calcule 7{(3x—y)dx—|— (x+5y)dy, onde C é a circun-
o
feréncia de raio 1

o(t) = (cost,sint), 0 <t < 2m.

Solugdo: E possivel resolver a integral acima utilizando dire-
tamente a definicdo, embora exija um certo trabalho (TENTE
FAZER COMO EXERCiCIO!). No entanto, com o auxilio
do Teorema de Green esse processo se torna muito mais sim-
ples, como veremos a seguir.

Note que, com a parametrizacdo dada, a circunferéncia esta ori-
entada no sentido anti-horario e, portanto, positivamente.

2y

ar
Y,

Figura 10.5

Dessa forma, denotando por D o interior da circunferéncia, visto
que o campo vetorial é de classe C' em R?, segue do Teorema
de Green que

7{ 3x—y)dx+ (x+5y)dy =

//( (X+5y) 8(3(;<y—y)>dxdy_
fhe

( 1))dxdy = 2A(D) = 2=n
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b. Calcule 7{ (y2 +v1 +x4> dx+ <5x — ey2> dy,ondeCéa
C
circunferéncia x? +y? = 1, percorrida no sentido horario.

Solugdo: Diferentemente do exemplo anterior, a resolugdo
dessa integral de linha, usando diretamente a defini¢cdo, nos
parece impossivel. Entretanto, como o campo vetorial é de
classe C! em R?, o Teorema de Green nos oferece uma alter-
nativa. Note que, ao ser percorrida no senti horario, a circun-
feréncia C esté orientada negativamente.

2y

i
N

Figura 10.6

Dessa forma, denotando por D o interior da circunferéncia, apli-
camos o Teorema de Green a C~ e obtemos

7{: (y2+\/1+—x4) dx+ <5x—ey2) dy =
—7({7 (y2+\/1+—x4)dx+ (5x—ey2)dy:

d <5x—ey2> d (y2 + \/1+—x4>
_//D OX B dy

—//D (5 — 2y) dxdy.

Utilizando mudanca de coordenadas polares, para resolver a
Gltima integral, obtemos:

dxdy =
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7€ (y2+\/1+—x4) dx + (Sx—eyz)dy:

—// (5—2y)dxdy =

/ (5—2rsin®)rdrd6 =

/277:

/ / (5r —2r?sing) drd6 =
0

“h

SO

2n 52 3 1 2t (5 2
[L—Lme] de:—/ (———sm@)dez
r—o 0 2 3
5 0=2n
{—9 + —cos 6} = —5r1.
2 0=0

c. Calcule / (x*—y®) dx+ (x®+y°)dy, onde C & a semi-
c

circunferéncia y = v/1 —x2, percorrida no sentido anti-
horério.

Solugdo: Assim como no exercicio do item a., & possivel
resolver a integral de linha utilizando diretamente a definic&o.
Para tal, seria necessario resolver integrais envolvendo poténcias
das fungdes seno e cosseno, 0 que acarretaria um certo tra-
balho (TENTE CALCULAR COMO EXERCICIO!). Como
0 campo vetorial & de classe C* em R?, podemos pensar em uti-
lizar o Teorema de Green como uma alternativa. No entanto, a
curva C ndo é fechada e, por isso, ndo delimita uma regido. Para
podermos aplicar o Teorema de Green, vamos “fechar”a curva,
considerando o segmento de reta y ligando os pontos (—1,0) e
(1,0), orientado no sentido de crescimento do eixo X.

-
=3
—
Ry

Figura 10.7



Dessa forma, a regido fechada D, delimitada por C Uy, possui
fronteira orientada positivamente e, portanto, segue do Teorema
de Green, que

7{ (¢ =y*) dx+ (X +y°) dy =
Cuy

//( (2 +°) 3(X;;y3))dxdy:

/ 3x +3y dxdy.
D

Utilizando mudanca de coordenadas polares, para resolver a
Gltima integral, obtemos:

7{ (x* —y3) dx+ (C +y°) dy:// (3x% +3y?) dxdy =
Cuy

//3r2rdrd9 //3r3drd9 /[3r4]rl _

4094

Note que o valor encontrado corresponde a integral de linha ao
longo de CU v, isto &,

/C(x4—y3)dx+(x3+y5)dy+/(x4—y3)dx+(x3+y5)dy
%

Logo
/(X4—y3)dX+ (C+y°)dy =
C

%Tn—/y(x“—y3)dx+ (% +y°) dy

e, portanto, para calcularmos a integral de linha desejada, pre-
cisamos determinar o valor de

/ (x* —y®) dx+ (x> +y°) dy.
Y
Para isso, consideremos a seguinte parametrizagédo de vy :

o(t)=(t,0), —1<t<1
o'(t) = (1,0).

Entdo, calculando a integral ao longo de ¥, utilizando a definicao,

obtemos
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1
1

/(x4—y3)dx+(x3+y5)dy:/ (t*,t3) - (1,0)dt =
Y

1 515 92 .
/ t4dt = [—] ==
. 5/, 5

g, finalmente,

4_ 3 3 \S\qy_ oF 2 _1om—-8
/C(x y)dx+(x+y)dy—4 == oy

No exemplo anterior, 0 Teorema de Green nao resolveu di-
retamente a integral desejada. No entanto, precisamos cal-
cular a integral ao longo de um segmento de reta no lugar
de uma semicircunferéncia, o que foi consideravelmente
mais simples. No exemplo a seguir, veremos uma situacdo
semelhante, na qual obteremos a integral de linha ao longo
de uma elipse por intermédio do calculo da mesma ao
longo de uma circrnferéncia.
L x2 P .
F -dr, onde C é a elipse T + 9= 1, percorrida no

C . . L , .
sentido anti-horario, e F &€ o campo vetorial dado por

-y X
F(X7y): (X2—|—y2’X2—|—y2)

Solugdo: Dada a expressdo do campo vetorial, a integral
de linha desejada é bastante complicada de ser calculada pela
definicdo, uma vez que a curva C é dada por uma elipse. Note
gue o campo vetorial é de classe C! em R? — {(0,0)} e, por-
tanto, como a origem pertenca a regiao delimitada por C, ndo
podemos aplicar o Teorema de Green. A fim de “isolarmos” a
origem vamos considerar a circunferéncia vy, x* +-y2 = 1, orien-
tada no horario.

i
N

Figura 10.8



Dessa forma, a regido fechada D delimitada pelas curvas C e v,
ndo contém a origem e possui fronteira orientada positivamente.
Assim, podemos aplicar o Teorema de Green e obter

B d X d -y _
co 'dr_//o (5 <X2+y2> oy <X2+y2>> dxdy =

92 02 Ry
// X +y2_ X +y2 dxdy =0.
DA\ (E+Y?)" (¢ +y?)

Como no exemplo anterior, o valor encontrado corresponde a
integral de linha ao longo de C U v, isto &,

/F-dr+/F-dr:O
C 14

e, portanto, precisamos calcular a integral de linha ao longo de
y. Para isso, observe que a parametriza¢do

o(t) = (cost,sint), 0 <t < 2r.

o'(t) = (—sint,cost)

corresponde a circunferéncia percorrida no sentido anti-horario

(ou seja, y7) e que
/ F-dr:—/F-dr.
s 14

Dessa forma,

2n
/F-dr:/ (—sint,cost) - (—sint,cost)dt =
v 0

2r 2r
/ (sin?t+cos?t)dt = | 1dt=2r.
0 0

g, finalmente,

/F-dr:—/F-dr:/ F-dr=2mr.
C 14 '

No exemplo anterior, foi utilizada a circunferéncia de raio
1 para "isolarmos” a origem. No entanto, ndo faz sen-
tido a integral de linha ao longo da elipse depender da
escolha dessa circunferéncia. De fato, como exercicio,
considere y uma circunferéncia qualquer x? +y? = r? que
esteja inteiramente no interior da elipse (isto &, comr < 2)
e mostre que o resultado obtido sera 0 mesmo.
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Na Aula 8 foi mostrado que se um campo vetorial é conser-
vativo, entdo o seu operador rotacional & nulo. Em contrapartida,
vimos, na Aula 9, que o contréario ndo é verdade, pois 0 campo

vetorial
_ (=Y X
F(X7y)_ (Xz_l_yzaxz_l_yz)

possui rotacional nulo, mas n&o é conservativo em R? —{(0,0)}.
O Teorema a seguir mostra gque, sob certas condi¢des adicionais,
determinamos situag¢Oes equivalentes a um campo vetorial ser
conservativo no plano. Antes de enunciarmos o Teorema, pre-
cisamos de algumas defini¢des:

Definicdo 10.2.

Um aberto U c R? & dito conexo por caminhos se quais-
quer dois pontos de U podem ser ligados por um caminho
continuo totalmente contido em U.

y
U
SIM
[
A
2,9
y
u )
% NAO
X
Figura 10.9



Definicado 10.3.

Dizemos que um conjunto conexo por caminhos U ¢ R? &
simplesmente conexo se, para toda curva fechada em C em
U, a regido limitada por C esta totalmente contida em U.
Intuitivamente, um aberto U é simplesmente conexo se ndo
possui “buracos”.

y
s
x
|
y
U NAO
(D
X
Figura 10.10

Teorema 10.2 (Teorema das Quatro Equivaléncias).

Seja F : U ¢ R? — R? um campo vetorial de classe C!
definido em um conjunto simplesmente conexo U. As seguintes
condicdes sdo equivalentes:

I. 7{F -dr = 0, qualquer que seja a curva fechada C, de
C

classe C! por partes, contida em U.

ii. Aintegral de linha de F do ponto A ao ponto B independe
da curva C, de classe C! por partes, contida em U, ligando
AaB.

iii. F éum campo vetorial conservativo em U.
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. JdR  JdR
Iv. i a—y emU.
Demonstracao

A prova do teorema sera feita nas seguintes etapas:

= iil. = iil. = iv. = 1..

o i.—Il.
Sejam C; e C, duas curvas quaisquer, de classe C! por

partes, contida em U, ligando A a B, conforme ilustracao
abaixo.

A
y
'y
A
X
Figura 10.11

Sendo a curva C = C; UC, fechada, de classe C* por
partes e contida em U, segue de i) que

F.dr— F-dr:fF-dr:O
C1 Cy C

e, portanto,

F-dr= | F.dr,
G C

0 que prova ii.
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i = iii.
Vamos fixar (Xo,Yo) € U e definir uma funcéo f por

xy)
f(x,y):/( F.dr,

X0.Yo)

para cada (x,y) € U. Como a integral de linha de F inde-
pende do caminho ligando (Xo,Yo) a (X,Y), a funcdo esta

bem definida. Vamos mostrar que f & uma fungéo poten-

cial de F ( isto g, ﬂ =Fe 8—f =F ), em U. Para tal,
X ay

note que

(x+Axy) (xy)
f(x+Ax,y)—f(x,y):/ F~dr—/ F.dr=
(X0,Yo) (X0,Yo)

(X+Axy)
/ F-dr
(xy)

e que a Gltima integral pode ser tomada ao longo do seg-
mento de reta ligando (x,y) a (x+ AXx,y), visto que a inte-
gral de linha de F independe do caminho ligando os dois
pontos.

A
y
U
, (\@
N
X, X xidx x
Figura 10.12

Dessa forma, parametrizamos o segmento por

o(t)=(x+tAx,y),0<t <1
o’(t) = (Ax,0)

e obtemos

CEDERJ
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(x+AX,y) 1
/ F~dr:/ F1 (X +tAX,y) Axdt.
(x.y) 0

Como F; é continua, entdo, pelo Teorema do Valor Médio
para Integrais, existe to € [0, 1] tal que

1
/ F1 (X +tAX,y) Axdt = Fy (X +tpAX,y) AX
0

e, portanto,

f(Xx+AXy) — f(x,y)

= F1 (X+1pAX,y).

AX

Tomando o limite quando Ax — 0, segue da continuidade
de F; que

df

— =F :

IX (Xay) l(xay)
De maneira analoga, mostra-se que

df

a_y(xay) - FZ(Xay)7

concluindo a prova de iii..
o iii. = iv.
Observe que essa passagem equivale a mostrar que se um

campo vetorial é conservativo, entdo o0 seu operador rota-
cional é nulo, o que foi feito na Aula 8.

o iv.— 1.
Seja C uma curva fechada, de classe C! por partes, con-
tida em U. Como U é simplesmente conexo, a regido D,

delimitada por C, esta contida em U e, portanto, F é de
classe C em D. Dessa forma, segue do Teorema de Green

que
(R OR -
ng-dr_//D(W—a—y)dxdy_O.

#5 Observe que a condicdo de U ser simplesmente conexo é
fundamental para provarmos iv. = i. e, portanto, repre-

senta a condicdo adicional para que rotF = 0 implique
em F ser conservativo.
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#5 \/imos no item d. , do Exemplo 10.1, que para o campo

vetorial
= —

jf F.dr=2r1#0,
c
, . X2 y?

onde C é a elipse 7 + 9 = 1, embora tenhamos
%—ZZ = %—51 emR?—{(0,0)}. Isto ocorreu porque a origem
pertence a regido delimitada pela elipse e, portanto, & im-
possivel definirmos um conjunto simplesmente conexo que
contenha a elipse e ndo contenha a origem. Entretanto,
se C for uma curva fechada, de classe C! por partes, ndo
envolvendo a origem, entdo, pelo teorema anterior, F sera
conservativo na regido fechada delimitada por C e teremos

7{F~dr:0.
c

temos

Exemplo 10.2.
( )

a. Encontre todos os valores possiveis para

X+y y=X

dx
cX2+y?2 *

X2 y2 Y

onde C & uma curva fechada, de classe C* por partes, que
ndo passa pela origem.

Solugéo:

Observe que o campo vetorial é de classe C* em R — {(0,0)}
e, portanto, precisamos considerar dois casos separadamente:
guando C "envolve”a origem e quando C ndo “envolve”a origem.
Note, inicialmente, que

R R X -y -2y

X Ay (x24y2)?

i. Caso 1: C ndo "envolve”a origem

Nesse caso, a curva esta contida em um conjunto simples-
mente conexo U no qual o campo vetorial F & de classe C!
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-

Figura 10.13

e, portanto, segue do Teorema das Quatro Equivaléncias

que
X+y y—Xx .
7€x2+y2dx+x2+y2dy0’

independentemente da orientacdo de C.

Caso 2: C envolve”a origem

Aqui, ndo é possivel considerarmos um conjunto simples-
mente conexo U, que contenha a curva C, tal que F seja
de classe C! em U. Nesse caso, vamos proceder como no
exemplo 4 e “isolar’a origem. Para isso, consideremos
a > 0 tal que a circunferéncia v, dada por x* +y? = a?,
esteja totalmente no interior da regido delimitada por C.

A fim de aplicarmos o Teorema de Green sobre a regido
fechada D, delimitada por C Uy, vamos orientar positiva-
mente sua fronteira, ou seja, vamos considerar C percor-
rida no sentido anti-horario e v, no sentido horério.

5

—:
A

Figura 10.14



Agora, sendo F de classe C' em D, segue do Teorema de
Green que

| Fear —// (an aFl)d xdy = 0

e, portanto,

/F-dr:—/F-dr:/ F-dr,
c Y 7

onde y~ é a circunferéncia y, orientada no sentido anti-
horério. Para calcularmos a integral de linha sobre y—,
vamos utilizar a parametrizacdo

o(t) = (acost,asint), 0 <t < 2.
o’(t) = (—asint,acost),

obtendo
F.dr=
-
/2” acost +asint asint —acost (—asint, acost)dt =
0, a2 ’ a2 ’ -
T /facost+asint asint —acost .
/O 2 , v -(—asint,acost)dt =

2 2
/ (—cos?t —sin’t) dt :/ —1dt= 21
0 0

Logo,
/F-dr:/ F.dr=—
C I

O valor obtido corresponde ao caso em que C esta orien-
tada no sentido anti-horario. No caso em que invertemos
a orientagdo, a integral de linha muda de sinal e, portanto,
para C orientada percorrida no sentido horario, temos

/F-dr:27r.
C

Conclusao: Os valores possiveis para a integral de linha so 0,
2w e —21.

b. Calcule /2xy3dx+ (1+3x?y?) dy, onde C & a parte da
c

circunferéncia x? +y? = 1 situada no primeiro quadrante,
percorrida no sentido anti-horario.
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~

1

Figura 10.15

Solugéo:

i |

E possivel resolver a integral de linha utilizando diretamente
a definicdo. Para tal, seria necessario resolver integrais envol-
vendo poténcias das fungBes seno e cosseno, 0 que acarretaria
um certo trabalho (TENTE CALCULAR COMO EXERCI-
CI1O!). No entanto, como o campo Vetorial & de classe C* em

R2e
ok B JF B

ox  dy

segue do Teorema das Quatro Equivaléncias que F & conserva-
tivo e a integral independe do caminho que liga o ponto (1,0)
ao ponto (0,1). Podemos resolver a integral de duas formas:
utilizando uma funcdo potencial f do campo F ou calculando
a integral de linha ao longo de um caminho ”"mais simples” do
que o arco de circunferéncia. Vamos utilizar as duas formas.

i. Solucdo 1: utilizando uma funcdo potencial f

Vamos obter f pelo método visto na Aula 8, ou seja,

af

ax
of

=y +x%y% +B(2).

—%KW=HW=:NKW=/%WW=%W+MW

a—y(x,y) = (1+3%y?) = f(x,y) = / (14 3x%y?) dy

Comparando as identidades acima, concluinos que

A(y) =y e B(x) = 0 e, portanto,

f(x,y) =y+x%y°.

Dessa forma, segue do Teorema Fundamental do Célculo

para Integrais de Linhas que
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/CF -dr = £(0,1) — £(1,0) = (1+0%1%) — (1°0°) = 1.

. Solucéo 1: utilizando um caminho mais simples

Vamos utilizar o caminho poligonal C; UC,, ligando o
ponto (1,0) ao ponto (0,1), ao longo dos eixos coordena-
dos, conforme ilustracdo abaixo.

!
y
1
C2 A
AC1 1 X
Figura 10.16

Os segmentos de reta C; e C, podem ser prametrizados,
respectivamente, por

ou(t)=(1-1,0),0<t<1
o}(t) = (~1,0)

Logo,

/F.dr:/F-dr+ F.dr=

Cl C Cy

/ (2(1—1)0%,1+3(1 — 1)%02) - (~1,0)dt+
0

1 1 1
/ (2-0-t3,1+3-02t2)-(0,1)dt:/ 0dt+/ 1dt = 1.
0 0 0
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auall 7

SUPERFICIES PARAMETRIZADASE
AREA DE SUPERFICIES

Ao final desta aula, vocé devera ser capaz de:

parametrizar algumas superficies e calcular suas
areas utilizando, convenientemente, tais parame-
trizacOes.

Apresentar a representacdo paramétrica de
superficies e utiliza-la para o calculo de suas
areas.



Célculo 1V | Superficies Parametrizadas e Area de Superficies

Pré-requisitos
\Vocé vai precisar
dos conhecimentos
sobre Funcdes
\etoriais e
Superficies, vistos
no Curso de
Calculo 111, bem
como dos
conhecimentos
sobre integrais
duplas,
apresentados nas
Aulas 1, 2 e 3 desse
Curso.
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SUPERFICIES PARAMETRIZADAS E AREA
DE SUPERFICIES

No curso de Calculo 11, vimos que as superficies podem ser
representadas implicitamente, como superficies de nivel do tipo
F(x,y,z) = c e, em alguns casos, explicitamente, como gréaficos
de funcdo z = f(x,y).

Daqui para frente, no curso, estudaremos a integral ao longo
de superficies. Assim como no caso das curvas, para definirmos
a integral de superficies, & necessario trabalharmos com uma
terceira forma de expressao para superficies, dita representacdo
paramétrica. Na primeira secdo, apresentaremos a parametri-
zacdo de algumas superficies conhecidas (ou parte delas) e, na
segunda secdo, utilizaremos essas representactes para calcular-
mos suas areas.

SUPERFICIES PARAMETRIZADAS

Definicdo 11.1.

Seja S  R3 uma superficie. Uma parametrizacio de S é uma
funcdo ¢ : D ¢ R?>— R3, definida por

(p(U,V) - (X(U,V),y(U,V),Z(U,V))

tal que, ao tomarmos os valores de (u,v) € D, o ponto final
P = (x,y,z) do vetor ¢(u,V) percorre toda a superficie S.

v ¢
b — T
S22
- () -
u u y
x(uv)

Figura11.1



£5 Assim como as curvas, uma superficie S ¢ R3 pode ter
diversas parametrizacBes. O processo de se obter uma
parametriza¢do para S consiste em, a partir de um par de
pardmetros (u,v) escolhido, encontrar uma forma de re-
presentar as coordenadas x, y e z, de um ponto qualquer
de S, em funcdo de (u,v). Aqui & fundamental determinar
0 conjunto D, ao longo do qual o parametro deve variar,
para que sejam representados todos os pontos de S.

#£5 A fungdo ¢ é dita de classe C¥ se as fungdes x(u, V), y(u,V)
e z(u,v) o forem.

No curso de Calculo I, definimos a reta tangente a uma curva
plana por intermédio da derivada. No caso de uma superficie,
podemos pensar, de forma analoga, em plano tangente, con-
forme ilustragdo abaixo.

Z“

Figura 11.2

Para tanto, consideremos uma superficie S com representacdo
paramétrica

QD(U,V) = (x(u,v),y(u,v),z(u,v)), <U7V) e D,

diferenciavel em (ug,vg) € D. Fixando u = up, teremos uma
funcdo vetorial de uma variavel

¢ (U, V) = (X(Uo,V),y(Uo,V),2(Uo,V)), v € I,

que define uma curva diferenciavel C, sobre a superficie S. Dessa
forma, conforme visto no curso de Calculo I11, se o vetor

d X d Jz
2 ) = ( G (00) 5 (0. v0). 5 (o))
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é ndo nulo, entdo é um vetor tangente a esta curva no ponto
¢ (Uo, Vo).

De maneira analoga, fixando v = v, consideramos a curva
diferenciavel C, sobre a superficie S,.dada por

(P(U,VO) = (X(U,Vo),y(U,VO),Z(U,Vo)), ueld.
Novamente, se 0 vetor

) X d Jz
2 ) = ( 5o (o). 5% (o). 5 (o))

é ndo nulo, entdo & um vetor tangente a esta curva no ponto
¢(Uo, Vo).

1
\/AJ

Figura1l.3

Por fim, se o produto vetorial

e e
E(uo,vo) X W(onvo)

A ~ 1230 1230 I
é ndo nulo, entdo os vetores Em (Uop,Vo) € = (Up, Vo) S80 ndo

ov
paralelos e, portanto, geram um plano.
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Definicdo 11.2.

Seja S uma superficie parametrizada por ¢ : D ¢ RZ— R®,
0 d .
tal que 8_(5 e 8_(5 sdo continuas em algum (up,Vvp) € D. Se

) )
N(uo, Vo) = 5 (to, Vo) x 5 (to,vo)

€ ndo nulo, dizemos que S & regular em

¢(Uo,vo) = (Xo0,Y0,20) €, nesse caso, definimos o plano

tangente a S em ¢(ug, Vo) como sendo o plano gerado pelos
de

I
vetores 5y (up,Vo) € EN (Up, Vo).

£ |ntuitivamente, uma superficie & regular em um ponto quando,

ali, ndo possuir ”bicos”.

£ Note que, quando o vetor

d d
N (Uo, Vo) = 8—(5 (Up, Vo) x 8—(5 (U, Vo)
I ) X0
é ndo nulo, & normal ao plano gerado por Em (Up,Vo) €

g—ﬁ(uo,vo). Dessa forma, dado um ponto qualquer

P = (x,y,z) pertencente a esse plano, o vetor

P— (P(UO,VO) - (X—X0>y—YOaZ—ZO)

é perpendicular a N(ug, Vo).

Figura 11.4
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Logo, a equacgdo do plano tangente a superficie S, no ponto
¢(Uo, Vo) = (Xo,Yo,20), € dada por

N (Up, Vo) - (X —Xo,Y —Yo0,2 —20) = 0.
S&o apresentadas, a seguir, algumas parametrizacOes para as

principais superficies.

PLANOS

Sejam Py um ponto do plano Se @ e ﬁ dois vetores ndo
paralelom}idos em S. Se P &€ um ponto qualquer de S, entao
0 vetor P — Py pertence ao plano e, portanto €, uma combinacao
linear dos vetores @ e b . Logo, existem escalares u e v tais que

e — —
P-Ph=u@ +vh = P=Py+ua@+vb.

Note que u e v determinam o ponto P de maneira Unica e, por-
tanto, uma parametrizacdo para S é dada por

o(u,v) =Py+ua +VF>, (u,v) € R,

[ Exemplo11.1. |

Definimos, anteriormente, o plano tangente a uma superficie
regular S com parametrizago de classe C*, ¢(u,v), no ponto

¢(Uo, Vo), como sendo o plano gerado pelos vetores g—ﬁ (Up, Vo)

d ~ o
e 8—(5 (Up, Vo). Dessa forma, uma representacdo paramétrica para
esse plano é dada por

P P
w(t,s) = o(Uo, Vo) +ta—(5 (Uo, Vo) +s8—(5 (Uo,Vo), (t,5) € R2.

SUPERFICIES COM REPRESENTACAO EXPLICITA

Se uma superficie S possui representacao explicita

z=f(xy), (x,y) €D,



uma parametrizacdo natural para S pode ser dada utilizando-se x
e y como pardmetros:

o(x,y) = (XY, f(x,y)), (x,y) € D.

Se f(x,y) & de classe C!, entdo S & regular, pois

ik
of
a_(p a_(p — 10 — (Xay) —
X (X7y) X ay (Xay) - 3)? -
01 a_y (Xay)

(-3¢ 0o =5 0e.1)

é ndo nulo para todo (x,y) € D.

[ Exemplo 11.2. ]

a. O plano de equacdo x+Yy+z = 1 pode ser visto como 0
grafico da funcdo

z=1f(x,y)=1—x-y
e, portanto, pode ser parametrizado por:
PX,y) = (XY,1—x—Yy), (X,y) € R?
b. O cilindro y = x? pode ser visto como o gréfico da funcéo
y=f(x,2) =x2
e, portanto, pode ser parametrizado por:
o(x,2) = (x,X%,2), (x,2) € R?

)

Figura 11.5
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c. Uma parametrizacio para o paraboloide z = x? +y? é

o(x.y) = (%y,X* +¥%), (x,y) € R?

d. O cone de equagio z2 = x* +Yy?, ndo pode ser representado
de forma explicita.

Figura 11.6

No entanto, podemos “’separa-lo”em duas partes:

21>0=17=/X2+V2
1<0=7=—/x2+y2,

Dessa forma, podemos parametrizar cada parte, respecti-
vamente, por

(Pl(x,y) =\XY, v X2+y2> ) (X,y) S RZ
P2(X,y) = xyy,—\/x2+y2) , (x,y) € R?

e. Assim como no caso do cone, para obtermos uma repre-
sentacdo explicita para a esfera x2 4 y2 4+ z2 = 1, precisa-
mos considerar, separadamente, os dois hemisférios

21>0=—=272=+/1-x2—y2
1<0=17=—/1-x2—y2
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Figura 11.7

e assim, parametrizar cada parte, respectivamente, por

P1(Xy) = X,y,m>,ondex2+y2§1
P2(X,y) = X,y,—M),ondex2+y2§1,

SUPERFICIES DE REVOLUCAO
Seja C uma curva no plano xz com equagdes paramétricas
x=x(t),z=z(t),tel,

tais que x(t) > 0, paratodot € I.

Figura11.8
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Considere a superficie de revolucdo S obtida pela rotacao da
curva C em torno do eixo z. Observe que um ponto P € S é ge-
rado pela rota¢do, em torno do eixo z, de um ponto (x(t),0,z(t))
e, portanto, pertence a circunferéncia de raio x(t), com “altura”

z(t).

Figura1l.9

Dessa forma, considerando como parametro, além de t, o
angulo de rotacdo 6, obtemos uma representacdo paramétrica
para S dada por

@(t,0) = (x(t)cosO,x(t)sin0,z(t)), tcl1e0 <6 < 2nm.

[ Exemplo11.3. |

a. O cilindro x? +y? = 1 & uma superficie de revoluco, ob-
tida pela rotacdo da reta x = 1 em torno do eixo z

Figura 11.10
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cuja parametrizacao é dada por
o(t)=(1,t),teR.
Dessa forma, o cilindro pode ser parametrizado por
o(t,0) = (cos,sinb,t),tc Re0< 0 < 2r,

que corresponde a representacdo em coordenadas cilindri-
cas, com (r,0,z) = (1, 6,t).

. O paraboloide z = x? +y? & uma superficie de revoluggo,
obtida pela rotagdo da meia parabola z = x2, x > 0, em
torno do eixo z.

Figura 11.11

Visto que a parabola pode ser parametrizada por
o(t) = (t,t%),t >0,

uma representacdo paramétrica para o paraboloide pode
ser dada por

¢(t,0) = (tcos6,tsing,t%),t >0e0 < 6 < 2.

. O cone é z = /x24+y2 & uma superficie de revolugdo,
obtida pela rotacdo da semirreta z = x, x > 0, em torno
do eixo z.

CEDERJ
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Figura11.12

que possui parametrizagdo
o(t)=(t,t),t>0.

Logo, uma representacdo paramétrica para o cone pode
ser dada por

@(t,0) = (tcosh,tsinO,t),t >0e0< 0 < 2nm.

. A esfera x? +y? + 7% = 1 & uma superficie de revolucso,

obtida pela rotacdo da semicircunferéncia x? +z% = 1,
x >0, em torno do eixo z.

Figura11.13



Parametrizando a semicircunferéncia por

o(t) = (sint,cost),0<t <,
obtemos uma parametrizacdo para a esfera, dada por
o(t,0) = (sintcos O,sintsin®,cost), 0 <t<me0< 0O < 2r,

que corresponde a representacdo em coordenadas esféri-
cas, com (p,0,¢9) = (1,0,t).

#5 Os exemplos anteriores ilustram bem a principal carac-
teristica das superficies de revolugdo: qualquer corte hori-
zontal de altura z fornece uma circunferéncia nas coorde-
nadas x ey.

i. cilindro x> 4+y? = 1: circunferéncia de raio sempre
igualal

ii. paraboloide z = x? 4-y?: circunferéncia de raio /z
iii. cone z= +/x2+4y2: circunferéncia de raio z

iv. esferax®+y?+z2 = 1: circunferéncia de raio v/1 — z2,
com-1<z<1

AREA DE SUPERFICIES

Agora que sabemos parametrizar algumas superficies, pode-
mos ver como calcular suas areas. Para tanto, consideraremos
superficies S com parametrizacdes ¢ : D ¢ RZ2— R tais que:

i. D & um subconjunto limitado e fechado do plano;

ii. ¢ & injetora exceto, possivelmente, na fronteira de D;
iii. a superficie é regular exceto, possivelmente, num nimero

finito de pontos.

A fim de motivarmos a definicdo de area, vamos supor que
0 conjunto D seja dado por um retangulo e consideremos uma
particdo P de D:

P={(u,vj)/i=0,1,2,....,ne j=0,1,2,...,m}.

CEDERJ
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e
i 9(Rjj)

Sy
2

X

Figural1l.14

Observe que cada retangulo Rjj C D possui imagem ¢ (Rij)
dada por "paralelogramo curvilineo”contido em S.

A area de S sera dada pela soma das areas desses "parale-
logramos curvilineos” ¢ (Rij) .Pela definicdo de comprimento de
arco, tem-se que

d d
Ha—(j(ui—l,vj_QAUi = a—ﬁ(ui—lavj—l) Aui
~ comprimento do arco AB
e

—_— (Uifl,ijl) Avj Avj

L)
av

)
8—(5 (Ui—1,vj-1)

~ comprimento do arco AD.

Figura 11.15
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Logo, a érea de cada ¢ (Rij) & aproximada pela area do

. 0
paralelogramo determinado pelos vetores 99 (Ui_l,Vj_l) AUj e

Jdu
d
8—?/) (uifl,v,—fl) Avj (note que tal paralelogramo se encontra no

plano tangente a S em ¢ (Uj_1,Vj_1)), isto &,

0 0
Al (R)~ |5 (osvios) dux 2 (uosvys) oy

J 9
Ha—(ﬁ (Ui—1,Vj—1) ¥ 8_(5 (Ui_1,vj_1) || AuAv;.
Dessa forma, a soma
|_21]_21 ﬁ (ulflavjfl) X W (U|71,VJ,1) ‘AUIAVJ

fornece uma aproximagdo para a area de S, que se torna "me-

Ihor” & medida que consideramos particdes mais finas de D e,
portanto, & natural definirmos a area de S por:

Defini¢ao 11.3.

Seja S uma superficie parametrizada por ¢(u,v), (u,v) € D,
como descrita acima. Definimos a area de S por

-

X X
% (U,V) X W (U7V)

¢ ¢
m (u,v) x EM (u,v)||dudv,

onde € a norma do vetor

d d
N(u,v) = a—ﬁ(u,v) X 8—2’/)(u,v).

#5 Embora a parametrizacdo da superficie S seja utilizada na
definicdo acima, a area independe da representacdo para-
métrica de S.

#5 Se a superficie S & decomposta em uma unido finita de
superficies Sj, entdo sua area é a soma das areas de S;.

#5 \/imos, na se¢do anterior, que no caso em que S possui
representacdo explicita z = f(x,y), uma parametrizacdo

CEDERJ

205

AULA H MODULO 1



Célculo 1V | Superficies Parametrizadas e Area de Superficies

natural & da forma

o(x,y) = (x,y, f(x,y)), (x,y) €D
(SH portanto,

) G ) = (= 5 ) = 0 1)

Dessa forma, a area de S é dada por

://D\/<%(x,y)>2+ (g—;(x,y))erldxdy.

[ Exemplo11.4. |

a. Mostre que a area da esfera de raio R & igual a 47R?.
Solugdo: Vamos considerar a esfera de raio R centrada na
origem, x% +y? + z2 = R?, parametrizada por

o(t,0) = (Rsintcos0,Rsintsin 8,Rcost),
0<t<me0<0<2m.

Note que
i j k
(?;f 3(3 Rcostcos® Rcostsin® —Rsint
—Rsintsin® RsintcosO 0

(R2sin*tcos 0, R?sin’tsin 6,R?sint cost)

sO se anula em t = 0 e, portanto, com esta parametrizacdo, a
esfera é regular exceto no ponto (0,0,R). Visto que

H 8(p 29 H = R?sint

segue que a area da esfera é dada por

2n rm 2n
A:/ / stintdtdesz/ [—cost]i=5d6 =
0 0 0

27
2R? [ d6 = 4nR?
0
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b. Calcule a area do cone z = /x2 +y2, comz < 2.

Solucao: O cone possui representacdo explicita, com

f(x,y) = /X2 +y2, e portanto,

M () (5) a0

Como z < 2, entdo

VY2 <2 = x4y <4,

ou seja, 0 dominio D é dado pelo circulo de raio 2 com centro
na origem.

Figura 11.16
Além disso,
ﬂ X af y
ox «/x2+y X2 y2
Logo

o= [ (o) () -

[/MX*” + 1dxdy = /7¢Hmw—

V2A(D) = 272 = 4/2n.
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Célculo 1V | Superficies Parametrizadas e Area de Superficies

c. Calcule a area da superficie da esfera x2 +y? 4+ z2 = 12 que
n3o se encontra no interior do paraboloide z = x% +y2.

Figura11.17

Solugdo: Observe, que a superficie & obtida pela rotagéo, em
torno do eixo z, da parte da semicircunferéncia x = /12 — 72
situada abaixo da parabola z = x2.

oA

Figura11.18

Na Aula 5, observamos que para calcular a integral tripla sobre
um sblido delimitado por uma esfera e um paraboloide, ndo é
indicada a mudanga para coordenadas esféricas, uma vez que
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0 sblido é gerado pela rotacdo de uma regido que ndo define
um tridngulo retdngulo. No entanto, aqui buscamos a integral
sobre a superficie da esfera (e ndo no seu interior) e, portanto,
vamos utilizar a parametrizacdo correspondente as coordenadas
esféricas:

o(t,0) = (\/ﬁsintcose, V/12sintsin 6,\/ﬁcost>

9o d¢
ot 90
Note que a semicircunferéncia faz uma volta completa em torno
do eixo z e, portanto, 0 < 6 < 2x. Para determinar o intervalo
de variagcdo de t, observe que a curva termina no ponto cor-
respondente a t = w e comega no ponto de intersecdo entre a
semicircunferéncia e a parabola, ou seja,

=12sint

252
)z(—+x22 =2 2 12-0—7- 4ouz=3.

Logo,
3 V3 T
1=3=—=+V12c0st =3 = C0St= — = —=—t=—
V12 2 6

Assim

2n
/ /123|ntdtd9—12/ —costf~do =
2r
12<1+§> d6:24n<1+§>.
0

. Calcule a area da superficie do cilindro x? +y? = 1 situada
entreosplanosz=0ey+z=2.

Figura 11.19
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Solug@o: Conforme visto na segdo anterior, uma parametriza-
¢ao para a superficie é dada por

@(t,0) = (cos0,sin6,t)

Inicialmente, note que 0 < 6 < 2, visto que a projecdo da su-
perficie sobre o plano xy da a circunferéncia x2 +y? = 1 inteira.
Além disso, como 0 <z <2 -y, segue que 0 <t < 2—siné.

Logo

2w 2—sin6 2r
A:/ / 1dtd0:/ (2—sint)d6 =
0 0

26 4 cos0]5=5" = 4r.

N

210 CEDERJ



Aula 1 2

INTEGRAL DE SUPERFICIE
DE FUNCAO ESCALAR

Ao final desta aula, vocé devera ser capaz de:

calcular a integral de superficie de funcdes es-
calares utilizando, convenientemente, as para-
metrizacOes das superficies envolvidas;

calcular a massa, 0 centro de massa e 0 momento
de inércia de uma superficie, conhecida a sua
densidade em cada ponto.

Apresentar a definicdo da integral de fungcGes
reais de trés variaveis sobre uma superficie,
a chamada Integral de Superficie, bem como
algumas aplicacOes a Fisica.



Célculo 1V | Integral de Superficie de Func@o Escalar

Pré-requisitos
\Vocé vai precisar
dos conhecimentos
sobre representagdo
paramétrica de
superficies, vistos
na Aula 11 desse
curso, bem como
dos conhecimentos
sobre integracdo
dupla, apresentados
nas Aulas 1,2 e 3,
também desse
Ccurso.
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INTEGRAL DE SUPERFICIE DE FUNCAO
ESCALAR

Assim como no estudo sobre area de superficies, trataremos,

aqui, de superficies S com parametrizacdes ¢ : D ¢ R2—; R3
tais que:

i. D & um subconjunto limitado e fechado do plano;
ii. @ & injetora exceto, possivelmente, na fronteira de D;

iii. asuperficie é regular exceto, possivelmente, num nimero
finito de pontos.

Definicdo 12.1.

Seja S uma superficie parametrizada por ¢(u,v), (u,v) € D,
como descrita acima. Considere uma funcdo f(x,y,z) uma
funcdo real definida em S. Definimos a integral de superficie
de f sobre S por

f(x,y,2)dS= f(p(u,v)) 9¢ (u,v) x 99 (u,v)
s D au ov

#5 Assim como no caso de curvas, a integral de superficie
independe da representacdo paramétrica de S.

dudv.

£5 O elemento de area dS é associado a
8—(p(u V) X 8—(p(u v)|| dudv, onde
ou "’ ov "’ '

foi definido na Aula 11.

X0 120
ﬁ (U,V) X W (U,V)

£ Se a superficie S & decomposta em uma unido finita de
superficies, isto € S =S U...US,, entao

//Sf(X,y,z)dS://Slf(x,y,z)dS—f—...+//Snf(x7y7z)d5_

#5 No caso particular em que f(x,y,z) =1

Jfss= |,

(3—(5 (u,v) x o9 (u,v)||dudv =A(S).

0
ov




5 Se S possui representagdo explicita z = g(x,y), a integral
de superficie pode ser escrita como

//Sf(x,y,z)dS:
//Df (x,y,g(x,y))\/(%yﬂL (g—g)erldxdy.

Exemplo 12.1.
( )

a. Calcule / / xydS, onde S possui representacao paramétrica
S

o(u,v)=(u—vu+v,2u+v+1),0<u<lelO<v<u.

Solucgdo: Parautilizarmos a defini¢éo de integral de superficie,
precisamos inicialmente calcular

i
1
-1

K
2 | =(-1,-3,2)
1

e

para obtermos

Hg_(g(u,V) X a_(p(u,v) - \/(_1)2+(_3)2+22 _ Jid

av

Dessa forma, a integral procurada é dada por
1 pru
//xde:/ / (U—=V) (u+Vv)v1ddvdu=
s 0 Jo
1 pru
/ / (u> —v?) V14 dvdu=
0 Jo

1 v3 v=u 1 ud
\/ﬁ/ [uzv——] du:\/ﬁ/ <u3——>du—
0 3]0 0 3
19,3 4qu=1
Vi [ 2= v [ S _via
N 6|,, 6

b. Calcule [/ zdS, onde S é a por¢do do plano x+y+z=1
S
situada no primeiro octante.

CEDERJ
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N

D T y

Figura 12.1

Solugdo: Note que o plano possui representacdo explicita
z=9(x,y) =1—x—ye, portanto,

//SzdS://D(l—x—y)\@dxdy.

Para determinarmos o dominio D no plano xy, observamos que,
estando a superficie no primeiro octante, temos

x>0,y>0
z>0=x+y<1,

ou seja, a regido de integracdo é dada pela figura abaixo.

Figura 12.2

Dessa forma, tem-se que



//SzdS = V3 ' l_X( —X—y)dydx =

. Calcule // ’ dS, onde S é a por¢éo do paraboloide
S\/1+4x2 4 4y?

z = x% +y? situada no interior do cilindro x% +y? = 2y

— <. -

Figura 12.3

Solug@o: Como o paraboloide possui uma representagéo explicita,
entdo
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//;dsz
S/1+4x2 4 4y2

X2 +y? 2 2
— 1/ (2X)° + (2y)° + 1dXxdy =
A TMWM 2+ (2y) y

//D (x2+y?) dxdy,

onde D é dado pela circunferéncia que define o cilindro, isto &,

Wy =2y e x4+ (y—1)72 =1

Figura 12.4

A fim de resolver a Gltima integral dupla, vamos utilizar a se-
guinte mudanca de coordenadas polares

{ X = rcos @ 0<r<1 3(X7Y)_r

y=1+rsin6. 0<6<2rm a(r,0)

Dessa forma,

z
—dS:// X2 +y%) dxdy —
//s,/1+4x2+4y2 D( ") dudy
2 rl
//(1+2rsin9+r2)rdrd9:
0, Jo

2 rl
[ (r2r?sing +r%) drdo -
0

o

2t 2 23 4qr=1
/ P T Gine+ | do—
o |23 4,
w1 2 1 3 2 0=2z  3n
“ 4 %sing+>)do=|26—ZcosH il
/O <2+35|n +4) [4 2 cos ]9_0 d
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ALGUMAS APLICACOES A FisICcA

Assim como as integrais duplas e de linha, as integrais de su-
perficie de fungéo escalar séo utilizadas para o calculo de massa,
centro de massa e momento de inércia de superficies. Os de-
talhes de como obter tais expressdes serdo omitidos, pois sdo in-
teiramente analogos aos realizados para 0s casos citados acima,
respectivamente, nas Aulas 3 e 7.

Para as trés aplicacdes da integral de superficies que serdo
exibidas, consideraremos uma chapa fina, representada por uma
superficie S com as propriedades descritas no inicio da aula, com
densidade em cada ponto dada por uma funcdo real continua
f(x,y,z), definida em S.

I. Massa
A massa M da chapa é dada por

M ://Sf(x,y,z)dS.

ii. Centro de Massa
O centro de massa da chapa é dado por (Xc,Yc,Zc), onde

//xf(x,y,z)dS
_JJs
Xe = M

//yf(x,y,Z)dS
Ye = S
M

//zf(x,y,z)ds
_JJs
Zc= v .

iii. Momento de Inércia

O momento de inércia Ig da chapa, em relagdo a um eixo
E, é dado por

Ig = //Srz(x,y,z)f(x,y,z)ds,

onde r(x,y,z) é a distancia de cada ponto (x,y,z) € S ao
eixo E.
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5 \isto que a distancia de um ponto (x,y,z) € R? ao eixo z

é dada, por r(x,y,z) = /X2 +Yy2.

IS}
/
~

.

X
Figura 12.5

segue da expressao anterior, que 0 momento de inércia de
S em relacdo ao eixo z é dado por

Iz://S (X2 +y?) f(x,y,2)dS.

Analogamente, os momentos de inércia de S em relacdo
aos eixos x ey, sdo dados, respectivamente, por

Ix ://s (> +2%) f(x,y,2)dS,

Iy://S (X% +22) (x,y,z)dS.

[ Exemplo12.2. |

a. Seja S a superficie do cilindro x° +y? = 1, fechada infe-
riormente pelo plano z = 1 e, superiormente, pelo plano
X4z = 2. Calcule a massa M de S, se a densidade em
cada ponto é dada por f(x,y,z) =z.

Solucé@o: Note que S é a unido de trés superficies:

Sy : cilindrox?2+y2=1,com1<z<2-—x
Sy: planoz=1,comx?+y> <1
S3: planoz=2—x, comx2+y2 <1,



Z
—]— S3
> S
S
S e
y
X
Figura 12.6

e, portanto, precisamos calcular, separadamente, a massa em
cada uma dessas superficies.

Si: uma parametrizag&o para o cilindro é da forma

o(t,0) =(cos,sinf,t),0<O6<2mel<t<2-—cosO

e 9<p_
Txge|-1

Dessa forma, segue que

2n 2—cos6 2n t=2—cos 6
M, — //zds / / tdtdo = / [ } d6
S1

2n cos? 6
= ——2 S0 do
/o 2 T
2 3
— / __20059+HLS(29) de
0 2 4
2 (7 cos(26)
= — -2
/o 2 cos 0 + 4 >d9

sin(ZG)] 07 In

7 .
= {—9—25m6+ .
4 0-0 2

Sp: como o plano possui representacdo explicita z = 1, com
dominio D : x2 +y? < 1, entdo

Mzz// zdS://1\/02+02+1dxdy:/ 1dxdy — A(D) =
S D D

CEDERJ
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S3: como o plano possui representagéo explicita z = 2 —x, com
dominio D : x2 +y? < 1, entdo

M3_//Szd8 / (2—x)\/(—=1)*+ 02 + 1dxdy =
\/5//D(2—x)dxdy.

Utilizando coordenadas polares

X = rcos 6 0<r<i 5’(X7Y)_r
y =rsiné. 0<6<2r are)
segue que

M; = \/_/ (2 —x) dxdy
= \/_/ / (2—rcos@)rdrde
= \/_/ / (2r—r?cos6)drde

2 r=1
= \/Q/ [rz——cose} de
r=0
2 0=2rm
_ \/—/ (1—C089>d6 \/—[6_920}
6=0

Dessa forma, somando a massa das trés superficies, concluimos
que

7 9+4+2
M=77r+7r+2\/§7r= +2\/_7r.

. Determine o centro de massa de uma chapa fina definida

por
S:{(x,y,z)€R3;x2+y2:1,x20,y20e0§zgl}

sabendo que a densidade, em cada ponto é dada por
f(xy,2) =xyz

Solucao: Note que a superficie corresponde a quarta parte do
cilindro circular reto de raio da base 1 e altura 1.



Figura 12.7

e, portanto, uma parametrizacao para S é da forma

(p(t,e):(cose,sine,t),OSeggeoggl
do d¢
Eerr)

Para calcularmos o centro de massa, precisamos antes, obter a
massa da chapa.

//xyzds / /cosesmetdtde—
/ cosesme{ ] de =
0 2 |19

1 /% . 17sin201%72 1
5/0 cosesmedez{ 5 L—oz'

Podemos, agora determinar as coordenadas X, Y. € zc do centro
de massa de S.

Xe = M//xfxy, 7)dS = 4//xyzdS

= 4/ / cos? 6sin 6tdtd 6

tz t=1
= 4/ coszesine{—} de
0 2|19
= 2/2coszesin0d9
0
_ _cos39 625_3
3

3 Joo

CEDERJ
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Yo = —//yfxy, 7)dS = 4//xyzdS

= 4/ / cos 0sin? otdtd o
tz t=1

= 4/ cos0sin% 0 | — de
0 2]

3 sinf01°
= 2/ cosesinzedezz{ ]
o, I P

3

s
2

;. = M//xfxy, z)dS = 4//xyz

= 4/ / cos 6 sin 6t2dtd 6

I S
= 4/ cosesine[—} dG:—/ cosOsin6do
0 3]0 3Jo

T

47sin’07°7% 2
2

3

o—0 3

Dessa forma, o centro de massa de S & dado por (X¢,Yc,Zc) =
222
3'3’3)°

c. Determine 0 momento de inércia em relagdo ao eixo z da
chapa fina do exemplo anterior.

Solugcdo: Utilizando a parametrizagdo dada no Exemplo b.,
obtemos

l, = //(x2+y2)xyzd8
S

2o
= /2/ (cos? @ +sin? 6) cos 6 sin Otdtd 6
o Jo

5l 3 21"
= / /cosesinetdtdez/ cosGsinG[—} de
o Jo 0 2 |i—o

1% . 1[sin?0]1%"% 1
= —/200305|n0d9:— sin” 6 =
2Jo 21 2 o0

1
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Aula 1 3

INTEGRAL DE SUPERFICIE
DE CAMPO VETORIAL

Ao final desta aula, vocé devera ser capaz de:

calcular a integral de superficie de campos veto-
riais.

Apresentar a definicdo da integral de campos
vetoriais de trés variaveis sobre superficies,
a chamada Integral de Superficie. Para tanto,
sera apresentada a nocdo de superficie orien-
tada.



Célculo 1V | Integral de Superficie de Campo Vetorial

Pré-requisitos
\Vocé vai precisar
dos conhecimentos
sobre representacdo
paramétrica de
superficies, vistos
na Aula 11 desse
curso, bem como
dos conhecimentos
sobre integracdo
dupla, apresentados
nas Aulas 1,2 e 3,
também desse
curso.
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INTEGRAL DE SUPERFICIE DE CAMPO
VETORIAL

O foco da presente aula é estudar a integral de superficie de
campos vetoriais. Para tanto, assim como no caso da integral
de linha, sera necessario definir a orientacdo das superficies em
questdo.

Da mesma forma que na aula anterior, consideraremos su-
perficies S com parametrizacdes ¢ : D c R2— R tais que:

i. D & um subconjunto limitado e fechado do plano;

ii. @ & injetora exceto, possivelmente, na fronteira de D;

iii. asuperficie é regular exceto, possivelmente, num nimero
finito de pontos.

Como uma curva pode ser percorrida em apenas uma direcdo
(e dois sentidos), é natural associarmos sua orientacdo ao sentido
em que é percorrida, conforme visto na Aula 9.

(o)

Figura 13.1

No entanto, ao pensarmos em uma superficie, a mesma pode
ser percorrida tomando-se diversas dire¢des. Por outro lado, em
cada ponto ¢(u, V) de uma superficie regular, temos apenas dois
vetores normais unitarios, cada um com sentido contrario ao do
outro:




n2 (@(u,v)) = —n1(@(u,v)).

ng

Figura 13.2

Dessa forma, € natural associarmos a orienta¢do de uma su-
perficie regular ao sentido no qual aponta um campo de vetores
normais unitarios.

Definicdo 13.1.

Dizemos que uma superficie S é orientavel quando podemos
fixar, sobre S, um campo continuo de vetores unitarios, nor-
mais a S. Ao definirmos tal campo de vetores, dizemos que
S esta orientada.

£ Um exemplo de superficie n3o orientavel & chamada Faixa
de Mdbius, obtida a partir de uma faixa retangular ABCD,
juntando-se os lados AB e CD, apbs uma torcdo do lado
CD (conforme ilustragdo abaixo).

B C

Figura 13.3
CEDERJ
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Note que, ao tentarmos definir um campo continuo n; de
vetores unitarios a normais S, teremos, no mesmo ponto,
dois vetores com sentidos opostos.

ng

ng

LS ¢

ng

ng

Figura 13.4

Podemos, agora, definir a integral de superficie de campo
vetorial sobre uma superficie orientada S.

Definicdo 13.2.

Seja S uma superficie regular orientada por um
campo continuo n de vetores normais unitarios.  Se
F:Sc R3— R® & um campo vetorial continuo definido
em S, definimos a integral de superficie de F sobre S por

//SFdsz//S(F.n)ds

onde F - n representa o produto escalar de F por n.

i. Se S possui representacdo paramétrica ¢(u,v), (u,v) € D,
entdo S é orientada por

8<p 8@
_4_du_ ov_ 8u

H8<p 9<p

Logo, segue da definicdo de integral de superficie de fun-
¢do escalar que
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/(F-n)dS:
s
8(p e 5 5
u” v |22, 9@ _
i//D F(e(u,v))- 8({) op Ha 5 ‘dud
au v

|
i//F (u,v)) ( (p(u V) X aat(u,v)>dudv,

dependendo da orientagdo escolhida para S.

ii. Quando S é representada explicitamente por z = f(x,y),
(x,y) € D, temos

_of _df

. ox’ oy’
ﬂ 2_|_ ﬂ 2_|_1

X ay

/ (F-n)dS=

of of
j://F Xy7 Xy ( ax( y)a_g_y(x7y)71) dXdy

“5 A integral de superficie depende apenas da orientacdo da
superficie S e ndo de sua representacdo paramétrica.

n

e, portanto,

#5 Se 0 campo vetorial continuo F : S ¢ R3—s R3 representa
um campo de velocidade associado ao escoamento de um

fluido, a integral // (F -n)dS fornece o fluxo ou taxa de
S

escoamento, por unidade de tempo, ® do fluido através de
S.

[ Exemplo13.1. |

a. Calcule / (F -n)dsS, onde F(x,y,2z) = (x,y,z) e S &0
S

conez=+/x2+y2,0<z<2,orientado com vetor normal
apontando para cima.
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=

Figura 13.5

Solugdo: Como o cone possui representagdo explicita, entdo
0s vetores normais sao dados por

_ﬂ _ﬂ 1 X Y 1
- ax7 ayv . \/X2+y2 \/X2+y2 |

o1\ (91Y, , V2
(5) (&)
Como o campo de vetores, que define a orientacdo definida para

S, aponta para cima, entdo a terceira componente tem que ser
positiva e, portanto,

—X —y
) 71
B (\/X2+y2 \/X2+y2 )

Dessa forma, segue que

/ (F-n)ds =

o2 (e e -

VR+Y R4y

//\/mdxdy //\/x2+y2dxdy,

onde D : x%2 +y? < 4. Utilizando coordenadas polares



X=1rCcos0 0<r<?2 a(x,y)
y=rseno 0<06<2m a(r,0)

para resolver esta (ltima integral, obtemos

[ s o - [ fran-

2m [ 3772 2n
FE] a0=2 oo t5m
o 3]0 3Jo 3

b. Calcule //(F-n)dS, onde F (x,y,z) = (xyz%,x,y) e S &
s

a porcdo do plano 2y +z =1 no interior do paraboloide
z = x? +y?, orientada com vetor normal apontando para
baixo.

=y

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

Figura 13.6

Solugdo: Assim como no exemplo anterior, o plano possui
representacdo explicita z = f(x,y) =1 — 2y e, portanto,

(55
n ax’ ay 4 (0, —2,1).
SN V5
(5) (&) +
Como o campo de vetores, que define a orientagcdo definida para

S, aponta para baixo, entdo a terceira componente tem que ser
negativa e, assim,

n—=

CEDERJ
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(0,2,-1)

Dessa forma, segue que

//S(F nds= //D (Xyzz,x,y) -(0,2,—1)dxdy =

|| @x=y)axay,

onde D é determinado pela intersecdo entre o plano e o parabo-
loide, ou seja,

Ay =1-2y =¥+ (y+1)>*=2.

N

Figura 13.7
Utilizando coordenadas polares

X =rcosf 0<r<v2 a(x,y)
y=—-1+rseno 0<0<2r a(r,0)

para resolver a Gltima integral, obtemos

//S(F-n)dS://D(Zx—y)dxdy:

V2 rom
/ / (2rcosO+1—rsen6)rdodr =
o _Jo

2 B V2
[Zrzsene+r9+rzcose]9’2”dr:/ 2xrdr =
0

0 0=0
[mr?] Z(‘J/E = 2.

c. Calcule 0 fluxo do campo vetorial
F(x,y,z) = (—x,—Y,1—z) através da superficie S da es-
fera x? +y? + 1z = 1, orientada com vetor normal apon-
tando para a origem.
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Solucé@o: Observe, inicialmente, que, cada ponto P = (x,Y,z)
sobre a esfera & extremidade do vetor unitario normal a esfera

m (x,y,z). Dessa forma, o vetor unitario n, normal em cada
ponto P = (X,y,z) da esfera e apontando para a origem, & dado
por n = (=X, —Y,—2).

Pz(x’sz)
%ﬂ:(—x, =Y, 'Z)

1

Figura 13.8

Dessa forma, o fluxo procurado é dado por

P = n)ds = // ) (=X, —y,—2)dS =

j X2 4y +22—z)d8://(1—z)d8.

S

Observe que a integral acima é uma integral de superficie de
funco escalar sobre a esfera e, portanto, x* +y? + 7% = 1. Para
resolver tal integral, vamos utilizar a parametrizac@o da esfera

o(t,0) = (sentcos@,sentsen,cost), 0<t<me0<6<2m.

90 X B_qDH sent.
ot

Dessa forma, segue que

21
// 1-2)dS= //1 cost)sentdtd6 =

//sent—sentcost)dtde—

2 2
/ Ceost = M 4o o (Mo —an
0 2 lico 0

CEDERJ

231

AULA H MODULO 1



Célculo 1V | Integral de Superficie de Campo Vetorial

Quando uma superficie S é dada por uma unido finita de su-
perficies coladas por bordos comuns, & natural pensarmos em
calcular a integral de superficie em cada parte separadamente,
como acontece no caso de curvas. Para isso, & necessario definir-
mos orientacdo para superficies deste tipo, 0 que passamos a
fazer a seguir.

Definicado 13.3.

Seja S uma superficie orientada por um campo continuo de
vetores normais unitarios n. Dizemos que a fronteira dS de S
esta orientada positivamente se a superficie S esta a esquerda
quando percorremos dS, tendo como posi¢do vertical o sen-
tido do vetor n.

oS

=y

2y

Figura 13.9

#5 Note que a orientagdo de fronteira 9D de uma regido plana
D, vista na Aula 10, € um caso particular dessa definicao,
considerando n = (0,0,1)
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oD

Figura 13.10

Definicdo 13.4.

Seja S = S; U... US, uma superficie formada por uma unido
finita de superficies coladas por bordos comuns. Dizemos
que S é orientavel se cada parte Sj é orientavel de modo
que, quando as fronteiras dS; estdo orientadas positivamente,
0s bordos comuns a duas partes sdo percorridos em sentido
contrario.

<A
= | n
S, 7 |
,,,,,,,,,,,, B4 _
2 2 y
,,,,,,,,,,,,,,,,, A
b
Figura 13.11

Nesse caso, se F & um campo vetorial continuo sobre cada
S, entdo

//S(F'n)dsz//sl(F-n)dS+...+//Sn(|:.n)ds_

CEDERJ
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[ Exemplo13.2. |

a. Calcule//(F-n)dS, onde F(x,y,z) = (Yy+2,X+2,Xx+Y)

S
eSéasuperficiez=1y,0<x<2e—-2<y<2,orientada
com vetor normal n apontando para cima.

Solugdo: Observe que a superficie é dada pela unido do plano
S1,2=y,0<x<2e0<y<2 comoplano S;, z = —y,
0<x<2e—-2<y<0e, portanto, precisamos verificar se a
orientacdo estd bem definida. De fato, se orientarmos cada um
dos dois planos com vetor normal para cima, e considerarmos
as fronteiras orientadas positivamente, o bordo comum seré per-
corrido em sentidos contrarios.

b
S,
n 53
S] n
Y
X
Figura 13.12

Dessa forma, podemos calcular as integrais de superficie sepa-
radamente para cada plano S;.

Sq: como o plano possui representagdo explicita z =y, com
0<x<2e0<y<2, entdo

(55
Ne 4+ ox’ ady :i(o,—l,l).
AN V2
(%) (&) +
Visto que o plano esta orientado com vetor normal para cima,

(0,-1,1)
V2

entdo n = e, portanto,



//51 (F-n)dS= //51 (y+Z,X+Z,X+y)-%dS:

2 2 2 2
// (y+y,><+y,><+y)-(0,—1,1)dxdy://dedy:o_
0 JO 0 JO

Sy: novamente, o plano possui representagdo explicita z = —y,
com0<x<2e—-2<y<0, e orientacdo com vetor normal
para cima. Dessa forma,

BCANNAN
N ox’ oy’ ~(0,1,1)

9f\2 /9f\2 V2
(5) +(5) =
e,portanto,

//S2 (F'”)dS—//S2 (Y+2,X+2,Xx+Y)- (O’lél)dS—

0 2 0 2

/2/0 (y—y,X—y,X+y)-(O,l,l)dxdy:/2/0 2xdxdy =
0 271X=2 0

[izon-af o=

Logo, segue que

//S(F.n)dS—//Sl(F-n)dS+//SZ(F.n)dS_O+8_8_

. Calcule o fluxo de F(x,y,z) = (X,y,x+Yy+2) através da
superficie S da regido delimitadapor X2 +y2 =1,y+z=1
e z =4, orientada com vetor normal n exterior.

Solugéo: O fluxo é dado por

(I)://S(Pn)ds,

onde S é dada pela unido de tré superficies: o cilindro Sy,
X4+y?=11-y<z<4oplano Sy, z=1-y, x> +y><1;0
plano Sz, z =4, x2 +y2 < 1.
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A

Z
n

— S

S 3

n

n e — -

S5 Y

e

Figura 13.13

Dessa forma, precisamos verificar se a orientacdo esta bem de-
finida. De fato, se orientarmos cada uma das superficies com
vetor normal exterior e considerarmos as fronteiras orientadas
positivamente, os bordos comuns serdo percorridos em sentidos
contrarios.

T

N

‘<w

Figura 13.14

Logo, como no exemplo anterior, podemos calcular as integrais
de superficie separadamente para cada superficie S;.

Si: uma parametrizagdo para o cilindro & dada por
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o(t,0) =(cosf,sen0,t),0< 6 <2mel—senf <t <4

90, 99

=+ 78

=+ (—cosf,—sen6,0)

Para determinar qual dos dois vetores normais aponta para fora,
vamos considerar o ponto (1,0,4). Note que (1,0,4) = ¢(0,4)
e, portanto, nesse ponto, 0s vetores normais sao dados por

—199(0,0)x 22

dos quais, o vetor (1,0,0) aponta para fora de S. Dessa forma,
0 vetor correspondente a orientacdo definida para o cilindro é
n = (cosH,sen 6,0) e, assim,

//S (F-n)dS=

2n 4
/ / (cosB,sen6,cosO +senb +t)- (cosO,sen0,0)dtdo =
1 sene

2r rl-sen6
// (cos? 0 +sen®6) dtdo = / th=1 ned6 =

/ (4—1+sen6)d6 = [36 —cos0]5—2" = 67.
0

Sz: como o plano possui representagdo explicita z=1—y, entdo

=D
N ax’  ay i(O,l,l).

SN V2
(5) (&) +
Como a superficie esta orientada com vetor normal apontando
para fora, entdo, no plano Sy, 0 vetor deve apontar para baixo,

(0,-1,-1)
V2

/S2 (F-n)dS= //D(X,y,x+y+1—y)-(0,—1,—1)dxdy:

[
D

n—=

ou seja, n = . Assim,

onde D : x? +y? < 1. Utilizando coordenadas polares

X = rcos 6 0<r<i d(x,y)
y=rseno 0<06<2nm a(r,0)

CEDERJ
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para resolver esta Gltima integral, obtemos

//SZ(F'”)dSZ//D(—y—x—l)dxdy:

1 r2n
// (—rsen6 —rcos6 —1)rdodr =
e o=2r
/ [—r?cos@ —r?senf —r6] " dr =
0, =
_ 21r=1 _
/0 —2nrdr = [—7r?] ) = -

S3: Ao contrario do plano anterior, para z = 4 o vetor normal
que aponta para fora da regido delimitada por S, deve apontar
para cima e, portanto,

_of _of
ox’ oy’

ﬂ 2+ ﬂ 2_|_1

ox ay

Logo, visto que o dominio D é 0 mesmo que em Sy, utilizamos
as coordenadas polares e obtemos

// (Fn)dS:// (X,y,X+y+4)(0,0,1)dXdy:
S3 D
1 r2n
// (x+y+4)dxdy:// (rcos@+rsen6+4)rdodr =
p 0 Jo

/ [r2cos0 +r2sen6 +4r0] ;o dr =
; -

n—= :(0,0,1)

1
/ 8xrdr = [47rr2]:fé = 4.
A _

Logo, segue que

@://(F-n)d3:6n—n+4n:9n.
S
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TEOREMA DE GAUSS

Ao final desta aula, vocé devera ser capaz:

utilizar o Teorema de Grauss para calcular a in-
tegral de superficie de campo vetorial sobre su-
perficies fechadas e limitadas.

Apresentar o Teorema de Gauss para inte-
grais de superficie de campo vetorial o sobre
superficies fechadas e limitadas. \Veremos,
ainda, como obter 0 uma versao em duas di-
mensdes do Teorema de Gauss a partir do
Teorema de Green, apresentado na Aula 10.



Célculo IV | Teorema de Gauss

Pré-requisitos
\Vocé vai precisar
dos conhecimentos
sobre Integral de
Superficie de
Campos Vetoriais,
apresentados na
Aula 13, sobre
campos vetoriais,
apresentados na
Aula 8, bem como
sobre Integrais
Triplas,
apresentadas nas
Aulas 4 e 5, todas
as aulas desse
curso. Precisard
também dos
conhecimentos
sobre funcBes
vetoriais, vistos no
curso de Célculo
1.
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TEOREMA DE GAUSS

O foco principal desta aula é apresentar o Teorema de Gauss,
que associa a integral de superficie de um campo vetorial sobre
uma superficie fechada e limitada a uma integral tripla sobre o
solido delimitado por essa superficie. Assim como no Teorema
de Green, quando definimos orienta¢do positiva para curvas fe-
chadas, precisamos fazer o mesmo para superficies fechadas e
limitadas. Lembre-se de que uma superficie é orientada a par-
tir da definicdo de um campo de vetores normais unitarios e note
que, em uma superficie fechada e limitada, podemos definir dois
campos de tais vetores: apontando para dentro ou para fora do
solido delimitado pela superficie.

X

Figura 14.1

Consideraremos so6lidos delimitados por superficies S como
as das duas Gltimas aulas, isto é com parametrizacOes
¢ : D ¢ R2— R tais que:

i. D & um subconjunto limitado e fechado do plano;
ii. ¢ & injetora exceto, possivelmente, na fronteira de D;

iii. asuperficie é regular exceto, possivelmente, num nimero
finito de pontos.



Definicado 14.1.

Diz-se que a fronteira dW de um soélido fechado e limitado
W c RR3 esta orientada positivamente se 0 campo de vetores
normais unitarios, que define a orientacdo de JW, aponta

para fora de W.

b

=y

on
X
<A
4 -
LG
Figura 14.2

Teorema 14.1 (Teorema de Gauss).

Seja W C R® uma regido fechada e limitada cuja fronteira
dW seja dada por uma superficie orientada positivamente. Se
F(x,y,z) = (Fi(X,y,z),F(x,Y,2),F3(X,Y,z)) € um campo vetorial
de classe C! em W, entdo

//8W (F-n)ds = //Wdidexdydz, (14.1)

i JF 0 0
leF(X,y,Z) - (9—)(1()(’%2) +8—|§/2(Xayaz) +8—F23(X7y72)

onde

€ o operador divergente, definido na Aula 8.
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Demonstracao

Vamos considerar 0 caso em que a regido W & uma regido
simples, isto é, dos tipos I, Il e 1l simultaneamente (conforme a
Aula 4).

Observe que, inicialmente, que

/ (F.n)ds = // ((F1,0,0)-n)dS+
oW //

((0,F2,0) - n)dS+
/j ((0,0,F3) -n)dS
JW

// divFdxdydz = /// 8Fldxdydz+/// —dxdydz-|—
///Wﬁdxdydz.

Dessa forma, a demonstracdo da Identidade 14.1 seré feita mos-
trando-se as igualdades

// (F1,0,0)-m)dS = /// Madydz,  (142)
//aw((O»Fz,o)‘n)dsz///waa—?dxdydz (14.3)
// ((0,0,F)-n)dS = /// —dxdydz (14.4)

Vamos provar a Equacéo 14.4. As Equacg0es 14.2 e 14.3 s&o
demonstradas de forma anéaloga. Para tanto, vamos considerar a
regido W como sendo do tipo I, isto &,

W = {(xy.2) e R®/(x.y) eDe fi(xy) <z < fa(xy)}.

Assim, o lado direito de 14.4 é calculado por

e a—dXdde—// (/fzxxyy %—?dz) dxdy =

J| sy, falxy)) dxdy — Fo (x,y, fax.y))] dedy.
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Por outro lado, a superficie JW & dada por S; US, US3, onde
S1 € o gréfico da funcdo z = f1(X,y), (X,y) € D, S, & o gréfico
da fungdo z = fa(x,y), (x,y) € D, e Sz & a por¢do de cilindro
(x,y) € dD, f1(x,y) <z < fa(x,y).

&
B

Figura 14.3

Observe gue essa é a possibilidade mais geral, e a parte S3
pode ndo existir, conforme figura abaixo.

Figura 14.4

Logo, o lado esquerdo de 14.4 divide-se em trés integrais de
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Célculo IV | Teorema de Gauss

superficie

//82((0,0,5,) '”)d3+//53((0,0,F3)cn)ds.

e Visto que a superficie S; possui representacdo explicita,
0 campo de vetores normais (sem serem unitarios) com
orientacdo positiva, isto &, apontando para fora de W, é
dado por

(ot ah
Nl - (W(Xay)a 8—y(xay)> _1>

e, portanto,

//Sl«o,o,a)-n)ds:
Jofy dfq

//D (0,0,F3 (XY, fi(x,¥))) - (W’Ty’_l> iy —
//D —FR(xy; fi(x,y)) dxdy.

e Da mesma forma, a superficie S, possui representacdo
explicita e, portanto, o campo de vetores normais (sem
serem unitarios) com orientacdo positiva, isto é, apon-
tando para fora de W, é dado por

[ af ot
N2 - (_W(Xay)a_a—y(xay)al) .

Logo,

J[ (©0.0.7)-nyas =

//D (0,0, (x,Y, f2(x,y))) - (_%7_88_;171) dxdy —
/ /DF3 (%Y, f2(x,y)) dxdy.

e Por fim, note que, caso a superficie Sz exista, ela possui
campo de vetores normais, perpendiculars ao eixo z e, por-
tanto, com terceira componente nula. Dessa forma,

//83((0,0,F3)~n)d820-
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Logo, somando as parcelas, concluimos que

// ((0,0,Fs)-n)dS =
/

/ P Tl ) oy~ o e oty =
/// —dxdydz

finalizando a prova da Igualdade 14.4.

“5 A demonstragdo foi feita para o caso particular em que
a regido W &, simples. No caso em que W é mais geral,
podemos decompd-la em uma unido finita de regides sim-
ples, W =W; UW,U...UW,, e aplicar o Teorema de Gauss
a cada regido W;.

——

|

—————— h

Figura 14.5

Observe que as partes de JW; que ndo constituem a fron-
teira de W agem como fronteira comum a duas regides
vizinhas e, nesse caso, 0s vetores normais exteriores a es-
sas regides apontam em sentidos opostos. Dessa forma, as
suas integrais de linha se cancelardo e, portanto,

// dldexdydz—// divFdxdydz =

/ divFdxdydz =

a/
//aandSJr +// (F-n)d

-n)dS.
aw S

CEDERJ
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O TEOREMA DE GAUSS EM DUAS DIMENSOES

A fim de obtermos uma versédo em duas dimensdes do Teo-
rema de Gauss, vamos considerar F(x,y) = (F.(x,y),F(X,y))
um campo Vvetorial de classe C! em uma regidio D c R? fechada
e limitada cuja fronteira dD & uma curva, orientada positiva-
mente, com parametrizacdo

o(t) = (x(t),y(t)), t € [a,b],
de classe C1.

Vimos, no curso de Calculo 1, que se o vetor tangente || 6’ (t) ||
é ndo nulo em cada ponto de dD, entdo o vetor normal unitéario

6 dad
SR n(t):( yt) X )
I’ @l llo’®Il/)

¥(t)  nt)

/o
o

oD

\/ X

Figura 14.6

Dessa forma, a integral de linha ao longo de dD, equivalente
a integral de superficie obtida pelo Teorema de Gauss, é dada
por

%}D(F-n)dS:

b ! /
[ 090 R 0900) (e gy ) 00l =

[ R0y + R (x,y0)y )t = Rk oy

Aplicando o Teorema de Green a Gltima integral, obtemos



72[) (F-n)ds = // (ﬁ+—)dxdy,

conforme desejavamos.

Vamos utilizar o Gltimo exemplo da aula passada para ilus-
trar a utilidade do Teorema de Gauss. Desejavamos calcular o
fluxo de F(x,y,z) = (X,y,x+Yy+z) através da superficie S da
regifo delimitada por x> +y?> =1, y+z =1 e z = 4, orientada
com vetor normal n exterior. Lembre-se de que precisamos cal-
cular a integral de superficie de F sobre trés superficies, o que
acarretou certo trabalho. Entretanto, note que a superficie S é a
fronteira dW, orientada positivamente, do s6lido W dado por

W={(xy,z) eR:x®+y?<11-y<z<4}.
Visto que

. _8F1 R <9F3_ B
divF = X + Jy + 5 =14+1+1=3,

segue do Teorema de Gauss que

//S(F.n)dS:///Wdidexdydz:3///dedydz.

Utilizando as coordenadas cilindricas

X=rcosf 0<r<1
y=rsiné 0<06<2n e
71=1 1-rsin6<z<4

temos

/ (F-n)ds — 3///dxdydz:
S Wor 4
= 3// / rdzdodr =
1-rsin@

= 3// 3r+r sinf)dodr =

- 3/ 3r9—r2c059]9 27 rd§ =
21"t 1
_ 187t/ dr=187 || —187. —on.
0 2 Jr—o 2
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[ Exemplo14.1. |

248 CEDERJ

a. Calcule o fluxo do campo vetorial F (x,y,z) = (xz%,yx?,zy?)
através da superficie S da esfera x2 4+y2 +z2 = 1, com ve-
tor normal exterior.

Solugdo:  E possivel resolver a integral de superficie uti-
lizando diretamente a defini¢cdo. Para tal, seria necessario re-
solver integrais envolvendo poténcias das fun¢Bes seno e cosse-
no, 0 que acarretaria certo trabalho. No entanto, com o auxilio
do Teorema de Gauss esse processo se torna muito mais sim-
ples, como veremos a segulir.

Note que, a esfera é uma superficie fechada e limitada que esta
orientada positivamente, e o campo vetorial F & de classe C* em
RR3. Logo, segue do Teorema de Gauss que

cI)://S(F-n)dS:///Wdidexdydz:
///vv (22 +x2 +y?) dxdydz.

Dessa forma, utilizando mudancga de coordenadas esféricas

d(X,y,2)

X=psinpcosd 0<p<1
‘a(ne?Z)

y=psingsin6 0<0<2rn
Z=pCcose 0<o<rm

= p?sing

para resolver a integral tripla, obtemos

/// (22 4 X2 +y?) dxdydz =

W

2r rm orl

/ //pzpzsin(pdpd(pdez
2

//sm(p[ } dodo =
2n

5/ /sm(pd(pde—

“od 2 2ﬂd 2
5/ cos<p 6_30 0=-2nr=—.

. Calcule o fluxo do campo  vetorial
F(x,y,z) = (X,x—Y,x —y+z) através dasuperficie S dada
pela unido do hemisfério z = —/1 —x2 —y2, com 0 cone
z=1-—/x24y2, com vetor normal exterior.



Figura 14.7

Solugdo: Como no exemplo anterior, o célculo do fluxo por
intermédio da definicdo de integral de superficie acarretaria um
grande trabalho. Entretanto, como o campo vetorial & de classe
C! em R3 e a superficie é fechada, limitada e orientada positi-
vamente, podemos aplicar o Teorema de Gauss e obter

(I)://S(F-n)dS:///Wdidexdydz://Wldxdydz:V(W).

Visto que W & solido dado pela metade de uma esfera de raio
r=1eum cone com raio da base r = 1 e altura h = 1, podemos
determinar o volume W sem calcular a integral e obter

D=V(W)= 35n(1)3+—n(1)21:n.

. Calcule //(F-n)dS, onde F(x,y,z2) =
S

2 52 2,52 2 \,2 , , .
<x+ey Ty et e Y ) e S é a superficie do pa-

raboloide z = x2 —|—y2, z < 4, orientada com vetor normal
apontando para baixo.

Solucdo: Dada a dificuldade em resolver a integral de su-
perficie utilizando a defini¢do, vamos tentar calcula-la com o
auxilio do Teorema de Gauss. Inicialmente, note que o campo
vetorial & de classe C1 em R3. Entretanto, a superficie S ndo
é fechada e, por isso, ndo delimita uma regido. Para podermos
aplicar o teorema, vamos "fechar”a superficie, considerando o
plano Sy, de equacdo z = 4, x*> +y? < 4, orientado com normal
apontando para cima
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Figura 14.8

Dessa forma, o sélido W, delimitado por SUSg, possui fronteira
orientada positivamente (com vetor norma exterior) e, portanto,
segue do Teorema de Gauss, que

//SUS (F.n)dS:///Wdidexdydz://W3dxdydz,

Utilizando mudanca de coordenadas cilindricas

X=1rcoso 0<r<? I(%,y,2)
y=rsin@ 0<06<2nr ‘a ’g’ =
1=1 r’r<z<4 (r.6.2)

para resolver a integral tripla, obtemos

2n
// (F.n)ds ///dedydz—/ //Brdzdrde_
SUSO
//3r[]Z 4, drde = //12r—3r3)drd9—
0 0 9

2r 3r4 r=
/ [erz——] d6 =12/ d6=12.27 — 24n,
0 4 1,9 0

Note que o valor encontrado corresponde a integral de superfi-
cie sobre SU Sy, isto &,

//S(F-n)dS+/SO(F-n)dS:24n.
/S(F-n)dS—247r—/SO(F-n)dS

Logo



e, portanto, para determinarmos a integral de linha desejada,
precisamos calcular o valor de

/S (F-n)dS

Para isso, observe que o plano z = f(x,y) = 4, x> +y? < 4, pos-
sui representacdo explicita e esta orientado com vetor normal
para cima. Dessa forma,

(44
XN ) (004

ﬂ 2+ ﬂ 2_|_1
X ay
e, assim,
/ (F-n)dS=
So

// (X ety gy eXZ”z) +(0,0,1)dS =
S

//S: (z+ex2+y2> dS = //D <4+e"2+y2> dxdy.

Calculando a Gltima integral por coordenadas polares, obtemos

// (Femjas= [[ (4+e")axdy =

2
/ 4+er rdrd@
0

n=

o

2 o e’ 1 2
// 4r+rer drdo = / 2r2 + > de =
o Jo
r=0
15 +e*
(8 ———)de— = o= (15+¢)

Finalmente,

/S(F-n)d8:247r—(15+e4)7r: (9—e) .

#5 No exemplo anterior, 0 Teorema de Gauss ndo re-
solveu diretamente a integral desejada. No entanto,
precisamos calcular a integral sobre um plano no lu-
gar de um paraboloide, o que foi consideravelmente
mais simples. No exemplo a seguir, veremos uma
situacdo semelhante, na qual obteremos a integral
sobre uma superficie qualquer envolvendo a origem,

CEDERJ
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por intermédio do calculo da mesma sobre uma es-
fera.

d. Calcule o fluxo do campo

X y z
F(X,y,Z): 3 3 3

através de uma superficie qualquer S, que seja limitada
e fechada, envolvendo a origem, orientada com vetor nor-
mal exterior.

X

Figura 14.9

Solugdo: Como ndo conhecemos a expressdo de S, é im-
possivel calcularmos o fluxo utilizando diretamente a integral
de superficie sobre S. Por outro lado,

o 1(X2+y2+22)%—xg (x2+y2+22)%2x

—2x% +y? 472

(X +y2 +2%)
R X¥-22+7
N (x24y2iz2)
8_F3_ X2+y2—222

]
2

Logo, divF =0 e, assim, & natural pensarmos em utilizar o Teo-
rema de Gauss. Entretanto, observe que o campo é de classe
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C! em R3®—{(0,0,0)} e, portanto, como a origem pertence ao
solido delimitado por S, precisamos “isola-la”, a fim de aplicar
o0 teorema. Para tanto, vamos considerar a esfera Sy de centro
na origem e raio a, x* +y? +z% = a%, com a > 0 suficiente-
mente pequeno de modo que a esfera esteja totalmente interior
a S. Dessa forma, o s6lido W delimitado por SU Sy ndo contém
a origem. Finalmente, para que a fronteira de W esteja orien-
tada positivamente, vamos considerar a esfera Sy orientada com
vetor normal apontando para a origem.

Figura 14.10

Assim, segue do Teorema de Gauss que

//SUS (F'“)dSZ///Wdidexdydz:o
e, portanto,
<I>://S(F.n)dS:_//SO(F-n)dS_

Para calcular a integral de superficie sobre a esfera Sy, observe
gue o campo de vetores normais unitarios aponta para a origem
e, portanto, é dado por

—X -y -z
n= , , .
<\/x2+y2+z2 VX +y2 422 \/x2+y2+22>

Dessa forma, fazendo o produto interno entre F e n, observamos

que
1
— F. dS://idS
//so( ") 8o X2 +y2 + 72
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e, portanto, utilizando a parametrizacdo

o(t,0) = (asentcos6,asentsenf,acost), 0 <t<m
e0<O<2n

|50 S0 =atsint,

chegamos a

2
// x2+y2+22 —/ /—a sintdtdO =

/ [— cost]tOdG_Z d9 Ar.
0
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Aula 1 5

TEOREMA DE STOKES

Ao final desta aula, vocé devera ser capaz de:

utilizar o Teorema de Stokes para calcular a in-
tegral de linha de campo vetorial ao longo de

curvas fechadas no R3;

saber identificar quando um campo vetorial & con-
servativo no espago e calcular integrais de linha
de tais campos.

Apresentar o Teorema de Stokes que asso-
cia integrais de linha de campo vetorial ao
longo de curvas fechadas no R® a integrais
sobre as superficies delimitadas por tais cur-
vas. Sera visto, ainda, um resultado analogo
ao apresentado na Aula 10, o chamado Teo-
rema das Quatro Equivaléncias, que caracte-
riza um campo conservativo no espago R3.



Célculo IV | Teorema de Stokes

Pré-requisitos
\Vocé vai precisar
dos conhecimentos
sobre Integral de
Superficie de
Campos Vetoriais,
apresentados na
Aula 13, sobre
Integrais de Linha
de Campos
\etoriais,
apresentadas nas
Aulas 9 e 10, bem
como sobre
Campos Vetoriais,
apresentados na
Aula 8, todas as
aulas desse curso.
Precisara também
dos conhecimentos
sobre funcdes
vetoriais, vistos no
curso de Calculo
1.

256 CEDERJ

TEOREMA DE STOKES

Antes de enunciarmos o Teorema de Stokes, vale lembrar
que a fronteira dS de uma superficie S, orientada por um campo
continuo de vetores normais unitarios n, esta orientada positiva-
mente se a superficie S esta a esquerda quando percorremos dS,
tendo como posicdo vertical o sentido do vetor n.

Figura 15.1

Teorema 15.1 (Teorema de Stokes).

Seja S uma superficie orientada, parametrizada por
¢ : D c R? — R3 de classe C?> em um conjunto aberto con-
tendo D, cuja fronteira dS esta orientada positivamente. Se

F(x,y,2) = (F1(X,Y,2),F(X,Y,2),F5(X,Y,2))

& um campo vetorial de classe C em um aberto contendo S,

entao
F.dr= //(rotF~n)dS,
s s

onde

(0Fs R OFL OF oF o
rOtF (x,y,2) = ( dy 0z dz  Ix ox ay>

€ o0 operador rotacional, definido na Aula 8.



Demonstracao

Vamos considerar a superficie S orientada com o campo de
vetores normais unitarios

8<p 8<p

HM 9<p

onde

8ux8v Judv Jduadv duadv Jduadv’ dudv Jdudv

dp dJo (8yaz dzdy dzdx dxdz dxady 8y8x)

Dessa forma, segue da defini¢do de integral de superficie de
funcdo vetorial que

//S(rotF-n)dS:

dp dJdo
//D rotF (x(u,v),y(u,v),z(u, v))-x X W) dudv =

oFs _JR) (dyodz dzdy
//D dy 0z dudv Jduadv duav-+

// ﬁ_&_Fg JdZ dX dXx oz
D\ 0z oX Jdudv Jduav

oF, oR (9xdy 9y ox
//D ox  ady Jdudv Jduadv dudv.

Visto que

F-dr:f Fldx-l—j{ ngy-i-]{ Fdz,
9 ES ES S

provaremos o teorema se verificarmos as seguintes igualdades
FldX =

// OF (920X _OXOTY DRy (9x0y_OYOKY) g,
Jdudv Jduov dy \dudv Jdudv ’

§ Ry =

dydz dzdy JdF, [(dxdy dydx
//( (%m*xm)ﬂa (xm‘xm duav,
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72 Rdz =

S

J[ (25 (23 o20vy 9Fs (or0x_0x0n))
p\ dy \dudv Juadv dx \dudv Juov '
\Vamos provar apenas a primeira identidade, pois as outras

duas sdo demonstradas de forma analoga. Para tanto, suponha-

mos que o(t) = (u(t),v(t)), t € [a,b], seja uma parametriza¢éo

para a fronteira de D, orientada de modo que

o (o(t)) = @ (u(t),v(t)) seja uma parametrizacdo da fronteira
de S, orientada positivamente.

X

Figura 15.2

Dessa forma,

Fox= [ (Rlo(o().0.0)- So(o()dt=

8& a
[ R o .v0) (G v v + G aov)v o) ot -

R (uv) 2

s S (V) du+F(p (uv) 51 (uv) v



Como ¢(u,v) = (x(u,v),y(u,v),z(u,v)) & de classe C? em um

~ . .. dX _odX
aberto contendo D, entdo as derivadas parciais U e By sdo de

classe C1 no mesmo aberto e, portanto, o campo vetorial

6(uv) = (Fu(p(0.0) G5 (09) Fi (o @) 55 0

também sera de classe C. Dessa forma, podemos aplicar o Teo-
rema de Green a G(u,Vv) na Gltima integral, obtendo

éSFldx_y{ Fi(p(u,v)) gﬁ (u, v)du+F1((p(u,v))%(u,v)dv:

// [au <F1 (u,v )g (u, )> —% <F1((p(u,v))%(u,v)>} dudv.

Para completar a prova, observe que, sendo ¢ de classe C?,
9°x 9%

tem-se Juov _ ovau

e, portanto,

d X d X
5 (Rl G ) - 5 (Roen 5 wn) -
JdF; ox 22X JF dx 9°x _ IFLIx  JF IX

ouov T uv  avou Mavau T auav avou
8F1 X 8F1 ay aFl 07\ oX
(8x ou ' dydu 9z au) ov
(o, oEos, R0z on
dx dv  dy dv  dz dv/ du
R (82 ox  odx 82) R (8x ady 8y8x>

dz \dudv duadv) dy \dudv dJuav

Dessa forma,

F]_dX =
as

J[ (25 (2201 _0xony oF (9xor_ ooy,
dudv Jduodv dy \dudv Juoav '
conforme queriamos mostrar.
#5 Se D & uma regido fechada e limitada do plano xy, cuja

fronteira esta orientada positivamente, entdo & determi-
nada pela superficie do plano z =0, com (x,y) € D, orien-
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tada com vetor n = (0,0,1).

Figura 15.3

Além disso, um campo vetorial F (x,y) = (F1(X,y), R (X,Y))
definido em D pode ser identificado com

F(x,y,2) = (F1(x,Y,2),F(x,Y,2),0) Nesse caso, 0 Teorema
de Stokes nos leva a

F.-dr = F~dr://(rotF~n)dS:
D PN

(222 oy,

Observamos, assim, que o Teorema de Green, visto na
Aula 10, é o caso particular, em duas dimensdes, do Teo-
rema de Stokes.

[ Exemplo15.1. |

) Calcule%F -dr, onde
C

F(X,y,2) = (—y3+yz+ex2,x3+xz+ey2,xy+e22)

e C é a circunferéncia x? +y? = 4, situada no plano z = 4,
percorrida no sentido anti-horéario, quando vista de cima.

Solugdo: Observe que o calculo da integral de linha, uti-
lizando diretamente a definicdo, seria bastante complicado. No
entanto, como

rotF = (x—x,y —y,3x* +z2— (3y* +2)) = (0,0,3 (x* +y?)),



é natural pensarmos em utilizar o Teorema de Stokes. Para
iss0, note que a curva C & fronteira da superficie S, do plano
z= f(x,y) =4, com D: x?+y?> < 4. Finalmente, para que
a curva C esteja orientada positivamente como bordo de S, o
plano precisa estar orientado com vetor normal apontando para

cima, isto &,
(55)
y —(0,0,1).
ﬂ 2+ ﬂ 2+1
X ay

|

n=

g

Figura 15.4
Logo, segue do Teorema de Stokes que

%:F-dr://s(rotF-n)dS://DB(X2+y2)dXdy-

Utilizando mudanca de coordenadas polares

X = rcos o 0<r<2 d(x,y)
y=rseno 0<6<2rn

para resolver a integral dupla, obtemos

7{F dr—//3 (2 +y? dxdy/ /3r2rdrde—

2m [3r4
/ {—] a6~ 12 "46 = 12. 27 — 247
0 4 Jr—o

#5 No exemplo anterior, consideramos a curva C como
bordo de uma parte do plano z = 4. No entanto, a
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escolha da superficie S ndo deve influenciar no re-
sultado da integral. Apenas para ilustrar, considere a
curva C como fronteira do paraboloide z = x2 +y?,
com 0 <z < 4. Para que a curva C esteja orien-
tada positivamente como bordo do paraboloide, este
precisa estar orientado com vetor normal apontando
para cima, isto &,

AN
. ox’ ay’ o (=2¢,—2y,1)
f\2  [9f\? VA2 + Ay +1
(&) +(5)
A
2
C
]2/
y
X,
Figura 15.5
Dessa forma,
F.dr=

]/ (0,0’ 3 (X2 +y2)) ’ (_ZX; —2y, 1) dXdy =

/ 3 (x2+y?) dxdy = 24,
D

uma vez que D : X% +y? < 4.

b. Calcule fyzdx—i—zzdy-l—xzdz, onde C é a fronteira da
c

porc¢do do plano x+y +z = 1 situada no primeiro octante,
percorrida no sentido horario, quando vista da origem.



Figura 15.6

Solugé@o: Para determinar a integral de linha solicitada, &
necessario dividir a curva em trés segmentos de reta e calcu-
lar, separadamente, a integral ao longo de cada um deles. En-
tretanto, com o auxilio do Teorema de Stokes, esse trabalho
se torna mais simples. Inicialmente, observe que, para que a
curva C esteja orientada positivamente como bordo do plano
z= f(x,y) =1—x—y, este precisa estar orientado com vetor
normal apontando para baixo, isto &,

ot ot
X'y’ ~(=1,-1,-1)

GG 7

n—=

Figura 15.7

Visto que

rotF = (0— 22,0 — 2x,0 — 2y) = (—2z, —2x, —2y),
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segue do Teorema de Stokes que

fF-dr:
c

//D (—2(1—x—y),—2x,—2y)-(—1,-1,—1)dxdy =

2//Ddxdy =2A(D).

A fim de calcular a area do dominio D, no plano xy, observe que
este & delimitado pelos eixos coordenados e pelaretax+y=1

J
y
1
D i N
x+y =1 X
Figura 15.8
e, portanto, & um triangulo retangulo com base e altura iguais a
1. Assim,
1-1
fF-drzzA(D)zz-—:l.
c

c. Calcule /c (yz+x2) dx+ (xz—y?) dy+xydz, onde C é a

curva de interse¢do do hemisférioz = /1 —x2 —y2 com o
plano x+y =1, percorrida no sentido anti-horario, quando
vista da origem.

Figura 15.9
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Solucdo: Dada a dificuldade em resolver a integral de linha
utilizando a defini¢cd@o, vamos tentar calcula-la com o auxilio do
Teorema de Stokes, visto que

rotF = (x—x,y—y,z—2) = (0,0,0).

No entanto, a curva C ndo é fechada e, portanto, precisamos
"fecha-la”para poder aplicar o teorema. Para isso, vamos con-
siderar o segmento de reta y ligando o ponto (0,1,0) ao ponto
(1,0,0), percorrido nesse sentido. Dessa forma, C U y delimi-
tam uma regido do plano x+y = 1, orientada com vetor normal
apontando na direcdo da parte negativa dos eixos x e y. Dessa

A

Figura 15.10

forma, segue do Teorema de Stokes que

F-dr://(rotF-n)dS:O
Cuy S

/F-dr:—/F-dr.
C Y

Para resolver a integral de linha ao longo de v, note que o seg-
mento de reta possui equagdo x+y=1,z=0,0 <x <1,

e, portanto,

1
y

1

AN

Figura 15.11
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e, portanto, uma parametrizacdo natural é dada por

o(t)=(t,1-1,0),0<t<1
o'(t) = (1,-1,0)

’}’1
/O((1—t)-0+t2,t~0—(1—t)2,t(1—t))~(1,—1,O)dt:

1 2 1
/<t2+(1—t))dt:/ (22 —2t+1)dt =
[ozt3 , 172 i

3 o 3

ou seja,
2
F-dr=——.
fFar=—3

#5 No exemplo anterior, 0 Teorema de Stokes n3o resolveu
diretamente a integral desejada. No entanto, precisamos
calcular a integral sobre um segmento de reta no lugar
de uma semicircunferéncia, o que foi consideravelmente
mais simples.

Na Aula 10, apresentamos, como consequéncia do Teorema
de Green, o Teorema das Quatro Equivaléncias, que caracter-
izava um campo vetorial conservativo no plano. Da mesma
forma, o Teorema de Stokes nos permite apresentar um teorema
que caracteriza um campo conservativo em R3. Seu enunciado
sera dado a seguir e a demonstracao sera omitida por ser inteira-
mente andloga a do teorema visto na Aula 10.

Teorema 15.2 (Teorema das Quatro Equivaléncias).

Seja F :U ¢ R® — R um campo vetorial de classe C! ex-
ceto, possivelmente, em um nimero finito de pontos. As seguintes
condi¢Oes sdo equivalentes:

I j{F -dr = 0, qualquer que seja a curva fechada C, de
c

classe C! por partes, contida em U.



ii. A integral de linha de F do ponto A ao ponto B independe
da curva C, de classe C! por partes, contida em U, ligando
AaB.

iii. F éum campo vetorial conservativo em U.

iv. rotF = 6> emU.

£ Diferentemente do Teorema visto na Aula 10, aqui F pode
n3o ser de classe C1 em um nimero finito de pontos. Isso
acontece, pois na prova de que (iv) = (i), dada a curva
fechada C, utilizamos o Teorema de Stokes a uma su-
perficie S escolhida adequadamente de modo que C = 9S
e F seja de classe C! sobre S.

Figura 15.12

Exemplo 15.2.
( )

Considere o campo vetorial

F(X,y,2) = (zy+X,X2+Y,Xy +2).
a. Calcule a integral de linha de F ao longo do segmento de
reta ligando o ponto (0,0,0) ao ponto (1,1,2), percorrido

nesse sentido.
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b. Verifique se F é conservativo. Em caso, afirmartivo, en-
contre uma funcg&o potencial f.

c. Determine a integral de linha de F ao longo da curva de
intersecdo do paraboloide z = x> +y?, 0 <z < 2, com 0
plano x =y, x > 0, percorrida no sentido decrescente de z.

Solugéo:

a. Vamos calcular a integral de linha solicitada utilizando a se-
guinte parametrizacdo do segmento C:

o(t)=(t,t,2t),0<t<1
o'(t) = (1,1,2).

Dessa forma,

1
/F~dr:/ (2t-t4t,t-2t+tt-t+2t)-(1,1,2)dt =
C 0
1

/0 (6t2 + 6t) dt = [2t3 +3t2],, =5.

b. Visto qu_e) F & de classe C! em R3, basta verificarmos se
rotF = 0. De fato, F & conservativo, pois

rotF = (x—x,y—y,z—z) =(0,0,0) = 6>

Vamos, entdo, determinar sua fungdo potencial f. Seguindo o
procedimento visto na Aula 8, observamos que
F(x,y,z) = Vf(x,y,z), se e somente se:

i. %(x,y,z) =zy+x= f(x,y,2) :/(zy+x)dx:
2

X
Xyz + 0 +A(y,2)

i 2y =y = 1.2 = [Oa+y)dy=
y ;
Xyz + ?+B(x,z)

iil. %(x,y,z) =xy+z= f(x,y,2) :/(xy+z)dz:
2
xyz+Z§+C(x,y)

Comparando as trés identidades anteriores, verificamos que, para
todas serem iguais, devemos ter

2 2 2 2 2 2
_y .z _x .z _X .Y
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€, Nesse caso,

X2—|—y2—|—22

f(x,y,2) =xyz+ 5

#5 Como vimos na Aula 8, a integral de linha do campo F
ao longo de qualquer curva C que vai do ponto (0,0,0) ao
ponto (1,1,2), é dada por

/F .dr = (1,1,2) — £(0,0,0) = 5.
C

c. Observe que a curva C & um pedaco de parabola, comegando no
ponto (1,1,2) e terminando no ponto (0,0,0).

N

Figura 15.13

Assim, a mesma curva, percorrida no sentido contrario, C—, tem
as caracteristicas da observacdo acima e, portanto,

F.dr =5.

Logo, a integral desejada & dada por

/F-dr:— F.dr=-5.
c c-
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