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Semana 1 O; 4

METODO DE
SUBSTITUICAO TRIGONOMETRICA

As substituigdes trigonomeétricas nos permitem substituir os
binomios a® — u?, a® +u” e u* — a* pelo quadrado de um tinico
termo e, portanto, transformar vdrias integrais que contém raizes
quadradas em integrais, que podemos calcular diretamente. As
substituicdes mais comuns sao u = asenf, u = atgh e
u =asecO. Elas vém dos tridngulos retangulos de referéncia

correspondentes. Vejamos caso a caso:

Substituicdo Trigonométrica (a > 0)

1. Para integrais que envolvem v/a% — u?. Observe, na figura
a seguir, neste caso, a hipotenusa do tridngulo retangulo

tem que ser a, um cateto € u e o outro cateto pelo Teorema
de Pitagoras s6 pode ser v a% — u?.

73
a-u

Figura 10.1: Tridngulo de referéncia ou tridngulo associado ao caso 1.

u a? —u?
Portanto, da figura, temos que sen = — e cos = ———.
a

Faga a substituicio u = asen@, logo du =acos0d0
T T
e Va2 —u?=acos@, onde ) <0< 5

a
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2. Para integrais que envolvem v/a? +u?. Observe, na fi-
gura a seguir, neste caso, um cateto ¢ u, o outro cateto ¢
a e a hipotenusa do tridngulo retangulo pelo Teorema de

Pitagoras s6 pode ser va? +u?.

&
X
& 7]

d

Figura 10.2: Triangulo de referéncia ou tridngulo associado ao caso 2.

vV a? -+ u?

u
Portanto, da figura, temos que tgh = — e sec =
a a

Faca a substituicio u = a tgf, logo du = asec’*0d6.

T T
Entdo, Va2 +u? = a sec 0, onde ) <0< 5

3. Para integrais que envolvem v/u? — a2. Observe, na figura
a seguir, neste caso, a hipotenusa do triangulo retangulo
tem que ser u, um cateto € a e o outro cateto pelo Teorema

de Pitagoras s6 pode ser vu? —a?.

Figura 10.3: Triangulo de referéncia ou tridngulo associado ao caso 3.

u u? —a?
Portanto, da figura, temos quesecf = — e tg0 = ——.
a

Faga a substituicio u = asecO, logo du =
asecOtg0dO. Entdo, Vu?—a’? = +atgh, onde

T T ..
0<6< 5 ou > < 0 < m. Use o valor positivo se

a

u>a eonegativose u < —a.

8 CEDERIJ



£ . As restricdes em 0 garantem, que a fungdo que de-
fine a substitui¢do ¢ uma a uma e assim fica garan-
tido que em cada caso existe a fungdo inversa. Na
verdade, esses sdo os mesmos intervalos sobre os
quais as fungdes (arco seno, arco tangente € arco se-
cante) estdo definidas.

1. n

No método de substituicdo trigonométrica ob-
serve que: no primeiro e no segundo casos u trata-
se de um cateto do tridngulo retangulo, nesses ca-
so0s, € conveniente colocar # como o cateto oposto
ao angulo 0, ja no terceiro caso u ¢ a hipotenusa
do tridngulo retdngulo, neste caso convém colocar
o termo que contem u, ou seja, v u? — a? como ca-
teto oposto ao angulo 0 e como cateto adjacente
justamente a. (Veja que assim procedemos nos
triangulos de referéncia associados a cada caso
mostrado nas paginas anteriores).

EXERCICIOS RESOLVIDOS

Exercicio 10.1.

Substituicio trigonométrica u=asen6

Calcule:

25 —x?
. [V,

b/m

Solucio:

25 —x2
. [,

Primeiro, note que nenhuma das regras basicas de integracao ¢
aplicavel. Para usar uma substituicao trigonométrica, observe

que V25 — x? é da forma va? — x2 com a = 5.

CEDERJ 9

SEMANA m MODULO 2
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Observe, na Figura 10.4 a seguir, que, neste caso, a hipotenusa
do triangulo retangulo tem que ser a = 5, o cateto oposto ao
angulo 0 ¢ x e o outro cateto, pelo Teorema de Pitagoras, s
pode ser v/52 —x2 = /25 — x2.

25-x"

Figura 10.4

Do triangulo retangulo associado, tem-se:

nG—)—C:> x=25sen0
5¢ 5 dx=5c0s0d0 °

V25 —x2
Também % =cosO = \/25—x2=5cos0.

Assim,
V25 —x2 5 2
/7’6 dx:/ COSQ(SCOSG)dGzS/COS 9 160
X 5sen0 sen O
1 —sen’6
= S/wde = 5/(cosse09—sen9)d6
sen 6

= —51In|cossec O + cotg 6|+ 5cos 0 +C

Note-se que estamos utilizando a Formula 6.6 provada no Exer-
cicio 6.3 deste caderno:

/cossecxdx = —In|cossecx + cotgx| +C.

Olhando novamente o tridngulo associado observamos que

V25 —x2

cossec 6 = ol e cotg = —— . Assim,
5 b
V25 —x? 5 25 —x2 25 —x2
/7xdx:—51n IR CE RS P —+C,
X X X

Ou ainda,

V352
/7xdx: /252 4C.
X

—51n

5425 —x2
X




b/m

Primeiro, note que nenhuma das regras basicas de integragao €
aplicavel. Para usar uma substituicao trigonométrica, observe

que V4 —x? ¢ da forma va? — x? com a = 2.

AT
Figura 10.5

Do triangulo retangulo associado, tem-se:

x=2sen6

6—x =
senv =3 dx=2c0s0d6

2

Vi —
* =cosO = /4 —x2=2cosH.

2

Observe que V4 — x2 estd no denominador, assim é preciso que
cos O seja maior do que zero. Note-se que cosf > 0 para

Também

T T
-7 < 0 < 5
2 2(2 3
Assim, _x dx —/7(2::3) (2c0s0)d6 =

:24/sen39d9 = 16/(1 —co0s’0)senHd6 (10.1)

Assim, temos que calcular agora uma integral que envolve potén-

cias de fungdes trigonométricas, que foi o assunto da semana
anterior.
u=cos6

du——sen0do ™ ultima integral

Fazendo a substituicao {

da direita, temos

16/(1 —c0s’0)senHdO = —16/(1 —¢0s”0)(—sen 0)d0

3 3
0
- —16/(1 —P)du= —16u+16% rC= —16cos9+16°°;

3
T2 16 (Vi22
— 16 x+—< x) +C

2 3 2

=—-8v4-— x2+ (4—x*)V4—x24C (10.2)

+C

CEDERIJ 11
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Substituindo 10.2 em 10.1, temos finalmente

2x3

Vi

2
dx = —8 4—x2+§(4—x2)\/4—x2 +C.

Exercicio 10.2.

Substituicdo trigonométrica u=atgh

Calcule:

/\/25 +x2
a. —dx
X

2
b. / ———dx
V4 +x?
Solucio:
V25 +x2

Primeiro, note que nenhuma das regras basicas de integracao
¢ aplicavel. Para usar uma substitui¢do trigonométrica, observe
que estamos no caso de integrais que tém termos da forma

va?+x2coma=>5.

Observe, na Figura 10.6 a seguir: neste caso o cateto oposto
ao angulo 6 ¢ x, o outro cateto ¢ @ = 5 ¢ a hipotenusa do
triangulo retangulo, pelo Teorema de Pitdgoras, sé pode ser
V524 x2 =25+ 2.

5
Figura 10.6

Do triangulo retangulo associado, tem-se:

X x=>5tg0
g6 = 5 = { dx = 5sec?0dO -



V25 2
Também % =sech = V/25+x2 =5sechH.

2
/7”25”@ _ [0 2o up =
X S5tg0

Assim,

1
:5/%sec29d9 :5/cossec9se026d6 (10.3)

cos 6

Aplicaremos integragdo por partes na ultima integral a direita.
Seig J U= cossec 0 = du = —cossec 0 cotg0dO
1 dv=sec0d0 = v=1tgh '

Assim,

/cossec 0 sec’6d = cossec O tgO — /tg@(—cossec@ cotg 0)d6
—_—— ——

u dv

=cossecOtg O+ / cossec 0d 0 = cossec 0 tg 6 —In | cossec 0 +cotg 8] +C

(Note-se que estamos utilizando a Férmula 6.6 provada no Exercicio

6.3 deste caderno: /cossecxdx = —In|cossecx + cotgx| + C)
Portanto, 5 / cossec Osec’0dO =

= 5cossec O tgh — 51n | cossec 0 + cotg O] + C. (10.4)

Voltando ao tridngulo associado, observamos que cossec 6 =

V25 +x2

5
e cotgf = —, logo
X

X
V25 2 V25 25
5/cosse09se026d6:5i)—c—51n J—l—— +C
X 5 X X
54++v25 2
= /25425 |2 YR o (10.5)
X

Finalmente, substituindo 10.5 em 10.3, obtemos

54+V25+x2
X

V512
/de: V25422 —5In LC.
X

52
) / dx
V4 +x2

Primeiro, note que nenhuma das regras basicas de integragao
¢ aplicével. Para usar uma substituicdo trigonométrica, observe

CEDERJ 13
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que estamos no caso de integrais que tém termos da forma v/a? + x2
coma=2.

Figura 10.7

Do triangulo retangulo associado, tem-se:

{ x=2tg6

tge“ dx = 25ec20d0

VA2
Também ;—x =secO = V4 +x2 =2sech.

Assim,

22 2
/ 6029d9:4/tg205e00d0

2
X
/\/4+x 2secH
(10.6)

Observe que agora usamos a identidade trigonométrica

tg?0 = sec’0 — 1 em 10.6 para obter

4/tg20 sec6do :4/(se029— 1)sec6dO =

:4/sec3ede—4/sec9d9. (10.7)

Usando a Formula 1 da Aula 21 e a Férmula obtida no Exemplo
21.4, Médulo 2, temos:

/se09d9:1n|sec9+tg9]+C (10.8)

1 1
/sec39d6 = Esec@ tg9+§1n]se09+tg9| +C  (10.9)
Substituindo 10.9 € 10.8 em 10.7, temos
4/tg29 secOdB =2secOtg O+2In|secO+tgO|—4In|secO+tgO|+C

=2secO tg —2In|secH +tg6|+C

V4 +x? Va+x?  x
— 21n il
( 2 (2) > Tzt

14 CEDERJ



:% 4+x2—21n’ 4—|—x2—|—x’—|—C. (10.10)

Finalmente, substituindo 10.10 em 10.6, obtemos

2
X X
dx = —\/4+x2—2ln’ 4+x2+x‘ +C.
/\/4—i-x2 2

Exercicio 10.3.

Substituicao trigonométrica u =asec6

Calcule:

. /\/x2—25
' X

dx, onde x > 5

b. /(2617)()3, onde x > 2
xc—4)2

Solucio:

%)
x> —25
a. /7dx, onde x> 5

x
Primeiro, note que nenhuma das regras basicas de integragao
¢ aplicavel. Para usar uma substitui¢do trigonométrica, observe

que estamos no caso de integrais que tém termos da forma
Vx? —a? coma =5, onde x > 5.

Observe, na Figura 10.8, que neste caso a hipotenusa do trian-
gulo retangulo tem que ser x, um cateto ¢ @ = 5 e o outro cateto
(justamente o oposto ao angulo 0), pelo Teorema de Pitagoras,
s6 pode ser v/x2 — 52 = y/x2 —25. Como x > 5, lembre-se de

que Vx> —52=5tg0,0onde 0 < 6 < g

Vx-25

Figura 10.8

CEDERJ 15
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Do triangulo associado, tem-se:

sece—i: x=>5secH
5 dx=>5secOtg0do -

Vx2 =25
Também % =tgf = /x2—-25=51g0

/\/x2—25d /StgGSSeCGtngG
—_—ax = =
x

Assi
i (5secB)

5/tg20d0 - 5/(se029— 1)d6 = 5tg6 — 56 +C.

, 225
E claro do tridngulo associado que tg0 = % e como

T
x> 5, lembre-se de que vVx2 — 52 =51tg0,onde 0 < 0 < 5 As
restrigdes em O garantem que a funcao que define a substituigao

sec ¢ injetora e assim fica garantido que existe a funcdo inversa

6 = arcsec (95—C>

Finalmente, reescrevendo como uma fungao de x, resulta

Vx2 =25
/7)6 dx = \/x? —25— 5arcsec <§)+C.
X

b. /(2077)64)3, onde x > 2
x_

2

Primeiro, note que nenhuma das regras basicas de integragao €
aplicavel. Para usar uma substituicdo trigonométrica, observe
que estamos no caso de integrais que t€m termos da forma,

Vx? —a? coma =2, onde x > 2.

X
x4

2
Figura 10.9

Do triangulo retangulo associado, tem-se:

x=2secO

0="1=
eV =3 dx=2secOtg0do

16 CEDERJ



Vi —4
Também x2 =tgh = Vx2—4=2tg0.

Observe que vx% — 4 esta no denominador, assim € preciso que
tgO seja maior do que zero. Note-se que tgh > 0 para

T
0<o<Z.
=2

Assim,
/ dx _/ZSeCGtngG l/secede_
4)3 (2tg6)3 2 ) tg?20 "

cos? cos 6 1 .
4/0059 sen29 4/sen29 —Z/Sen 0 cos0do

o u=senb
Fazendo a substituicdo { du — cos0d0 ° obtemos

dx 1, 1 u! 1
/7@2—4)3_1/11 du—Z_1)+C——E+C—
1 1
_ C=—— -
4sen9+ 4( x274>

Finalmente, temos

/ dx . X \C
(2 —4)3 4/x2—4

INTEGRAIS ENVOLVENDO ax? +bx+c

As integrais que envolvem a expressdo quadratica
ax> +bx+c, onde a # 0 ¢ b # 0, podem ser frequentemente
calculadas, primeiro completando o quadrado e depois fazen-
do-se uma substituicdo apropriada. Os exemplos a seguir ilus-
tram esta ideia.

Exercicio 10.4.

Calcule as seguintes integrais:

a. /2\/8—2x—x2dx

b / 2 dx
. Vax —x?

. / dx
") (2 +6x+13)2

CEDERIJ 17

SEMANA E MODULO 2



Caderno de Calculo II | Método de Substituicdo Trigonométrica

dx
d. / :
(x2 +4x+13)2

/W

dx, onde x > 2
x+2

onde x > 5

¢ / xdx
. \/x2—6x+5,

Sugestiao: Completando o quadrado, transforme o integrando
em uma funcdo para a qual a substituicdo trigonométrica ¢
apropriada. Use depois, caso necessario, uma substituigdo tri-
gonomeétrica apropriada.

Solucio:

a. /2\/8—2x—x2dx

Completando o quadrado como foi sugerido, obtém-se
8—2x—x? =8—(x*+2x) =8+1— (¥ +2x+1) =9~ (x+1)%.

u=x+1

Isso sugere a substituicao
& ¢ { du = dx

Assim,
/2\/8—2x—x2dx:/2\/9—(x+1)2dx:2/\/9—u2du.

Primeiro, note que nenhuma das regras basicas de integracdo
¢ aplicével. Para usar uma substitui¢cdo trigonométrica, observe
que estamos no caso de integrais que tém termos da forma

Va2 —u? coma=3.

9-11°

Figura 10.10

18 CEDERIJ



Do triangulo retangulo associado, tem-se:

senG—E:> u=3senf
3 du=3cos0do
Vi
Também, " =c0s0 = /9 —u?=3cos 0.
Assim,

/2,/9—(x+1)2dx=2/\/9—uzduzz/scose(scose)de:

1 2
:18/c0529d9:18/ (#) d9=9/(1+cos29)d9:

9 9
:99+§sen29+C:99+§2sen0 cosO+C=

) e95) (57 ve-

= Qarcsen

= Qarcsen

)+uvO=i 0=

(
(

— 9arcsen <x§1> F 1)+ 12+C=
(

1
= 9arcsen )H; > +(x+1)v8—2x—x*+C.
x2 dx
Vdx — x?

Completando o quadrado como foi sugerido, obtém-se
by —x? = —(x* —dx) =4 — (x* —dx+4) =4— (x—2)°.

. =x—-2 = 2
Isso sugere a substituicao { H=X—z=x=u

du =dx
Assim,
2dx x> dx (u+2)? (? +4u+4)du
Vdx — x? Va—(x—2)? V4 — u2 V4 —u?
u? udu du
= [ ———=+4 +4 10.11
/1/4_u2 /4_u2 /4_u2 ( )

3) 2) (1)

CEDERJ
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Resolvendo (1):

Note-se que uma das regras basicas de integragao

=

arcsen ( ) + C3 ¢ aplicavel, logo

-2
= 4arcsen( ) + C3 = 4arcsen (%) + G5

(10.12)

[
Va—u? 2
Resolvendo (2):

Observe que podemos integrar imediatamente (2), se fizermos
uma substituicao simples do tipo z = 4 — u?> = dz = —2udu.

De fato,

u I |
4/ du:4/4—u2 _7udu:—2/z_7dz:
Va4 —u? ( )

1

=2 = 4B ) O = -4V 4 G =
2

=44 (x—22+Cr = —4/Ax—x2+C,  (10.13)

Resolvendo (3):

Note-se que nenhuma das regras basicas de integragao € aplicavel.
Vamos usar uma substitui¢do trigonométrica; observe que

V4 —u? ¢ da forma va? —x? com a = 2.

A\ =
Vi

Figura 10.11

Do triangulo associado, tem-se:

u=2sen6
du=2cos0d0

u
sen9—§:>{

2

v =cosO = /4 —u?2=2cos0.

Também

20 CEDERIJ



Observe que V4 —u? estd no denominador, assim ¢é preciso
que cos 6 seja maior do que zero. Note-se que cos 6 > 0 para

i 4
Assim,
/ u? du _ (2sen9)2200s9d0:4/Sen29d9
V4 — 2 2cos 0

| — c0s20
:4/%519 — 20— sen26 4 C
=26 —2senBcos B +C;

= 2arcsen (g) —2(2) ( 4—u2> +C

2 2
u u
= 2arcsen (§> — 5\/4—u2+C1

-2 -2
= 2arcsen (x_) - 4—(x=2)2+C

2 2

2

-2 -2
= 2arcsen (x_) —XT\/4x—x2+C1 (10.14)

Substituindo 10.14, 10.13 ¢ 10.12 em 10.11, obtemos

x? dx (x—2> (x—2)
———— =2arcsen — Viax —x2 —d/4x — 2
Vdx — x? 2 2

+ 4 arcsen (%) +C

Finalmente, resulta

x> dx x—2 (x+6)
———— = 6arcsen - Viax—x24C.
Vax —x2 < 2 > 2

/ dx
~J (2 46x+13)?
Completando o quadrado, obtém-se
K 6x+13=(x*+6x+9)—9+13 = (x+3)* +4.

u=x+3

I bstituica
$s0 sugere a substitui¢ao { du — dx

Assim,

/ dx _/ dx _/ du
(x2 +6x413)2 [(x+3)2 + 4 A EETE
(10.15)
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Primeiro, note que nenhuma das regras basicas de integracdo
¢ aplicével. Para usar uma substitui¢cdo trigonométrica, observe
que estamos no caso de integrais que tém termos da forma

Va2 +u? coma = 2.

Figura 10.12

Do triangulo retangulo associado, tem-se:

u u=2tg0
tge‘i;‘{ du = 25ec*0dO
Também,
N
secO = u2+ = V2 +4=2secO = u’+4 = 4sec’0.
Assim,

u sec sec
/ d _/2 2040 2 29d6_l/ﬂ
(2 +4)2 ) (4sec?20)? 16sec*® 8. sec?O

:%/w#@d@:é/(%) do

1 1 1 1
= RG+3—2$en20+C— E9+3—2(2sen9 cosf)+C

—iarct (E>—&-L . 2 +C
“16708\2) "6 \Viera) \Viera) T

Reescrevendo como uma funcéo de x:

W42 1678\ 2 8 \x2+ 6x+ 13

(10.16)

Substituindo 10.16 em 10.15, temos

/ dx —1arct x+3 +1 x+3 LC
Rrexr13)? 16082 )8\ @rextr13) "



d / S —
. (x? +4x + 13)%
Completando o quadrado, obtém-se
XA+ 13= (2 +4x+4)—4+13=(x+2)>+9.

u=x-+2

1 c s
$so sugere a substituicao { du — do

Assim,

( 2 7(_+ 2 9 2 9

Note-se que nenhuma das regras basicas de integragao € aplicavel.

Vamos usar uma substitui¢do trigonométrica.

Figura 10.13

Do triangulo associado, tem-se:

LN u=3tg0
g6 = 3 {du:3sec26d6 ’

Também,

)
secO = “ + = Vur+9 =3secH = u® +9 = 9sec’H.

Assim,
/ / 3S€C29d9 /sec29d9 /
uz +9)3 ) (32sec20)3 "9/ Tsec?0 sec 6

1 1 1 u
= §/cosed0:§sen9+C:§( u2+9> +C.

Logo,

d 1 2
/7”3:— T Ve (10.18)
(2 +9)7 I \Vx2+4x+13
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Substituindo 10.18 em 10.17, resulta
d. 1 +2
[ -] <X—> e
(2 +4x+13)2 9 \Va2+4x+13

/\/x2+4x—5

dx, onde x >1
x+2

Completando o quadrado, obtém-se

P dx—5=(2+4x+4)—4-5=(x+2)>-09.

T U=x+2=x=u—2
Isso sugere a substituicdo { du— dx . Note-se
que como x > 1, entdo u > 3.
Assim,
/\/x2+4x I /\/ (x+2)2 /\/
x+2 B x+2

Primeiro, note que nenhuma das regras basicas de integragdo
¢ aplicével. Para usar uma substitui¢cdo trigonométrica, observe
que estamos no caso de integrais que tém termos da forma

Vu? — a* com a = 3, onde u > 3.

u
-9

3
Figura 10.14

Do triangulo retangulo associado, tem-se:

u=23secO

0="=
v =3 du=3secOtg0dl

Também,

ViZ =9
tgh = “3 = Vu2—9=31g#.



Assim,
/‘/Jer /\/ﬁd /v
x+2 a x+2 N
3tgfO(3secHtgh) =~ 2 _ / 29 _
/ s d0_3/tg 046 =3 [ (sec20—1)d8

=3tg6—-30+C=3

Vur—9
u3 —3arcsec§+C

2
= /X% +4x—5—3arcsec (%) +C

onde x> 5

/ xdx
) VA —6x+5
Completando o quadrado, obtém-se

b +S5=x"—6x+9-9+5=(x—3)*—4.

o s =x—3=x=u+3
Isso sugere a substitui¢ao + . Note-se
d =dx
que como x > 5, entdo u > 2.

Assim,

/ﬁ”:/ﬁd’“

u+3
— [ —/ du+3/ (10.19)
\/— \/—
0 )

Resolvendo (1):

Observe que podemos integrar imediatamente (1), se fizermos

uma substitui¢do simples do tipo z = u?> — 4 = dz = 2udu =
dz

udu = —

R
u 1 1 1
Assim, du:/ uw—4 _7udu:—/z_7dz
= ( ) 3

ZT2+C1 = (u2—4)% +C1 =V u2—4+C1
2

(x—=3)2—4+4C; =Vx2—6x+5+C (10.20)

CEDERIJ 25

SEMANA m MODULO 2



Caderno de Calculo II | Método de Substituicdo Trigonométrica

Resolvendo (2):

Primeiro, note que nenhuma das regras basicas de integracdo
¢ aplicavel. Vamos usar uma substitui¢do trigonométrica; ob-
serve que estamos no caso de integrais que t€ém termos da forma

Vu? —a? com a =2, onde u > 2.

u
Vi'-4
0

2
Figura 10.15

Do triangulo associado, tem-se:

u=2secH

G—E:>
) du=2secOtg0dl

ViZ—4
Também g = ”2 = Vil —4=21g0.

Observe que v u? — 4 estd no denominador, assim tg 6 tem que

ser maior do que zero. Note-se que tg0 > 0 para 0 < 0 < %

Assim,

3/ du _3 2secOtgH
\/u2—4_ 2tgH

do :3/sec9d9

ur—4
2

=3In|secO+tgO|+C, =3In g+ +G

x—=3+Vx2—6x+5
2

=3In +C;

zslnjx—3+\/x2—6x+5)+c3 (10.21)
Substituindo 10.21 ¢ 10.20 em 10.19, resulta

xdx
_ 2 _ 2 _
/7)62_6”5_\& 6x+5+31n)x 34+ Vx 6x+5)+c.
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CALCULO DE INTEGRAIS DEFINIDAS

Exercicio 10.5.

Mudando os limites de integracao

In4 e

—dt.
0 Ve +9

Sugestdo: Faca uma substituicdo adequada para tornar o exercicio

Calcule a integral definida

mais simples e depois poder aplicar a substitui¢ao trigonométrica.

w=¢
dw=é dt
definida, precisamos considerar os limites de integracdo, isto ¢, en-
quanto ¢ varia desde ¢ = 0 até ¢ = In4, w varia desde w = ¢ = 1 até
w=e"* =4, Logo,

Solucdo: Fazendo a substituigdo , sendo a integral

4 dw

In4 et
7d[ — R
/0 Ver 49 1 Vw249

Para resolver a ultima integral a direita, note-se que nenhuma das
regras basicas de integracdo ¢ aplicdvel. Podemos avaliar esta nova
integral usando a substitui¢ao trigonométrica. Estamos no caso de in-
tegral que tem termos da forma v/a2 +w? com a = 3.

(10.22)

Figura 10.16

Do triangulo retangulo associado, tem-se:

w w=3tg0
g6 = 3 :>{ dw=3sec?0d0 -

249
Também 5609:%: w2 +9=23sech.

Hé duas abordagens para resolver a ultima integral a direita em
10.22: podemos fazer a substituicdo trigonométrica na integral in-
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definida e, entdo, calcular a integral definida usando os limites de
integragdo em w, ou podemos fazer a substituicdo trigonométrica na
integral definida e converter os limites em w nos correspondentes li-
mites em 6.

Vamos resolver este exercicio seguindo a primeira abordagem.
Assim,

3sec’0d6
/ = [sec0dO =In|secd+1tg6|+C,
Vw2 + 3secH /
w2+9

=In|—

+C1 ln’\/ +w’+C

3

Logo,

In4 et
- - 2
/0 62t+9dt /1 _dw ln‘\/w —i—wH
zln‘\/16+9+4‘ —1n)\/1—|—9+1) :1n9—1n)\/10+1‘.

Exercicio 10.6.

6.,/x2-0
Calcule a integral definida / ———dx.
30X

Solucio: Primeiro, note que nenhuma das regras bdasicas de
integracdo € aplicavel. Vamos usar uma substitui¢do trigonométrica,
observando que estamos no caso de integrais que t€ém termos da forma

Vx2 —a? com a = 3, onde x > 3.

Figura 10.17

Do triangulo associado, tem-se:

sech =¥ = x=3secH
3 dx=3secOtg0do °
VaZ =9
Também  tg = x3



Ha duas abordagens para resolver a integral definida dada: pode-
mos fazer a substitui¢c@o trigonométrica na integral indefinida e, entdo,
calcular a integral definida usando os limites de integragao em x, ou
podemos fazer a substitui¢ao trigonométrica na integral definida e con-
verter os limites em x nos correspondentes limites em 6.

Vamos resolver o exercicio seguindo a segunda abordagem.

A integral dada ¢ definida precisamos considerar a mudanga dos
limites de integragao, isto ¢, enquanto x varia desde x = 3 até x = 6,

6
varia desde 6 = arcsec 3= arcsec(1) =0 até 6 = arcsec 7 — arosec (2)=

g. Assim, 0< 6 < =

3
6 /v2 _ 3t
A551m/ a / g0 T aplsecOtghdo
(3sec6)?
LI T ec20 — 1 z
_ [T 9d9:/3%dG:/3(sece—cose)d9
0o secH o secH 0
3 3 3 5
:/ sechG—/ cosGdGzln]seCO—i—tgG\] —sene}
0 0 0 0

zln)sec§+tg§’ —In|sec0+tgO| —sen§+sen0

~inf2+ V3| - L2,

Exercicio 10.7.
2vV3 3

Calcule a integral definida —dx

0 16 —x2

Solucio: Primeiro, note que nenhuma das regras basicas de
integracdo ¢ aplicavel. Podemos avaliar esta nova integral usando a

substitui¢do trigonométrica, estamos no caso de integral que t€m ter-
mos da forma va? —x% com a = 4.

16-x*

Figura 10.18
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Do triangulo retangulo associado, tem-se:

nG—f:> x=4sen0O
senv =7 dx =4 cos 0d6

V16 —x2
Também, Tx =c0s0 = \/16—x2 =4 cosH.

Hé duas abordagens: podemos fazer a substitui¢do trigonométrica
na integral indefinida e, entdo, calcular a integral definida usando os
limites de integracdo em x, ou podemos fazer a substitui¢ao trigo-
nométrica na integral definida e converter os limites em x nos cor-
respondentes limites em 6.

Vamos resolver o exercicio seguindo a segunda abordagem.

A integral dada ¢ definida; precisamos considerar a mudanga dos
limites de integragdo, isto €, enquanto x varia desde x = 0 até x = 243,

0 2v/3
0 varia desde 0 = arcsen ;= arcsen(0) =0 até 6 = arcsenT\/_ =

3
arcsen g = g Assim 0 <6 < g, portanto

23 3 z 4 0 3 n
/ xidx:/3M4cos6d6:64/356n39d9
0 V16 —x? o 4cosO 0
(10.23)

onde

LR 5o 3 2
/ sen 9d6:/ sen GsenGdez/ (1 —cos“0)sen0dO
0 0 0

(10.24)
Hé novamente duas abordagens para calcular a dltima integral a di-
reita: podemos fazer uma nova substituicdo na integral indefinida e,
entdo, calcular a integral definida usando os limites de integracdo em
0, ou podemos fazer uma nova substituicdo u na integral definida e
converter os limites em 6 nos correspondentes limites em .

Vamos resolver o exercicio seguindo a primeira abordagem.
/(1 —cos?0)senHdO = /senGdG — /cos29 sen0do

cos> 0

= —co0s0+ +C.

Logo,

B

3 2
/ (1 —cos“0)senOd6 = —cos O +
0

cos> 0 5
3

0



1 1 1 1 1 1
= —cosz+—cos3z+cosO— —cos’0=—= + <§> . (—) +1—=

37373 3 2 8 3
1 1 2 —1241416 5
=St tIT— o — =5 (10.25)

Substituindo 10.25 em 10.24 ¢ 10.24 em 10.23, resulta

2\/§ 3
B S N R I U
0 V16—x2 24 3

Apenas como informagao, seguindo a segunda abordagem o pro-
cesso € o seguinte:

Facamos a substitui¢do u=cosf Logo, os limites em
¢ ¢ du—=—sen8dg %
u correspondentes a 6 =0 ¢ ng s80 6 =0=u=-cosO0=1
G—E:>u—cosz—l
3 32
Assim,
P 1 371
3 2 2 2 u
/ (I —cos 9)sen9d9:—/ (1 —uw)du=—u+—
0 1 3
1 11 1 1 1 2 —12414+16 5
2+<3 8>+ 3 2+24+3 24 24

(10.26)

Substituindo 10.26 em 10.24 € 10.24 em 10.23, resulta novamente

2V/3 3
/ Y a2 oW
0 V16—x2 243

PASSO A PASSO DE ALGUNS EXERCICIOS PRO-
POSTOS NO CADERNO DIDATICO

Exercicio 10.8.

Calcule as seguintes integrais:

5
a. / Vx2425dx
0

2
X
b. /7dx
V9 —4x2
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=
c. | ———dx
x2 =2

(Aula 22 do caderno didatico, exercicios propostos niimero 5,7 e 9,
respectivamente)

Solucio:

5
a. / Vx2+25dx
0

Primeiro, note que nenhuma das regras basicas de integracdo
¢ aplicével. Para usar uma substitui¢cdo trigonométrica, observe
que estamos no caso de integrais que tém termos da forma

va?+x?coma=>5.

Observe, na Figura 10.19 a seguir, que, nesse caso, o cateto
oposto ao angulo 6 ¢ x, o outro cateto ¢ @ = 5 ¢ a hipotenusa
do triangulo retangulo, pelo Teorema de Pitagoras, s6 pode ser
V52 +x2 =25+ 22,

5
Figura 10.19

Do triangulo retangulo associado, tem-se:
X x=5tg0
g6 = 5 - { dx = 5sec’0d0

V25 +x?
Também, % =secH = /25+x% =5secH.

Ha duas abordagens: podemos fazer a substitui¢ao trigonométrica
na integral indefinida e, entdo, calcular a integral definida usando
os limites de integragdo em x, ou podemos fazer a substituicdo
trigonométrica na integral definida e converter os limites em x
nos correspondentes limites em 6.

Vamos resolver este exercicio seguindo a primeira abordagem.
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Assim,

/\/x2+25dx:/5se09536029d0 :25/sec30d9.

Por outro lado, no Exemplo 21.4 do caderno didatico, foi pro-
vado que

1 1
/sec39d9 = Esecetg6+51n]se06+tg6|+c.

Logo,
25\/25 V5122
/\/x2+2 Sax= BYBHx D5, VB X o
5 57 2 5 5
25
25+x2+71n‘ 25+x2+x)+cl (10.27)

Usando o resultado obtido em 10.27 com os limites de integragao
em x, obtemos

/\/x2+2 dx—— 25+x2+—1n]\/25+x2+x]]

= 3\/25+52 + 71n\\/25+52 + 5 - 9\/25+02 —
2751n‘\/25+02+0‘ 25f+—1n}5\f2+5‘__1n5

_ 2_5\/§+2_51n}5(\/§+1)}—71n5
\/_+— [ln5+ln<\/§+1>} —22—51n5
\/_+—ln<\/§+l)

/xidx
V9 — 42

Primeiro, note que nenhuma das regras basicas de integracao ¢
aplicavel. Para usar uma substituicao trigonométrica, observe

que V9 —4x2 ¢ da forma Va2 —u? coma =3 e u = 2x.
.o e~ ~ u
Facamos primeiro a substitui¢cao simples u = 2x entdo x = 5

e dx= %, logo

/\/9)6—274;# /mz 8/\/_du (10.28)

CEDERJ 33

SEMANA m MODULO 2



Caderno de Calculo II | Método de Substituicdo Trigonométrica

‘Vamos resolver

2
du
V9 —u?

-1’

Figura 10.20

Do triangulo retangulo associado, tem-se:

sen9—22> u=3senf
3 du=3cos0d0 °
9 — 2
Também, 3 =c0s0 = V9 —u?=3cosH.
2 9 2
Assim, / " >en 9 059d9:9/sen20d0
v9—u

1—cos20 1 1
_9/fd0 —9 (59— Zsenz@) +C

1 1 9
=9 (59— Z2sen9 cosG) +C= —arcsen( )——u\/9—u2+C

2

2

9
= —arcsen < > —xV9—4x2+C. (10.29)
Substituindo 10.29 em 10.28, obtemos

9 X
—2/9 2
/m 16arcsen< > 2 —4x-+C.

2
X
iy
Vx2—2
Primeiro, note que nenhuma das regras basicas de integracao

¢ aplicavel. Para usar uma substitui¢do trigonométrica, observe
que estamos no caso de integrais que tém termos da forma

Vx2 —a? com a = v/2, vamos supor x > /2.

Observe, na figura a seguir que, neste caso, a hipotenusa do
triangulo retangulo tem que ser x, um cateto é a = /2 e o ou-
tro cateto (justamente o oposto ao angulo 0), pelo Teorema
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2
de Pitagoras, s6 pode ser {/x? — (ﬁ) = vx?2—2. Como

x> \/Z lembre-se de que vVxz —2 = \/Etg 0,onde 0 <0 < g

P )
0
2

Figura 10.21

Do tridngulo associado, tem-se:

secf = —— = x = V2 sech
V2 dx=+/2secOtghdd

V22
Também, i =tgfh = V/x2—2=121gh.

V2
Assim,
x? 2se029
V2secH tg6do
| 7= Frge 20
= /2se020 sec0dO :2/sec39d9. (10.30)

Por outro lado, no Exemplo 21.4 do caderno didatico, foi pro-
vado que

1
/sec 0do =~ secGtg6+—ln]se06+tg6|+C
Logo,
_lx Va2 1
22 V2 2
1 1
/sec39d9:2x\/x2—2+§1n’x+ \/x2—2)+cl (10.31)

X +\/x2—2

+C

Substituindo 10.31 em 10.30, temos

= %x\/x2—2+ln‘x+ \/x2—2’+C1.

ol dx
Vx2 =2
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Exercicio 10.9.

Calcule as seguintes integrais:

dx dx
favaeaa b [ 2 e [T
n [x/mas Va2 ) i axeg

(Aula 25 do caderno didatico, exercicios propostos niimero 3, 13 e
23, respectivamente)

dx
d / 1
(9x2 + 6x —8)2

Sugestao: Completando o quadrado, transforme o integrando em uma
fungdo para a qual a substitui¢do trigonométrica é conveniente. Use
depois uma substitui¢ao trigonométrica apropriada.

Solucio:

a. /x\/ 2x —x2dx

Completando o quadrado como foi sugerido, obtém-se
- =—(F-2)=1-(F -2+ 1)=1—(x—1)%

u=x—1=x=u+1
du = dx '

Assim, /xﬂdx:/x\/l—(x—l)zdx
:/(u—l—l)Mdu:/MMdu—f—/Mdu

- (_1—2)/(—2)u(1 —uz)%du—i-/Mdu

:L l—u 7—l—/\/l—udu— 2+/\/1—udu

(—2)

Isso sugere a substitui¢do {

w
[}

3

2

1—(x— 1
Z—(x—+/\/1—u2du (10.32)
Vamos calcular / V1 —u?du.



Primeiro, note que nenhuma das regras basicas de integragao

¢ aplicével. Para usar uma substituicdo trigonométrica, observe

que estamos no caso de integrais que tém termos da forma
a*>—u*coma=1.

Vi—a?
Figura 10.22

Do triangulo retangulo associado, tem-se:

u=-senb

9—2:>
Y= du=cos0do

VI—i2
Também 1 “ =cosO = /1 —u?=cos0.
Assim,

/\/l—uzdu:/cose(cose)deG:/coszedG

:/(%) dGz%/(l—i—cosZO) a0

1 1 1 1
= 59+Zsen29+c— 59+22sen9 cos0+C
1 1
= Earcsen(u) + Eu\/ l—u*+C (10.33)

Substituindo 10.33 em 10.32, temos /x V2x—xtdx =

[T

2x —x*? 1 1
= —%+Ear0sen(x— 1)+§(x— 1)V 2x —x%+C.
b / xdx
) V2x—?
Completando o quadrado como foi sugerido, obtém-se
- = —2)=1—(F—2+1)=1—(x—1)°.

u=x—1=x=u+1

1 c
sso sugere a substituicao { du = dx
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Assim,

/ xdx _/ xdx
V2x —x? V1= (x—1)?

:/%M /m /mdf—uz
:(2)/( 2u(l i) 2du+/\/_

Observe que, neste caso, as integrais resultantes sdo imediatas,
ja que a primeira ¢ uma substituicdo obvia e a segunda esta na
tabela de integrais imediatas, logo

(12)/( (1 — 1) 2du+/\/__u

2 (1—u?)2
:—ﬂ—i—arcsenu—i—C.

—2) 1

Portanto,

—(2x—x )% +arcsen(x—1)+C =

/ xdx
V2x—x2
=—+/2x—x?+arcsen(x— 1) +C.

. / dx
") x> +4x+38

Completando o quadrado, obtém-se
A +8= (P +Ax+4)+4=(x+2)"+4.

u=x-+2

Isso sugere a substituicao
& ¢ { du = dx

Assim,

dx du du
= = . 10.34
/x1+hA8 /kx+2ﬁ+4 /u2+4 ( )

Observe que, neste caso, a integral resultante ¢ uma integral
imediata, ja que

/ du —1arct u—i—C
2122 ey T

Logo,

dx 1 x+2 1 x
————— = sarct C = ~arct (— 1) C.
/x2+4x+8 2arcg( 3 >+ 5 aretg 2+ =+
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dx
Iy
(9x% 4+ 6x —8)>2

Completando o quadrado, obtém-se

2 1 1\?°
9x2+6x—8:9<x2+§x+§>—1—8:9<x+§) -9

1
u:3<x+§> =3x+1

du:3dx:dx:%

Isso sugere a substituicao

Assim,

/ dx | :/ 1 I
(9x% 4 6x — 8)2 [3(x+%)]2_9

1 1
3/ u2_32du (10.35)

Primeiro, note que nenhuma das regras basicas de integracao

¢ aplicavel. Para usar uma substitui¢ao trigonométrica, observe

que estamos no caso de integrais que tém termos da forma
u? —a? coma = 3.

-9

3
Figura 10.23

Do triangulo retangulo associado, tem-se:

u=23sech

0=2=
VT3 du=3sechtg0dl

ViZ =9
Também, tg@ = ”3 - Vi2—9=31tg0.
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Assim,

/\/732 u—/3 3secOtgOdo = /sechG

ViZ =9
=In|sec0+tgf|+C=1In L

g 3 M+\/u2—9’+C1
zln‘3x+1+\/9x2+6x—8)+cl (10.36)

+C=In

Substituindo 10.36 em 10.35, temos

/(d—x 1n‘3x+1+\/9x2+6x— ‘+C1

Ox2 4 6x—38

Veja, no Apéndice 7, no final deste caderno, o passo a passo de
exercicios adicionais correspondentes a esta semana.
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Semana | 1; 4

INTEGRACAO DE FUNCOES
RACIONAIS POR FRACOES PARCIAIS

Lembre-se de que uma func¢do racional € o quociente de dois
« A . ~ . X
polindmios. Uma fungdo racional R(x) = %, onde p(x) e g(x)
q(x
sao polindmios, € dita propria se o grau do numerador for me-
nor do que o grau do denominador. Se o grau do numerador
for maior ou igual ao grau do denominador, entdo a fungao ra-
cional ¢ impropria. Por outro lado, qualquer funcdo racional
impropria pode ser escrita como a soma de um polindmio e de
X r(x .
P) =s(x) + Q Isto ¢, divi-
q(X) q(x)

dindo o numerador pelo denominador, o polindmio s € chamado
de quociente ¢ o polindmio » ¢ chamado de resto.

uma fungdo racional propria,

Em Algebra, costuma-se mostrar que toda fungdo racional

propria pode ser escrita de uma, e somente uma, maneira: como
Bx+C

(ax+b)k © (ax? +bx+c)k’

a funcdo quadratica ax? 4+ bx + ¢ é irredutivel, isto ¢,

b?> — 4ac < 0. Tais fragdes sdo chamadas de fracdes parciais.

r(x)

Quando uma fungdo racional propria R(x) = ﬁ ¢ expressa
q(x

como uma soma de fragdes parciais, a soma ¢ chamada a
decomposicio de R em fracoes parciais. Explicamos os de-
talhes para os quatro casos que ocorrem:

uma soma de fragdes do tipo onde

Caso I: O denominador ¢(x) é um produto de fatores
lineares distintos

Isto é, q(x) = (aix + by)(axx + b2)...(arx + by), onde
nenhum fator ¢ repetido. Neste caso, o teorema das fracdes
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parciais “proprias” estabelece que existem constantes A1, 4>, ...,
Ay, tais que

r(x) A1 A2 Ak
= + Fo—r
q(x)  axx+by  ax+b apx + by

Essas constantes podem ser determinadas como nos exemplos
seguintes.

Exemplo 11.1.
[ )

1—2x
Calcule /m X

(Aula 23 do caderno didatico, exercicio proposto n° 6)

1—2x
Solugdo: Observe que a fungdo = —————— ¢ uma fungdo
. ¢ . (.1u ¢do f(x) PTG R ¢
racional e ¢ propria, isto €, o grau do numerador ¢ menor que o grau

do denominador.

Fatoramos o denominador € como ele tem dois fatores lineares
distintos, a decomposi¢cdo em fragdes parciais tem a forma:

1—-2x 1—2x 4 n B
¥43x+2 (x+2)(x+1)  x+2 x+1

(11.1)

Para calcular as constantes, existem trés métodos diferentes. Neste
primeiro exercicio, a modo de exemplo, usaremos os trés métodos.
Na pratica, bastara usar apenas um método.

1° Método

Para determinar os valores de 4 e B, multiplicamos ambos os lados

da Expressdo 11.1 pelo produto dos denominadores (x+2)(x + 1),
obtendo

1 -2x=A(x+1)+B(x+2) (11.2)

Expandindo o lado direito da Equagdo 11.2 e escrevendo na forma
padrdo para polindmios, temos 1 —2x = Ax+ A4+ Bx+ 2B. Isto ¢,
—2x+1=(4+B)x+ (4+2B).

Assim, da igualdade de polindmios, temos:
Do termo constante A+2B=1 (11.3)

Do termo de grau 1 A+B=-2 (11.4)



Multiplicando por —1 a Equagao 11.4 e somando com 11.3, obtemos
B=3 (11.5)

Substituindo 11.5 em 11.3, temos
A=-5 (11.6)

Substituindo 11.5e¢ 11.6 em 11.1, da

l-2c _ 1-2x -5 3
243x+2  (x+2)(x+1) x+2 x+1

Assim,

/ 1—2x dx—/ 1—2x dx——S/ dx +3/ dx
R+3x+2 ) k+2)x+1) x+2 x+1

=—5Injx+2[+3Inx+1]+C

Os outros métodos alternativos para encontrar os coeficientes 4 ¢ B
sdo:
2° Método: Uso de limites para calcular as constantes

Vamos usar limites para determinar os valores de 4 e B da
Expressao 11.1.

1 —2x 1 —2x
S = = %
A A o, Rl sy L
.  (+2)(1=2%) . 1-2x
A=1 2 f(x) = lim ~—2 = =
Jim, (e +2)/00) = im o e D) T
1+4
:%:—5—>A:—5
: . (x+D)(1—2x) . 1—2x
Jm DS = lim N G D) A w2
1+2
:%:3:3:3
3° Método

Para determinar os valores de 4 ¢ B, multiplicamos ambos os lados
da Expressdo 11.1 pelo produto dos denominadores (x 4 2)(x + 1),
obtendo

1 -2x=A(x+1)+B(x+2) (11.7)

A Equagdo 11.7 € uma identidade, isto é, verdade para cada x € R.

CEDERJ
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O método consiste em dar valores convenientes para x na identi-
dade 11.7; a ideia ¢ escolher valores de x que simplificam a equacao:
“geralmente as raizes dos fatores do polindmio que estd no denomina-
dor da funcéo racional”.

Assim, se x = —2 em 11.7, obtemos

1-2(-2)=A(—2+1)+B0)=> 1+4=-A=5=-A=A4=—5

Também, se x = —1 em 11.7, tem-se

1-2(-1)=4(0)+B(-142)=14+2=B=3=B=B=3

INTEGRANDO UMA FUNC;&O RACIONAL IMPROPRIA

Exemplo 11.2.
[ )

2
Calcule / * +1 dx

xz—x

2

~ . . x+1r .

Solugio: Note-se que a fungdo racional R(x) = ——— dx é imprdpria
X=X

pois, neste caso, o grau do numerador € igual ao grau do denominador.

Vamos efetuar a divisdo dos polindmios:

X24+0x+1 | x*—x

—x2+x
0+ x +1
Assim
x> +1 x+1
2 =1+
X —X X —X

241 +1
/<;_x>dx—/<l+ al _x>dx—x+/ )dx (11.8)

Usando fragdes parciais para a ultima integral a direita (que agora ¢
uma fracdo propria), tem-se
x+1 A B

x(x—l):;—i_m (11.9)

Isto é,
x+1=A(x—1)+Bx (11.10)
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Sex=0 em 11.10, tem-se 0+1=4(—1)+B(0)=>4=—1.
Sex=1 em 11.10, tem-se 1+1=4(0)+B(1)=B=2

Substituindo os valores de A ¢ B em 11.9, temos

x+1 -1 2
x(x—1) x x—1
Logo,
1 —1 2
/x+ dx—/ — 4+ —— |dx=—Inlx|+2In[x—1|4+C
x(x—1) x  x—1

(11.11)
Finalmente, substituindo 11.11 em 11.8, temos

2

I

/x2+ dx =x—In|x| +2Injx— 1] +C.
X —X

Exemplo 11.3.
[ )

2% —11x%2 +20x — 1
Calcul / d
alcule 2—5x+6 X

(Aula 23 do caderno didatico, exercicio proposto n° 14)

2x3 —llx +20x—1

—5x+6
¢ improdpria pois, neste caso, o grau do numerador € maior que o grau

do denominador. Vamos efetuar a divisdo dos polindmios:

Solu¢ao: Note-se que a fungdo racional R(x) =

233 — 112 +20x— 1 ‘x2—5x+6
—2x° +10x% — 12x 2x—1
0— x4+ 8 — 1
+ 2 —5x+ 6

0 +3x+5
23 — 11x2 +20x — 1 3x+5
Assi =(2x—=1)+——"T"-
ssim, “5x+6 (2 =D+ 5576

23 — 11x% 4+20x — 1
Logo,/x 2x+0x dx:/(Zx—l)dx—l-/sz;de
X X

—5x+6 —5x+6

2

X 3x+5 3x+5
=27 _ _

> x+/( 3(x—2) dx = x* x+/

2x3—11x2+20x—1 3x+5
d 11.12

/ X2 —5x+6 x+/ * )

CEDERJ
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3x+5
Usando fragdes parciais para s que é uma fragdo
(x=3)(x—2)
propria, tem-se
3x+5 A B
= 11.13
-2 -3 -2 (11.13)

Vamos usar limites para calcular as constantes, isto é, 0 2° método.

3x+5
S = =T
S AC Rl s
. . 3x+5 . 3x+5
A=lim(x=3)/&) = limx=3) o= ~imT—%
:¥:14é/1:l4
. . 3x+5 . 3x+5
B=lim(x=2)/tx) = limx—=2) 5y =3y ~m 53

11

Substituindo os valores de 4 e Bem 11.13, da

s 14, -l
(x=3)(x—2) (x—-3) (x-2)

Logo,

3x+5 14 —11
" dx= | ——d —d
/(x—3)(x—2) * /(x—3) x+/(x—2) *
— 14Injx—3| — 11Injx—2[+C (11.14)

Finalmente, substituindo 11.14 em 11.12, temos

/2x3— 11x% +20x —

1
T 506 dx=x*+14In|x —3| = 11In|x —2|+C.

Caso II: O denominador ¢(x) é um produto de fatores
lineares, mas alguns deles siao repetidos

Suponha, por exemplo, que o primeiro fator linear (ajx+b;)
seja repetido r vezes; isto é, g(x) = (a1x + by) (axx + b3) ...
(arx+ by). Neste caso, o teorema das fragdes parciais “proprias”
estabelece que existem constantes A11,412,...,41,,42,..., A} ,
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tais que

r(x)  An A1 Ay A Ay

= +...+ + +...+ .
q(x)  aix+by  (arx+by)? (a1x+b1)"  axx+by ayx + by

Essas constantes podem ser determinadas como nos exemplos
seguintes.

Exemplo 11.4.
[ )

dx
Calcul /—
aleuie (x—1)(x+5)2

1
— ¢
(x—1)(x+5)2
propria, isto €, o grau do numerador € menor que o grau do denomina-
dor.

Solu¢ao: Observe que a fungdo racional R(x) =

No denominador, o fator linear (x + 5) ocorre duas vezes, entdo a
decomposicao em fragdes parciais ¢

1 4 B C
(x—1)(x+52 x—1 x+5 (x+5)?

(11.15)

Para determinar os valores de 4, B e C, multiplicamos ambos 0s
lados da Expressio 11.15 pelo produto dos denominadores
(x —1)(x+5)?, obtendo

1=A(x+5)>+Bx—1)(x+5)+Cx—1) (11.16)

Usando o 3° Método para calcular as constantes, obtemos:

Sex=1=1=4(145)*+B(0)(1+5)+C(0) = A= —
Se x=—5= 1= A(0)+B(—6)(0)+C(—5—1) = 1 :—6C:>C:—é

Falta descobrir B. Consideremos um valor arbitrario, digamos

x=0=1= %(5)24—3(—1)(5)—% (—é) (0-1)

25 1 25 6
31 31 —-36 5 1
B T g e v v T

CEDERJ
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Substituindo em 11.15 os valores de 4, B e C achados, da

I o -1 -1
G- D457 36(—1)  36(x+5)  6(x+5)

Assim,

/— /__L dx L odx
(x—1)(x+52 36/ x—1 x+5 6/ (x+5)?

1 -2
—%ln]x 1|——1n]x+5|—€/(x+5) dx
1 (x+5)
= L Linpegs 10 e
36 nlx—1| n] +5| =) +
LTI sl s+ :
T3 I s

Exemplo 11.5.
[ )

2 _
Calcule /wdx
x(x—2)32

(Aula 23 do caderno didatico, exercicio propostos n° 12)

x?—3x+4

x(x—2)2
Como o fator linear (x —2) ocorre duas vezes, a decomposi¢do em
fracdes parciais €

Solu¢do: Note-se que a fungao racional R(x) = ¢ propria.

2—3x+4 A4 B C

T2 x x=2 T Goap (11.17)

Para determinar os valores de 4, B e C, multiplicamos ambos os
lados da Expressdo 11.17 pelo produto dos denominadores x(x — 2)2,
obtendo

x> —3x4+4=A(x—2)* +Bx(x—2) +Cx.

Usando o 3° Método:

Se x=2=22-302)+4=C(2)=4-6+4=2C=C=1
Se x=0=4=4(0-22=4=1

Se tomarmos um valor arbitrario, digamos

x=1=1-34+4=(1-224+B(1-2)+1=2=14+(-B)+1=B=0
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Logo,

=R B
x(x—2)2 e x x—2 (x—2)? *

:/%+/()Ci7x2)2:1n|x]+/(x—2)zdx+C

Finalmente,

1 1
dx=Inx|+ ——+C=Inlx| - —— +C.

/x2—3x+4 —
(—2) —2)

x(x—2)?

Caso III: O denominador ¢(x) contém fatores quadraticos
irredutiveis, nenhum dos quais se repete

Suponha, por exemplo, que g(x) = (a1x + by)(axx+by)...
(agx + by)(ax® + bx +¢), onde b*> — 4ac < 0 . Neste caso, o
teorema das fragdes parciais “proprias” estabelece que existem
constantes A1,A4»,...,A;,B,C , tais que

r(x) A A» Ay Bx+C
= + +...+ +— .
q(x) aix+by  ax+b ax+by  ax*+bx+c
Bx+C )
Note-se que o termo # pode ser integrado completando-
ax*+bx+c

se 0 quadrado. Essas constantes podem ser determinadas como
nos exemplos seguintes.

[ Exemplo 11.6. ]

3x2 —3x+2
Calcul e S
aleule /(x—2)(x2+4) x

(Aula 24 do caderno didatico, exercicio proposto n° 3-a)

3x? —3x+2
x—2)(2+4)
propria. Como o denominador ¢ o produto do fator linear (x — 2) pelo
fator quadratico irredutivel (x> 4+ 4), a decomposicdo em fragdes par-
3x? —3x+2

ciais para m tem a forma:

Solu¢io: Note-se que a fungdo racional R(x) =

3x? —3x+2 A Bx+C
= 11.18
(x—2)(x2+4) x—2+x2+4 ( )

CEDERJ
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Para determinar os valores de A4, B e C, multiplicamos ambos 0s
lados da Expressdo 11.18 pelo produto dos denominadores
(x—2)(x* +4), obtendo

3x? = 3x+2=A(* +4) + (Bx+C)(x —2).
Usando o 1° Método resulta
3x? —3x+2 = Ax* + 44 + Bx* — 2Bx +Cx —2C
3x2 = 3x+2= (A+B)x*+ (C—2B)x+ (44 — 2C)

Assim, igualando os polindmios, temos

A+B=3 (11.19)
C—2B=-3 (11.20)
44-20=2 (11.21)

Multiplicando a Equagdo 11.20 por 2, e somando com a Equagdo
11.21, temos

2C—4B= -6
—2C+44=2
44 —4B = —4
Ou seja,
A—B=-1 (11.22)

Somando as Equagdes 11.19 e 11.22, temos 24 =2 = A4 =1, subs-
tituindo este valor de 4 em 11.22, temos

B=2 (11.23)
Substituindo 11.23 em 11.20, temos
cC=1. (11.24)

Substituindo os valores de 4, Be Cem 11.18, da

3x% —3x+2 1 +2x+1
(x—2)(x2+4) x—2 x2+4°
Assim,

/ 3x2 —3x+2 J / dx N 241
————dx= [ — —— |dx
(x—=2)(x>+4) x—2 x> +4
In| 2’+/ 2xdx n dx

=lIn|x— .

x> +4 x?+4
Portanto,
3x2 —3x+2 5 1 x
——————dx=In|x—2|+1 4)+ —arct (—) C.
/(x—2)(x2+4) x=1In|x—2|+In(x"+ )+2arcg )T



[ Exemplo 11.7. ]

3
x> —4x+5

Calcul inte int 1 d

alcule a seguinte integra /xz(x2—4x+5) X

(Aula 24 do caderno didatico, exercicio proposto n° 3-b)

B X —4x+5

Cox2(x? —4x+5) ¢
propria. Por outro lado, considere o polindmio x> —4x +5. O dis-
criminante A do polindmio dado é A = b? —dac = 4*> — 4(1)(5) =
16 —20 = —4 < 0, isto ¢, o polindmio dado ¢ irredutivel. Como o
denominador da fung¢do racional ¢ o produto do fator linear repetido
x? pelo fator quadrético irredutivel x*> — 4x + 5, a decomposicdo em

X —4x+5

fracOes parciais para ———————— resulta
coesp pata 2 (x> —4x+5) i

Solu¢ao: Note-se que a fungdo racional R(x)

3

x*—4x+5 A B Cx+D
o A2 e 11.25
x2(x2 —4x+5) x+x2+x2—4x+5 ( )

Para determinar os valores de 4, B, C e D, multiplicamos ambos
os lados da Expressdo 11.25 pelo produto dos denominadores
x*(x* —4x+5), obtendo

X —4x+5=Ax(x* —4x+5) +B(x* —4x+5) + (Cx + D)x*.
Usando o 1° Método, obtemos

¥ —4x+5 = Ax> — 44x> + 5Ax + Bx*> — 4Bx + 5B + Cx*> + Dx?

X} —4x+5=Ax> + Cx* + Bx? — 44x* + Dx*> + 5Ax — 4Bx + 5B

¥ —dx+5=(4+C)x> + (B—44+D)x* + (54— 4B)x+ 5B

Assim, da igualdade de polindmios, temos

A+C=1 (11.26)
B—44+D=0 (11.27)
S4—4B=—4 (11.28)

SB=5 (11.29)

Portanto, de 11.29, obtemos
B=1 (11.30)
Substituindo 11.30 em 11.28, temos 54 —4 = —4, isto €,

A=0 (11.31)
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Substituindo 11.31 em 11.26, temos
Cc=1 (11.32)
Substituindo 11.30 ¢ 11.31 em 11.27, temos
D=-1 (11.33)
Substituindo os valores de 4, B,C e D em 11.25, da

X —4x+5 0 1 lx+1
S O s
X*(x2—4x+5) x x2 x*—4x+5

Assim,
X —4x+5 1 x—1
= T k= (=+—"""_ )4
/xz(x2—4x+5) * /<x2+x2—4x+5> *
i x—1 1 / x—1
d. = ——d. 11.34
/ x+/x2 4x+5 d P 2 a5 ( )

Vamos calcular a ultima integral a direita.

Note-se que x> —4x+5 =x> —dx+4+1= (x—2)>+ 1. Logo,
x—1 x—1
——dx= | ————d
/x2—4x+5 * /(x—2)2+1 !

_ =x—-2 =2
Fazendo a substitui¢ao =x o tu , temos
du = dx

x—1 24u—1 14u
————dx= | ———du= d
/(x—2)2+l * / 21 /u2+1 !
1 u 1 2
:/u2+1du+/u2+ldu:arctg(u)—kiln(u +1)+C

1
=arctg(x —2) + Eln (x=2)*+1)+C

1
= aretg(x—2) + 5 In(x* —4x+5)+C (11.35)
Substituindo 11.35 em 11.34, temos

3
X’ —4x+5 1 1 )
/mdx:—;+arctg(x—2)+§1n(x —4x+5)—|—C
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Caso IV: O denominador ¢(x) contém fatores quadraticos
irredutiveis repetidos

Suponha, por exemplo, que g(x) = (a1x+ by)(axx+b7)...
(axx + by) (ax® + bx +c)”, onde b*> —4dac < 0 . Neste caso, 0
teorema das fracdes parciais “proprias” estabelece que existem
constantes Ai,A43,...,4x,B1,C1,B2,Co,...,B,,C,. , tais que

r(x) A A> A, Bix+C;
= 4+ ...+ 5
q(x)  aix+by  ax+by ax+by  ax*+bx+c
Box+Cy n B.x+C,
(ax?+bx+c)?  ~ (ax®+bx+c)"
B,x+C,

Note-se que cada termo ~ pode ser integrado

(ax?+bx+c)
primeiro, completando-se o quadrado. Essas constantes podem

ser determinadas como nos exemplos seguintes.

Exemplo 11.8.
[ )

4
x"+1
Calcule /mdx

¥
x(x% 4 1)?
Como o denominador ¢ o produto do fator linear x pelo fator quadratico
irredutivel repetido (x> +1)?, a decomposigdo em fragdes parciais para
1
x(x2+1)2

Soluc¢do: Note-se que a fungdo racional R(x) = é propria.

tem a forma:

xt41 _ A4, Bx+C  Dx+E (11.36)
x(2+12 x  x2H1 (@4+1) '

Para determinar os valores de 4, B, C, D e E, multiplicamos ambos os
lados da Expressdo 11.36 pelo produto dos denominadores x(x* +1)2,
obtendo

A=A+ 1) 4+ (Bx+C)x(x* + 1) + (Dx + E)x
Usando o 1° Método, obtemos
1 =404+ 20% + 1)+ (Bx +C)(x* +x) + (Dx* + Ex)

1l =A* 242 + A+ BxX* + B2 +Cx3 + Cx+ Dx* + Ex

P+ 1=(A+Bx*+Cx* +(24+B+D)x>+ (C+E)x+4
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Assim, da igualdade de polindmios, temos

A+B=1 (11.37)
C=0 (11.38)
24+B+D=0 (11.39)
C+E=0 (11.40)
A=1 (11.41)

Substituindo 11.41 em 11.37, temos

B=0 (11.42)

Substituindo 11.41 € 11.42 em 11.39, temos

D=-2 (11.43)

Substituindo 11.38 em 11.40, temos

E=0. (11.44)

Substituindo os valores de 4, B, C, D ¢ E em 11.36, da

1 1 Ox+0 —2x+0

x(x2+1)2 R +(x2+1)2'

Assim,

/ x* 1 / / —2xdx
dx—
(x241)2 (x241)32

4
x'+1 2xdx
————dx =1 — | —— 11.45
/x(x2+l)2 x =Injd /(x2+1)2 ( )
Fazendo a substituicao u=x'+1 na ultima integral da di
h e du = 2xdx u &
reita, temos
2xdx du | 1
— = ==—u =——+C 11.46
/(xz—kl)2 /u2 ! (xz—kl)+ ( )

Substituindo 11.46 em 11.45, temos

X1 1
———dx =1 —+C.
/x(xz—i-l)2 * n’x|+(x2+l)+
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Exemplo 11.9.
[ )

3+ 82+ 11x+4
Calcule /
x(x% +2x +2)?

(Aula 24 do caderno didatico, exercicio proposto n° 3-d)

3 , 363+ 8x% + 11x+4
Solucio: Note-se que a fungao racional R(x) = xx (—; 5 j_ 2—: T ;);_

é propria. Por outro lado, considere o polindmio x> + 2x +2. Como o
discriminante A do polindmio é A = »* —dac = 4 — 4(1)(2) =

4—-8=—-4<0, ele ¢ um polindmio irredutivel. Usando fracdes
arciais para 3+ 8+ 1x+4 obtemos:
P P x(x2+2x+2)2 '
3x3+8x2+11x+4_A Bx+C Dx+FE

x(24+2x+2)2 x4+ 2+2 0 (¥ +2x+2)2

363 +8x + 1x +4 = A(x* +2x +2)2 + (Bx + C)x(x? + 2x +2) +
(Dx+E)x

30 4+ 82 4+ 1x+4 = A(x* +2x + 2)(x* + 2x +2) + (Bx + C)x(x* +
2x+2)+ (Dx+E)x

303 8%+ Tl +4 = A(x* + 203 + 22 +2x° + 40 + 4+ 2% +-dx +
4) + (Bx+ C) (x> 4+ 2x* + 2x) + Dx* + Ex

303+ 8x? + 11x+4 = A (x* +4x> + 8x? + 8x+4) + Bx* +2Bx> + 2Bx* +
Cx> +2Cx* +2Cx+ Dx*> + Ex

303 +8x2 + 11x+4 = Ax* +44x> 4 84x* + 84x+ 44 + Bx* +2Bx> +
2Bx? + Cx3 +2Cx> 4+ 2Cx+ Dx* + Ex

3x3 4+ 8x% 4+ 11x+4 = Ax* + Bx* +2Bx> +4A4x3 +Cx> + 84x* +2Bx* +
2Cx? + Dx? +2Cx + 8Ax + Ex + 44

36+ 8 + 1lx+4 = (A+B)x* + (2B+44+C)x> + (84 +2B+2C +
D)x* 4+ (2C+ 84+ E)x+44

Assim, da igualdade de polindmios, temos

A+B=0 (11.47)
44+2B+C=3 (11.48)
84+2B+2C+D =38 (11.49)
84+2C+E =11 (11.50)
44 = 4 (11.51)
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Portanto, de 11.51, obtemos
A=1 (11.52)
Substituindo 11.52 em 11.47, temos
B=-1 (11.53)
Substituindo 11.52 ¢ 11.53 em 11.48, temos 4 — 2+ C = 3, isto &,
Cc=1 (11.54)
Substituindo 11.52, 11.53 e 11.54 em 11.49, temos 8 —2+4+2+D =8,
isto é,
D=0 (11.55)
Substituindo 11.52 € 11.54 em 11.50, temos 8 +2+ £ = 11, isto é,

E=1 (11.56)

Assim,

/3x3+8x2+11x+4d / e 0 S J
x=[ |- x
x(x% +2x+2)? x X2 42x+2  (2+2x+2)?

—x+1 1
=1 S — 11.57
n|x’+/ P L /(x2+2x+2)2 * (11.57)

Vamos calcular as duas ultimas integrais de 11.57.

Note-se que, x> +2x+2 =x> +2x+1+1 = (x+1)> + 1. Logo,
u=x+lex=u—1
du=dx

/3x3+8x2+11x+4 In| H_/ +/ 1 J
dx = X du —— 5 alu
x(x2 +2x+2)? 2+1 (u?+1)?
2—u 1

=1 ——d ———d

n|x’+/u2+l u+/(u2+1)2 !

1 1 [ 2u 1

=1 2| ——du—~ [ ——d ———d

nl /u2+1 ! 2/u2+l ”+/(u2+1)2 “

1 1
:ln|x]+2arctg(u)—Eln(uz—i-l)—&-/mdu

fazendo a substitui¢ao { , temos que

1
:1n|x]+2arctg(x+l)—Eln(x2+2x+2)+/ du (11.58)

1
(uz + 1)2
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S6 resta calcular a ultima integral a direita. Faremos o calculo
da dita integral usando substituicdo trigonométrica. (Note-se que na
pagina 97 da Aula 24, Mdédulo 2, do caderno didatico ¢ feito o calculo
de uma expressao parecida, usando integragdo por partes).

Figura 11.1

u=tgh

Do triangulo associado, tem-se: tg0 = u = { du — sec20d0

Também, secO =+Vu?2+1=Vu?+1=sech

Assim,

1 sec’0 do 5
[ = | a0 = | g = [ costouo

1 1 1
= E/(l +c0s20)d0 = §9+Zsen29 +C

1 1 1 1 u 1
:§6+Z2sen600s9+C:Earctgu—i-i = u2+1+C
1 I u
:EarCtgu+5u2+l+C (11.59)

Finalmente substituindo 11.59 em 11.58, obtemos

3 +8x2 4+ 11x+4 1 ,
/ A2+ 21 2)° dx:1n]x|+2arctg(x+l)—51n(x +2x+2)
1 I (x+1)
—arct Nae—— 7 . C
Tt ) ey
34+ 8x2+11x+4 5 1 ,
/ 22+ 2) dx:ln|x]+§arctg(x+1)—Eln(x +2x+2)

(x+1)

1
= +C.
2 (¥2+2x+2) +
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OBSERVACOES FINAIS

e FracOes parciais podem ser usadas em alguns

quocientes que envolvam fungdes transcendentes. Por

o U = COSX .
exemplo, a substituicao du — — senxdx permite que
senx du )
/ dx = — / —— ¢ esta ultima
cosx(cosx — 1) u(u—1

integral pode ser resolvida facilmente pelo uso de fragdes
parciais.

Ha alguns casos nos quais ¢ inapropriado o uso do método
de fragdes parciais:

. Por exemplo, seria ilogico usar fracdes parciais para

3x? 44
] X +4x—35 ]
pode ser calculada mais facilmente pela regra do In, ja que

3x? +4

/de — In|x® + 4x — 5| + C .Analogamente, a
X3 +4x—5 .

X+

integragao / 3
x-+1 i
bra, uma vez que o integrando ja esta na forma de fracdes

1 1
parciais, assim/;—:_ldx:/)%ﬂdx—f—/xz—“dx:

1
3 In(x* + 1) +arctgx + C.

efetuar a integragdo de / dx, uma vez que

dx requer somente um pouco de Alge-

. Se o integrando est4d na forma reduzida, a reducao pode

eliminar a necessidade do uso de fracdes parciais, como

e =
por exemplo: w4 -/ (—2)(a2 +2r +2)

x+1 1 5
—————dx=—1 2x+2|+C.
/x2+2x+2x 2n]x+x+ | +

. Observe que o método de fragdes parciais so é aplicavel se

o numerador e o denominador sdo polinomios, se nao es-
tamos nesse caso, ndo poderemos aplicar as regras estuda-

das nesta aula. Por exemplo, ndo poderemos usar fragdes

.. 1 .
parciais para resolver / dx, pois o in-

(x+1)2vx2+2x+2
tegrando ¢ uma funcao algébrica, porém poderemos resol-

ver a integral usando outro método (fazendo uma subs-
tituicdo apropriada a integral dada podera ser resolvida
usando o método de substituigdo trigonométrica, deixa-
VX2 +2x+2
ST +0).

mos ao leitor os detalhes, a resposta ¢ —



De forma andloga, por exemplo, ndo poderemos usar
6./x2—-9

2
de que esta ultima integral ja foi resolvida na semana an-
terior pelo método de substitui¢do trigonométrica).

fragdes parciais para resolver

dx. (Lembre-se

4. Agora que vocé conhece quase todos os métodos de inte-
gracdo, talvez surja a duvida que, frequentemente, aparece
na plataforma e que foi rapidamente respondida em forma
simples e esclarecedora pela Professora Eliane Amiune.

Quando utilizar?

e Integracao simples

e Integracdo por substitui¢do ou mudanga de varidvel
e Integracdo por partes

e Integracdo por substitui¢do trigonométrica

e Integracdo por fragdes parciais

Resposta:

Os métodos em si sdo mutuamente exclusivos. Vocé usa a
integracao direta quando identifica que o integrando ¢ a
derivada de uma fungao simples, a substitui¢ado quando o
integrando € a composicao de funcdes, por partes quando
o integrando ¢ o produto de duas funcdes, substitui¢cao
trigonométrica quando o integrando ¢ uma fracdo com
denominador irredutivel ou o integrando contém expres-
soes do tipo Va2 —x2, Va2 +x2 ou Vx2 —a? e fracdes
parciais quando o denominador da fun¢ao racional pode
ser fatorado em fatores lineares e/ou quadraticos irredu-
tiveis.

EXERCICIOS RESOLVIDOS

Exercicio 11.1.

Calcule as seguintes fungdes racionais:

/x3—3x2+2x—3
a.

d
x2 41 o

4 3 2
b, /x +6x° + 10x +xdx

x24+6x+10
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Solucio:

dx

/x3—3x2+2x—3
a.
x2+1

Note-se que, neste caso, o grau do numerador é maior que o
grau do denominador, isto é, a funcdo racional é imprépria. Pri-
meiro, efetuamos a divisdo de polindmios:

X —3x24+2x—3 x> +1

—x3 —X x—3
0-3x24+x —3
+ 3x? +3
0 +x+0
. x> —3x*4+2x—3 X
Assim, 2T :(x_3)+x2—+l'
X =3x242x—3 xdx
Logo, / 21 dx —/(x 3dx+/ 21

2xdx x2 1
:——3 ——3 —In(x*>+1)+C.
+2/x2+1 x+2n(x+)+

Observe-se que, neste caso, nao foi necessario o uso do método
de fragdes parciais, pois as integrais resultantes sdo muito
simples. Assim,

1
dx = — —3x+51n(x2—|— 1)+C.

/x3—3x2—|-2x—3 x2
x2 41 2

/x4 +6x3 4+ 10x% +x
b. X

x2+6x+10

Note-se que, neste caso, o grau do numerador ¢ maior que o
grau do denominador, isto €, a fungao racional € impropria. Pri-
meiro, efetuamos a divisdo de polindmios:

x4 6x3 + 1062 +x X2+ 6x+ 10

—x* —6x° — 10x2 x2
0+ 0x® + 0x* +x

x4 6x° +10x% +x 2 X
=X _—_—
x24+6x+10 x2+6x+10

Assim,
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X+ 6x3 + 1002 +x xdx
Logo, dx = [ X*d /7
080 / PN R /x e reri0

X3 / xdx
— —+ -
3 X2 +6x+10

Observe-se que, neste caso, / dx requer somente

X
x2+6x+10
completar quadrados, uma vez que o integrando ja esta na forma
de fragdes parciais, ja que x> + 6x + 10 € irredutivel, visto que

b? —dac =36 —4(10) < 0.
Assim, completando quadrados: x> +6x410=x> +6x+9+ 1 =

u=x+3=>x=u—3

(x+3)%+1, e fazendo a substitui¢do { du — dx

obtemos
X X u—73
—_—dx= | ——————dx= | ——d
/x2+6x+10 * /(x+3)2+1 * /u2+1 !

d 1
= [ 3 [y = 5 ) - sate( +C

Finalmente, resulta

X 1 )
/mdxziln(x +6x+9) —3arctg(x+3) +C.

Exercicio 11.2.

Usando o método das fragdes parciais, calcule as seguintes
integrais:

1
v [ rmgts
> (x—1)dx
b [l
1 x2(x+1)

Solucio:

1
=1
Observe que a funcdo racional dada ¢ propria. Fatorando o de-

nominador, temos 4x> — 9 = (2x — 3)(2x +3). Como esta ex-
pressao tem dois fatores lineares distintos, entdo a decomposi¢ao
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em fracoes parciais tem a forma:

1 A B
= 11.60
4x2 -9 2x—3+2x—|-3 ( )

Para determinar os valores de 4 ¢ B, multiplicamos ambos os la-
dos da Expressao 11.60 pelo produto dos denominadores
(2x—3)(2x+3), obtendo

1 =A4(2x+3)+B(2x—3) (11.61)

Usaremos o 3° método para achar as constantes em 11.61.

3
Assim, se x = 7 em 11.61, obtemos

=4 (2 @) +3> FBO0)=1=64= 4=

3
Também, se x = —5 em 11.61, tem-se

1:A(0)+B<2 <‘73) —3> —1=-68= =8

Substituindo os valores de 4 € B em 11.60:

1 L ! 11
= + =— —— )
42—-9 2x—3 2x+3 6(2x—3) 6(2x+3)
Assi —
— 4x2 6/ 2x—3) / (2x+3)
2dx 2dx
12 (2x—3) 12 (2x+3)
1 2x—3
——1n|2x 3|——ln|2x+3|+C Eln 2x+3'+C.
/5(x—1)dx
1 xX(x+1)
—1)d
Vamos calcular primeiro a integral indefinida / u
x2(x+1)

Observe que a funcdo racional dada é propria. No denominador,
o fator linear x ocorre duas vezes, entdo a decomposicdo em
fragdes parciais ¢€:

(x—1) A B C

x2(x+1) ;+xz+( +1)

(11.62)



Para determinar os valores de 4, B ¢ C, multiplicamos ambos
os lados da Expressdo 11.62 pelo produto dos denominadores
x?(x+1), obtendo

x—1=Ax(x+1)+B(x+1)+Cx* (11.63)
Usando o 3° Método para calcular as constantes, obtemos
Sex=-1=—-1-1=4(0)+B(0)+C(-1)?=C= -2
Sex=0=—-1=4(0)+B(1)+C(0) = —-1=B=B=—1.
Falta descobrir 4. Consideremos um valor arbitrario, digamos
x=1=1-1=402)+(-1)(2)+(-2)(1)?
=0=24-2-2=4=24=4=2.

Substituindo em 11.61 os valores de A, B e C achados, da

(x—1) 2 1 2

xz(x+1)_x X2 (x+1)

Assim, / / —dx — / —dx— / —ax
x—l—l +1)
:2/@_/@_2/ dx :21n|xy_/x—2dx—21nyx+1|
x x? (x+1)

—1
:21n]x|—x—1—21n|x+1]+C

1) I
/u —2Inf|+ - —2lnfx+ 1| +C.
x2(x+1) x

Finalmente, pelo Teorema Fundamental do Calculo, temos que

S (x—1)d 1 :
/M:21n|x]+——21n|x+lq
1 xX2(x+1) x {

1 1
= [2ln]5]+§—2ln]5+1@ — [2ln|1|+T—2ln]l+1@
1
=2In5|+ = —2In[(3)- (2)| — 1 +2In]2]
1
=2In|5|+ 3z —2InJ3| 2In[2|— 14 2In]2|

1
=2n|5|+ ¢ —2Inf3[ - 1.

f%:zm@)-%

Assim,

CEDERJ 63

SEMANA E MODULO 2



Caderno de Calculo II | Integragdo de Fungdes Racionais por Fragdes Parciais

64

CEDER]J

Exercicio 11.3.

Usando o método das fracdes parciais, calcule as seguintes
integrais:

X
& /16x4—1dx

b/ — 23 4 x =2

dx

x2(x2+1)?

Solucio:

X
QR
S e

Note-se que a fungdo racional ¢ propria. Como o denomina-

dor 16x* — 1 = (4> — 1)(4x* +1) = 2x — 1) (2x + 1) (4x* + 1)

¢ o produto dos fatores lineares distintos pelo fator quadratico

irredutivel (4x*> 4 1), a decomposi¢do em fragdes parciais para
Tod —1 tem a forma:

X A B Cx+D

= + +
l6x*—1 2x—1 2x+1 4x2+1

(11.64)

Para determinar os valores de 4, B, C e D, multiplicamos ambos
os lados da Expressdo 11.64 pelo produto dos denominadores
(2x — 1)(2x +1)(4x*> + 1), obtendo

= A(2x+ 1) (4% 4+ 1)+ B(2x— 1) (4> + 1)+ (Cx+ D) (2x — 1) (2x+1)

Usando o 3° Método para calcular as constantes, obtemos

o omn(i(3) ) (1))

1 I
By ==L

SR B

Sex— 1+ X 4oy s 4=t
2 T2 )



R %(3)(5)+%(1)(5)+C(1)(3) 1= 1:75+§+3C
1

5
S 1=43C=C=—=
2" 2

Substituindo em 11.64 os valores de 4, B, C ¢ D achados, da

xdx _1 dx +1 dx 1 xdx
lex*—1 8J) 2x—1 8J) 2x+1 2/ 4x2+1

_l 2dx+l 2dx 1 8xdx
16 2x—1 16 2x+1 16) 4x2+1

1 1 1
:—lnyzx—1]+—1n]2x+1]——1n|4x +1|+C

Ou ainda,

/ (2x—1)(2x+1) Lo
16x4—1 1 452 +1 -

4x —1
M

1
— C.
el

dx

b, /x 23 4x—2
x2(x2+1)?

Note-se que a funcdo racional ¢ propria. Como o denominador

¢ o produto do fator linear repetido x pelo fator quadratico irre-

dutivel repetido (x* + 1)?, a decomposi¢do em fragdes parciais
=224 x—2

para Ry tem a forma:
-2+ +x—2 4 LB CxtD  ExtF
x2(x2+1)? Cox o oxr 0 241 (241)2
(11.65)

Para determinar os valores de 4, B, C, D, E e F, multiplicamos
ambos os lados da Expressao 11.65 pelo produto dos denomi-
nadores x* (x? + 1)2, obtendo

St 283 Fx -2 = Ax(x® + 1)2 + B + 1) +
(Cx+D)x>(x* + 1) + (Ex + F)x?

Usando o 1° Método, obtemos

X =228 Fx =2 =Ax(x* + 22 + 1) + Bt +2x2 + 1) +
(Cx+D)(x* +x%) + Ex’ + Fx?

= Ax> 4+ 24x> + Ax+ Bx* +2Bx? + B+ Cx° + Dx* +Cx* + Dx* +
Ex®+ Fx?

=A+CO)F° +(B+D)x*+(24A+C+E)X* +(2B+D+F)x> +
Ax+B
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Assim, da igualdade de polindmios, temos

A+C=1 (11.66)
B+D=-2 (11.67)
24+C+E=2 (11.68)
2B+D+F=0 (11.69)
A=1 (11.70)
B=-2 (11.71)

Substituindo 11.70 em 11.66, temos

C=0 (11.72)
Substituindo 11.71 em 11.67, temos

D=0 (11.73)
Substituindo 11.70 e 11.72 em 11.68, temos 2(1) + 0+ E = 2,

isto é,
E

0 (11.74)

Substituindo 11.71 e 11.73 em 11.69, temos —4 + 0+ F = 0,
isto &,
F

4 (11.75)

Substituindo os valores das constantes em 11.65, obtemos

x5—2x4—|—2x3+x—2_1 2 4

x2(x2+1)2 _;_x2+(x2+1)2‘

Assim,
X223 +x—2 dx dx dx
/ dx:/——2/—+4/7
x2(x2+1)? x x? (x2+1)?
dx
_ -2
—ln’x|—2/x dx+4/m

2 dx
=1 44 [ 11.
i dief g

S6 resta calcular a tltima integral a direita. Faremos o calculo
da dita integral usando substitui¢ao trigonométrica.



Figura 11.2

x=tgh

Do triangul i -se: =
o triangulo associado, tem-se: tg =x = { dx — sec20 40

Também, secO® =+vx2+1= x>+ 1=sech.

Assim,

dx sec’0 do 2
/(xz—i—l)2 _/sec49d9_/sec29 _/COS 049

1 1 1
= 5/(1+00529)d9 = 59+Zsen29+C

X 1

11 ! !
:59+12sen9cosG+C=§arCtgx+§ 2+ 1 x2+1+C

1 1
= —arctgx+ = +C

x
2 2(x2+1)

Substituindo o resultado da integral em 11.76, resulta

/x5—2x4+2x3—|—x—2

x2(x2+1)32 (x2+1)

Exercicio 11.4.

1

Ache a 4rea da regido sob a curvay = acima do intervalo

[—1In5,1In5].

Sugestao: Faga uma substituicdo que converta o integrando em uma
funcao racional.

Solucio: Observe que a fungdo y = T o ¢ sempre maior que zero,

assim no intervalo [—In5,In5] a area da regido estd dada por

In5 gy
A~ [ 4
( ) —1In5 1+€x
Note-se que:
In5 gy
aw)~ |
( ) —1In5 1+€x

2 2
dx =1In|x|+ —+2arctgx+ = _ic
x
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= du
Zu:exdx entao du:udx:>dx:7.
Como a integral ¢ definida, vamos mudar os limites de integracao.

Faca a substitui¢do {

Sex=In5=u=€e"=u=5.

1 1
— _ ,—In5 _ —
Sex=—InS=u=e" :>u—eln5—§.
> d
Assim, A(R):/ _ar
L ou(l+u)

Observe que a funcdo racional resultante ¢ propria. Como o deno-
minador tem dois fatores lineares distintos, a decomposi¢ao em fragdes
parciais tem a forma:

1 A B

== 11.77
u(l+u) u+1—i—u ( )

Para determinar os valores de 4 e B multiplicamos ambos os lados
da Expressdo 11.77 pelo produto dos denominadores u(1+u), obtendo

1=A(14+u)+Bu (11.78)
Usaremos o 3° método para achar as constantes em 11.78.
Seu=—1=1=4(0)+B(—1)=B=-1.
Seu=0=1=A4(1)+B(0)=4=1.

5 du Sdu 5 du 5 5
[t Pl )
5 u( +u> 3 u 5 tu 5 5

1 1 1 6
:ln5—1n§—1n6+ln <§+1> :ln5—ln§—ln6+ln <§>

=In5—Inl+In5—In6-+In6—In5=1n5.

Portanto, A4(R) =In5 unidades de area.

PASSO A PASSO DOS EXERCICIOS PROPOSTOS
NO CADERNO DIDATICO

Note-se que, desde o Exemplo 11.1 deste caderno, estamos
fazendo o passo a passo de varios exercicios propostos no ca-
derno didatico sobre integracdo de funcdes racionais. Vamos,
entdo, estudar aqui outros exercicios propostos sobre este topico.
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Exercicio 11.5.

3x* —10x+ 11
a. Calcule a seguinte integral / %a’x.

(r* —x)
(x—1)2(x=3)*(x—1)
parciais, deixando as constantes indicadas, sem calcula-
las.

b. Expanda em somas de fracdes

(Aula 23 do caderno didatico, exercicios propostos n°: 10 e 15,
respectivamente)

Solu¢io:

3x2 —10x+ 11
/x X + dx

(x—=3)(x2—-1)
3x* —10x+ 11
(x—=3)(x*—1)
cional e ¢é propria, isto é, o grau do numerador ¢ menor que o
grau do denominador.

Observe que a fungdo f(x) = ¢ uma fungdo ra-

Fatoramos o denominador e como ele tem trés fatores lineares
distintos, a decomposi¢cdo em fragdes parciais tem a forma:

3 —10x+11  3x*—10x+11 4 LB C
(x=3)x2—1) (x-3)x—1)x+1) x—3 x—1 x+1
(11.79)

Para determinar os valores de 4, B ¢ C, multiplicamos ambos
os lados da Expressdo 11.79 pelo produto dos denominadores
(x—3)(x* — 1), obtendo

3% — 104+ 11 =A(* = 1) +Bx—3)(x+ 1) +Cx—3)(x — 1)
(11.80)
Sex =1 em 11.80, obtemos
3(1)=10(1)+ 11 =B(1-3)(1+1)=4=—4B
=>1=-B=B=-1 (11.81)
Também, se x = —1 em 11.80, tem-se
3(=1)2=10(=1)+11=C(—1-3)(=1-1)=34+10+11=8C

=24=8C=C=3 (11.82)
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Sex =3 em 11.80, obtemos
33— 103)+ 11 =4(3*—1)=27-30+11=84
=8=84=4=1 (11.83)
Substituindo 11.83, 11.82 ¢ 11.81 em 11.79, d&
3x2 —10x+ 11 1 1 3
" dx= | ——dx— d d
/(x—3)(x2—1) * /x—3 * /x—l x+/x+1 *

=In|x—3|—Infx—1|+3Injx+ 1| +C.

(x* —x)
(x=1)(x=3)3(x—1)

b.

Observe que a fungdo f(x) = oo 1)2(()5__;))3 D) ¢ uma

funcdo racional e ¢ propria, isto €, o grau do numerador ¢ menor
que o grau do denominador e por outro lado Doms =R —{1,3}.
Como x # 1, podemos simplificar o numerador e o denomina-
. (x* —x) x(x—1)
d g g g
on assim /%) = F R 3P =) = P3G = 1)
x
(x—1)*(x—3)*
Note-se que o denominador tem fatores lineares repetidos,
assim, a decomposicdo em fragdes parciais para
x € Dom; =R —{1,3} tem a forma:
(x* —x) X A B

GoI2G=3)P -1 G-12G=37 x—1 =1
C D E

x 3 G2  ro3p

Exercicio 11.6.

Calcule as seguintes integrais:

dx

/2x3 +x2+2x—1
a.
(x*t—1)

1
b [ =—5—=d
/ 22 +42"

2 _
c. Expanda (" =)

(x—1)2(x2+5x+7)3(x2+1)
fragdes parciais, deixando as constantes indicadas, sem

calcula-las.

em somas de

(Aula 24 do caderno didatico, exercicios propostos n°: 3-c, 3-e e 4,

respectivamente)
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Solu¢io:

dx

/2)53 +x24+2x—1
a.
(xt—1)

28 +x2+2x—1
Note-se que a fungdo racional R(x) = a T;Z i l)x =

20 +x2+2x—1 23 +x2+2x—1
(2—1)(24+1) (x—=1D)E+DE2+1)
denominador ¢ o produto dos fatores lineares (x —1)(x+ 1) pelo
fator quadratico irredutivel (x*>+ 1), a decomposigdo em fragdes
. 203 x4+ 2x— 1
parciais para tem a forma:

(x*—1)

¢ propria. Como o

23 42+ 2x—1 A B Cx+D
= 11.84
oo DR D) x—1 Txr1 T egr 189

Para determinar os valores de 4, B, C e D, multiplicamos ambos
os lados da Expressdo 11.84 pelo produto dos denominadores
(x—1)(x+1)(x*+1), obtendo  2x> +x? +2x— 1

=A*+1)(x+ 1) +BEE+ 1) (x— 1)+ (Cx+D)(x* — 1)
(11.85)

Sex=1em 11.85, obtemos

200 + (1) 42(1) —1=A(P+ 1)1+ 1) =d4=44=1=4

(11.86)
Também, se x = —1 em 11.85, tem-se
2(=1)+142(-1)—1=4B(1+1)(-1-1)=
= —4=—-4B=B=1 (11.87)

Se x =0 em 11.85 e substituindo os valores de 4 € B, obtemos

—1=1)D)+1(1)(=1)+(D)(-1) = -1=-D=D=1
(11.88)

Se x =2 em 11.85 e substituindo os valores de 4, B e D, obte-
mos

202+ (22 422) - 1=122+ )2+ 1)+ 12>+ 1)(2- 1)+
(C2)+1)(2*~1)

16+44+4—-1=15+(5)+(C(2)+1)3

3=(C(2)+1)3=2C+1=1=2C=0=C=0 (11.89)
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Substituindo 11.89, 11.88, 11.87 ¢ 11.86 em 11.84, da

23 +x2+2x—1 1 1 Ox+ 1

G- DG+ DE+) x—1 x+1 241

Assim,

23 424 2x—1 1 1 1
dx= | ——d —d —d
/(x—l)(x+l)(x2+l) * /x—l x+/x+1 x+/x2+1 *
/ 23 X2 +2x—1
(x—1D(x+1)(x2+1)

23 Fx242x—1
/ (x—1Dx+1)(x2+1)

1
dlen]x—1|+1n|x+1]+/2—dx
xc+1

dx=1In|x—1|+In|x+1|+arctgx+C.

1
' /(2x2+4)2dx

Observe que a fungao racional dada € uma fragdo parcial e ndo
pode ser decomposta em outras fragdes mais simples. Neste
caso, so nos resta resolver a integral dada usando alguma outra
técnica de integragao.

Por outro lado,

1 1
/(2x2+4)2dx:/((ﬂx)2+22)2dx

d
Faca a substitui¢io u = v2x = du = \2dx = dx = \/—% Logo,

1 1 1
[ et e 190

A técnica da substituicdo trigonométrica ¢ a mais indicada neste
caso.

Figura 11.3

N ) . u u=2g0
Do tridngulo associado tem-se: tg 6 = 3= { du = 2s0c20 46

Vi L2
Também, sec@z%ix/u2+4:2se09



Assim /71 du 725% /
’ (u? +4)? 16sec49 ~ 8 sec?0
—1/ Zede—i/(w 26)d6
=g/ cos =16 cos

1 1
:—0+—sen29+C— —G—i——senG cosO+C

16 32 16 16
! rct —I— 2
16acg 16 \/u2 4 Vu? +
1 1 u
= — —_— 11.91
16arctg +8<u2+4>+c (11.91)

Substituindo 11.91 em 11.90, resulta

1 \/5 \/Ex X
—dv= Y arct C.
/(2x2+4)2 T3 arcg( 2 >+16(x2+2)+

(* —x)

(x—1)2(x2+5x+7)3(x*+1)

(2 —x) ,
1202+ 5x 17302+ 1) ©
uma funcgao racional e ¢ propria, isto €, o grau do numerador ¢
menor que o grau do denominador. Por outro lado, x> + 1 é um
fator quadrético irredutivel, pois b? —dac = 0 —4(1)(1) < 0.
Analogamente, x*> 4 5x 4 7 é também um fator quadratico irre-
dutivel, pois b? —4ac =52 —4(1)(7) < 0. Sabemos também que
Domy =R — {1}. Como x # 1, podemos simplificar o nume-

Observe que a fungdo f(x) =

. . (x* —x)
rador e o denominador, assim o+ 5 PR D) —
x(x—1) X

(x—1)2(x2+5x+7)3(x*+1) - (x—1)(2+5x+7)3x*+1)

Note-se que o denominador da fungao racional tem fatores li-
neares e fatores quadraticos irredutiveis, alguns deles repetidos,
assim, seguindo as regras estudadas, resulta que a decomposi-
¢do em fragdes parciais tem a forma:
X A Bx+C Dx+E

D@ 5 D) G- @ D T @ s

Fx+G Hx+1
+ (x2+5x+7)2 + (2 +5x+7)3

Exercicio 11.7.

1
Calcule a seguinte integral / ( Xt

x24+x+1) o

(Aula 25 do caderno didatico, exercicio proposto n° 20)
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Solu¢do: Note-se que x> +x -+ 1 é um fator quadratico irredutivel,
pois b2 —dac =12 —4(1)(1) < 0.

Observe que a fungdo racional ¢ uma fracdo parcial e

(x2+x+1)
ndo pode ser decomposta em outras fragdes mais simples. Neste caso,
sO nos resta resolver a integral dada usando alguma outra técnica de

integracao.

Note-se que

Iy (CITNTILE I +12+3
X +x =(x"+x+- ——=(x+= —.
4 4 2) "4

Assim,
1 1
(2 +x+1) (x+1)°+32
. 1 1
Facamos a substitui¢ao: u:x+§:>x:u—§:>dx:du
1 — 141 +3
x+ dr— (u—3 )du: (u+3) du
(x+4)"+3 w3 24 ()
2 g us+ 7)

du+ /
ﬂ' 2 ﬁ

gy ilacty
o) e g

Para resolver a primeira integral, usamos a formula:
1
—du =In|u|+C.
u
Para resolver a segunda integral, fazemos uso da féormula:

/L 1arct ( )—i—C
uw?+a?>  a &

Assim,

+1 1 V3 ? 11

X u

— ——dx=—In [+ [ = + -~ —=arctg (—) +C
[yae <2> 28 \4

)+c

1 , 3\ V3
—Eln<u +Z)+Tarctg(

)
B
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2 1
= %ln ((}H—%) —f—%) +?arctg (2()67—;2)> +C  (11.93)

Substituindo 11.93 em 11.92, resulta

x+1 1 > V3 2x+1
——dx =1 1)+ ——arct C.
/(x2+x+1) X =3 n(x"+x+1)+ 3 arcg( >+

Veja, no Apéndice 7, no final deste caderno, o passo a passo de
exercicios adicionais correspondentes a esta semana.
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Semana 1 2 4

RESUMO SOBRE INTEGRAIS IMPROPRIAS E
CRITERIOS DE CONVERGENCIA E DIVERGENCIA

Na defini¢do da integral definida / f(x)dx, supde-se que

[a,b] € um intervalo limitado e que a fungdo é limitada. Nesta
aula, aprenderemos que ¢ possivel, com o uso de limites, es-
tender essa no¢do para as regides nas quais o intervalo nao ¢
limitado ou a certos intervalos abertos limitados (sobre os quais
fungdes continuas podem ndo ter maximo ou minimo), isto €, a
funcdo € ndo limitada nesse intervalo. Tais integrais sdo chama-
das impréprias. Aqui estdo alguns exemplos:

e Primeiro Tipo: Integrais imprdprias sobre intervalos nao
limitados ou também chamadas integrais improprias com
intervalos infinitos de integracao ou ainda integrais impro-
prias com limites de integragdo infinitos:

teo g 0 +oo
/ 2—x, / xe'dx, / e"xla’x, etc.

e Segundo Tipo: Integrais improprias de fungdes nao limi-
tadas ou também chamadas integrais improprias com des-
continuidades infinitas no intervalo de integragao:

l L /1 Inxdx /3 Adx etc
0 V1—x2 0 ’ 0 (x—l)% ’ '

e Tipo Misto: Integrais improprias de tipo misto ou dupla-
mente improprias ou Integrais imprdprias de fungdes
ndo limitadas sobre intervalos ndo limitados ou também
chamadas integrais improprias com descontinuidades in-
finitas e intervalos infinitos de integragao:

Fee dx

0 Vx(x+4)’

etc.
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Definicao 12.1.
Integrais Improprias sobre Intervalos Nao Limitados

1. Se f é uma fun¢do continua em [a,+oo), entdo

/a ) dy = Jim / ") dx.

¥

a t
—>

2. Se f ¢ uma fungdo continua em (—oo,b], entdo

/b f(x)dx:tgmw/tbf(x)dx.

y

/ X

14
: b

3. Se f ¢ uma fungdo continua em (—oo,+o0),

entdo /erf(x)dx — /c f(x)dx—l—/;wf(x)dx =

¢ s
,EIPDQ /z f(x) dx+sgr}rlw /c f(x)dx, em que ¢ é qual-
quer numero real.

__

3 < K
«— —

Nas partes 1 e 2, se o limite ¢ finito, dizemos que a integral
impropria converge ¢ o limite € o valor da integral impropria.
Caso contrario, dizemos que a integral impropria diverge. Na
parte 3, a integral do lado esquerdo da igualdade converge se as

duas integrais do lado direito também forem convergentes. Se
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isso ndo ocorre, dizemos que a integral diverge. Pode-se mos-
trar que a escolha de ¢ na parte 3 nao ¢ importante. Na verdade,
podemos calcular ou determinar a convergéncia ou divergéncia

de / f(x)dx com qualquer escolha conveniente.

Defini¢ao 12.2.

Integrais Improéprias de Funcdes Nao Limitadas

1. Se f é uma fungdo continua em (a,b|, entdo
b

/bf(x) dx = tlin}r f(x)dx

¥

a1
b

o

2. Se f ¢é uma fungdo continua em [a,b), entdo

/abf(x)dx:tgrgl/atf(x)dx.

a r b
—

3. Se f ¢ uma fungdo continua em [a,c) U (c,b],

entdo /afxdx /f dx+/f

lim lf( )dx+ hm f( ) dx

t—c” Ja s—cT

,]u;

—
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Nas partes 1 e 2, se o limite ¢ finito, dizemos que a integral
impropria converge e o limite ¢ o valor da integral impropria.
Caso contrario, dizemos que a integral impropria diverge. Na
parte 3, a integral do lado esquerdo da igualdade converge se as
duas integrais do lado direito também forem convergentes. Se
isso ndo ocorre, dizemos que a integral diverge.

EXEMPLOS REFERENCIAIS

Antes de apresentarmos os critérios de convergéncia, vamos
apresentar a convergéncia ou divergéncia de algumas func¢des,
que serdo uteis como parametros de comparagdo no estudo de
divergéncia e convergéncia de integrais improprias.

1. Nas seguintes afirmagdes, a ¢ um numero maior do que
Zero.
+oo ]

e Ser>1,entdo / —dx ¢ convergente.
a X

+oo ]
e Ser <1, entdo / —rdx ¢ divergente.
X

a

—+o0
e Ser >0, entdo / e dx é convergente.
a

2. Nas seguintes afirmagdes, b ¢ um numero maior do que
Zero.

1
—dx ¢ convergente.

b
e Ser< l,entﬁo/
0 X

1 :
—dx ¢ divergente.
p

b
e Ser> l,entﬁo/
0 X

CRITERIOS PARA CONVERGENCIA OU D1-
VERGENCIA DE INTEGRAIS IMPROPRIAS

Quando ndo podemos resolver uma integral impropria dire-
tamente (o que ¢ muito frequente na pratica), tentamos primeiro
determinar se ela ¢ convergente ou divergente. Se a integral
diverge, acabou o impasse. Se ela converge, poderemos (nio
agora, mas no futuro) utilizar métodos numéricos para obter seu
valor aproximado.
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PRIMEIRO TIPO: INTEGRAIS IMPROPRIAS SO-
BRE INTERVALOS NAO LIMITADOS

Os principais testes para a convergéncia ou divergéncia de

integrais improprias deste tipo sdo:

1. Critério da comparaciio: Sejam f e g continuas em [a, 4oo),
com 0 < f(x) < g(x) para qualquer x > a. Nessas condigdes:

oo oo
e Se / g(x)dx converge, entdo / f(x) dx também
a

a
converge.

(Em outras palavras, se a integral maior converge, entdo a
integral menor converge).

oo oo
e Se / f(x)dx diverge, entdo / g(x) dx também
a a

diverge.

(Isto ¢, se a integral menor diverge, entdo a integral maior
diverge).

Veja, na figura seguinte, uma ilustracao dos graficos de f
eg.

y

Critério analogo (com as modificacdes correspondentes)
pode ser aplicado para (—oo, b|, como veremos a seguir.

2. Critério da comparacio: Sejam f e g continuas em (—eo, b],
com 0 < f(x) < g(x) para qualquer x < b. Nessas condigdes:

b b
e Se / g(x)dx converge, entdo / f(x)dx também

—o0 —o0

converge.

(Em outras palavras, se a integral maior converge, entao a in-
tegral menor converge).
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b b
e Se / f(x)dx diverge, entdo / g(x)dx também

—o0 —oo

diverge.

(Isto &, se a integral menor diverge, entdo a integral maior
diverge).

Veja, na figura seguinte, uma ilustracao dos graficos de f
eg.

. Critério do limite do quociente ou teste de comparacio

no limite: Sejam f e g continuas em [a,+o0), com
f(x) > 0eg(x) >0 para qualquerx >ae xgl}rlm Jg% =1L,

com L € (0,+e0). Isto é o limite do quociente ¢ um

oo

numero positivo. Entdo, as integrais / f(x)dx e
a

—+oo
/ g(x) dx comportam-se da mesma maneira. Ou seja,
a

ambas convergem ou ambas divergem.

Critério analogo (com as modifica¢des correspondentes)
pode ser aplicado para (—oo, b], como veremos a seguir.

. Critério do limite do quociente ou teste de comparacio

no limite: Sejam f e g continuas em (—oo,b], com

f(x) >0eg(x) >0 paraqualquerx <he lim /x) =1L,

x——0 g(x)
com L € (0,+e0). Isto é, o limite do quociente ¢ um

b
nimero positivo. Entdo, as integrais / flx)dx e

b
/ g(x) dx comportam-se da mesma maneira. Ou seja,

ambas convergem ou ambas divergem.



5. Observe que os critérios de comparacgdo 1, 2, 3 e 4 sdo
validos somente para fungdes positivas. Quando nao lida-
mos com este caso, podemos tentar usar a seguinte pro-
priedade:

“Seja f continua em [a,+o0) e ndo necessariamente

oo oo
positiva. Se / | f(x)|dx converge, entdo / f(x)dx
a

a
também converge.”

Propriedade analoga (com as modifica¢des corresponden-
tes) pode ser aplicada para (—ee, b|.

—+oo
Note que se / |/ (x)|dx ndo converge, nada pode ser
a

—+o0
dito sobre / f(x)dx.
a

6. Como uma consequéncia da condi¢do necessaria para a
convergéncia de integrais improprias sobre intervalos nao
limitados, tem-se ainda a seguinte propriedade, que serve
somente para afirmar a divergéncia de uma integral do pri-
meiro tipo:

“Seja f continua em [a,+<). Se 1_1}11 f(x) # 0, entdo
X oo
—+o0
/ f(x)dx diverge.”
a

Afirmac¢do andloga (com as modificagdes corresponden-
tes) pode ser feita sobre (—oo, b]. Observe também que se

lir}rl f(x) = 0, nada pode ser dito sobre a convergéncia
X—>—oo0

~+oo
ou divergéncia de / Sf(x)dx.
a

SEGUNDO TIPO: INTEGRAIS IMPROPRIAS DE
FUNCOES NAO LIMITADAS

Os principais testes para a convergéncia ou divergéncia de
integrais deste tipo sdo:

1. Critério da comparacio: Sejam f e g continuas em [a, b),
com 0 < f(x) < g(x) para qualquer x € [a,b). Nessas
condicoes:
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b b
e Se / g(x)dx converge, entdo / f(x)dx também
a

a
converge.

(Em outras palavras, se a integral maior converge, entdo a
integral menor converge).

b b
e Se / f(x)dx diverge, entdo / g(x)dx também
a a

diverge.

(Isto ¢, se a integral menor diverge, entdo a integral maior
diverge).

Veja, na figura seguinte, uma ilustracdo dos graficos de f
eg.

Analogo critério (com as modificagdes correspondentes)
pode ser aplicado para [a,b), como veremos a seguir.

2. Critério da comparaciio: Sejam f e g continuas em (a, b|,
com 0 < f(x) < g(x) para qualquer x € (a,b]. Nessas
condicdes:

b b
e Se / g(x)dx converge, entdo / f(x)dx também
a

a
converge.

(Em outras palavras, se a integral maior converge, entao a
integral menor converge).

b b
e Se / f(x)dx diverge, entdo / g(x)dx também
a a

diverge.

(Isto ¢, se a integral menor diverge, entdo a integral maior
diverge).
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Veja, na figura seguinte, uma ilustracdo dos graficos de 1
eg.

]

3. Critério do limite do quociente ou teste de comparaciao

no limite: Sejam f e g continuas em [a,b), com f(x) >0

e g(x) > 0 para qualquer x € [a,b) e lim /%) =L
x—b~ g(x)

com L € (0,+e0). Isto ¢, o limite do quociente ¢ um

b
numero positivo. Entdo, as integrais improprias / f(x)dx
a

b
e / g(x)dx comportam-se da mesma maneira. Ou seja,
a

ambas convergem ou ambas divergem.

Critério analogo (com as modificacdes correspondentes)
pode ser aplicado para (a, b|, como veremos a seguir.

. Critério do limite do quociente ou teste de comparacio

no limite: Sejam f e g continuas em (a,b], com f(x) >0

e g(x) > 0 para qualquer x € (a,b] ¢ lim /) _ = L com
x—at g(X ( )

L € (0,4-<0). Isto &, o limite do quociente ¢ um niimero

b
positivo. Entdo, as integrais impréprias / f(x)dx e
a

/ g(x)dx comportam-se da mesma maneira. Ou seja,

ambas convergem ou ambas divergem.

. Observe que os critérios de comparacao 1, 2, 3 e 4 sao
validos somente para funcées positivas. Quando nao
lidamos com este caso, podemos tentar usar a seguinte
propriedade:

“Seja f continua em [a,b) ndo necessariamente positiva.

b b
Se / | f(x)|dx converge, entdo / f(x)dx também con-
a a

verge.”
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Propriedade analoga (com as modifica¢des corresponden-

b
tes) pode ser aplicada para (a,b]. Note que se / | f(x)|dx
a

ndo converge, nada pode ser dito sobre a convergéncia ou

b
divergéncia de / f(x)dx.
a

6. # A propriedade 6 dada para as integrais improprias
sobre intervalos ndo limitados ndo ¢ valida para in-
tegrais improprias de fungdes nao limitadas.

INTEGRAIS IMPROPRIAS DE TIPO MISTO OU
DUPLAMENTE IMPROPRIAS

Estas integrais improprias ndo precisam de definicdes nem
de critérios especiais, pois 0 que faremos neste caso sera: de-
compor a integral mista numa soma de integrais em que uma
serd de um tipo e a outra do tipo restante.

EXERCICIOS RESOLVIDOS

Calculo de Integrais Improprias do Primeiro Tipo: Integrais
Improprias sobre Intervalos Nao Limitados

Exercicio 12.1.

Uma integral impropria do primeiro tipo que diverge

teo
Calcule / _x.
2 X

Solucio:

+oo d. td t
/ D im [ 2~ fim Inx| = lim (Inf—1n2) = 4o,
2 X [—=+eo J2 X t—r+oo 2 t—r+oo

+oo ]
Logo, / &~ diverge.
2 X
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Exercicio 12.2.

Integrais improprias do primeiro tipo que convergem

Usando a defini¢do de integral impropria, calcule as seguintes
integrais:

. /+°° dx
T o x2—1

(Aula 26 do caderno didatico, exercicio proposto n° 2)

0
b. / xe‘dx

—+o0
c. / e Mgy

Solucio:

/ T dx

a. -

2 x2—1
Observe que neste exercicio o limite de integracao superior
¢ infinito.

Pela defini¢ao de integral impropria sobre um intervalo nao limi-

tado, temos
e dx L dx
=1 12.1
/2 x2—1 t—lgloo/z x2—1 (2.

/J%:/(x—lcj)(cx+l)

Para resolver esta ultima integral, usaremos o método das

fragdes parciais. Como o denominador ¢ o produto do fator li-

near (x— 1) pelo fator linear (x+ 1), a decomposi¢ao em fragdes
1

Mas,

parciais para , tem a forma:

- +1)

1 A B
G—DGe+D) =1 G+D (12.2)

Para determinar os valores de 4 e B, multiplicamos ambos os la-
dos da Expressdo 12.2 pelo produto dos denominadores
(x—1)(x+ 1), obtendo

1=A(x+1)+B(x—1)

1= (4+B)x+(4—B)
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Assim, igualando os polindmios, temos:

A+B=0 (12.3)

A—B=1 (12.4)
Somando as Equagdes 12.3 e 12.4, temos 24 =1 = 4 = %,
substituindo este valor de 4 em 12.3, temos B = —%.

Substituindo os valores de 4 € B em 12.2 resulta

1 J—
(x—Dx+1)  (x

o=

0 eED

| o=

Assim,

/(x—l x+1 /2 —1 /2 +1

1 1 1 x—1
=1 —1|—=1 ll==In|——|+C 12.5
2n]x | 2n|x+ ] 2nx+l‘+ (12.5)

to t 1 1. |x—1]7
Logo, d:/id — |t
°g°/2x2—1 L DD T 2 L
1o li-1 1 le—1] 1 1
L L B i Y ) M U
21 2 ‘3‘ 2nz+1‘ PR
1o le—1] 1
S Y L 12.
JIn|: 1'+2n3 (12.6)

Substituindo em 12.1 o resultado obtido em 12.6, temos
T dx ) L dx ) 1. |r—1 1
/2 xz_l_tgrfw/z xz_l_zgrfw[iln—+iln3]

t+1
1 1 1

0
. / xée dx

Observe que neste exercicio o limite de integracao inferior é
infinito.

Pela defini¢ao de integral impropria sobre um intervalo nao limi-

tado, temos . .
/ xe'dy= lim | xetdx (12.7)

t——oo Jy



Usaremos integragdo por partes para calcular a integral indefi-
nida / xe*dx.

=X = du=dx

u
dv=ée'dx = v=¢ , temos

Fazendo {

Assim,

=(0-&)—(te —e)=—1—te +¢
(12.8)

/Oxexdx =xe' — ex}

0
t t

Substituindo 12.8 em 12.7:

0
/ xedx = lim (=1 —1¢ +¢) = —1— lim (#¢)+ lim (¢!)

oo [——o0 [——oo {——o0

1
Note-se que  lim (¢') = lim (—t> =0
t——oo

t——oo \ @~

E usando a regra de L’Hopital, temos

£\ 1
lim (t¢') = lim (—) i < ):0
{—r—oo0 t——oo \ g~ ! t——oo \ —e !

0
xe'dx = lim (=1 -t +¢€') = —1. Isto &,

P ——

Portanto, /

0
/ xédx=—1.

+oo
. / e Mldx

Observe que neste exercicio os dois limites de integracao sao
infinitos.

Da defini¢do de integral impropria sobre um intervalo ndo limi-
tado, para qualquer ¢ nimero real. Temos

+oo c oo
/ eide:/ efmdx—l—/ e Max
— oo —o0 c

e se x>0 [ e* se x>0
T e e x<0 ) & se x<0

isto mostra que ¢ conveniente considerar ¢ = 0 como o
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numero real, tal que

+oo 0 +oo
/ e*|x‘dx:/ e*‘x|dx+/ e Max
—o00 —00 0

0 oo
- / Fdx+ / e dx (12.9)
— 0 11
1

Vamos calcular a integral I de 12.9.

Pela definicao de integral impropria sobre um intervalo ndo limi-
tado, temos

0 0 0
/ e'dx = lim e'dx = lim ex} = lim [eo—e’]
oo t

t——oo J; t——oo t——oo

—1-limée=1-0=1 (12.10)

f—>—oo
Analogamente, vamos calcular a integral Il de 12.9.

+oo t t
/ edx= lim | e*dx= lim [—eﬂ
0

t—+o Jo t—+too 0

t—+oo =0 e

= lim [—e'+¢€’] = lim K_—zl)“] =1 (12.11)

Substituindo 12.11, 12.10 em 12.9 podemos concluir que a
oo ~+o0
integral impropria / e Mdx  converge e / e Plax

—14+1=2. - -

Calculo de Integrais Improprias do Segundo Tipo: Integrais
Improprias de Funcoes Nao Limitadas

Exercicio 12.3.

Uma integral impropria do segundo tipo que diverge

s

Calcule 5

0 X

Solucio:

1 1 -171 1
/@:hm @:hmx—] — lim (—1+;>:+oo,
0

X =0ty ¥ im0t —1,

. o fldx
logo, a integral impropria / — diverge.
0 X
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Exercicio 12.4.

Integrais improprias do segundo tipo que convergem

Usando a defini¢do de integral impropria, calcule as seguintes
integrais:

a IL b/llnxdx C /3L
“Jo V122 " Jo o (x—1)3

(Aula 26 do caderno didatico, exercicios propostos n® 9 e 8, res-
pectivamente)

Solucio:

/1 dx

a.

0 V1—x2
Observe que neste exercicio o integrando ¢ uma funcio nao
limitada no limite de integracao superior.

Pela definicdo de integrais impréprias de fungdes nao limitadas,
temos

L dx t dx
= lim = 12.12
/0 Vi=x2 t=17Jo V1 —x2 ( )

= arcsenx. Entdo,

dx
Mas /
V1—x2

t dx t
—arcsenx| = (arcsent)— 0 =arcsent (12.13
| = || = (aresens) (12.13)

Substituindo 12.13 em 12.12, obtemos

I d td
/ Y — lim Y _ lim (arcsent) = g
0

VI=x2 t=17J0 /1 —=x2  t—=1-

1
b. / Inoxdx
0

Observe que neste exercicio o integrando ¢ uma funcio nao
limitada no limite de integracao inferior.

Pela defini¢do de integrais impréprias de fungdes ndo limitadas,

temos '

Inxdx = lim Inxdx (12.14)

0 t—0
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Usaremos integragdo por partes para calcular a integral indefi-
nida.
1
Fazendo u=hx = du= ;dx , temos que
dv=dx = v=x

1
/lnx dx = x Inx —/ X —dx:xlnx—/dx:xlnx—x+C
—~ =~ <~ x
dv VNN~

v u

du
1 1
Assim, / lnxdx:xlnx—x} =
t t
=1(Inl)—1—(¢tInt —¢t)=—1—tInt +1¢ (12.15)
Substituindo 12.15 em 12.14 e levando em conta que 111(1)0 t=0,
t—
1
temos lnxdx: lim Inxdx =
t—0t J¢
= lim (=1 —t¢Int+¢)=—1— lim (¢In¢ 12.16
Jim ( ni+1) lim (rnr) - (12.16)
Note-se que
. . Int\ v .. % .
lim (¢In¢) = lim | 4 | = lim { Z5 | = lim (—¢) =0
t—0+ t—0+ n t—0+ ;—2 t—0+
(12.17)

Substituindo 12.17 em 12.16, finalmente temos

lnxdx = lim lnxdx =—1.
t—0t

3 d
. / a >dx
0 (x—1)3

Observe que neste exercicio o integrando ¢ uma funcio nao
limitada no interior do intervalo.

Note-se que

/ x—1%_/ x_1% /13(xiixl)% (12.18)

II

Vamos calcular a integral I de 12.18.

Pela defini¢do de integrais improprias de fungdes ndo limitadas,

temos . 4 ¢ g
/ Y~ lim a (12.19)
0 (x—1)§ 1==1Jo (x—l)




Mas,

/(xilxl)g 2/(x—1)—%dx:3(x—11)3

Entao,

+C  (12.20)

/Ot ( dxl)g :3(x—1)%y =3(t—1)5 =3(0—1)s =3(r—1)5+3
' (1221)

Substituindo 12.21 em 12.19, temos

1 t
/ B im B _ i [3(z—1)%+3] =3
0 (x_1)§ t—1-J0 (x_1)§ t—1"

(12.22)
Analogamente, calculamos a integral 11 de 12.18.

Pela definicdo de integrais improprias de funcdes ndo limitadas,

temos
3 dx . 3 dx
/ > = hm/ >
1 (x—=1)5 =I"Jt (x—1)3

Entao, fazendo uso da formula 12.20, temos

3 3 3
/ R lim/ D fim 3= 1)7]
1 (x—l)i t—1t J¢ (x_1)§ t—1+ t

— lim [3(2)%—3@—1)%} —392-0=3V2  (12.23)

t—1+

Substituindo 12.23 € 12.22 em 12.18, temos

/3 dx :3+3€f2=3(1+€f2).
0 (x—1)

[N}

Calculo de Integrais Improprias de Tipo Misto ou Dupla-
mente Improprias

Exercicio 12.5.

Integral duplamente improépria que converge

Usando a definicao de integral imprépria, calcule a seguinte in-

tegral:
T dx

(Aula 26 do caderno didatico, exercicio proposto n2 10)
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Solucio: Note-se que a integral dada ¢ duplamente imprdpria, ja que

+oo foo
_dx (12.24)

d« [ dx N
0 \/)_c(x+4)_/o\/)_c(x+4) 1 Vx(x+4)

Integral impropria do tipo 1T Integral impropria do tipo I

Vamos calcular separadamente cada uma das integrais a direita.

Pela defini¢ao de integrais improprias de fungdes ndo limitadas,
temos

L dx ) ! dx
/0 Vx(x+4) :tgr(g}*'/t Vx(x+4) (12.25)

Por outro lado, fazendo a substitui¢do u = /x = w* =x=dx=2udu,

d.
temos que a integral indefinida / M ¢ dada por

V(xr+4)
/ \/?c(ix+4) :/ u(igiu@ :2/ u2d14

=2 (%) arctg (g) = arctg (%) . (12.26)

Assim, usando 12.26, obtemos

R GIRIORI S

Portanto,
lim / 1 dx = lim |arct ! arct v = arct, !
ot Jo xerd)  eor | B2 g\2 )| T2

(12.27)
Substituindo 12.27 em 12.25, obtemos

L dx 1

Para calcular a segunda integral de 12.24, temos pela defini¢cdo de in-
tegral impropria sobre um intervalo nao limitado que

Fee dx

~ o dx
1 Valx+4) :tgrfm/l NEE) (12.29)

Usando em 12.29 a formula de integral indefinida encontrada em 12.26,

obtemos .
teoo dx VX
- =Nk t ~

i m e ()]

L Vit N\ = 1
= zEToo (arctg (7 — arctg 7 =5 arctg 7 (12.30)
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Assim, substituindo 12.28 € 12.30 em 12.24, temos
Fee dx ¢ 1 n n ¢ 1 T
——— —arctg [ = ——arctg | = | ==
0 Valrt+4) B\2) T2 7TR\2) 72
Isto é /+m dx _r
C b Aed 2

Exercicio 12.6.

o0 V2 Foo
Sabendo que / senx? dx = Tﬂ, calcule / wdx
0 0

VX

(Aula 26 do caderno didatico, exercicio proposto n® 19)

Solucio: Note-se que a integral dada é duplamente improdpria, ja que

+e senx 1 senx +e senx
—dx = + —dx 12.31
0 X Jo f | f ( )

Integral impropria de Tipo IT Integral impropria de Tipo [

Pela defini¢do de integrais improprias de fungdes nao limitadas, temos

Por outro lado, fazendo a substitui¢io u = /x = u*> = x = dx = 2udu
e a mudanga dos limites de integragdo, quando x =0 = u = +/0 =0
e x=1=u=+1=1, temos que

1 1
/ wdx = 2/ senu?® du.
IRV Vit

I'senx I'senx ! 5
Logo, /0 de = tl_l}r(g de = 2t1_1>131+ \ﬁsenu du
1 1
=2 lim senu’ du = 2/ senu’ du (12.32)
s—0t s 0

Por outro lado, da defini¢do de integral imprdpria sobre intervalos nao
limitados, temos que

~+oco
senx ! senx
/ ——dx = lim ——dx.
1

VALY N

Por outro lado, fazendo a substitui¢io u = /x = u?> = x = dx = 2udu
e a mudanga dos limites de integragdo, quando x =0 = u =0 =0
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e le:u:\/le,temosque

senx
—_— x—2/ senu? du.
/1 VX

oo Vit
Logo, / SNY iy = lim wdx =2 lim senu’ du
1 \/)_C t—+oo J1 \/)_C t—+oo J1
N oo
=2 lim senu’ du = 2/ senu’ du. (12.33)
st /] 1

Portanto, substituindo 12.32 ¢ 12.33 em 12.31, obtemos que

oo 1 oo oo
/ MY k=2 [/ senuzdu—i—/ senuzdu] = 2/ senu’ du
0 VX 0 1 0
(12.34)

oo
Por outro lado, por hipotese / senx’ dx = , ou em forma equi-
0

+e V2r . .
valente, / senu’ du = 1 ¢ substituindo este ultimo resultado em
0

e senx \/ \/

12.34, obtemos finalmente que dx
0

Jx 4 2

EXERCICIOS SOBRE CRITERIOS PARA CONVER-
GENCIA OU DIVERGENCIA DE INTEGRAIS
IMPROPRIAS

Critérios para Convergéncia ou Divergéncia de Integrais
Improprias do Primeiro Tipo

Exercicio 12.7.

Usando critérios de convergéncia, determine a convergéncia ou
divergéncia das seguintes integrais improprias:

o 34 J
a./l S

(Aula 26 do caderno didatico, exercicio proposto n® 20)

oo x2 41
b. —dx
/1 X3 4+2x+1

(Aula 27 do caderno didatico, exercicio proposto n? 7)



+eo sendx
C. / dx
1

X2

(Aula 27 do caderno didatico, exercicio proposto n® 6)

d. / ——dx
1 VB 4x042

Solucio:

oo e J
a. -
/1 X +x24+1 o

Observe que a integral dada ¢ uma integral impropria sobre um

. T , . X e
intervalo ndo limitado. Temos também que lim ———— =
x—teo x3 +x2 + 1

1+4 1
lim 17;@1 = 1, pois sabemos que lim — = 0 para
x—rfeo | 4 it x—r-o00 X!
.oe " } 1 ) ¥ e
neNe xl_l)tfm == xl_lgloo i 0. Assim, f(x) = PIaTl
. x3 _|_e—x
¢ continua em [1,+o0) e lim ———— =1 0. Logo, por

x—teo X3+ x2+ 1
uma consequéncia do Teorema 26.1, do Mddulo 2 do caderno

didatico (ou pela propriedade 6, pagina 81 deste caderno) que

diz:
“Seja f continua em [a,+). Se, lirf f(x) # 0, entdo
X—>+oo
~+oo
/ f(x)dx diverge.”
a
too 3 e
Podemos, entdo, afirmar que / =5 —dx diverge.
1 x> +xr+1

o X241
b. / =5 dx
1 X +2x+1
Observe que a integral dada ¢ uma integral impropria sobre um
intervalo ndo limitado. Neste caso, ndo podemos usar o critério

d lo anterior i4 li ¥ +1
usado no exemplo anterior ja que agora lim ————— =
_ .p . Jaqueag xoteoxd 4 2x4+1 7
que ndo implica coisa alguma. Vamos tentar usar outro critério.
¥ +1
. . . x4+ 2x+1
¢ 2, e a maior poténcia do denominador ¢ 3, podemos usar o
2
x“+1
X+ 2x+1

2

Como a maior poténcia do numerador da fragdo:

critério do limite do quociente com f(x) =
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x ! f(x) 3x2+1
e gx) = 5 = - Como lim —= = lim % —
x x yte g(x)  xote L
3
. X’ +Xx . _ o o
lim ———— =1 > 0. Entdo, as integrais improprias

x—toeox3 +2x+ 1

x°+

S5 dxe —dx comportam-se da mesma ma-
1 X +2x+1 1 X .

neira, ou seja, ambas convergem ou ambas divergem. Por outro

lado, sabemos do primeiro exemplo referencial dado na pagina
78 deste caderno (ou Exemplo 27.2 do Moédulo 2 do caderno
didatico) que:

1 .
“/ —dx com a >0 convergese r>1 edivergese r <1
X

Tl
Assim, neste caso,a =1>0 ¢ r=1, logo / — dx diverge.
1 X

oo x2 +1 i .
Portanto, / ————— dx também diverge.
1 X +2x+1

Erro frequente nas provas!!! Observe que ¢é errado es-
colher no Exercicio 12.7-b, por exemplo, f(x) =x>+1 e
g(x) = x*> 4+ 2x+ 1 e aplicar o critério do quociente a essas
¥ +1
x4+ 2x+1
aplicar o critério, todo esse integrando (e ndo uma parte dele)
¢ que tem que ser uma das fungdes f ou g.

+° senx
c. —5—dx
1 X

fungdes, pois o integrando, neste caso, ¢

A integral dada é uma integral imprdpria sobre um intervalo nao
limitado.

Note-se que, neste exemplo, ndo podemos aplicar o critério da
comparagdo para integrais improprias sobre intervalos

3
A N sen’x
ndo limitados, uma vez que a fungdo f(x) =

5— assume
X
também valores negativos. Vamos, entdo, considerar a integral
+e | sen’x
— dx.
1 X

Como 0 < |senx| < 1, segue que 0 < [sen’x| < 1, logo
sen’x 1
< —

_xz'

0<

Por outro lado, novamente lembremos do primeiro exemplo re-
ferencial dado na pagina 78 deste caderno (ou Exemplo 27.2 do
Moédulo 2 do caderno didatico) que:

—+oo
“ / — dx coma > 0 converge se r > 1 e diverge se r < 1.7
a X

98 CEDERIJ



~+oo
Logo, / —dx converge, pois neste caso a =1 >0 ¢
1 x

r =2 > 1. Assim, estamos em condi¢des de aplicar o critério
da comparacio, pois as funcdes sdo todas positivas. Conside-

3
sen
rando f(x) = |— a
x

1
e glx) = 2 temos que 0 < f(x) < g(x)

~+oco
para todo x > 1. Como / —2dx converge, entao, temos, pelo
1 X

sen3x

x2

~+co
critério da comparagdo, que / dx converge.
1

Usando agora o critério 5 dado na pagina 81 deste caderno (ou
Exemplo 27.6 do Modulo 2 do caderno didatico) que diz:

“Seja f continua em [, +eo) e ndo necessariamente positiva. Se

Feo oo
/ | /(x)|dx converge, entdo f(x)dx também converge.”
a a

3

~+oo
Afirmamos, entdo, que / dx também converge.
1

x2

— dx
1 VxS 4+x042

A integral dada é uma integral imprdpria sobre um intervalo
ndo limitado. Note-se que, neste caso, também ndo podemos
usar a propriedade que usamos no Exercicio 12.7-a, pois, se

2
. X . A s
lim —————= = 0 nada pode ser dito sobre a convergéncia
x—o0 4 /x8 +x6+2

x2

~+oo
ou divergéncia de / —_—
s 1 Vx84 X042
meiro exemplo referencial das notas de aula (ou Exemplo 27.2
do Moddulo 2) que diz:

dx. Novamente, do pri-

~+oco
“ / — dx coma > 0 converge se r > 1 e diverge se r < 1.7
a X

+eo ]

Podemos afirmar que / — dx € convergente. Por outro lado,
X

x® < x® +x% 42 vale para todo x € R, em particular, vale para

todo x > 1 e como a fungdo raiz quadrada ¢ crescente para todo

x>0, temos: x* = Vx® < v/x8+x0+2 para todo x > 1, de
2 2

1 1 X b
onde 0 < ———==< —.L0g0, 0 < ————=< 5 =
VI Va8 Fx6 42~ xt

1 1
2 Considerando f(x) = eg(x) = 2 temos que

X

Vx84 x6+2 .
> 1

0 < f(x) < g(x) para todo x > 1. Como / —dx €
1 X

convergente, temos pelo critério da comparagcio que

+oo X
/ ———dx ¢ convergente.
1

Va8 +x0 42
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Critérios para Convergéncia ou Divergéncia de Integrais
Improéprias do Segundo Tipo

Exercicio 12.8.

Usando critérios de convergéncia, determine a convergéncia ou
divergéncia das seguintes integrais improprias:

1 3
a. / e “x"2dx
0

|
b. / L x
1 Vx4 —1

(Aula 27 do caderno didatico, exercicio proposto n® 14)

Solucio:

1 3
a. / e “x 2dx
0

1 3 L dy

Observe que / e *x Zdx= / e
0 . 0 e*x2 |

de uma fung¢do nao limitada no limite inferior.

¢ uma integral imprépria

Note-se que a fungdo e¢* é crescente para todo x € R, em par-

1
ticular, para 0 < x < 1, entio 0 < &* <e'. Logo, 0 < — < —.
e

L g ¢
Portanto, 0 < — / <
0 x2 0 exxz
1
Considerando  f(x) = ——3 e gx) = -, temos que
€ x2 e‘x2
0 < f(x) < g(x) paratodo 0 <x<1I.
ld
Afirmamos que a integral / — diverge. De fato, / —f
2 0 x2

pode ser calculada diretamente usando defini¢do de integrais
improprias de fungdes ndo limitadas ou podemos observar que

a integral dada é um caso particular parab=1>0er= - >1

do segundo exemplo referencial dado na pagina 78 deste ca-
derno que diz:

b1
“/ — dx com b > 0 converge se r < | e diverge se r > 1.7
0 X
Udx
Logo — também diverge, assim, pelo critério da compa-
0

x2
dx

3
erx?

1
racao, concluimos que / diverge, isto ¢, a integral
0

1
3
/ e 'x"2dx ¢ divergente.
0



2 1

b. / dx € uma integral impropria de uma funcdo nao li-
Y~ g prop ¢

mitada no limite inferior.

Observe que para x > 1, temos

Vit —l=vVa2 -1Vt l=vx—WVxr 1Vl +1

Por outro lado, se 1 <x <2temosque, | +1 <x+1<2+1,
isto é,2 <x+1<3.

Note-se que a fung¢do /x+ 1 é crescente para todo x > —1, em
particular para 2 < x+ 1 < 3, entdo V2 <Vx+1<4/3.

Analogamente, se 1 < x < 2 temos que, x> ¢ uma fungdo

crescente nesse intervalo. Logo, 1 < X<2=21<x2<4=
1+1<x>+1<4+1=2<x*+1<5e, como araiz quadrada
¢ crescente no ultimo intervalo, temos que V2 <Va241<

V5.
Assim, 2 = V2V2 < Vx+1V1+x2 para | <x <2 =
1

1
— > —————— Portanto, para 1 < x < 2 temos que,
2 x4+ 1VI1+x2 P d
1 1 1
> —
2vVx—1 " x—=1vx+1V14+x2  Vrt—1

1 1
Considerando f(x) = e olx) = ————
S = ey 8 =
0 < f(x) < g(x) paratodo I <x <2.

> 0.

, temos que

2
Afirmamos que a integral / dx converge.
1

1
2vx—1

2]
De fato, / —————dx pode ser calculada diretamente usando
1 2v/x—1 P
definicao de integrais improprias de fungdes nao limitadas ou
=x—1

y
dy = dx ,onde

podemos observar que fazendo a substituicao {
1t )
y=0sex=1ey=1sex=2, obtemos —/ —dy. A inte-
2 Jo y2
1
gral dada ¢ um caso particular parab=1>0er=- <1 do

segundo exemplo referencial dado na pagina 78 deste caderno
que diz:

b1
“/ — dy com b > 0 converge se r < 1 e divergese r > 1.”
0y

dx converge, assim pelo critério da com-

2 1
Lo o,/ —_—
g 1 2v/x—1

2
paracdo concluimos que /
1

1
dx converge, isto &, a in-
Vxt—1
21
tegral / dx é convergente.
1

Vaxt—1
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£ Note-se que muitas vezes 0 mesmo exercicio pode ser es-
tudado usando um outro critério para a convergéncia ou
divergéncia de integrais improprias.

Por exemplo, no Exercicio 12.8-b, a integral /
1

ser estudada também da seguinte forma:

Observe que

Vit —1=v2 -1Vl +1=va— Vot V2 +1.
Note que, se x — 1 entdo v/x+ 1vVx2+1 — V22 = 2. Tsso

sugere usar o critério do limite do quociente com f(x) =

4 —

Lembremos o critério do limite do

]_

1
e glx) = AT

quociente:

“Sejam f e g continuas em (a, b], com f(x) > 0 e g(x) > 0 para

J)

qualquer x € (a,b] e lim ——= =L com L € (0,+0). Isto ¢, 0
x—at g(x)

limite do quociente € um niimero positivo. Entdo, as integrais

b
improprias / f(x)dx e / g(x)dx comportam-se da mesma

maneira. Ou seja, ambas convergem ou ambas divergem.”

1 1
VA1 VWt IVl ~

Note-se que, neste caso, f(x) =

1
0e gkx)= >0em (1,2].
1 /_«/— 2

lim L) iy VAV 22
x—1+ g(x) x— 1+ 2\/)16__1 x—=1Tv/x+1 \/x2 2
=1¢€(0,+c0).

~ s . . . 2 dx
Entdo, pelo critério do quociente, as integrais / — €
1 Vx*—

2

dx
1 2vx—1

ambas convergem ou ambas divergem. (12.35)

se fizermos

dx
Por outro lado, observe que na integral / ,
d & 1 2vx—1

e a mudanga correspondente dos

a substitui¢ao { du — dx
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x=1=u=0

resulta que
x=2=u=1" q

limites de integragao {

ldu
1 2vx— 2 0 uz

(12.36)

Vdu
Por outro lado, / — pode ser calculada diretamente usando
0 y2

definicao de integrais improprias de fungdes nao limitadas ou
podemos observar que a integral dada ¢ um caso particular para

b=1>0er= = <1 dosegundo exemplo referencial dado na

pagina 78 deste caderno que diz:

b1
“ / — dx com b > 0 converge se r < 1 e diverge se r > 1.7
0 X

Assim, podemos afirmar que / T converge. Logo, usando

12.36 afirmamos que converge. Levando este ultimo

dx
xt—1

1 2\/x— 1

2
resultado a 12.35 podemos finalmente afirmar que /
1

converge.

APLICAC(~)ES DAS INTEGRAIS IMPROPRIAS AO

CALCULO DE AREAS DE REGIOES NA0o LIMI-
TADAS

Exercicio 12.9.

Determine a 4rea A da regido ilimitada acima do eixo x sob a

curvay = PR chamada Bruxa de Agnesi.

1 N .
5 ¢ uma fungdo sempre positiva e

. 9Fxs , .
definida para todo x € R. A regido ilimitada esta acima do eixo x, as-
sim, ndo precisamos do grafico da regido para perceber que a area 4 ¢

Solucio: Observe que y =

dada por 4 = / mdx, desde que essa ultima integral seja con-
—oo X

vergente. (Observe que a integral que vamos calcular € o exercicio
proposto n° 3, Aula 26 do caderno didatico)

Da defini¢do de integral impropria sobre um intervalo nao limi-
tado, para qualquer ¢ niimero real, temos

~+oo
/m 9+x2 /9+2 +/ 9+x2
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Para facilitar os calculos, podemos considerar ¢ = 0 como o nimero
real, tal que

teo ]
- d 12.37
/w i / 9+x2 /0 912 (12.37)

I

Vamos calcular a integral I de 12.37.

Pela definicao de integral imprépria sobre um intervalo nao limi-
tado, temos

0

/ L ove tim [ dv= tim Laretg?
X = l1m X = l1m —arc
—e0 94 x2 t=—eJy 94x2 e ) ;

) 1 t 1 /4 /4
= lim_ [O—garctgg} _—5(—5> -2 (12.38)
Lembre-se d / Larctg X 4C im_aret i
embre-se de que —arc e lim arc —:——.
W) o2 ™ T 30083 83772
Analogamente, vamos calcular a integral Il de 12.37.
e 1 x]®
/0 9 - H+w/ 97 2 ¥ = lim zarctg 5} 0
1 s 1 /m T
— lim |-arctgs — :—(—):—. 12.
o [3 aretg 3 0} 3\2) 7 6 (12.39)
Lembre-se de que lim arctg > = r
aue DR.ACe3 T o

Substituindo 12.39, 12.38 em 12.37 podemos concluir que a

+oo oo ]
integral imprépria / ——dx converge ¢ A = / dx
& prop e 942 8 e 942
T T T
= — 4+ — = — unidades de area.
6 6 3
Somente como informagao, forneceremos o grafico da regido es-
tudada:
y
1 __1
A4 )=
‘ 1 0 s
«— —
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Exercicio 12.10.

Encontre a 4rea A da regido do primeiro quadrante limitada pela

1 .
curvay = —————=,0¢ixo Oxeasretasx =0e x = 2.
x(2 —x)
~ 1 . <
Solu¢ao: Observe que y = ——— para 0 < x < 2 ¢ uma fungéo

Vx(2—x)
sempre positiva. Também sabemos que dita regido estd no primeiro
quadrante ¢ ¢ limitada inferiormente pelo eixo Ox, assim nao preci-
samos do grafico da regido para perceber que a area A4 ¢ dada por

o v

Note-se também que

dx, desde que essa ultima integral seja convergente.

2 1 ! 1 2 1
A_/O \/x(2—x)dx_\/0 Vx(2—x) dx+/1 \/x(2—x)dx
: Y 1240

Vamos calcular a integral I dada na Expressao 12.40.

Pela defini¢ao de integrais improprias de fun¢des ndo limitadas,
temos

(12.41)

! 1
7dx— hm/
/0 x(2—x) =0 Jt /x(2—x)

Usando a técnica de completar quadrados, temos que

dx =

/\/Jﬁ /\/lef /\/1 Eem R

- ==

T u= e N
Fazendo a substitui¢cdo { na ultima integral a direita,

x —
du = dx
temos

[ ===

(12.42)

du=arcsenu+C =arcsen(x—1)+C
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Substituindo 12.42 em 12.41, obtemos

1 1
/0 \/ﬁdx:tg%i/t \/ﬁdx:tg%l([arcsen(x—l)]n

= lim [arcsen(1 — 1) —arcsen(s — 1)]
=07

= ,E%i[_ arcsen(r — 1)] = —arcsen(—1) = — (—5> =5 (12.43)

Analogamente, calculamos a integral 11 dada em 12.40.

Pela defini¢dao de integrais imprdprias de fungdes ndo limitadas,
temos

dx = lim

2 1 s 1
/1 Vx(2—x) s—>2‘/1 Vx(2—x) i (1249)

Entdo, fazendo uso da formula 12.42, temos

N

s 1
————dx =arcsen(x — 1 ]
/1 Vx(2—x) ( ) 1
= arcsen(s — 1) —arcsen(1 — 1) = arcsen(s — 1) (12.45)
Substituindo 12.45 em 12.44, temos

2 1 T
————dx = lim arcsen(s — 1) = arcsen(1) = — 12.46
/ o= Jimaresen(s — 1) (1)=3 (1246

Substituindo 12.46 ¢ 12.43 em 12.40, temos

2 1 T T
A= / —————dx = — + — = m unidades de area.
0 1/x(2—x) 22

Somente como informagao, forneceremos o grafico da regido es-
tudada:

¥y g2

T
}

106 CEDERJ



Exercicio 12.11.

Determine a area 4 da regido ilimitada do primeiro quadrante
1
VX(x+1)

limitada pela curva y = , 0 eixo Ox e o eixo Oy.

Solucao: Observe que y = para 0 < x < o0 ¢ uma fungao

1
Vx(x+1)

sempre positiva, assim nao precisamos do grafico da regido para per-

ceber que a regido ilimitada sob a curva y = ——  a direita do
q & Y= Rt 1)
eixo Oy e limitada inferiormente pelo eixo Ox tem a area dada por

e dx L .
A= / ——— , desde que essa ultima integral seja convergente.
0

VA1)

Observe que

tee dx

L dx e dx
0 Vrx+1) /0 Vx(x+1) * 1 Vx(x+1) (12.47)

Integral impropria de Tipo 11 Integral impropria de Tipo I

Vamos calcular separadamente cada uma das integrais a direita.

Pela defini¢ao de integrais improprias de fun¢des ndo limitadas,
temos

1 dx ) 1 dx
/0 Vx(x+1) :tli%l/t Vx(x+1) (12.48)

Por outro lado, fazendo-se a substituigdo u = /x = u> = x =

dx
=2 i 1 indefini — ¢
dx = 2udu, temos que a integral indefinida / NCEESY ¢ dada por
/ dx _/ 2udu _/ 2du
Vex(x+1) S u@@+1) ) i+l
= 2arctg(u) + C = 2arctg(y/x) +C (12.49)

Assim, usando 12.49, obtemos

= 2arctg(\/;c)}: =2arctg(1) —2arctg(v/?) = 2% —2arctg(V1).

[ A

Portanto,

1 dx T T
H‘%l/, D) oot [2 ar"tg(‘/i)] 2 (12.50)
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Substituindo 12.50 em 12.48, obtemos

4

1 dx
/0 D=2 (12.51)

Para calcular a segunda integral de 12.47, temos pela defini¢ao de
integral impropria sobre um intervalo ndo limitado que

Foe dx

) s dx
1 Vx(x+1) :sgrfw/1 Vx(x+1) (12:52)

Usando em 12.52 a férmula de integral indefinida encontrada em
12.49, obtemos

T dx lim [2arct (\/)_C)T
1 VA FT) s g 1

: T T W
= lim ((2arctg(v/s) —2arctgl)) = 25 — ZZ =3 (12.53)

S—r+-oo

Assim, substituindo 12.51 € 12.53 em 12.47, temos

Fee dx T . T .
0o Vx(x+1) 2 2 7
Isto ¢,
+oo d
A= / = 7 unidades de area.
0 Vx(x+1)

Somente como informagao, forneceremos o grafico da regido es-
tudada:
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APLICACOES DAS INTEGRAIS IMPROPRIAS EN-
VOLVENDO FiSICA E QUIMICA

Exercicio 12.12.

A velocidade média das moléculas em um gas ideal é

3
s A (M) / T e MR /QRT) g,
/7 \2RT 0

em que M € o peso molecular do gas, R ¢ a constante do gas, 7" ¢
a temperatura do gas, e v ¢ a velocidade molecular. Calculando

. . . _ 8RT
a integral impropria dada, mostre que v = v

Exercicio 12.13.

Uma substincia radioativa decai exponencialmente: a massa
no tempo ¢ é m(t) = m(0)eX, onde m(0) é a massa inicial e k
¢ uma constante negativa. A vida média M de um atomo na

. Fee kt
substanciaé M = —k / tet'dt.
0

Para o is6topo radioativo de carbono, C'", usado para
datagdo, o valor de k£ ¢ —0,000121. Calculando a integral impro-
pria dada, mostre que a vida média de um atomo de C'* é

. ~8264.5 anos.
0,000121 0 anos

PASSO A PASSO DOS OUTROS EXERCICIOS PRO-
POSTOS NO CADERNO DIDATICO

Exercicio 12.14.

Analise as seguintes integrais improprias, indicando quando elas
divergem e calculando-as, caso contrario:

T dx

. 2 —1

e /1 x3 +4x d / n
0 2 4

b. /_wexsen(2x)dx e./o ﬁ
1 —|—oo X

c. / dx f, / e—dx
0 1—x

(Aula 26 do caderno didatico, exercicios propostos n% 7, 15, 17, 16,
18 e 12, respectivamente)
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Solucio:

/*"" dx
a. —_—
| X +4x

Observe que a integral dada ¢ uma integral impropria sobre um
intervalo nao limitado, logo

T dx t dx
= lim [ ——— 12.54
A‘ X3+ dx t$+wﬂ;ﬁ+¢u (12.54)

Mas,

/ dx  dx
BAdx x(x2+4)
Para resolver esta tltima integral, usaremos o método das fracdes

parciais. Como o denominador ¢ o produto do fator linear x pelo
fator quadrético irredutivel (x* +4), a decomposig@o em fragdes

arciais para ——— tem a forma
P P x(x? +4)

1 A  Bx+C
—_—=— 4 — 12.55
x(x2+4) «x * (x2+4) ( )

Para determinar os valores de 4, B e C, multiplicamos ambos
os lados da Expressdo 12.55 pelo produto dos denominadores
x(x? 4 4), obtendo

1 =A(x*+4)+ (Bx+C)x

1= (4+B)x*+Cx+44

Assim, igualando os polinémios, temos:

A+B=0 (12.56)
C=0 (12.57)
44 =1 (12.58)

De 12.57 temos C =0, de 12.58 4= % Substituindo este valor

1
de A em 12.56, temos B = I

Substituindo os valores de 4, B e C em 12.55 resulta
1 1 X

x(x*+4) 4x  4(x2+4)



Assim,
i Froad rerey
X2 +4) 4x 4x2+4
1nyx|——1n|x 4| = xzx+4‘ +C O (12.59)
Logo,
/t i _lln * t—
P (2 +4) 8244
1 1? 1|1 1 1? 1
_ 4 — —In|l=|==In|——|+-1In5 (12.60
8nt2+4' 8n’5' 8nt2+4'+8n (1260

Substituindo em 12.54 o resultado obtido em 12.60, temos

/W *__im /t d e (L] s
| X 44x iote)] B +dx ot |8 |2+4| 8
tZ

8

. 1
n;ETNM'+§In5 ln]1]+ In5

/*“’ dx 11 5
—— — —1nJ.
1 X344 8

Assim, resulta

0
/ e sen(2x)dx

Observe que a integral dada ¢ uma integral impropria sobre um
intervalo ndo limitado, logo

0
/ e'sen(2x)dx = lim [ €' sen(2x)dx (12.61)

t——oo Jt

Usaremos integracdo por partes para calcular a integral indefi-
nida / e"sen(2x)dx.

u=¢e = du=¢édx
F d 1 , t
e gy = sen(2x)dx = v= ~3 cos(2x) cmos que

e

e sen(2x)dx = — — cos(2x) + cos(2 é‘dx

N~ ———— 2 H,_/ H,_/

u dv ~ v v du

u
(12.62)

Aplicaremos novamente integra¢ao por partes na ultima integral
a direita.
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u=¢e = du=¢e"dx

1 ,t
dv=cos(2x)dx = v= 5 sen(2x) emos que

Fazendo {

/excos(2x)dx = ?sen@x) - %/exsen@x)dx (12.63)

Substituindo 12.63 em 12.62, obtemos

<% + 1> /ex sen(2x)dx = —% cos(2x) + % sen(2x) +C

/ex sen(2x)dx = —%ex cos(2x) + ?sen(2x) +C  (12.64)

0 2 & 0
Assim, / e“sen(2x)dx = —gex cos(2x) + 3 sen(2x)
t

t

2 0 2 !
= —geo cos(0) + % sen(0) + ge’ cos(2t) — % sen(2¢)

!

2 2, e
=-3 + 3¢ cos(2t) — 3 sen(2t) (12.65)
Aplicando o limite em 12.65 resulta

. 0 , 2 2, e
lim [ e"sen(2x)dx = lim —3 + 3¢ cos(2t) — 3 sen(2t)

t——oo Jy t——oo

0

. 22, 1.,
tll)t_nm | e“sen(2x)dx = ~3 + 3 IBIPwe cos(2t) — 3 tll}t}’looe sen(2¢)

limitada
. . 1 =
Note-se que lim (¢’ cos2t) = lim (—) cost =0 e que
t——oo0 t——oo \ @t
——

—0
limitada

(1 . 0
lim (sen(2¢)) (—t> = 0. Portanto, lim [ ¢€*sen(2x)dx =
f—y—oo e~ t——oo J;
—0

2 0 2
-3 Isto &, / e sen(2x)dx = ——.

5
/ U dx
c.
0 v1I—x
Pela defini¢do de integrais improprias de fungdes ndo limitadas,

temos Loy ¢ g
/ ¥ _ lim a (12.66)
0

1—x =1-Jo v/1—x
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Mas/\/fxTx:/(l—x)_%dx:—Z(l—x)%#—C. Entdo

/t d :—2(1—x)%]t:—2(1—t)%+2 (12.67)
0 0

1—x

Substituindo 12.67 em 12.66, obtemos

/01 D im (-2(1—:)%+2):2.

1—x t=1-

2 X
. /0 %m(z)dx

Pela definicdo de integrais improprias de fungdes ndo limitadas,
temos

/2 Ly (5)dx=1 S ( )d (12.68)
—In x=1lim [ —=In X .

0 VX 2 =0+ )i \/x

Usaremos integragﬁo por partes para calcular a integral indefi-

nida / — ln

u= dx
Fazendo 2 X , temos que

X 1 1ooX 11 x 1
/lnzx Idx = 2x2 ln§—2/ p )—Cdx—Z\/)_clnz—2/x Zdx
S~~~ dv v N~ v v
u u du

zzﬁlng—m +c:2\/§1n)2—“—4\/?c+c

Assim, / \/_ dx = Zfln— - 4\/7}

2 t t
:2\/§1n5—4f2—2\/21n5+4\ﬁ=—4\/5—2\ﬁ1n5+4\ﬁ
(12.69)
Substituindo 12.69 em 12.68 e levando em conta que

lim /¢ = 0, temos

t—0+t

/02%111(;) dx = lim (—4\/5—2\/21n%+4\ﬁ)

. t
= —4v2-2lim (\/Zln§> (12.70)
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Note-se que

t lnL , 1/t
lim (VinZ) = tim (=2 ) &' lim /2
=0+ 2 =0+ 7 =0+ _%fi

3

1/t —2t2

i () i [ Z22) 2 im (—2ve) = 0
t—0* —l/(2ﬁ) t—07F t t—0+

Substituindo 12.71 em 12.70, finalmente temos

02 % In (%) dx = —4\/2.

Muitas vezes, os alunos ficam tentados a aplicar o Teo-
rema Fundamental do Calculo diretamente a uma integral
improépria, sem fazer os limites apropriados. Para ilustrar o
que pode acontecer de errado se procedemos dessa maneira,
vamos resolver o seguinte exercicio de duas maneiras.

A primeira, de forma errada, ignorando o fato de que a integral
dada ¢ improépria

172 2
/Oz(xiil)z:/oz(x—l)zdx:7( _11) 1]0:_()611)]0

——1—(-1)=-2.

Observe que este ultimo resultado nao faz sentido, pois o inte-
grando ¢ uma funcao que nunca € negativa e, pelas propriedades
das integrais definidas, a integral também nunca sera negativa.
Temos assim um absurdo!

2 d
Para calcular / & de forma correta observe que
0o (x—1)2

2 dx 1 dx 2 dx
/0 (x—1)2 :/0 (x_1)2+/1 1) (12.72)

I II

Vamos calcular a integral I de 12.72.



Pela definicdo de integrais improprias de fungdes ndo limitadas,

temos Loy ¢ g
X . X
/0 G-I :tlﬂl—/o G_1? (12.73)
Mas,
-1
/(xixnz :/(x—l)_zdx:%—i—C (12.74)
Entao, C oy .
X
/O o (12.75)

Substituindo 12.75 em 12.73, temos

/1i—hm/ti—hm IR
0o (x—=1)2 S1-Jo (x—1)2 S| (t—1) N
(12.76)

Como uma das integrais que compde a soma em 12.72
diverge, podemos concluir (mesmo sem estudar a integral II em

2 dx
12.72 integral | ——
) que a integra /0 Go17

diverge.

1 1
+oo ox . t ox
f. —dx = lim —zdx
1

x2 t—too J1 X

. e ex . 1
Assim, / —dx= lim (—e')+e=—1+e=e—1.
1

Exercicio 12.15.

Usando critérios de convergéncia, determine a convergéncia ou
divergéncia das seguintes integrais improprias:

3
+oo X2
————dx
1 Va+x3
oo 1

—dx
1 V4+x3

+eo gendy

——dx
1 VA+x3

(Aula 27 do caderno didatico, exercicio proposto n® 16)

a.

C.
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d /+°° _senx
24 2x+1
(Aula 27 do caderno didatico, exercicio proposto n® 9)
Foe 1
1 x4 2x+1
(Aula 27 do caderno didatico, exercicio proposto n? 4)

dx

Solucio:

o)

too p
a. X
/1 V4 +x3

Observe que a integral dada ¢ uma integral impropria sobre um
intervalo ndo limitado. Temos também que

3
x2 . 3 . X

lim ——— = lim —_—
x%+°° 1 x3 T xe o /4 +x3 x—=teo |l 4 +x3

V x%+°°4—|-x xgrfwi} 1 :l,

pois sabemos que lim — =0 paran € N.
X—>—+o0 X
3 3
Assim, f(x) = Y ¢ continua em [1,400) e lim v
’ Va+ 3 x—teo \ /4 4 X3

1 # 0. Logo, por uma consequéncia do Teorema 26.1 do Modulo
2 do caderno didatico (ou pela Propriedade 6 dada na pagina 81
deste caderno) que diz:

~+oo
“Seja f continua em [a, +<0). Se lilll f(x) # 0 entdo f(x)dx
X—r+oo
diverge.” ‘

[T

X

V4 +x3

~+oo
Podemos, entdo, afirmar que / dx diverge.
1

+o
b. / —dx
R

Observe que a integral dada ¢ uma integral imprdpria sobre um
intervalo nao limitado. Neste caso, ndo podemos usar o critério

=0,0
too /44 x3

que ndo implica coisa alguma. Vamos tentar usar outro critério.

usado no exemplo anterior ja que agora hm
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1 1
Note-se que f(x) = —= >0eg(x) =
WS =5 > 008N = T
Podemos usar o critério do limite do quociente ou também cha-
mado teste de comparagdo no limite com f(x) e g(x) acima de-

>0em [1,+o0).

1
L -
finidas. Como tim 7% _ fim VT _ py YA _
X—r-o0 g(x) X—>—+Foo \/m X—s—foo \/;
/4 e
XETM\/; =1 € (0,+<). Entdo, as integrais improprias
oo e

1
———dxe ——dx comportam-se da mesma ma-
1 VaA+x3 1 V3 P

neira, ou seja, ambas convergem ou ambas divergem. Por outro
lado, sabemos do primeiro exemplo referencial, pagina 78 deste
caderno (ou Exemplo 27.2 do Mdédulo 2 do caderno didatico)
que diz:

~+oco
“ / —dx com a > 0 converge se 7 > 1 e diverge se r < 1.”
a X

3 Foe
Assim, neste caso, a=1>0¢er = 3 > 1, logo / —dx
1

Va3

converge. Portanto, dx também converge.

o
/1 Va4 x3

/*"" sen’x J

. X

1 Va+x3

A integral dada é uma integral imprdpria sobre um intervalo ndo
limitado.

Note-se que, neste exemplo, ndo podemos aplicar o critério da
comparagdo para integrais improprias sobre intervalos

sen3x

V4+x3

também valores negativos. Vamos entdo considerar a integral

~+oo 3
/ dx.
1

sen’x
44 x3
Como 0 < |senx| < 1, para todo x € R segue que 0 < [sen’x| <
3
sen°x

Va+x3
duas fungdes positivas f(x) = ’

ndo limitados, uma vez que a fungdo f(x) = assume

1, logo 0 <

em [1,+e0). Temos entdo

1
T V443
sen’x

Viro |
que 0 < f(x) < g(x) em [1,+4-o0).

Por outro lado, no Exercicio 12.15-b provamos que
~+oo

1
1 Va4
aplicar o critério da comparacio, pois agora todas as funcdes
sdo positivas. Assim, pelo critério da comparac¢do, podemos

dx converge. Assim, estamos em condigdes de
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sen3x

oo
afirmar que /
d 1| Va+x3
5 dado na pagina 81 deste caderno (ou Exemplo 27.6 do Mddulo
2 do caderno didatico) que diz:

dx converge. Usando agora o critério

“Seja f continua em [a, +°0) e ndo necessariamente positiva. Se
oo oo
/ | f(x)| dx converge, entdo /() dx também converge.”
a

a

sen3x

VA4+x3

~+oco
Afirmamos entdo que /
1

te senx
d./ —-—d
pid x2+2x—i—l x

Observe que, neste caso, ndo podemos aplicar diretamente o

critério da comparacdo para integrais imprdprias sobre interva-
senx

. X4+2x+1
também valores negativos. Vamos entdo considerar a integral

/*"" senx
Vs

x2+2x+1
Note-se que, em particular, para todo x € [7T,+e0) temos que

dx também converge.

los ndo limitados, uma vez que a funcdo assume

X.

0<|senx| <1ex?>+2x+1>0entio 0 < _ ST <
x2+2x+1
1
— . T també 24241 > %% tod
x2+2x+11 emos também que x“ + 2x + x“ para todo
x > 2 em particular para x € [m,+e0); logo
! < ! todo x € 1, 40)
————— < — para todo ).
2roaxtl 2P * ’
senx 1
Assim, podemos afirmar que 0 < | ———| < — para todo
P au _x2+2x+1'_x2p

x € [, 4-oo].

Por outro lado, por calculo direto (ou fazendo uso do primeiro
exemplo referencial dado na pagina 78 deste caderno [Exem-

el
plo 27.2, Médulo 2, do caderno didatico] temos que —dx
X
converge, poisnestecasoa =7 >0er=2> 1. Considerando
_ senx 1
flx) = 2rnrll ¢ glx) = 2 temos  que

0 < f(x) < g(x) para todo x > . Assim, estamos em condi¢des
de aplicar o critério da comparagdo, pois as fungdes agora sdo

. . [T| senx
todas positivas, entdo S0
T xc+2x+1

fazendo uso da Propriedade 27.4 do Moddulo 2 do caderno
didatico ou a Propriedade 5 dada na pagina 81 deste caderno,

odemos afirmar que / - __senx
p q pd xz + 2x + 1

dx converge. Portanto,

dx também converge.
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oo 1 p
P N Y
1 1
Note- -~ >0 — > 0em]l,4oo).
ote-se que f(x) = eg(x) P em [1,4o0)
Podemos usar o critério do limite do quociente ou também cha-
mado teste de comparagdo no limite com f(x) e g(x) acima defi-

1 4
s 2x+1
nidas. Como lim @ = lim )‘14 = lim ﬂ:
X—>—+oo g(x) X—p+oo T X—>+oo x4
1

—d
X4+ 2x+1 o

~+oco
1 € (0,+0<0). Entdo as integrais improprias /
1
+oo ]
e — dx comportam-se da mesma maneira, ou seja, ambas

poxt

convergem ou ambas divergem. Por outro lado, sabemos do pri-
meiro exemplo referencial dado na pagina 78 deste caderno (ou
Exemplo 27.2 do Modulo 2 do caderno didatico) que

~+oo
“ / —dx com a > 0 converge se 7 > 1 e diverge se r < 1.”

a X
+oo

x—4dx

~+oo
converge. Portanto, / — 5 7dx também converge.
1 x*+2x+1

Assim, neste caso, a =1 >0e r=4 > 1, logo

Exercicio 12.16.

Analise as seguintes integrais improprias, indicando quando elas
divergem e calculando-as, caso contrario:

+oo 4 1
e [
1 WX 1 (x=2)3
foo 1 +oo
b. / —dx e./ xe Pdx, a>0
1 X2 4+2x+1 0

/2 dx
C.
1 1—x

(Aula 26 do caderno didatico, exercicios propostos n% 6, 11,4, 5 e
14, respectivamente)

Solu¢io:

e

1
O dominio de f(x) = 7 ¢ o intervalo aberto (0,+oo). Observe

que f, em particular, ¢ continua no intervalo [1,+e), assim, a
integral dada resulta uma integral imprépria sobre um intervalo
nao limitado.
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Pela defini¢ao de integral imprdpria sobre um intervalo ndo li-
mitado, temos .
* dx U dx
U _ lim / @ 1277
/1 \/)_c t—+e J1 ﬁ ( )

Mas,

d

7); - /x—%dx — x4 C (12.78)
Substituindo 12.78 em 12.77 e aplicando a segunda forma do
Teorema Fundamental do Calculo, temos que

~+oco
/ A i Zx%]t = lim (27— 2) = +oo.
1

Xt 1 f—rfoo

+oo X
Portanto, a integral imprdpria / — diverge.
1

VX

b +°°71 d
' /1 22
. 1 .
O dominio de f(x) = oA (—eo,+00). Observe que

f, em particular, é continua no intervalo [1,+e), assim a inte-
gral dada resulta uma integral imprdpria sobre um intervalo nao
limitado.

Pela definicao de integral imprdpria sobre um intervalo ndo li-
mitado, temos

oo 1 t 1
——dx=li —d 12.79
/1 X2 42x+2 o t—1>rfoo/1 X2 4+2x+2 . ( )

Mas,

1 1 oo 1
/x2+2x+2 * I T I e (x+1)2+1 *
(12.80)

Facamos u =x+ 1 = du = dx

1 1
1N 1 — A p— — 1
/<x+1>2+1dx /u2+1d” arctgu+C =arctg(x+1)+C

(12.81)

Assim, substituindo 12.81 em 12.79 e usando o Teorema Fun-
damental do Calculo, obtemos

e 1 . t
J araerate= tim ([arestes 1)
. T
= tgrfw{arctg(t +1)—arctg(2)} = 5~ arctg(2).
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. / 2 dx
") 1—x
1
O dominio de f(x) = T ¢ R—{1}. Observe que f, em
—Xx
particular, ¢ continua no intervalo (1,2], assim a integral dada

resulta uma integral impropria onde o integrando € uma fungao
ndo limitada no limite de integracdo inferior.

Pela definicdo de integrais improprias de fungdes ndo limitadas,
temos

2 dx ) 2 dx : 2
/ — = hm/ —— = lim [—ln|1—xq
1 1—x =1t )r 1—x =17 t

= lim [~ In[1=2|+In|1 ]| = —.
t—1+ ——
0

Logo, a integral dada diverge para —eo.

S|
. / =dx
I (x—2)3

1
O dominio de f(x) = W ¢ (—o0,2) U (2,+e0) f. Observe
X — 3

que f, em particular, ¢ uma fungéo continua em [1,2) U (2,4,
assim a integral dada resulta uma integral imprépria em que o
integrando ¢ uma funcdo ndo limitada num ponto interior do
intervalo [1,4].

Devemos dividir a integral em dois casos:

4 2 4
dx = d dx (12.82
/1 (x—2)3 * /1 (x—2)3 x—l—/2 (x—2)3 * )

A escolha do nimero 2 para dividir o intervalo em dois subin-
tervalos € necessaria para transformar a integral dada em duas
integrais improprias de fungdes ndo limitadas nos extremos do
intervalo.

Pela defini¢ao de integrais impréprias de fungdes ndo limitadas,
temos

201 rol ! 2
/ ~dx = lim sdx=lim [ (x—2) 3dx
1 (x — 2)3 =2 J1 (x — 2)3 t—27J1
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T T 4 :
/2 _dx— lim/ _dx— lim [ (x—2) 3dx
t

(x—2)3 e (x—2)3 =2+ J;

W=

174
— lim [3(’“_12)3] = lim [3(4_2)%_3@—2) }:3\36

(12.84)
Substituindo 12.83 ¢ 12.84 em 12.82, obtemos

4 l 3 3
/ 2dx:3+3f2:3(1+\f2).
: :

(x—2)]

~+oco
e. / xe Pdx, a>0
0

O dominio de f(x) = xe™* ¢ R. Observe que f, em particular,
¢ uma fungdo continua em [0, +eo), assim, a integral dada ¢ uma
integral imprdpria sobre um intervalo nao limitado.

oo ’
/ xe Pdx= lim [ xe “dx (12.85)
0

t—+e J0

Para calcular / xe~ “dx usamos a integragdo por partes:

Fazendo

Uu=x=du=dx
1 1
dv=e “dx=v= /efaxdxz ——/(—a)ef"xdx: ——e ™

a a

X 1 S
temos que / x e Pdx=——e "+ - /e_“xdx, isto é
u dv

1 1
/xe*“xdx L — /e*“x(—a)dx = Zear_ —e “+C
a a a a
(12.86)

Substituindo 12.86 em 12.85 e pelo Teorema Fundamental do
Calculo, temos que

oo ?
—dax b X —dax 1 —dax
xe “dx= lim |——e * — —e
0

i _5 —at __ i —at i
= rBTw [ ae aze + 2 (12.87)
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Por outro lado,

Substituindo 12.88 em 12.87, obtemos

foo 1
/ xe Pdx=—, a>0.
0

a?’

Exercicio 12.17.

Usando critérios de convergéncia, determine a convergéncia ou
divergéncia das seguintes integrais improprias:

L b [ X g 1y
a./_w1+exx A ——d c./2 N

(Aula 27 do caderno didatico, exercicios propostos n® 13, 15 e 20,
respectivamente)

Solu¢io:

LS|
a. / dx
R
1
O dominio da fungdo f(x) = 0

particular, ¢ uma fungdo continua em (—eo,0], assim a integral
dada resulta uma integral imprdpria sobre o intervalo nao limi-
tado (—eo,0]. Note-se também que f(x) > 0 para todo x € R.

o ¢ R. Observe que f, em

Por outro lado, observe que para —eo < x < 0 temos que

1
e <l=1+4+e"<14+1=2,logo > — > 0. Portanto,

: l+e¥ — 21
considerando  f(x) = oo e gx) = 3 temos que
0 < g(x) < f(x) para todo x < 0. Pelo critério de comparagao

para integrais improprias sobre intervalos nao limitados se
0 0
/ g(x)dx diverge, entdo / f(x)dx também diverge. Assim,

1
1+4¢*

0 1 0
se / de diverge, entdo, a integral / dx diverge.

—oo
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01 .10 1
De fato, /700 de = zBIPoof t dx = tll)r_nNE[O—t] = oo, logo
0

01
/ de diverge, portanto /

—oo —oo

dx di oo,
= x diverge para +

#£5 Note-se que se 0 < x < oo ndo ¢é verdade que e < 1.

8
) / al dx
4 Vx—4

O dominio de f(x) =

il 7 ¢ (4,+<0). Observe que f, em

particular, ¢ uma fungdo continua em (4,8], assim a integral
dada resulta uma integral imprdpria em que o integrando ¢ uma
fung@o nao limitada no limite de integragdo inferior.

Vamos aplicar o critério do limite do quociente ou teste de
comparagdo no limite para integrais improprias de fungdes nao
limitadas:

e gx) =

Sej =

clam [(x) = =5 Vi3
claramente f(x) > 0 e g(x) > 0 para qualquer x € (4,8] ¢
li f(x) Vx—4

m —= = lim
x—4t g(x) x—4t

continuas em (4,8],

= lim x = 4. Isto ¢, o limite do quo-
x—4+

ciente ¢ um numero positivo. Entdo, as integrais improprias
/ R / R rtam-se d i
———=dxe | ——=dx comportam-se da mesma maneira.
4 Vx—4 4 Vx—4
Ou seja, ambas convergem ou ambas divergem.
Por outro lado, ¢ facil observar que

8

81 . 8 _1 . 1
/ dx=lim | (x—4) 2dx= lim [2(x—4)2}
4

x—4 t—4t Jy t—4t t

— Lim [2(8—4)% _2(¢_4)%] _4,

t—4+

dx também

8
dx converge logo /

, 8§ 1 x
ou seja,
! /4 Vvx—4 4 Vx—4

converge.

| p
2 \/)?lnxx

O dominio de f(x) = ¢ (0,1)U(1,4o0). Observe que

1
N
/¢ continua no intervalo [2, +oo), assim, a integral dada resulta
uma integral impropria sobre o intervalo nao limitado. Por outro
lado, observe que In € uma fungdo crescente, assim, para x > 1

temos Inx > In1 =0, logo f(x) >0 Vx € [2,+00).



Por outro lado, para todo x € (0, 40) temos que 1/x € (0,4co).
Logo, pela Proposicdo 7.4 do caderno didatico, podemos
afirmar que Iny/x < y/x. Assim, em particular para todo
X € [2,+e) podemos afirmar que 0 < Iny/x < /x, logo

Vxlny/x < (xyx=x= §lnx < x = /xlnx <2x. Con-

1 1
sequentemente, podemos afirmar que ——— > — > 0 para
q P q Vxlnx — 2x P

todo x € [2, +oe0).
Portanto, considerando f(x) = e g(x) = —, temos que

VxInx 2x

0 < g(x) < f(x) para todo x € [2,40). Pelo critério de

comparag¢ao para integrais improprias sobre intervalos nao limi-
~+oo

oo
tados, se / g(x)dx diverge, entdo f(x)dx também di-

verge. Por outro lado, sabemos do primeiro exemplo referencial
das notas de aula (ou Exemplo 27.2 do Mdédulo 2 do caderno
didatico) que:

~+oo
“ / —dx com a > 0 converge se 7 > 1 e diverge se r < 1.”
a X

+oo ]
Assim, neste caso, a =2 > 0er =1, entdo / —dx diverge,
2 X

1 1
logo 3 / —dx diverge e, portanto, a integral maior diverge,
2 X
Feo

2 /xInx

isto &,

dx diverge.

Exercicio 12.18.

Encontre a area da regido sombreada nao limitada y = e,
—oo < x < 1.

o W
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Solugdo: Do grafico da fungdo dada vemos que a area da regido

1
ilimitada sera 4(R) = / €'dx, desde que a integral dada seja con-

B 1 | |
vergente. De fato, A(R) :/ e'dx= lim | €'dx= lim ex] =
— oo [——o0 t [—r—o0 t
lim [e — e’] =e— lim ¢ = e unidades de area.
t——oco t——oco
~——
0

Veja, no Apéndice 7, no final deste caderno, o passo a passo de
exercicios adicionais correspondentes a esta semana.
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Semana 1 3; 4

VOLUME DE SOLIDOS

VOLUME DE SOLIDOS DE REVOLUCAO

METODOS DOS DISCOS E DAS CASCAS CILIN-
DRICAS

Para calcular o volume de solidos de revolucdo, temos a
nossa disposi¢ao dois métodos:

e O método das segdes transversais circulares ou método
dos discos ou arruelas e

e O método das cascas cilindricas.

1. Mostraremos nas paginas seguintes (em forma pratica) o
uso do método dos discos para calcular o volume do s6lido
obtido quando uma regido plana R gira:

a. Em torno do eixo x.

b. Em torno de um eixo horizontal abaixo (ou acima)
da regido.
c. Em torno do eixo y.

d. Em torno de um eixo vertical a esquerda (ou a di-
reita) da regido.

Em cada figura, que mostra as situacdes anteriormente des-
critas, desenharemos o(s) raio(s) tipico(s) de cada caso e propor-
cionaremos as formulas para calcular o volume do sélido assim
gerado. Para facilitar a compreensdo do leitor, vamos desenhar
a regido no primeiro quadrante, porém, em geral, a regido pode
estar em qualquer quadrante e até em mais de um. Levamos em
conta também as seguintes observagoes:



Caderno de Calculo I | Volume de Sélidos

128 CEDERJ

Voa)

1.

11.

Para aplicar o método dos discos ou anéis numa re-
gido plana que gira em torno do eixo x ou de um eixo
horizontal, € conveniente expressar a regido dada na
forma:

{(xy) €R? [a<x<b, gx)<y<flx), feg
continuas em [a, b]}.

Para aplicar o método dos discos ou anéis numa re-
gido plana que gira em torno do eixo y ou de um eixo
vertical, ¢ conveniente expressar a regido dada na
forma:

{(x,y) eR? | c<y<d, n(y)<x<m(y),men
continuas em [c,d]|}.

2. Mostraremos também paralelamente (em forma pratica)
o uso do método das cascas cilindricas para calcular o
volume do s6lido obtido quando uma regido plana R gira:

.

Em torno do eixo y.

f. Em torno de um eixo vertical a esquerda (ou a di-

aa

reita) da regido.
Em torno do eixo x.

Em torno de um eixo horizontal abaixo (ou acima)
da regido.

Em cada figura, que mostra as situacdes anteriormente des-
critas, desenharemos o raio médio 7 e a altura /4 da casca tipica
de cada caso e proporcionaremos as formulas para calcular o
volume do so6lido assim gerado. Levamos em conta também as
seguintes observagoes:

Voa)

iil.

1v.

Para aplicar o método das cascas cilindricas numa
regido plana que gira em torno do eixo y ou de um
eixo vertical, ¢ conveniente expressar a regido dada
na forma:

{(xy) eR* |a<x<b, gx)<y<f(x), feg
continuas em [a,b]}.

Para aplicar o _método das cascas cilindricas numa

regido plana que gira em torno do eixo x ou de um

eixo horizontal, ¢ conveniente expressar a regido dada
na forma:

{(x,y) eR* | c<y<d, n(y)<x<m(y),men

continuas em [c,d]}.

Note-se também que, em cada figura, o eixo de rotagdo ¢
indicado por uma seta circular em torno do mesmo.



Resumo

(Volume de Solidos de Revolugao)

Discos ou Arruelas
Eixo de Revolugao Horizontal
R = Raio do disco maior
7 = raio do disco menor

Cascas Cilindricas
Eixo de Revolugao Vertical
7 = raio médio da casca
h = altura da casca

R(;C) = f(x) 7();) =X h(x) = f(x)
=) Y
=
O e
a X b 3(‘\ 5 a X b X

e _Z maxxe[a,b]f(x)7 R(x) =e€=

g(®), r(x) = c— /(x)
Y

y=c A

3
&y

g(x)
y v
al
y=f(x)
= nx)
-~
a x 1I7 X
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Resumo (Volume de Sélidos de Revolucio - Continuacio)

Discos ou Arruelas
Eixo de Revolugao Vertical

Cascas Cilindricas
Eixo de Revolugao Horizontal

R() = m() )=y ) =mp)
y b%
d d
_ x =m(y)
EN
@ Q >
d d
v=n [ RO dy v =2 [ 7)h0)dy
RQI=m0)  r0)=10) | 701 =y H0)=m0)—r0)
. Yy

k > max,cicqm(y), R(y) =k— | 7()

n0). r(y) = k—m(y)
y

130 CEDERJ




COMPARACAO ENTRE 0S METODOS DOS Dis-
COS E DAS CASCAS

Os métodos dos discos e das cascas podem ser distinguidos
da seguinte forma: para o método dos discos, o retingulo ou
raio tipico é sempre perpendicular ao eixo de revolucao, en-
quanto no método das cascas o retangulo ou raio tipico é sem-
pre paralelo ao eixo de revolugdo. Para verificar esse fato, basta
observar as figuras das paginas 129 e 130 destas notas.

Dependendo do caso, o uso de um método € mais conveni-
ente que o outro.

METODO DAS SECOES TRANSVERSALIS,

PARA SOLIDOS COM SECAO TRANSVER-
SAL CONHECIDA

Lembre-se de que, com o0 método dos discos, podemos achar
o volume de solidos que tem secdo transversal circular cuja area
é A = R?. Esse método nos leva a generalizar a defini¢io de vo-
lume a outros s6lidos, ndo necessariamente solidos de revolugao
desde que se conhega a formula para a area da secao transver-
sal. Algumas secdes transversais mais comuns sao triangulos,
quadrados, retangulos, trapézios e semicirculos.

VOLUME DE SOLIDOS COM SECAO TRANSVER-
SAL CONHECIDA

1. Para secoes transversais de area perpendicular ao
eixo x

Suponha que B seja um so6lido limitado por dois planos
perpendiculares ao eixo Ox, em x = a € x = b, € que para
cada x € [a,b] a area da secdo transversal do solido com
o plano perpendicular ao eixo Ox seja dada pela funcao
continua A(x); entdo, o volume do sélido B ¢ dado por

V/A )dx.
X

Ax

3
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2. Para secoOes transversais de area perpendicular ao
eixo y

Suponha que B seja um soélido limitado por dois planos
perpendiculares ao eixo Oy, em y = c e y = d, e que para
cada y € [c,d] a area da seco transversal do solido com
o plano perpendicular ao eixo Oy seja dada pela funcao
continua A(y); entdo, o volume do sélido B ¢ dado por

V:/CdA(y)dy.

EXERcCIicI0S RESOLVIDOS
VOLUME DE SOLIDOS DE REVOLUCAO

e Usando o método dos discos ou arruelas

Exercicio 13.1.

Usando o método dos discos ou arruelas, encontre o volume do
solido gerado pela revolugdo da regido entre a curvay = \/x e as
retas x = 1 e y = 0, em torno do eixo x.

Solucio: Desenhamos a Figura 13.1, mostrando a regido e o eixo
de rotacio (eixo x). Identificamos a fungdo raio do disco tipico R(x),
onde, neste caso, R(x) = y/x, para 0 <x < 1.

R(x)

X

“o

Figura 13.1



b
O volume ¢ dado pela formula V =7 / [R(x)]*dx. Assim, o vo-
a

lume é

1 5 1 21 r
V= n/ [Vx]“dx = n/ xdx = n:—} = — unidades de volume.
0 0 21, 2

Exercicio 13.2.

Usando o método dos discos ou arruelas, encontre o volume do
solido gerado pela revolugdo da regido limitada entre as curvas

y=xe y=
a. Em torno do eixo x.

b. Emtorno daretay = —1.

o

. Em torno da reta y = 2.
d. Em torno do eixo y.

Em torno da reta x = —2.

o

f. Em torno da reta x = 2.

Solucdo: Na pagina 128 destas notas, mencionamos o seguinte:

2 i. Note-se que, para aplicar o método dos discos ou anéis
numa regido que gira em torno do eixo x ou de um eixo
horizontal, é conveniente expressar a regido dada como
{(x,y) eER* |a <x < b, glx) <y < [(x),[egcontinuas
em [a,b]}.

Veja que, neste exercicio, a regido plana R pode ser expressa como
{(x,y) eR?|0<x<1,x <y <A y=x*ey=/x continuas em
[0,1]}. Note-se também que as fungdes y = x> e y = |/x interceptam-se
em (0,0) eem (1,1).

a. Em torno do eixo coordenado x.

Desenhamos a Figura 13.2, mostrando a regido e o eixo de
rotacdo (eixo x). Identificamos as fungdes raio maior R(x) e
o raio menor 7(x), onde R(x) = /x e r(x) = x> para 0 <x < 1.
Note-se também que 0 < r(x) < R(x) para 0 <x < 1.
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y

R()

&) A
X {

Figura 13.2

b
O volume ¢ dado pela formula V' =7 / {(R (x))* — (r(x))z] dx.

Assim, o volume ¢

1 1
_ 2 /3\2 _ 6 I
V—TE/O [(\/)_c) (x)]dx—ﬂ/o [x x]dx—n'[z 7

1 1 5 )
=7 [5 — ;] = ﬁﬂ unidades de volume.

b. Em torno da reta horizontal y = —1. (Note-se que essa reta esta
abaixo da regido dada)

Desenhamos a Figura 13.3, mostrando a regido e o eixo de
rotagdo (a reta horizontal y = —1). Identificamos as fungdes
raio maior R(x) e o raio menor r(x), onde R(x) = 1+ +/x, e
r(x) = 1+x> para 0 <x < 1. Note-se que 0 < r(x) < R(x) para
0 <x < 1. Note-se também que o eixo de rotacdo estd abaixo
da regiao dada.

r(x) ¥

N
L

Figura 13.3

b
O volume ¢ dado pela formula V' =7 / [(R(x))z— (r(x))z] dx.
Assim, o volume ¢ ‘
1
V:n/ [(1+\/§)2—(1+x3)2} dx
0
1
= 71:/ [1+2v/x+x— (14+2x° +x°)] dx
0
1
= 7'5/ [1 +2x+x—1-2x° —x6] dx
0

134 CEDERJ



Il
S
\’—
)
=
+
=
|
by
W
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=
2
o
Il
3
N

25
= ﬁn unidades de volume.

c. Em torno da reta horizontal y = 2. (Note-se que essa reta esta
acima da regido dada)

Desenhamos a Figura 13.4, mostrando a regido e o eixo de
rotacdo (a reta horizontal y = 2). Identificamos as fungdes raio
maior R(x) e o raio menor r(x), onde R(x) =2 — x> e
r(x) =2 —/x para 0 < x < 1. Note-se que 0 < r(x) < R(x)
para 0 < x < 1. Note-se também que o eixo de rotagdo esta por
cima da regido dada.

y
N
r(x) "y=2
2
]
X %
Figura 13.4

b
O volume ¢ dado pela formula V =7 / [(R(x))2 — (r(x))*| dx.

Assim, o volume ¢

y=n [ [0~ Vi) ds

= n/l [(4— 4% +x°) — (4 —4yx+x)] dx
0

1
ﬂ/ [4—4x3+x6—4+4x% —x] dx
0

1 4 |7 3 2
7'5/ {—4x3—|—x6—|—4x% —x} dx:n_[_4x_+x_+4xT2_x_]
2

0 4 7 2
1
—n—4+x—7+@—x—2 S P L
I R 2],” 77372

—42+6+112-21 55 .
=7 [ ) ] ﬁn unidades de volume.

CEDERJ 135

SEMANA E MODULO 2



Caderno de Calculo I | Volume de Sélidos

136 CEDERJ

d. Em torno do eixo coordenado y.

Na pagina 128 destas notas, mencionamos o seguinte:

£ ii. Note-se que, para aplicar o método dos discos ou
anéis numa regido que gira em torno do eixo y ou
de um eixo vertical, precisamos expressar a regiao
dada como
{(x,y) ER?* |c<y<d, n(y)<x<m(y), men
continuas em [c,d]}.

Veja que, neste exercicio, a regido plana R pode ser expressa
como {(x,y)) ER? [0<y<1, Y <x< S x=)y ey
continuas em [0,1]}. Note-se também que as fungdes x = )?
e x = \/y interceptam-se em (0,0) e em (1,1).

Desenhamos a Figura 13.5, mostrando a regido e o eixo de
rotacdo (eixo y). Identificamos as fungdes raio maior R(y) e
o raio menor (), onde R(y) = ¢y e r(y) =)* para 0 < y < 1.
Note-se que 0 < r(y) <R(y) para 0 <y < 1.

¥

Az

R@)

Figura 13.5

d
O volume é dado pela formula V = n/ [(R(y))2 - (l’(y))z] dy.

Assim, o volume ¢

p=n [ [W37— 07] av

1
o yio s 11 301
:”/o [y“yﬂdy:”[?‘?] :”[E‘EIZ”[§‘§]
3 0 3

2
= gTL’ unidades de volume.

. Em torno da reta vertical x = —2. (Note-se que essa reta esta a

esquerda da regido dada)

Desenhamos a Figura 13.6, mostrando a regido e o eixo de
rotagdo (reta vertical x = —2). Identificamos as fungdes raio



maior, neste caso, R(y) e o raio menor 7(y), onde R(y) =2+ 3/y
er(y) =2+y* para0 <y < 1. Note-se que 0 < r(y) < R(y) para
0 <y < 1. Note-se também que a reta vertical dada se encontra
a esquerda da regido.

Figura 13.6

d
O volume ¢ dado pela férmula V' = 717/ [(R(y))2 —(ry))?

c
Assim, o volume ¢

V:n/o1 [(2+3/§)2—(2+y2)2} dy
- n/l (4+4y3 1y ) —(4+4y2+y4)} &

1
= / 4+4y3 4% - 4—4y2—y4]dy
0

1 -
:TE/ 4y%+y%—4y2—y4}dy:n
o L

5
3 s,
1
12y%‘ v oy 2.3 4 1
4 35 0_ 4 5 3 5
4549-20—3
TL'3+ _____ :TCT

= Eﬂ unidades de volume.

. Em torno da reta vertical x = 2. (Note-se que essa reta esta a
direita da regido dada)

Desenhamos a Figura 13.7, mostrando a regido e o eixo de
rotagdo (a reta vertical x = 2). Identificamos as fungdes raio
maior, neste caso, R() e o raio menor 7(y), onde R(y) =2 —?
er(y) =2—ypara0 <y <1 Note-se que 0 <r(y) <R(y)
para 0 <y < 1. Note-se também que a reta vertical dada se
encontra a direita da regido.
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x=2
Ry)
TN
X
Figura 13.7

d
O volume ¢ dado pela féormula V' = n/ [(R(y))2 - (r(y))z] dy

C
Assim, o volume ¢

Vzn/o1 (2= = (2= )| v
Tr 2, .4 12
:n/o (4—4y +y)—(4—4y3+y3>]dy

1 -
:n/ 4—4y2+y4—4+4y%—y%]dy
0o L

4

S B R N —y%}dy A A A
0 L 3 5 3 3
43 3y3 : 4 1 3
v 320 22
[ 3+ +3y 5]0 n[ 3+5+3 5]

-2 4 1
n[ 0+3+ - 9] = %n unidades de volume.

e Usando o método das cascas cilindricas

Exercicio 13.3.

Usando o método das cascas cilindricas, encontre o volume do
solido gerado pela revolugdo da regido entre a curvay = \/x e as
retas x = 1 e y = 0, em torno do eixo y.

Solu¢do: Desenhamos a Figura 13.8, mostrando a regido e o eixo de
rotacio (eixo y). Identificamos a fun¢do altura da casca tipica /(x) e
o raio médio da casca tipica 7, onde /i (x) = /xeF=xpara 0 <x < 1.



b
O volume ¢ dado pela formula V =27 / 7(x)h(x)dx. Assim, o
a

al

hex) | L

X [ X

Figura 13.8

volume é

1 1 1
V:27r/ x\/)_cdx:2n'/ xx%dx:2n'/ X3 dx
0 0 0

571 P 1 5
x2 X2
0 0

4
= gn unidades de volume.

Exercicio 13.4.

Usando o método das cascas cilindricas, encontre o volume do
solido gerado pela revolugdo da regido limitada entre as curvas

y=xey=x

a.

b.

Em torno do eixo y.
Em torno da reta x = —2.

Em torno daretax = 1.

. Em torno do eixo x.

Em torno daretay = —1.

Em torno da reta y = 2.

Soluc¢do: Na pagina 128 destas notas, mencionamos o seguinte:

£

iii. Note-se que, para aplicar o método das cascas cilindricas
numa regido que gira em torno do eixo y ou de um eixo
vertical, ¢ conveniente expressar a regido dada como
{(x)) €B2 [a<x<b, gx) <y< f(x), /g continuas
em [a,b]}.
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Veja que, neste exercicio, a regido plana R pode ser expressa como
{(x, ) eR?|0<x<1,x <y< A y=x>ey=/x continuas em
[0,1]}. Note-se também que as fungdes y = x> e y = 1/x interceptam-se
em (0,0) eem (1,1).

a. Em torno do eixo coordenado y.

Desenhamos a Figura 13.9, mostrando a regido e o eixo de
rotagdo (do eixo y). Identificamos a fungdo altura da casca tipica
h(x) e o raio médio da casca tipica 7(x), onde A(x) = /x —x°
e 7(x) = x para 0 < x < 1. Note-se que 0 < x* < /x para
0<x<1,assimh(x) = /x—x>>0e7F(x) =x>0.

)/7

e,
[

-~

i
X

Figura 13.9

b
O volume ¢ dado pela formula V' =27 / 7(x) h(x)dx. Assim,

o volume é

v 2n/1 (Vi—x)d 271/1 (% 3>d
= X X—X X = X| X2 —X X
0 0

5 5

1 x% X : 2x% X :
3
:27'5/ (xf—x4>dx:27r 5 -z =2 |—— —
0 5 5 0 5 5

0

2 1 2
=2r [g — g} = gTL’ unidades de volume.

Observe que a resposta obtida neste exercicio coincide com a
resposta do Exercicio 13.2.d, pois o solido gerado é o mesmo.
Apenas usamos métodos diferentes para calcular o volume do
mesmo soélido.

. Em torno da reta vertical x = —2. (Note-se que essa reta esta a

esquerda da regido dada)

Desenhamos a Figura 13.10, mostrando a regido e o eixo de
rotagdo (da reta vertical x = —2). Identificamos a funcdo al-



tura da casca tipica i(x) e o raio médio da casca tipica 7(x),
onde /(x) = \/x —x*> e 7=2+x para 0 < x < 1. Note-se que
0<x’<xpara 0<x<I, assim h(x) = /x—x> >0 e
7(x) =24x > 0. Veja também que a reta vertical x = —2
encontra-se a esquerda da regido dada.

< Y
N r
Il
:%l
-~
X X
Figura 13.10

b
O volume ¢ dado pela formula V' =27 / 7(x) h(x)dx. Assim,

o volume ¢

y =2 [ 242) (Vi) e

1 1
:27'5/ (2\/)_5—2)53 +x\/)_c—x4) dx:27'c/ (2x% —2x° —I—x% —x4> dx
0 0

-x% x* x% xs1 4x% x* 2x% xs1
=2n 24— —-2—+4+_——"_| =22 |———4+ "
% 4 2 5 3 2 5 5
L 2
4 1 2 1 4 1 1 40—-15+6
e | =272 =2p | — T
137273 5} ”[3 2+5} ”[ 30 ]
(31 31
=271 | — | = —m unidades de volume.
130 15

Observe que a resposta obtida neste exercicio coincide com a
resposta do Exercicio 13.2.e, pois o solido gerado é o mesmo.
Apenas usamos métodos diferentes para calcular o volume do
mesmo soélido.

. Em torno da reta vertical x = 1. (Note-se que esta reta esta a
direita da regido dada)

Desenhamos a Figura 13.11, mostrando a regido e o eixo de
rotagdo (a reta vertical x = 1). Identificamos a fungdo altura
da casca tipica 4(x) e o raio médio da casca tipica 7(x), onde
h(x) = /x—x> e F(x) = 1 —x para 0 < x < 1. Note-se que
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0<x’< /para 0<x<1I, assim h(x) = /x—x> >0 e
7(x) = 1 —x > 0. Observe que a reta vertical x = 1 encontra-se
a direita da regido dada.

y x=1
[l E
’Q L N
-~
I ?
X 1 X

Figura 13.11

b
O volume ¢ dado pela formula V' =27 / 7(x) h(x)dx. Assim,

o volume ¢é

1
V:27r/ (l—x)(ﬁ—x3)dx
0
1 1, R
:2717/ (\/}—x3—x\/)_6+x4)dx:2n'/ (xf—x3—x7+x4>dx
0

0
1

3 4 5 5

2 1 2 1 2 1 1 40—-15—-12
—or|Z--_Z ) g = |-~
R e i R R

1 3 5
22 X 2 X
=2r

= %n unidades de volume.

Observe que a resposta obtida neste exercicio ndo coincide com
a resposta do Exercicio 13.2.f, pois o solido gerado ndo € o
mesmo. Note-se que, neste caso, a regido gira em torno da reta
x =1, e no Exercicio 13.2.f a mesma regido gira em torno da
reta x = 2. Vocé pode agora tentar resolver o Exercicio 13.2.f
pelo método das cascas cilindricas e, analogamente, o Exercicio
13.4.c pelo método do disco. As respostas dos exercicios vocé
ja as tem.

. Em torno do eixo coordenado x.

Na pagina 128 destas notas, mencionamos o seguinte:

#£5 iy, Note-se que, para aplicar o método das cascas cilin-
dricas numa regido que gira em torno do eixo x ou de
um eixo horizontal, € conveniente expressar a regido
dada como
{(x,y)) ER?* | c<y<d, ny)<x<m(y), men
continuas em [c,d|}.



Veja que, neste exercicio, a regido plana R pode ser expressa
como {(x,y) ER*|0<y<1, ¥ <x< mx=)"ex=y
continuas em [0, 1]}. Note-se também que as fungdes x = 1° e
x = J/y interceptam-se em (0,0) e em (1,1).

Desenhamos a Figura 13.12, mostrando a regido e o eixo de
rotagdo (o eixo x). Identificamos a fungao altura da casca tipica
h(y) e o raio médio da casca tipica 7(y), onde h(y) = 3y —)*
e 7(y) =y para 0 <y < 1. Note-se que 0 < »* < /y para
0<y<l,assimh(y)=yy—»*>0 ¢ 7(y)=y>0.

¥

h(@)
)

“o

Figura 13.12

d
O volume ¢ dado pela formula V =2x / 7(v) h(y)dy. Assim,

C
o volume ¢

1
V:27r/0 y(@/}—yz)dy

N e e
0 3 0 0

3 1 12—-7 5 .
=21 [? — Z] =2r [ o8 ] = ﬁn unidades de volume.

Observe que a resposta obtida neste exercicio coincide com a
resposta do Exercicio 13.2.a, pois o solido gerado é o mesmo.
Apenas usamos métodos diferentes para calcular o volume do
mesmo soélido.

. Em torno da reta horizontal y = —1. (Note-se que essa reta esta
abaixo da regido dada)

Desenhamos a Figura 13.13, mostrando a regido e o eixo de
rotacdo (a reta y = —1). Identificamos a funcao altura da casca
tipica A(y) e o raio médio da casca tipica 7(y), onde
h(y) =y —»* e F(y) = 1 +y para 0 <y < 1. Note-se que
0§y2§\3/§para0§y§l, assimh(y):g/y—yzZOe
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7(y) = 1 +y > 0. Veja que a reta horizontal y = —1 encontra-se
abaixo da regido dada.

y
h
1 X
)
f y=-1
Figura 13.13

d
O volume ¢ dado pela formula V' =2r / 7(v)h(y)dy. Assim,

[
o volume ¢é

V=2ﬂ/01(1+y) (vy—y*)dy

1
1 % 4
N Rt
0 3 3

r. 4 7 1
B 3ys Y 35yt 31 3 1
R R S B 0_2” 4 37 4
2 1 3 1 1 3 21— 14+18
|4+ | =2+ | =2 | Z— "
dap 3+7] ”[2 3+7] ”[ 2 ]
(257 25
—ar| 2 =22 i 1
T 3 2} 21% unidades de volume

Observe que a resposta obtida neste exercicio coincide com a
resposta do Exercicio 13.2.b, pois o sélido gerado ¢ o mesmo.
Apenas usamos métodos diferentes para calcular o volume do
mesmo solido.

. Em torno da reta horizontal y = 2. (Note-se que essa reta esta

acima da regido dada)

Desenhamos a Figura 13.14, mostrando a regido e o eixo de
rotagdo (a reta y = 2). Identificamos a funcdo altura da casca
tipica A(y) e o raio médio da casca tipica 7(y), onde
h(y) = ¢y —»* e F(y) =2 —y para 0 <y < 1. Note-se que
0§y2§\3/)7para0§y§1, assimh(y)zg/)_/—yZZOe
7(y) =2 —y > 0. Perceba que a reta horizontal y = 2 encontra-
se acima da regido dada.



hy) |

Figura 13.14

d
O volume ¢ dado pela formula V' =27 / 7(v)h(y)dy. Assim,

C
o volume ¢

1
V:27r/0 (2—y) (\Vf—yz)dy

1 4 3 7 4
zzn/ (2y%—2y2—y%‘+y3)dy:2n LN DA A
0 4 3 7 4
3 3 0
3y% 23 3y% D : 32 3 1
—op |22 2 L o222 -
”[2 3 7+4] ”[2 3 7+4]
126 — 56 — 36+ 21 55 55
= 27r[ < + ] =2r [8_4] = ETL’ unidades de
volume.

Observe que a resposta obtida neste exercicio coincide com a
resposta do Exercicio 13.2.c, pois o sélido gerado é o mesmo.
Apenas usamos métodos diferentes para calcular o volume do
mesmo soélido.

e Método dos Discos ou Método das Cascas?

Exercicio 13.5.

A regido aqui apresentada gira em torno do eixo y, gerando um
solido de revolugdao. Qual dos métodos vocé usaria para deter-
minar o volume do sé6lido fazendo o menor esfor¢co? Calcule o
volume seguindo o método que escolheu.
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-)/7
=
2 4
2 3 i
y=-2¢-x"\ T
- -3%
t-4

Solucio: Como a regido apresentada gira em torno do eixo y, note-
se que, se decidirmos usar o método do disco, precisaremos expressar
a regido dada na forma {(x,y) € R? | ¢ <y <d, n(y) <x < m(y),
m e n continuas em [c,d|]}, para isso seremos obrigados a encontrar as
fungdes x = n(y) e x = m(y) a partir da equagio ctbica x> +2x> 4y = 0.
Essa tarefa ndo ¢ nada facil! Vamos, entiao, usar o método das cas-
cas cilindricas. (Este exemplo ilustra muito bem o caso em que o
método das cascas é preferivel).

Neste caso, vé-se que a regido dada pode ser expressa como
{(x,y) eR? | —2<x<0, 22 - <y<0, fx) =0 ¢
g(x) = —2x* —x* continuas em [~2,0]}.

Desenhamos a Figura 13.15, mostrando a regido e o eixo de rota-
¢do (o eixo y). Identificamos a fun¢@o altura da casca tipica /(x) e o
raio médio da casca tipica 7(x), onde /2(x) = 0 — (—2x? —x3) = 2x* +x°3
e7(x) =0—x= —xpara —2 <x < 0. Note-se que A(x) = 2x* + x> =
x*(2+x) > 0 para —2 < x, assim em particular A(x) = 2x>+x> >0 e

7(x) = —x>0para —2 <x <0. 3
<4z
D) %
| x
e
— _zxz_ 3 i ?(x) [
y * | A _3%
L4

Figura 13.15



b
O volume ¢ dado pela férmula V' = 2x / 7(x) h(x)dx. Assim, o vo-
lume ¢ ’
0
V= 27r/ (—x)(2x% +x3)dx
-2
0

0
= 271:/ (—2x° —x*)dx = —27r/ (2x° +x*)dx
) -2

=-2r :%44—%5]02:—27t [O—{(_j)4 + (_52)5 H

! —32 2 —4 2
=-2rn ——6——3] =-2n [—8+3?] =-2r [#]

=-2r _—8] =T [%16] = 15—67r unidades de volume.

Exercicio 13.6.

Esboce o grafico da regido R sob o grafico da funcdo y =2 +
2cosx sobre o intervalo [0, 7]. Calcule o volume do sélido de
revolucdo de R em torno do eixo Oy, e faga um esboco desse
solido.

(Aula 28 do caderno didatico, exercicio proposto n°4)

Soluc¢do: Observe que o grafico de y =2 + 2cosx sobre o intervalo
[0, 7] ¢ obtido esticando o grafico da fun¢do y = cosx sobre o inter-
valo [0, 7] verticalmente pelo fator 2 e depois deslocando o grafico
y = 2cosx em 2 unidades para cima sobre o intervalo [0,7]. Veja as
Figuras 13.16, 13.17 ¢ 13.18 a seguir:

[\

21

Figura 13.16
Figura 13.17

CEDERJ 147

SEMANA H MODULO 2



Caderno de Calculo I | Volume de Sélidos

148 CEDERJ

y
==
4]
E y=2+2cosx
3]
24
h
11
0 , ‘
g S
2

Figura 13.18

Veja que, neste exercicio, a regido plana R pode ser expressa como
{(x,y)|0<x<m, 0<y<2+42cosx,y=0ey=2+2cosx, continuas
em [0, 7] }. Note-se que o eixo de rotagdo, neste caso, ¢ o eixo Oy.

A Figura 13.18 mostra a regido e o eixo de rotacdo ¢ o eixo Oy.
Usaremos o método das cascas cilindricas, pois a regido estd pronta
para aplicar esse método e, por outro lado, como veremos mais adi-
ante, a integral resultante neste caso serd mais simples de resolver que
a integral resultante se usar o método dos discos circulares.

Identificamos a fungdo altura da casca tipica %(x) e o raio médio
da casca tipica 7(x), onde A(x) =2+ 2cosx e 7(x) = x. Note-se que
para0 <x <, h(x) =2+2cosx>0 e 7(x) =x>0.

b
O volume ¢ dado pela formula V' =27 / 7(x) h(x)dx. Assim, o
a

volume é

T Vs Vs
V= 27r/ x(2+2cosx)dx = 47r/ xdx+47r/ x cosxdx
0 0 0
x2 T T bid
V= 4717?} +47r/ x cosxdx = 27° +4717/ x cosxdx
0 0 0

Usando integragdo por partes com { Uu=x N { du = dx

dv = cosxdx
na ultima integral a direita, temos

V =2 — 81 = 2rn(n* — 4) unidades de volume. (Verifique!)

Veja o esbogo do sélido na Figura 13.19:

y=senx ’



Figura 13.19

#5 Se queremos usar o método dos discos para calcular o
volume do solido, serd preciso colocar a regido na forma:

-2
{xy) [ 0 <y <4, 0§x§arccos<yT), x=0c¢

X = arccos <J/T> continuas em [0,4]}.

Desenhamos a Figura 13.20, mostrando a regido e o eixo de rotagao
continua sendo o eixo Oy.

Figura 13.20

-2
Identificamos a fungdo raio R(y), onde R(y) = arccos (%)
para 0 <y < 4. Note-se que 0 < R(y) para 0 <y < 4.
d
O volume ¢ dado pela formula V' =7 / (R(y))*dy.
c

Assim, podemos verificar também que o volume ¢

4 ~ 92\ 12
V=m / [arecos (%)] dy = 2m(n? —4) unidades de volume.
0
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A integral definida resultante neste caso evidentemente vai dar
mais trabalho para calcula-la que a integral obtida anteriormente quan-
do fizemos uso do outro método. Observe que sempre que pudermos
escolher, usaremos a lei do “menor esfor¢o”, isto ¢, a gente escolhera
sempre o método que dé menos trabalho.

e Encontrando o Volume de um Soélido de Revolu¢ao Infinito

Exercicio 13.7.

1
Seja R = {(x,y) |lx>1,0<y< —} uma regido. Quando essa
x

regido ¢ girada em torno do eixo Ox, ela gera um solido de
revolucao cuja superficie ¢ conhecida como Trombeta do anjo
Gabriel (por razdes que ficam claras na Figura 13.21 em anexo).
Mostre que o solido tem um volume finito.

1
Mr‘x

Figura 13.21

Solu¢do: Desenhamos a Figura 13.22, mostrando a regido e o eixo
de rotagdo (eixo x). Identificamos a funcdo raio do disco tipico R(x),

onde, neste caso, R(x) = —, para 1 <x < oo,
X

_))

s
Ead

Figura 13.22



~+oo
O volume ¢ dado, neste caso, pela formula V' =1 / [R(x)])*dx =
1

t

lim [ [R(x)]*dx, desde que o limite exista.
t—+e J1

Assim, o volume ¢

+eo [ 2 | —-17¢
V:n/ H dx=7 lim [ —dx=n lim x—]
1 X

t—+e J1 X t—+too —1 |

1
=7 lim [—— + 1] = 1 unidades de volume.
t—r+oo t

METODO DAS SECOES TRANSVERSAIS, PARA

SOLIDOS COM SECAO TRANSVERSAL CONHE-
CIDA

Secao Transversal Triangular

Exercicio 13.8.

Um sélido ¢ construido sobre o triangulo limitado pelas retas
y= l—g,y:—1+f e x = 0 de tal forma que cada secao

2
perpendicular ao eixo Ox ¢ um tridngulo equilatero. Calcule o

seu volume.

Soluc¢ao: Na Figura 13.23, representamos o sélido ¢ a area da se¢do
transversal A (x).

-1

.

G
A
=

Figura 13.23

Precisamos achar a area da secdo transversal obtida pelo corte
dado pelo plano que ¢é perpendicular ao eixo Ox. Por dados do pro-
blema sabemos que ¢ um tridngulo equilétero.
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Observe agora a Figura 13.24 que representa a base do solido,
em dita figura. ¢ representa o lado do tridngulo equilatero da secdo
perpendicular ao eixo Ox. Note-se que ¢ pode ser obtido pela formula

e:(l—g)—(—w’—c):z—x. (13.1)

2

Figura 13.24

Lembre-se de que a area de um triangulo equilatero ¢ dada pela

3
férmula Tﬁz e, por outro lado, de 13.1 temos que £ =2 —x.

{=2-x

Figura 13.25

“[%)

Assim, a area transversal resulta 4(x) = —— (2 —x)?. Como x varia

entre 0 e 2, o volume do solido é

b )3 2
V:/a A(x)dx:/oz?(z_xydx:_?@ . ) O

3
= ?% = %i unidades de volume.

PASSO A PASSO DOS EXERCICIOS PROPOSTOS
NO CADERNO DIDATICO

Exercicio 13.9.

Calcule o volume do so6lido de revolucao formado girando a
regido R = {(x,y) ER?|0<x<2,0<y< g} em torno do
eixo Ox. Faca um esbog¢o do solido.

(Aula 28 do caderno didatico, exercicio proposto n°3-a)
152 CEDERIJ



Soluc¢do: Desenhamos a Figura 13.26, mostrando a regido e o eixo
de rotagdo (eixo Ox). Identificamos a fungdo raio do disco tipico R(x),
onde, neste caso, R(x) = %C, para 0 < x < 2.

N
E\‘\

Figura 13.26

b
O volume ¢ dado pela formula V' =7 / [R(x)]*dx. Assim, o vo-
lume ¢ ‘

2 rx72 T [, rx]?
V—TC‘/O' |:§:| dX—Z‘/OXdX—Z?]O—

2
= ?n unidades de volume.

&1
W] oo

O esbogo do solido esta dado na Figura 13.27:

Figura 13.27

Exercicio 13.10.

Encontre o volume do so6lido de revolugdo formado girando a
regido R = {(x,y) e R2 |0<x<m, 0<y<cos (g)}
a. Em torno do eixo Ox.

b. Em torno do eixo Oy
(Aula 28 do caderno didatico, exercicio proposto n°3-b)
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c. Em torno da reta horizontal y = —1.

d. Em torno da reta vertical x = >

Facga o esbogo do so6lido em cada caso.
Solucio:

a. Em torno do eixo Ox.

Desenhamos a Figura 13.28, mostrando a regido e o eixo de
rotagdo (eixo Ox). Identificamos a fungdo raio do disco tipico

R(x), onde, neste caso, R(x) = cos (%C) ,para 0 <x <.

y

/ ¥ :cos(T)

N

L~
S

Figura 13.28

b
O volume ¢ dado pela formula V' =& / [R(x)]*dx. Assim, o

a
volume é

T 2 T 7]
V:n/ [cos (Eﬂ dx:n/ cos? (E> dx:n/ —|—cosxdx
0 2 0 2 0 2

T T on o
= 5(x+ senx)} 0= 5(ﬂ+ senm) = > unidades de volume.

O esbogo do solido esta dado na Figura 13.29:

)7

_%\\_
s

Figura 13.29
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b. Em torno do eixo Oy.
Desenhamos a Figura 13.30, mostrando a regido e o eixo de
rotagdo (eixo Oy). Identificamos a func¢ao altura da casca tipica
. y qe ;. _ X
h(x) e o raio médio da casca tipica 7, onde A(x) = cos (5) e
F=xpara0<x <.

=
=

-

Figura 13.30

b
O volume ¢ dado pela férmula V' =27 / 7(x) h(x)dx. Assim,
a

o volume ¢ i
V:2717/ xcos( )dx
0

Usaremos integragao por partes para resolver a integral.

Uu=x=du=dx
Faca dv = cos (z)dx:>v—2sen (;)

Vs
/ X cos(i>dx: X 2sen ] —2/ sen
0~~~ 2 <~
U\ — e

u
dv

~2rsm(2) e (3)|

=2m+4cos (g) —4cos0=2mw—4
0

T
Assim, V = 27 / xcos ( ) dx =272 — 4] = 4n[w — 2] uni-
0
dades de volume.

O esbogo do sdlido esta dado na Figura 13.31.

Figura 13.31
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¢. Em torno da reta horizontal y = —1.

Desenhamos a Figura 13.32, mostrando a regido e o eixo de
rotagdo (a reta horizontal y = —1). Identificamos as fungdes
raio maior R(x) e o raio menor r(x), onde R(x) = 1 + cos (%)
e r(x) =1 para 0 < x < m. Note-se que 0 < r(x) < R(x) para
0 <x < 7. Note-se também que o eixo de rotacao estd abaixo
da regido dada.

)7

r
y=-1 7

Figura 13.32

b
O volume ¢ dado pela formula V = 7 / [(R(x))* — (r(x))?] dx.

Assim o volume é

v [ (1eos(3)) - 7] s
= n/o [1+2c0s (3) +eos? (5) 1] ax
:27r/0ncos <2>dx+7r/0ncosz (3)as

7[
=4msen ({> / 1+cosxdx
2/, 2
Y T
=4rsen (%)} g x+senx)]0—4nsen(g>+g(n+senn)
=4n+ 7 = (8 + 1) unidades de volume.

O esbogo do sohdo estd dado na Figura 13.33:

y=-1

I

-3

Figura 13.33
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) R¥/4
d. Em torno da reta vertical x = >

Desenhamos a Figura 13.34, mostrando a regido e o eixo de
rotagdo [ a reta vertical x = 3;) Identificamos a funcdo al-
tura da casca tipica A(x) e o raio médio da casca tipica 7(x),
onde /(x) = cos (%) e7(x) = 3; —x para 0 < x < 7. Note-se
que 0 < cos (g) para 0 < x <, assim /(x) = cos (g) >0e

T . T
7(x) = 5 X > 0. Observe que areta vertical x = —- encontra-

se a direita da regido dada.

3n

T

dS

=

h

Figura 13.34

b
O volume ¢ dado pela férmula V' =27 / 7(x) h(x)dx. Assim,
a

o volume ¢

T/3m X
V—2TL'/0 <7—x> COS (5) dx
T3 X T X
—2717/0 7005 <§>dx—27r/0 XCOS (5) dx
x\ 1" T X
= 37122sen (—)] —27r/ XCOS (—) dx
271, 0 2
— 612 E) _9 /n (’_C)
6r sen(2 T A XCos 7 dx
| —

(%)

Lembre-se de que a integral (x) foi calculada em 13.2.b e
T X

/ Xcos (—) dx =21 —4.

0 2

Assim, V = 61> —2n(2w —4) = 6% —4n’ + 81 = 21> + 81

V =2r[r +4] unidades de volume.
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O esbogo do sdlido esta dado na Figura 13.35.

Figura 13.35

Exercicio 13.11.

Calcule o volume do so6lido de revolugdo formado girando a

1
regiﬁoRz{(x,y)E]R2 |1<x<2, —Sygex}
x

a. Em torno do eixo Ox.

(Aula 28 do caderno didatico, exercicio proposto n°3-e)

b. Em torno do eixo Oy.

Faca o esbog¢o do so6lido em cada caso.
Solucio:

a. Em torno do eixo Ox.

Desenhamos a Figura 13.36, mostrando a regido e o eixo de
rotagdo (eixo x). Identificamos as fungdes raio maior R(x) e o

raio menor r(x), onde R(x) =¢* e r(x) = — para 1 <x < 2.
x
Note-se também que 0 < r(x) < R(x) para 1 <x <2.

¥

e

Figura 13.36
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b
O volume ¢ dado pela formula V' =7 / [(R(x))2 - (r(x))z] dx.
a

Assim, o volume ¢é

V:n/lz [(&)2_()1)2] dx:n/12 [eh_x_z]dx:n[ezj—x_—ll]j

4 2
U A ) .
=T [3 + 2T 1} =3 [e e 1] unidades de volume.

O esbogo do sélido esta dado na Figura 13.37:
y

Figura 13.37

. Em torno do eixo Oy.

Desenhamos a Figura 13.38, mostrando a regido e o eixo de
rotagdo (do eixo y). Identificamos a fun¢do altura da casca tipica

h(x) e o raio médio da casca tipica 7(x), onde i(x) =e* —— ¢
x
1
7(x) =xparal <x<2.Note-seque 0 < — <e'paral <x<2,
x

1
assimh(x)zex—)—c >0 ¢ 7F(x) =x>0.

y

Figura 13.38
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regido sob o grafico da fungéo f(x) = secx, no intervalo [

T
onde, neste caso, R(x) = secx, para 1 <x< .

b
O volume ¢ dado pela formula V' =27 / 7(x) h(x)dx. Assim,
a

o volume é

2 1 2 2
V:27t/x(é‘——>dx:2n'/ xé‘dx—27r/ dx
1 X 1 1

2
:271:/ xé'dx —2m
1

Para resolver a integral, usaremos integragdo por partes:
u=x=du=dx
dv=éedx=v=¢€"

2 2 2

/ xexa’xzxe"}1 —/ efdx = (26 —e) — (e —e)
1 1

= ¢? unidades de volume.

O esbogo do sdlido esta dado na Figura 13.39:

Figura 13.39

Exercicio 13.12.

Calcule o volume do so6lido de revolugdo formado girando a

3

ao redor do eixo Ox. Faga o esbogo do solido.

(Aula 28 do caderno didatico, exercicio proposto n°6)

Solucio: Desenhamos a Figura 13.40, mostrando a regido e o eixo
de rotagdo (eixo Ox). Identificamos a fungéo raio do disco tipico R(x),

3



s
s

ENE]
W
]

Figura 13.40

b
O volume ¢ dado pela formula V =7 / [R(x))* dx. Assim, o vo-

, a
lume é

3 5 I,
V:n/ [secx] dxzn/ sec xdxzntgx}

7 7

= [\/§ — 1] unidades de volume.

_rfig” ]
= g3 g4

]

O esbogo do solido esta dado na Figura 13.41:

Figura 13.41

Exercicio 13.13.

Em uma esfera de raio 1 foi cavado um buraco cilindrico, cujo
eixo de simetria ¢ um diametro maximo da esfera. Calcule o
volume obtido da esfera menos o cilindro, sabendo que o raio

1
do cilindro é X

(Aula 28 do caderno didatico, exercicio proposto n°7)
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Solu¢do: Esbogamos o solido na Figura 13.42. Como o eixo de
simetria ¢ um didmetro maximo da esfera, estamos supondo (para fa-
cilitar os calculos) que esse eixo coincide com o eixo y (raciocinio
analogo podera ser feito se consideramos o eixo de simetria coinci-
dindo com o eixo x).

2=}
&

Figura 13.42

Observe que, para obter o solido de revolugdo acima, basta consi-

3 31
derar aregido R = { (x,)) € R? | —ggyg g, ngg l—yz}

girando em torno do eixo y. Veja a Figura 13.43.

¥
ds
R
N

%/1 )

Figura 13.43

N\:l%.

Usaremos o método dos discos ou arruelas. Identificamos as fun-

¢des raio maior R(y) e o raio menor r(y), onde R(y) = y/1—)?% ¢
1 V3 V3 :

r(y) = 5 para ——- <y< -5 Note-se também que 0 < r(y) < R(y)
V3 V3
2 2

para — > <y <
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d
O volume ¢ dado pela formula V' = n:/ [(R(y))2 - (r(y))z] dy.
c

Assim, o volume ¢

& 2 /1)?
_ J1-2) =
V_”/J; ( ! y) (2) &y
Usando a simetria da regido em relagdo ao eixo x, temos

V3
2

(%)) = ET\/g unidades de volume.

Exercicio 13.14.

Uma cunha (situada acima do plano z = 0) ¢ cortada do cilindro
x? +y? < 1 pelos planos z =0 e z = y. Calcule o seu volume.

(Aula 28 do caderno didatico, exercicio proposto n°10)
Solucao: Na Figura 13.44, representamos o sélido ¢ a area da se¢@o
transversal A (x).

Lembre-se de que

V:/bA(x)dx (13.2)

Figura 13.44

Precisamos achar a area da secdo transversal obtida pelo corte
dado pelo plano que ¢ perpendicular ao eixo Ox. Observe que a se¢ao
transversal € um triangulo retangulo de base B.
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Na Figura 13.45, podemos observar que para cada x € [—1,1],

B=y=+V1-x%

A

-1 X 1

Figura 13.45

Por outro lado, observe, na Figura 13.46, que a altura “A” do
tridngulo retdngulo é z e como z = y resulta que A=y = /1 —x2.

Figura 13.46

VIi—22)?
Logo, a area A(x) da sec@o transversal é A(x) = % =
2

. Finalmente, usando 13.2, podemos calcular o volume:

2
1 ]2 1] 42 371 1 2
V:/_1 2’“ dx:2/0 2" dx:x—% (=1 5=3 unidades
de volume.

Exercicio 13.15.

Calcule o volume do so6lido formado pela revolugdo da regido
R={(x,y) eR?*|1<x<2,0<y<e} emtorno do eixo Ox.
Faca um esbogo do sélido de revolucao.

(Aula 28 do caderno didatico, exercicio proposto n°3-d)



Soluc¢do: Desenhamos a Figura 13.47, mostrando a regido e o eixo
de rotagdo (eixo Ox). Identificamos a fungdo raio do disco tipico R(x),
onde, neste caso, R(x) = ¢ para | <x <2.

—
[\

Figura 13.47

b
O volume ¢ dado pela formula V =7 / [R(x)]*dx. Assim, o vo-

lume ¢
2 2 ) T > Pz 42
V:n'/ [€'] dx:n'/exdx:—ex} =—(e"—e)
1 1 2 |
= gez(e2 — 1) unidades de volume.

O esbogo do sdlido esta dado na Figura 13.48:

¥

s
e

Figura 13.48
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Exercicio 13.16.

Calcule o volume do so6lido de revolucao formado girando a
regido R = {(x,y) € R? | x* —4x+4 <y < 1} em torno do eixo
Ox. Faga um esbogo do solido.

(Aula 28 do caderno didatico, exercicio proposto n°3-c)

Solu¢do: Desenhamos a Figura 13.49, mostrando a regido e o eixo
de rotagdo (eixo x). Identificamos as fungdes raio maior R(x) e o raio
menor 7(x), onde R(x) = 1 e (x) = (x —2)%, onde 1 < x < 3. Com
efeito, resolvendo a equagdo (x —2)? = 1, resulta que (x —2) = £1.
Logo, x =1 ¢ x = 3. Note-se também que 0 < r(x) < R(x) para
1 <x<3.

y

\oo /
X)) A

S

y=x*dx+4=(x- 2)2
Figura 13.49

b
O volume ¢ dado pela formula V' =& / [(R(x))* = (r(x))?] dx.

Assim, o volume ¢

V:n/13 (17 = (x=2?)] dx:n/l31dx—7r/l3(x—2)4dx

3 —2)57° 8
T (x—2) =2m— r_r_°t unidades de volume.
1 5 ! 5 5 5

O esbogo do sdlido é mostrado na Figura 13.50:

Figura 13.50



Exercicio 13.17.

Encontre o volume do so6lido obtido pela rotacao da regido R
limitada pelas curvas y =x%, 0<x<2, y=4 ¢ x=0.

a.
b.
C.

d.

c.

Em torno do eixo Oy.

Em torno da reta vertical x = 4.
Em torno da reta horizontal y = 4.
Em torno da reta vertical x = —1.

Em torno da reta horizontal y = —1.

Em cada caso: esboce a regido e, de acordo com o seu raciocinio,
mostre uma casca tipica ou um disco tipico ou arruela. Faga um
esboco do sélido correspondente.

Solu¢io:

a.

Desenhamos a Figura 13.51, mostrando a regido e o eixo de
rotacdo (do eixo y). Identificamos a fung¢do altura da casca tipica
h(x) e o raio médio da casca tipica 7(x), onde h(x) =4 —x° e
7(x) = x para 0 < x < 2. Note-se que 0 < x> <4 para 0 <x <2,
assim A(x) =4 — x> > 0 e 7(x) = x > 0. Na Figura 13.52, mos-
tramos o esboco do sélido correspondente.

),‘ y
d> Jd>
) y=4
4 4 1
h 1
(x) Sy i
o i
Il
= 7
: X X
1 2
Figura 13.51 Figura 13.52

b
O volume ¢ dado pela formula V' =27 / 7(x) h(x)dx. Assim,

o volume ¢

2 2 2y 2
V:Zn/ x(4—x2)dx:2n/ (4x—x>)dx=2nm (4— — _>]
0 0 2 4 0

o <2x2_%4>]z e <2(2)2_%> =(2)*n <1 —%)

= 81 unidades de volume.
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b. Desenhamos a Figura 13.53, mostrando a regido e o eixo de

rotagdo (a reta vertical x = 4). Identificamos a fun¢ao altura
da casca tipica h(x) e o raio médio da casca tipica 7(x), onde
h(x) =4 —x*> e F(x) = 4 —x para 0 < x < 2. Note-se que
0<x><4para 0 <x <2 assim h(x) =4—-x>>0 e
7(x) =4 —x > 0. Observe que a reta vertical x = 4 encontra-se
a direita da regido dada. Na Figura 13.54, mostramos o esbogo
do solido correspondente.

¥y Y x=4
ds 9
4
4] Al
h (%
___T____> ____________
5 F
x=4
Figura 13.53 Figura 13.54

b
O volume ¢ dado pela formula V' =27 / 7(x) h(x)dx. Assim,

o volume ¢é

2 2
V:2n/ (4—x)(4—x2)dx:27t/ (16 — 4% — dx 4 )dx
0 0

x3 x4 2
=2r <16x—4? —2? _) ]

4 0
23 24 32
=2 (16(2)—4=——202)+= ) =2n(32—-=—4
w(160)-4% 2004 5 ) =2n (2- 3 -4)
4—12 104
:27t<6 3 )z 037T unidades de volume.

. Desenhamos a Figura 13.55, mostrando a regido e o eixo de

rotagdo (a reta y = 4). Identificamos a fun¢do raio do disco
tipico R(x), onde, neste caso, R(x) =4 —x* para 0 <x < 2. Na
Figura 13.56, mostramos o esboco do solido correspondente.

b
O volume ¢ dado pela formula V' =& / (R(x))*dx.

a

Assim, o volume ¢

2 2
V:n'/ [4—x2]2dx:7r/ [16 — 8x* +x*]dx
0 0

2
200 25
:n[zs__+_]
0

x3 x5
=m|{lox—8—+ —
n[ X + } 3 5

3 5




2 1 15—10+3 8

256
= 15” unidades de volume.

)J

y=4

s

—_ =

-

Figura 13.55 Figura 13.56

. Desenhamos a Figura 13.57, mostrando a regido e o eixo de
rotagdo (da reta vertical x = —1). Identificamos a funcdo altura
da casca tipica s(x) e o raio médio da casca tipica 7(x), onde
h(x) =4—x*>e7=1+4xpara0<x <2 Note-se que 0 <x? <4
para 0 < x <2, assim a(x) =4 —x> > 0e7(x) = 1 +x > 0. Veja
também que a reta vertical x = —1 encontra-se a esquerda da
regido dada. Na Figura 13.58, mostramos o esboco do solido
correspondente.

v
),' .

4 —

\y:xz

=

ds
x=-1

dS

x=-1

Figura 13.57 Figura 13.58

b
O volume ¢ dado pela férmula V' =27 / 7(x) h(x)dx. Assim,
a

o volume ¢

2 2
V:27r/ (1+x)(4—x2)dx:27r/ (4+4x —x* —x)dx
0 0
2 3 4\ 12 2 3 4
:2n<4x+4%—x——x—ﬂ :2n<4(2)+42——2——2—>

=27 <8+8—§—4> =27 <l2—§) = 53—67r unidades de vo-

lume.
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e. Desenhamos a Figura 13.59, mostrando a regido e o eixo de

rotacdo (a reta horizontal y = —1). Identificamos as fungdes
raio maior R(x) e o raio menor r(x), onde R(x) =1+4=5¢
r(x) = 1+x? para 0 < x < 2. Note-se que 0 < r(x) < R(x) para
0 <x < 2. Note-se também que o eixo de rotagdo esta abaixo da
regido dada. Na Figura 13.60, mostramos o esboco do solido
correspondente.

y b
R — 2 \
(e —V7 l|
|
/I‘
X g X
. Gr=-1 ,: G=-1
q
Figura 13.59
i
1
1
U

Figura 13.60

b
O volume ¢ dado pela formula V =7 / [(R(x))2 - (r(x))z] dx.
a

Assim, o volume ¢

V= n/j [(5)2 —(1 +x2)2} dx = n/02 [25— (1+2x" +x*)] dx

2 [ AN E
:n/ [24—2x2—x4]dx:n'(24x—2———)]
0

. (48_ 13_6 B %> . <48(15) - 11655) 532(3)0>

4
= 51—571: unidades de volume.

Exercicio 13.18.

Calcule o volume do sélido de revolugdo em torno do eixo Ox
da regiio sob o grafico da fungdo f(x) = xy/cosx, no intervalo

o

T

)

(Aula 28 do caderno didatico, exercicio proposto n°5)



~ . T .
Solucio: Observe que cosx > 0 no intervalo [0,5}, assim

f(x) =xy/cosx, para 0 <x < g ¢ uma fung@o sempre positiva. Também

sabemos que dita regido estd no primeiro quadrante e ¢ limitada infe-

riormente pelo eixo Ox que é também o eixo de rotacdo do sdlido de

revolucdo; assim ndo precisamos do grafico da regido para perceber

que podemos aplicar o método dos discos, onde R(x) = xy/cosx > 0
b

para 0 <x < g O volume ¢ dado pela férmula V' =7 / (R(x))?dx.

Assim, o volume é:
V= 7r/7 (x\/cosx)zdx = n/sz cosxdx (13.3)
0 0

Usaremos integragao por partes para calcular a integral indefinida

> u=x>=du=2xdx
x~ cosxdx. Fazendo , temos que
dv = cosxdx = v =senx
/ x* cosxdx = x* senx—2/x senxdx (13.4)
N N——

u dv

Usaremos novamente integragdo por partes para calcular a inte-

gral indefinida / ¥ senxdyx. Fazendo 4 " =% 7 du=dx
dv =senxdx = v = —cosx
temos que

b

/ X senxdx:x(—cosx)+/cosxdx: —x cosx +senx +Cy

u dv

(13.5)

Substituindo 13.5 em 13.4, obtemos
/x2 cosxdx = x* senx + 2x cosx — 2senx +C (13.6)

Substituindo 13.6 em 13.3, resulta

S Nl

V=mr ( 2senx + 2xcosx — 2senx) ]

N2 ®w m = T 2
—ﬂ<<5> sen5+2§cos5—2sen5> —0—7‘[(?—2>
——— ——— ———

1 0 1

— %(7172 —8) unidades de volume.
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Exercicio 13.19.

Calcule o volume do sélido cuja base é o disco x* +)? < 4,
tal que cada uma de suas segdes transversais perpendiculares ao
eixo Ox ¢ um quadrado.

(Aula 28 do caderno didatico, exercicio proposto n°8)
Faga um esbogo do soélido.

Solucio: Na Figura 13.61, representamos a base do solido € a area
da secdo transversal A4(x) que, neste caso, sdo quadrados. Na Figura
13.62, mostramos um esboco do solido.

z
y
Figura 13.61 Figura 13.62
Sabemos que
b
V:/ A(x) dx (13.7)

Precisamos achar a area da secdo transversal obtida pelo corte
dado pelo plano que ¢ perpendicular ao eixo Ox. Observe que a
secdo transversal ¢ um quadrado de lado ¢. Na Figura 13.61, pode-

mos observar que para cadax € [—2,2], {=v4—x>— (—\/4 —x2> =
2vV4 —x2>0.

Logo, a area A(x) da secdo transversal ¢

Alx) =2 = (2\/4—x2>2:4(4—x2) (13.8)

Substituindo 13.8 em 13.7, onde a = —2 e b =2, obtemos
3

2 2 2
V:/ 4(4—x2)dx:/ (16—4x2)dx:16x—4x—]
-2 -2 31,

_ <16(2> —423—3> B <16(_2) _4(_32)3> - (32_ 33_2)

=64 <§> = 13—8 unidades de volume.




Exercicio 13.20.

Um soélido ¢ construido sobre o tridngulo de vértices (0,—2),
(0,2) e (4,0) de tal forma que cada se¢do perpendicular ao eixo
Ox € um semicirculo.

(Aula 28 do caderno didatico, exercicio proposto n°9)

Calcule o volume ¢ faca um esbogo do solido.

Solucio: Na Figura 13.63, representamos a base do solido e, na
Figura 13.64, a area da secgdo transversal 4(x) que, neste caso, sdo
semicirculos. Na Figura 13.65, mostramos um esbog¢o do soélido.
Por outro lado, na Figura 13.63, podemos calcular a equagao da reta

que passa por (0,2) e (4,0) assim y — 0 = (x —4), isto é&,

4-0
y= _E(x - 4) =2- )2—6, analogamente, a equacdo da reta que passa
1
por (0,-2) ¢ (4,0) & y=S(r—4) =3 2.
z
Q
2 ‘
/2
7! X
W
Figura 13.63 Figura 13.64

Figura 13.65
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Sabemos que

v — /bA(x)dx (13.9)

Precisamos achar a area da secdo transversal obtida pelo corte
dado pelo plano que ¢é perpendicular ao eixo Ox. Observe que a se¢ao

transversal ¢ um semicirculo de raio . Nas Figuras 13.63 ¢ 13.64, po-
demos observar que para cada x € [0,4], 2r = (2 - g) - (% - 2) =
4—x X
PP, S R =—=2—-=->
) + x, logo r 7 7 0.

Logo, a area A(x) da sec¢do transversal é

A(x):”—r:%(2—§>2 (13.10)

Substituindo 13.10 em 13.9, onde a =0 e b =4, obtemos
V= / 2—— dx—2/ 2——) dx (13.11)

d.
Fazendo a substituicdo u =2 — % = du = —; = dx = —2du,
obtemos a integral indefinida

3

/(2— §>2dx: —2/u2du: 2% = —% (- %)3+c (13.12)

Substituindo 13.12 em 13.11, temos

(e e (DEY)

8
= Tﬂ unidades de volume.

Exercicio 13.21.

Calcule o volume do s6lido de revolugao em torno do eixo Ox da
regido sob o grafico da fungéo f(x) = X3 para x > 1. Esboce
a regido e, de acordo com o seu raciocinio, mostre uma casca
tipica ou um disco tipico ou arruela. Faga um esbogo do sélido
correspondente.

Solucio: Desenhamos a Figura 13.66, mostrando a regido ilimitada

e o eixo de rotagdo (eixo Ox). Identificamos a fungao raio do disco
. 2

tipico R(x), onde neste caso R(x) =x~ 3, para 1 < x < oo,



Figura 13.66

Na Figura 13.67, mostramos um esbogo do sdlido.

Figura 13.67

oo
O volume ¢ dado, neste caso, pela formula V =7 / [R(x)]?dx =
1

t

m lim [ [R(x)]*dx, desde que o limite exista.
t—+e J1

Assim, o volume ¢

ter 272 . ! . X3
V:n/ [x_i} dx=m lim X 3dx=m lim —}
1 1

t—+oo J1 t%+w._%

3
=7 lim [— - +3] = 37 unidades de volume.
t— oo 13

Veja, no Apéndice 7, no final deste caderno, o passo a passo
de exercicios adicionais correspondentes a esta semana. Veja
também o Apéndice 5 com o passo a passo de Simulados da
AD2.
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Semana 1 4; 4

A EQUACAO DIFERENCIAL FUNDAMENTAL

INTRODUCAO
SEJA BEM-VINDO! Esta parte da disciplina Célculo II ¢
dedicada ao estudo de Equagdes Diferenciais.

Para comecar, uma boa noticia:

“Vocé ja vem estudando equacaoes diferenciais ha muito
tempo”

De fato, no estudo de Calculo Diferencial, desde o inicio
da disciplina Calculo II, vocé vem trabalhando com equagdes
diferenciais. Veja o seguinte problema que vocé sabe resolver:

“Dada a fun¢do continua
fi R — R, f(x)=3x2+1,

determinar todas as funcoes y : R — R tais que

d
V) =L =32 417 (14.1)
dx

A equacao (14.1) ¢ uma equagdo diferencial. As solugoes
desta equagdo sdo simplesmente as primitivas da funcdo
f(x) = 3x* + 1. Em outras palavras, uma fungdo y(x) ¢ solugo
da equacao diferencial (14.1) se sua derivada ¢ a fungdo
f(x) = 3x? + 1. Do que conhecemos do Calculo,

y(x)=x>+x+c (14.2)

onde ¢ € R ¢ uma constante arbitrdria, ¢ uma representacao
convencional do conjunto de todas as fungdes derivaveis em
(—o0, +00), com derivadas iguais a 3x* + 1.
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Dizemos também que para cada ¢ € R, y(x) = x> +x+c é
uma funcio que resolve a equacio diferencial y/ (x) = 3x% + 1.

Usando a notacao de primitivas, podemos escrever
y(x) = /f(x)a’x = / (3 +1)dx=x"+x+c.

Frequentemente, obtemos muitas informagdes tteis sobre as
solucdes de uma equagao diferencial apenas pelo exame visual
de seus graficos!. Veja a Figura 14.1 abaixo

y:x3 +x+2
y:x3 +x+1
y=x+x

y:x3 +x—1

y:x3 +x—-2

Figura 14.1: Familia de solugdes y(x) = x> +x+c

Uma das informacdes que podemos obter do exame dos gra-

d
ficos das solugdes da equacao d_y — 3x? 4+ 1 é a respeito do com-

X
portamento das solugdes a medida que x — +oo:

Atividade 14.1.

Complete: qualquer que seja o valor de c,
a medida que x — +oo, y(x) = ......
a medida que x — —eo, y(x) — ......
As vezes, é necessario particularizar uma fungio y(x) dentre

todas as outras func¢des do conjunto solu¢do. Uma das manei-
ras de conseguir isso € especificar um determinado valor para a

! quando é possivel um tal exame
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solu¢ao, num ponto dado. Por exemplo, podemos estar interes-
sados em descobrir a solu¢do y(x) cujo valor em x = 1 ¢ 0; isto
¢, y(1) = 0. Entdo, nosso problema pode ser formulado como:

Encontre uma fung¢do y(x) tal que

d

- 3x2+1

dx (14.3)
y(1) = 0.

Olhando para a familia de fungdes y(x) em (14.2) e impondo
a condigdo y(1) = 0, encontramos

y()=P4+14C=0=C=-2.

Logo,
yx) =x>+x-2,

¢ a solucdo do problema (14.3).

Uma pergunta que cabe aqui ¢ a seguinte: todas as equagdes

. . d
diferenciais sdo equacdes da forma - f(x)? Ou sera que

existem equacgdes diferenciais diferentes daquelas que estuda-
mos na primeira parte da disciplina Célculo II? Se existirem, a
pergunta passa a ser: O que ¢ uma equacgao diferencial geral?

Outra pergunta: o que ¢ uma solugdo de uma tal equagdo
diferencial geral?

Um dos objetivos desta parte da disciplina ¢ obter respos-
tas para estas questdes. Quer dizer, vocé vai ter de esperar
um pouquinho até poder ter uma resposta mais completa. Por
enquanto, vamos apresentar apenas algumas ponderagdes inici-
ais. Por exemplo, a palavra equagdo ja € nossa conhecida. Fa-
lando genericamente, uma equacao ¢ uma expressao represen-
tando uma igualdade entre elementos de um conjunto fixado. Na
expressdo, aparecem elementos bem determinados do conjunto
sobre o qual a equagdo ¢ estabelecida e aparecem um ou mais
elementos incognitos (isto ¢, desconhecidos), representados por
letras que simbolizam elementos varidveis no conjunto.

Resolver a equacdo ¢ determinar os valores das varidveis que
tornam a igualdade verdadeira.
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Exemplo 14.1.
[ )

Suponha que necessitamos encontrar todos os nimeros reais
X tais que

*—1=0.
Solucio: As solugdes sdo os nimeros reais x = 1 e x = —1. No en-
tanto, buscar a solu¢do da mesma equagao sobre os nimeros comple-
xos fornece como solugdes os nimeros x =1, x=—1,x=iex = —i.

Portanto, vem a primeira li¢do, reforcando o que escreve-
mos acima sobre equacgdes: quando procuramos resolver uma
equacdo, temos que ter bem definido o conjunto no qual esta-
mos procurando as solugdes.

Mas ja& demos muita volta. Consideremos novamente as
questdes principais:

“ O que é uma equacdo diferencial?”
9

“O que ¢ resolver uma equacao diferencial?”

Podemos tentar algumas respostas, baseadas na nossa ex-
periéncia com o Célculo e a Fisica, sabendo que elas, prova-
velmente, vao precisar ser aperfeicoadas e completadas.

Uma equagdo diferencial ¢ uma equagao, na qual a incdgnita
(o elemento desconhecido) ¢ uma fungdo. Para ser uma equacao
diferencial ¢ preciso que uma ou mais derivadas da incdgnita
ocorra na equacao.

Resolver a equagao diferencial ¢ encontrar todas as fungdes
que, substituidas nas posi¢des da incognita, tornam a igualdade
expressa na equagao verdadeira, 1.¢, uma identidade entre fungdes.

Volte a examinar a equacdo diferencial (14.1). A incdgnita
desta equagdo ¢ uma fungdo y(x). O conjunto ao qual pertence
toda solucdo y(x) é o conjunto das fun¢des de R para R. A
equagdo estabelece que toda solugdo y(x) ¢ uma fungao cuja de-
rivada é 3x2 + 1.

A solu¢do da equagdo diferencial (14.3) ¢ uma fun¢do es-
pecial: exatamente aquela que satisfaz a condiggo (y(1) = 0).
Diz-se que (14.3) € uma equagao diferencial, com valores inici-
ais.



Equacdes diferencias sdo muito utilizadas em modelagens
(construgdo de modelos) de problemas da Fisica, da Quimica,
da Biologia, da Economia etc. e da propria Matematica, que en-
volvem varidveis continuas. Dai a importancia do estudo destas
equacoes.

Por exemplo, o problema (14.3) ¢ um modelo para um caso
especial de um antigo problema denominado “quadratura de pa-
rdbolas”. A solugdo y(x) = x> +x — 2 expressa a area da figura
plana sob a parabola 3x? + 1, definida pelo eixo x e duas retas
verticais, uma dessas retas sendo a reta x = 1. Veja a Figura
14.2 a seguir.

Vi flx)=3x*+1

]

1 X

=V

Figura 14.2: Quadratura da parébola

Temos que y(x) = / (3 +1) dx = x> +x representa a area
1

hachurada. Por exemplo, y(3) =33+3 -2 =28 expressaa area
sob a parabola, limitada pelo eixo x e as retas verticaisx =1 e
x=3.

Para terminar esta breve introducdo, propomos a vocé um
“compromisso de viagem”: faremos todo o esfor¢o para que
esta jornada seja um passeio agradavel, entretanto uma vez ou
outra voce terd de “subir uma ladeira”, gastando um pouquinho
de energia; mas, certamente, para chegar a um patamar mais
alto, onde nossa visdo vai se alargar e de onde poderemos apre-
ciar melhor a beleza do panorama. Vamos iniciar pela equacao
que tem a forma mais simples, € que chamamos de equagdo fun-
damental. E precisamente a equagdo diferencial do tipo da que
aprendemos na primeira parte da disciplina Célculo II, sendo
¥ =3x2+1 um exemplo. As outras equagdes diferenciais que
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estudaremos nas outras aulas tém formas distintas, mas, em ul-
tima instancia, se reduzem a equagao fundamental.

A EQUACAO DIFERENCIAL FUNDAMENTAL

Ao terminar de estudar esta semana, vocé estara capacitado a:

1. Identificar as equagdes diferenciais do tipo fundamental.

2. Definir solugdo geral e solucdes particulares de equagdes
fundamentais em intervalos.

3. Reconhecer e resolver Problemas de Valor Inicial com
equagoes diferenciais fundamentais.

A primeira equacdo diferencial que vamos estudar ¢ uma co-
nhecida nossa desde os primeiros cursos da Licenciatura. De
fato, o Calculo de Antiderivadas, ou Calculo de Primitivas, es-
tudado nos primeiros cursos de Calculo Diferencial e Integral,
trata precisamente da determinagdo de solugdes de equagdes di-
ferenciais do tipo que vamos chamar fundamental.

Definicao 14.1.

Sejam / C R um intervalo aberto, e f ¢ uma funcao real
continua definida em /.

A equacdo diferencial ordinaria, de primeira ordem, funda-
mental, definida em / pela funcgdo f, ¢ a equacao

dy_
E—f(x)-

A nossa primeira tarefa ¢ entender alguns dos termos utiliza-
dos na defini¢do acima (e no paragrafo que a precede), que estao
sendo apresentados pela primeira vez. A palavra equagdo dis-
pensaria maiores comentarios; afinal, trabalhamos com equagdes
desde o Ensino Fundamental. O que ¢ interessante aqui € no-
tar que estamos introduzindo um novo “tipo” de equagdo: uma
equacdo cuja incognita ¢ uma fungdo. Dizendo de outro modo,
¢ uma equagao cujo conjunto-solucao ¢ formado por fungdes.



Uma outra palavra que aparece na Definicdo 14.1 ¢ o adje-
tivo “diferencial”, indicando que a equagao envolve derivadas
da fun¢do incégnita (desconhecida).

Suponha que queremos descobrir todas as fungdes y tais que

V= 2xy=¢'.

Certamente, estamos diante de uma equacao cujas solugdes
(caso existam) sdo fung¢oes. Entretanto ndo ¢ uma equacao di-
ferencial, pois ndo aparece nela nenhuma derivada da fungdo
incognita y.

Por outro lado, uma equacao como
V=y=0,

¢ uma equacao diferencial onde aparece uma derivada da fungao
desconhecida.

Dizemos que uma equagdo diferencial ¢ de ordem m se a
derivada de maior ordem que aparece nela ¢ uma derivada de
ordem m.

Exemplo 14.2.
[ )

A equagdo

dy  d%
ﬁ_tﬁ_ lOy:COS2t

¢ uma equagao diferencial de ordem cinco.

Problema: O que significa “resolver” uma equacao diferencial?

Vamos abordar esta questao aos poucos, iniciando pelo es-
tudo das equagoes diferenciais fundamentais.

Na verdade, praticamente todos os conceitos que vamos enun-
ciar e os principais resultados a que vamos chegar se adaptam,
sem problemas, as equagdes diferenciais mais gerais do que a
equagao fundamental.
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Definicao 14.2 (Solucao de uma EDO fundamental).

Sejam / C R um intervalo aberto, e f ¢ uma funcao real
continua definida em /.

Uma solugdo da equagdo diferencial fundamental

dy
dx fx)
¢ uma fungdo £, definida em /, tal que

dF

Vxel E(x):f(x).

Resolver a equacgao diferencial fundamental ¢ determinar o
conjunto de suas solucdes.

Falando desse jeito, parece que estamos nos referindo a um
conceito novo, que ainda nao foi trabalhado em nenhum curso
até agora.

N3ao ¢ bem assim!

Veja a seguinte definicdo, certamente mais familiar:

Definicao 14.3.
Dada uma fungdo continua f : / C R — R, definida no in-
tervalo aberto /, uma primitiva de f em [ ¢ uma fun¢ao de-

rivavel F, cuja derivada € igual a f 'em /. O conjunto de todas
as primitivas de f € representado por

/f(x) dx

Percebemos imediatamente que calcular o conjunto de todas
as solucdes da equacdo € o mesmo que calcular

/f(x) dx.

O que ja sabemos fazer ha muito tempo, certo?
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[ Exemplo 14.3. ]

Determine as solucdes da equagdo diferencial

dy
g 2.
dx COS X

Solucdo: O conjunto de fungdes / cos x —2) dx que aprendemos

a representar abreviadamente por y(x) = senx—2x+c¢ contém todas
as solu¢des da equagao.

Resposta:  y(x) =senx—2x+c.

A letra ¢ no exemplo acima, representa um numero real
arbitrario que costumamos chamar de constante de integragao,
ou - preferencialmente - de pardametro da familia de solugoes.
Fazendo variar o parametro, obtemos todas as solugoes particu-
lares da equacgao dada.

Todas as solugdes da equacdo diferencial dy/dx = f(x)
podem ser representadas pela “integral indefinida”

onde F(x) representa uma solugdo qualquer e ¢ é um
parametro real.

45 E bastante comum encontrarmos textos que chamam

de solucdo geral da equagdo fundamental. A solugdo ¢é
dita geral porque ¢ uma expressdo que contém todas as
solucdes da equacao fundamental no intervalo especifi-
cado. E acrescentam que a solugdo geral de uma equacao
diferencial qualquer de primeira ordem contém uma e ape-
nas uma ‘“constante abitraria”.
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Todavia, € preciso tomar cuidado com estas caracterizagoes
de solugdes gerais, pois - como veremos - existem equagoes di-
ferenciais de primeira ordem para as quais obtemos expressoes
de solugdes contendo um parametro arbitrario, as quais ndo abar-
cam todas as solugdes da equacdo. Podemos até continuar di-
zendo que expressdes contendo uma “constante arbitraria” sao
solugdes gerais, mas devemos estar prevenidos de que, para cer-
tas equagdes, podem existir outras solugdes que nao “estao con-
tidas” na férmula da solucdo geral.

Bom . . . voltaremos a este ponto na hora adequada.

Além disso, no caso de equagoes diferenciais fundamentais,
a expressio / f(x)dx = F(x) + ¢ realmente engloba todas as

solucdes possiveis da equagao.

Atividade 14.2.

d
Considere a equagao diferencial d—y = 0 definida no conjunto
X

A=(-1,1) U(2,3).
E correto afirmar que ¢ e y definidas por

1 —-1,1
¢(x)={ 2: zziggz,é)) e y(x)=4,x€4

sao duas solugdes da equacao?

Solucio: Se vocé calcular a derivada da fungdo ¢ em qualquer ponto
do seu dominio (que ¢ a unido de intervalos (—1,1) U(2,3)), vocé vai
obter o nimero zero. A mesma coisa ocorre com a fungdo ¥ em todos
os pontos de (—1,1) U(2,3).

Tudo indica que ambas, ¢ e v, sdo solugdes da equagao diferencial
dy/dx=0  xeA.

Lembre que o dominio de definicdo de uma equagdo diferencial
deve ser um intervalo e o conjunto 4 nao ¢ um intervalo. Por qué?

Mas nenhuma das duas ¢ - de fato - solugdao da equagao naquele
dominio, simplesmente porque a equac¢do ndo estd definida num in-
tervalo.



E, para refor¢ar o argumento, repare que ndo existe um parametro
¢ € R tal que para todo x € 4, ¢(x) = y(x) +c. No “pedago” (—1,1),
c teria de ser igual a 3, enquanto que, na parte (2,3), necessariamente
¢ deveria ser 2.

Resolver

Para nao esquecer!

d
d—i:f(x), xel

¢ o mesmo que calcular

/ f(x) dx.

Definicao 14.4.

Uma solugdo ¢ chamada de solugdo particular quando € ob-
tida da solucdo geral pela especificagdo de um valor para o
paramatro de integracao.

#£5 No curso de Calculo, foram estudadas diversas “técnicas
de integracdo” para a resolugdo de integrais indefinidas.
Dependendo da funcdo f, usava-se substitui¢oes, integra-
¢do por partes, integracdo de fungdes racionais etc. Todas
aquelas técnicas serdo muito uteis nos processos de obten-
¢ao de solucdes de equagdes diferenciais.

E uma boa ideia revisar as principais técnicas do calculo
de primitivas.

A forma da equagao diferencial fundamental ¢ muito sim-
ples. Entretanto todos ja nos deparamos com aquelas func¢des
complicadas, que exigem um esforgo enorme para descobrir suas
primitivas. E outras para as quais ndo sabemos definitivamente
calcular nenhuma primitiva.

Equagdo fundamental ndo €, necessariamente, sindbnimo de
equagao facil de resolver.
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Exemplo 14.4.
[ )

Marque os itens correspondentes a equagdes diferenciais do
tipo fundamental:

a. y =x
b. y = /y1/3
c. Y =247

d. xy =cos x—1, x € (—00,0)

Solugdo: As equagdes dos itens a e ¢ sdo equagdes do tipo fun-
damental. Ja a equagdo do item b ndo esta na forma das equagoes
fundamentais. Entretanto, muitas vezes uma equagdo nio ¢ apresen-
tada numa forma imediatamente reconhecivel, mas, depois de algumas
manipulagdes, assume uma forma familiar. E exatamente o caso da
equagdo do item d, que pode ser reescrita como ) = (cosx — 1) /x.

Vocé vera, nas proximas aulas, que, as vezes, uma mesma
equacdo pode ser classificada em duas (ou até mais) categorias
diferentes.

Atividade 14.3.

O quadro a seguir mostra equagdes diferenciais na coluna da es-
querda, e fungdes y(x) candidatas a solugéo na coluna do meio.

Assinale, no espaco a direita, V (verdadeiro) ou F (falso)
conforme a fung¢@o proposta y(x) seja ou ndo solugdo.

d
i d_ic} —ae™ = 0; y(x) =e*; x € R, a € R (fixado)

ii. senx+— =0; y(x) =sen x; x € R,

d
. d—y:lnx; yx)=xlnx—x+1,;x€ (0,+00)
X

Solucio: Quando nos pedem para verificar se uma determinada fungao
proposta ¢ solu¢cdo de uma equacao diferencial (dada), normalmente o
que temos de fazer ¢ substituir a func¢do e suas derivadas no lugar da



funcdo desconhecida (e suas derivadas) na equagdo diferencial. Se
obtivermos uma identidade, isto ¢, uma frase verdadeira para todos
os valores da variavel independente x no intervalo considerado, entdao
a fungdo proposta sera uma solugdo. N&ao precisamos nos preocupar
em resolver a equacdo para mostrar que a solu¢do que vamos calcular
coincide com a candidata®.

i. Substituindo y (e/ou sua derivada com relacdo a x) por e* (e/ou
sua derivada com relagdo a x), na equagdo, obtemos

VxeR W:ae“x

mostrando que e € solugao.

A resposta ¢ V.

ii. A equacdo, escrita na forma da equagdo fundamental, ¢

d . . .

d—y = —sen x. Substituindo (a derivada de) y pela derivada de
X

sen x nesta ultima equagdo, obtemos cos x = — sen x, para todo

x € R, o que ¢ evidentemente falso.

A resposta ¢ F.

iii. Calculando a derivada de f(x) =x /nx—x+1, x > 0, obtemos

1
x —+/nx—1+0=Inx, mostrando que a resposta ¢ V.
X

PROBLEMAS DE VALOR INICIAL

#5 Talvez vocé esteja perguntando por que uma equacio di-
ferencial fundamental tem de ser definida em um intervalo
aberto.

E mais: por que as funcdes ¢ e v, da Atividade 14.2,
ndo podem ser solugdes legitimas? Afinal de contas suas
derivadas ndo sdo iguais a zero em todos os pontos?

Bem, quando a gente exige que o dominio de defini¢do da
equacao (e de suas solugdes) seja um intervalo aberto, garanti-
mos duas coisas:

2No entanto, precisamos prestar atengdo nos dominios de definicio da
equacao ¢ da solugdo. O Exemplo 14.3 e a Atividade 14.2 pretendem ressaltar
este ponto.
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e Podemos calcular derivadas em todos os pontos do dominio,
pois ele € um conjunto sem fronteira.

e Além disso, para cada par de solugdes que consideremos,
existe uma unica constante ¢ de tal modo que a diferenca
entre as duas, em todos os pontos, € igual a c. Justamente
este fato nos da um certo controle sobre o conjunto de
todas as solucdes da equagao.

Conhecendo uma solugdo F'(x), saberemos calcular todas as ou-
tras. Basta adicionar um pardmetro ¢ € R a F(x). E isto cer-
tamente ¢ bem importante. Sabendo uma solu¢do, saberemos
todas as outras solucoes.

#5 Mas temos ainda uma questdo: de que adianta conhe-
cer todas as respostas possiveis de um problema? Nor-
malmente, nas aplicagdes, precisamos calcular uma res-
posta especifica: A RESPOSTA PARA UM PROBLEMA
CONCRETO.

Saber uma infinidade de respostas possiveis, na pratica, €
equivalente a ndo saber nenhuma, vocé ndo acha?

A colocacdo acima ¢ bastante razoavel, e a maneira de con-
tornar a dificuldade apresentada € utilizar informagdes adicio-
nais, além da equacao diferencial.

Essas informagdes adicionais, no caso de equagdes diferen-
ciais fundamentais, permitem escolher uma solugdo particular
dentre todas as solugdes possiveis.

Vejamos um par de exemplos:

[ Exemplo 14.5. j

No curso de Fisica, o movimento de uma particula (ao longo
de uma trajetoria) ¢ definido como a variagdo de sua distancia,
em relacao a algum marco de referéncia, com o passar do tempo.

A tradugao matematica (i.e, 0 modelo matematico) do movi-
mento ¢ feita quando conseguimos uma fungdo e : J — R, que
a cada instante de tempo ¢ € J, associa o niimero e(¢), que mede
a distancia da particula até o marco de referéncia.



Um problema fundamental da mecanica das particulas € o de
calcular a funcdo-movimento de uma particula que se desloca
sobre uma tajetoéria.

Resolver este problema pode ser uma tarefa bastante com-
plicada, dependendo do comportamento da particula. Ela pode
andar devagar, ou acelerar, ou parar, ou retroceder por um certo
tempo e depois voltar a andar na dire¢do original ... Enfim! Para
ajudar a resolvé-lo, definem-se as funcdes-velocidade média e
instantanea, as quais sao obtidas a partir das fungdes-movimento,
mas sdo mais faceis de registrar do que as proprias fungdes-
movimento.

A relacao entre as fungdes-movimento e funcdes-velocidade,
que vamos supor derivaveis, se expressa matematicamente por
meio de uma equacao diferencial do tipo fundamental:

d
7 (fungdo-movimento) = fung@o-velocidade

O problema passa a ser o seguinte:

Admitindo conhecida a fun¢do-velocidade de certa particula,
queremos recuperar a sua fung¢do-movimento.

Considere, por exemplo, que a particula ¢ um automével que
se move, sem parar, ao longo de uma estrada que une o sul
ao norte do pais, tendo marco ZERO na cidade de Sdo Paulo.

Suponha que a funcdo-velocidade desta particula ¢ dada por
v(t) = 3t> 4 lkm/h.

Queremos calcular a que distancia do marco inicial se en-
contra a particula = 104 ap6s iniciarmos a observacao de seu
movimento. Para simplificar, o instante inicial de observagao
sera o instante ¢ = 0, quando acionamos o crondmetro ¢ come-
¢amos a medir o tempo.

A ideia é calcular a sua fungdo-movimento e(z). E a resposta
sera o nimero e(10).

E claro que a resposta e(10) vai depender de e(0), a sua
distancia ao marco zero quando iniciamos a observacdo. Se
ele estava exatamente passando por Sdo Paulo (e(0) = 0), entdo
10/ depois ele estara mais ao norte (possivelmente proximo de
Campos-RJ, se imaginamos que o trecho da estrada coincide

CEDERJ 191

SEMANA E MODULO 2



Caderno de Calculo I | A Equagio Diferencial Fundamental

192 CEDERJ

coma rodovia BR 101). Em compensagdo, se comecamos as
medidas quando o automdvel ja estava passando pela cidade do
Rio de Janeiro (e(0) = 400km), dez horas depois ele ja estara
bem adiantado no estado do Espirito Santo, a caminho da Bahia.
Neste caso, teremos um outro valor para e(10).

Do ponto de vista da matematica, vocé deve se convencer de
que qualquer uma das curvas da figura abaixo pode ser fungao-
movimento para a fungio-velocidade v(¢) = 3¢2 + 1.

E o ponto de interse¢do de cada curva com o eixo vertical ¢
uma posi¢ao inicial possivel.

A equagdo diferencial sozinha ndo nos permite resolver o
problema.

Todas as curvas nos informam que

d
—e(t) =32 +1.

dt
e=0 4142
A e=14r+1
e=1+1t
e=1+4r-1

e=0+41-2

Figura 14.3: Familia de curvas e(t) =13+t +c¢

Nao poderemos determinar e(10) se ndo conhecermos pre-
viamente o valor e(0).



Se nos pedirem para calcular ¢(10), informando também a
posigdo inicial e(0), teremos condi¢des de determinar a tnica
funcdo-movimento que descreve a trajetdria do automovel.

#5 Nio ¢ estritamente necessario informar a posi¢io no ins-
tante em que comecam as medidas. Se fosse informada
a posicao em um instante qualquer #p, poderiamos igual-
mente determinar a fungdo-movimento. Todavia, por tra-
dicdo, e como uma homenagem a Mecanica, vamos pros-
seguir chamando de condigdo inicial a informacao do va-
lor da solu¢do procurada num instante 7y qualquer, fixado,
o qual sera chamado de ponto inicial.

O par de informagdes

{“equagéo diferencial do movimento”

“informacao inicial”

¢ um caso particular de Problema de Valor Inicial ou Pro-
blema de Cauchy.

Exemplo 14.6.
[ )

Determine uma fung@o real (y(x), definida no intervalo
I = (—3,4-o0), solucdo da equagdo diferencial

D _ g3 (14.4)
dx

sabendo que seu grafico no plano R? contém o ponto (0, —1).

Solugiio: As fungdes cujas derivadas sdo iguais a ' — 3x2, no inter-
valo especificado, sdo precisamente as solugdes da equagao (14.4).
A familia de fungdes
y(x) = —x+c¢ (14.5)
¢ a solucdo geral da equacao.
Agora, utilizamos a informagao extra:

o grdfico da fung¢do solugdo passa pelo ponto (0,—1).
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Isso significa que, no ponto x = 0, o correspondente valor y ¢ igual
a —1. E essa observagdo vai permitir calcular o valor que o pardmetro
C deve assumir para poder determinar a fungdo que € solugdo do pro-
blema proposto.

Substituindo x = 0 e y = —1 na solugdo geral (14.5), temos

—1=y(0) =" 04 c=c=-2.

Conclusio: Dentre todas as fun¢des definidas em (—3, 4-c) com deri-
vadas iguais a e — 3x?, aquela cujo grafico passa por (0,—1) é
y(x) =€ —x* 2.

£5 Problemas de Valor Inicial

Repare que, como no problema da fun¢do-movimento, ape-
nas o conhecimento da equacgao diferencial ndo nos permi-
tiu descobrir a solugdo do problema.

i. Uma outra conclusdo que podemos tirar dos exem-
plos que acabamos de estudar é que o conhecimento
de alguma informacdo extra sobre a funcdo que
resolve um determinado problema ndo ¢ essencial
apenas quando se esta trabalhando com um problema
concreto como o da determinagdo de fun¢des-movi-
mento.

ii. O matematico Cauchy foi um dos primeiros a res-
saltar a importancia dos dados extras para questdes
com equacdes diferenciais em problemas da propria
matematica.

iii. Uma forma abreviada de apresentar a questdo de
procurar a solugdo de uma equagdo diferencial que
satisfaz a uma condicao adicional num ponto especi-
ficado ¢

d
d—i:f(x), xelCR

¥(x0) =0

Na primeira linha dentro da chave, temos a equacao
diferencial propriamente dita. Na segunda linha esta
explicitada uma propriedade da solu¢do procurada.
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iv. Utilizamos a denominacao Problema de Valores Ini-
ciais (PVI), ou também Problema de Cauchy para
indicar uma equagao diferencial junto com um valor
inicial especificado.

EXERCICIOS

Exercicio 14.1.

Calcule / f(x)dx = F(x) +c. Em seguida, calcule ¢ para que a

solugdo y satisfaga a condigdo extra apresentada:

a. fx) =2 »(2)=0;
b. f(x) =cos’x, y(n)=r/2

Respostas: a. y= %(x3 — 8)’ b. y= 92_C+ Serél‘Zx

Exercicio 14.2.

Determine as solugdes gerais de:

a d——senx CcoSXx b Q—é

Cdx Tdx o x2(1+4x)

. Q_ 1 d Q_ (4x—2)

Tdx 12 Tdx x3—x2—2x
dy Inx dy

c. E—T f a—xex

Respostas: a. y(x) = %sen2x+c; b.y(x) =1In ‘ lxﬂ| _ % e

x(x—2)
(x+1)2

c. y(x) = arcsenx+c¢; d.y=In +c eyx)= %ln2x+c

fy(x) =xef —e"+ec.
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Exercicio 14.3.

A fungdo f(x) = senx — 7 ¢é solug@o particular da equagdo dife-
rencial )/ = cos x?

Resposta:  Sim, porque a solugdo geral de )’ = cosx ¢

y(x) = senx+c¢; e a fungdo f(x) = senx — 7w ¢ obtida a partir da
solugdo geral, tomando o parametro ¢ igual a 7.

Exercicio 14.4.

Usando uma substitui¢ao trigonométrica adequada, calcule

V3
a. ﬁz vV 1—=x2dx
2

b. aérea da regido do interior da elipse de equagdo

Sugestoes:

1. A area da elipse é igual a quatro vezes a area sob o
grafico da curva y = gx/az —x2, 0<x<a.

2. A mudanga de varidveis x =cos 6, dx= —sen(0) d0
pode ser ttil na solugao do exercicio.

Respostas: a. Z—1 b, 7mab



Semana | 5; 4

EQUACOES DIFERENCIAIS
LINEARES DE PRIMEIRA ORDEM

INTRODUCAO

Uma equagdo diferencial frequentemente estd associada a
um fendmeno que estamos investigando na natureza. Assim, a
equagao ¢ um modelo que criamos para investigar o fenomeno.
Um bom modelo (isto ¢, uma boa equacao) € aquele que, uma
vez criado, € capaz de prever situacdes relacionadas ao fendmeno
antes insuspeitadas.

Mesmo quando criamos modelos incorretos € util. A incor-
recao evidencia ideias falsas que tinhamos acerca do fenomeno.
Vamos mostrar através de um exemplo esta ultima afirmacao.

Vamos traduzir em equacdo diferencial (modelo) a seguinte
crenga antiga acerca da queda livre de corpos no vacuo.

DESFAZENDO UMA CRENCA MUITO ANTIGA

Antes de Galileu Galilei, acreditava-se que a velocidade de
um corpo em queda livre era diretamente proporcional a sua
distancia até a posicao inicial de repouso.

£ Galileu Galilei foi um fisico, matematico, astronomo e
filosofo italiano. Ele teve um papel preponderante na cha-
mada revolug¢do cientifica. Galileu desenvolveu os primei-
ros estudos sistematicos do movimento e descobriu a lei
da queda livre dos corpos, entre diversas outras contribui-
¢oes que influenciaram decisivamente na instauragao dos
padrdes e metodologia cientificas atuais. Galileu € consi-
derado o “pai da ciéncia moderna”.
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Discussao:

L

s(r)w' B
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Figura 15.1: Queda livre de um corpo.

Suponhamos que realmente fosse verdade que a velocidade
de um corpo em queda livre fosse diretamente proporcional a
sua distancia até a posi¢ao inicial de repouso.

e Representemos por ¢ o tempo de queda do corpo a partir
da posigao de repouso 4; e por s(¢) a distancia percorrida
desde 4 passado o tempo ¢ de queda.

No ponto 4, temos = 0 e 5(0) = 0.
e No ponto B, corpo em queda apos um tempo ¢.

e Distancia de 4 até B é igual a s(¢).

Seja v a velocidade instantanea do corpo no instante . Como
estamos admitindo (como se achava antigamente) que v € pro-
porcional a s(¢), entdo existe uma constante £ € R tal que

ds
B ks (15.1)

¢ a equacao diferencial que traduz matematicamente (dizemos:
modela matematicamente ) o problema.

Voce percebeu que a Equagdo 15.1 ndo estd na forma de uma
equagao diferencial fundamental?

Entretanto podemos “transformar” 15.1 até coloca-la na forma
de uma equacao diferencial fundamental: basta multiplica-la por
1/5(t), o que pode ser feito sem susto, pois s(¢) > 0 para t > 0,
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e ndo corremos o risco de efetuar divisdes por zero. Obtemos a
equagao
ds/dt

S

k,

isto é,
1 ds

s(t) dr
e esta ultima nada mais € do que
d Ins(¢)] =_k 15.2
S ins(0)) = k_ (152)

dt
(1) f(@)

A Equagao 15.2 ¢ uma equagao diferencial fundamental. De
acordo com o que aprendemos na semana anterior, a sua solugao
geral ¢

y(t) = /kdt =kt+¢,

ou ainda
In[s(¢)] =kt +¢,

onde ¢ representa um parametro real arbitrario.

A imagem da fung¢do logaritmo ¢ o conjunto R. Isso significa
que, seja qual for ¢, podemos dizer que ¢ = /n ¢, para algum
outro nimero real c. Assim, a solugdo geral da Equagdo 15.2 ¢

In[s(z)] = kt +1Inc

ou (aplicando a fun¢ao exponencial nos dois lados)

S(I) _ ekt+lnc _ ekt . elnc

e, finalmente,
y(t) = ce. (15.3)

#5 Obtivemos a Expressdo 15.3 da solugio geral da Equagio
15.1.

Qualquer que seja a constante £, a distancia percorrida ¢ dada
por uma expressao da forma 15.3. Entao, como vamos descobrir,
a partir de 15.3, se a suposicdo dos antigos era verdadeira ou
falsa?
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E aqui que entram as condigoes iniciais!

De acordo com o que aprendemos na Semana 14, a fim de
particularizar uma solu¢do que resolva um problema especifico,
precisamos utilizar informagdes adicionais.

E como ja observamos, no ponto 4, t = 0, e a posi¢ao ini-
cial 5(0) ¢ igual a O (ele ainda ndo tinha percorrido nenhuma
distancia). Logo, substituindo s(0) = 0 na expressao da soluc@o
geral, obtemos

0==s(0)=ce’ =c.

Isto €, c = 0. Mas, se ¢ = 0, entdo, para todo ¢ > 0,

s(1)=0- =0.

Olha s6 que conclusdo estranha: Se a velocidade final de
choque com o chdo é proporcional a altura da queda, e se o ob-
Jjeto parte do repouso, entdo... simplesmente ndo ha movimento.

O objeto fica simplesmente suspenso no ar.

Isto é certamente um absurdo!

PRECISAMOS REVER NOSSAS HIPOTESES!!!!

£ Galileu, através de experiéncias com planos inclinados,
demonstrou que a velocidade do corpo em queda livre ¢
proporcional ao tempo de percurso

ds

==kt
dt ’

que ja € - por construgdo - uma equacao diferencial funda-
mental (entretanto muito menos intuitiva do que a Equagao
15.1).

Essa ¢ uma outra historia, que deixaremos para depois.

UMA EQUACAO DIFERENCIAL NOTAVEL

A Equagao 15.1, embora ndo sendo a equacao correta para
o problema dos corpos que caem a partir do repouso, ¢ fora de
série. Vamos estudar varios problemas que podem ser traduzidos
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(corretamente) pela equagao
dy
E - ky )

ou generalizacdes dela. Podemos afirmar sem exageros que es-
sas equacdes vao dominar a maior parte do nosso curso.

No restante desta semana, vamos explorar as generalizagoes
mais imediatas da Equagdo 15.1.

EQUACOES LINEARES DE PRIMEIRA
ORDEM

Definicdo 15.1 (Equagdo diferencial linear de primeira
ordem).

Sejam / C R um intervalo,
pICR—-R e g:ICR—R

fungdes continuas. Toda a equagdo diferencial que esta ou
pode ser posta na forma

D 4 oy =g

¢ chamada uma equacdo diferencial linear de primeira or-
dem

Para facilitar o nosso estudo, vamos considerar dois casos:

(A) quando ¢g(x) ¢ identicamente nula em /, isto €, ¢(x) = 0 para
todox € 1.

(B) ¢(x) ndo ¢é identicamente nula em 7, isto ¢, g(x) # 0 em /.

CASO (A): q(x) IDENTICAMENTE NULA (q(x) = 0)

Sejam / C R um intervalo e p : I C R — R, uma fungao
continua. A equacdo diferencial linear de primeira ordem defi-
nida em 15.1 resulta:

y
—_.l_ X __O_ 15.4
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45 E importante sabermos porque a Equacio Diferencial 15.4
se chama linear de primeira ordem. Bem, ela ¢ linear por-
que dadas quaisquer duas fungdes y;(x) e y2(x) tais que,

individualmente
dy, dy,
5 TP =0, - +p(x)y2 =0,

e dado qualquer niimero real o, entdo, para todo x € /,

dn ty2) +px) (1 +32) =

d d
= (%4‘[7()6))/1)4-(%4-[7()6))/2) =0+0=0 e

%—i—p(x)(a-y) =o- (%—Fp(x)y) =o-0=0.
As duas igualdades anteriores mostram que somas de
fungdes, que verificam a equagdo, e produtos de funcdes,
que verificam a equagdo por numeros reais, sao também
fungdes que verificam a equacdo. Esses sdo os quesitos
basicos que caracterizam processos lineares. Vamos dis-
cutir esses processos mais detalhadamente na disciplina
Equacdes Diferenciais.

Finalmente, uma equacao ¢ de primeira ordem porque a maior
ordem de derivacao da incognita que aparece na equagdo € um.

[ Exemplo 15.1. j

Evidente;nente, a equacao % = p(x)y é uma generaliza¢do
da equagio % = ky. Nesta ultima equagﬁof a fungdo p(x) ¢ a
funcao constante que a cada nimero x associa o valor £.

Definicao 15.2.

Uma solugdo da equacdo diferencial linear de primeira
ordem % = p(x)y, definida no intervalo / C R, ¢ uma fungdo
f, derivavel em /, tal que

Vx el,g(x) = p(x)f(x).



[ Exemplo 15.2. ]

Para qualquer valor do parametro ¢ € R, a fungdo f(x) = ce®
¢ solugdo da equacdo diferencial linear de primeira ordem
Y —2xy=0.

Solucio: Para todo x € R, temos (usando a regra da cadeia):

fx) =ce” = f(x) =ce” - (2)
& f(x) :2x(cex>
& f1(x) =2xf(x)

provando que a fungdo proposta (f(x) = ce"z) ¢ solucdo da equagdo
dada () —2xy = 0).

#5 Quando nos apresentam uma solugdo f de uma equagio
diferencial (ou mesmo uma candidata a solugdo de uma
equagao), para verificar se ela € realmente solugao, basta
substituir a fun¢do desconhecida y e suas derivadas, na
equagao diferencial, por f e suas derivadas. Nao preci-
samos resolver a equacao para mostrar que a candidata
proposta ¢ solugao.

Exercicio 15.1.

Assinale, no espacgo a direita de cada equagao diferencial, aque-
las que sdo equagdes lineares de primeira ordem da forma

d
Z+px)y=0.

1.y —ae” = 0; 7.2 +1)+)y =e*
2.xy) —ay=0 8.V +V1+x2y=0
3. —ye™+1/x=0 9.(x* + 1)y =y +1
4.y +2xy=0 10.x(x+ 1)y =2y
5.5 4+1)y =e® 1. (> +1)y =y
6.(x> = 1)y —x’y =0 12.(x> +1)y =y°

Solucdo: A rigor, para saber se uma equagao diferencial ¢ linear de
primeira ordem, precisamos escrever a transformacgdo 2 (do Exemplo
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15.3) relativa a ela, e checar se

D(oy1+ By2)(x) = aZ (1) + BZ(v2)

para duas solugdes quaisquer y; € y», e todos os valores de x onde
a equacdo esta bem definida. Mas isso ¢, em geral, um tanto traba-
lhoso e desnecessario. Basta verificar se a equagdo pode ser escrita na
forma padrdo que define as equagdes diferenciais lineares de primeira
ordem. Portanto, o problema ¢é basicamente o de identificar a forma da

equagao.

Repetimos o quadro acima assinalando as equagdes que estdo ou
podem ser postas no formato das lineares de primeira ordem da forma
d .

L+ px)y=0:

1.y —ae® = 0; 7.2 +1)+)y =e”
2.x) —ay=0 VI8V +VI+x2y=0 |V
3. —ye™+1/x=0 9.(x* +1)y =p+1

4.y +2xy=0 Vo[ 10.x(x+ 1)y =2y v
5024+ 1)) =e* 1.2+ 1)y =y v
6.(x* — 1)y —x’y=0[v | 12.(:Z+ 1)y =)°

ii.

iil.

1v.

Resposta:

ordem.

i. A equagdo 1,) —ae®” = 0, ndo pode ser posta na forma

v = p(x)y, devido a presenga da fungio y no expoente.
A equagdo 12, (x> + 1))/ =? também nio pode ser posta
na forma )’ = p(x)y, devido a fung@o y estar elevada ao
cubo.

As equagdes 3 ¢ 9 ndo sdo lineares porque ndo podem
ser postas na forma padrao. Elas podem ser escritas na
forma y/ = p(x)y+ ¢(x), sendo ¢(x) = —1/x na equagdo
3eq(x) =1/(x*+1) naequagdo 9. A presenga da parcela
¢(x) impede que essas equagdes sejam lineares.

As equagdes 5 ¢ 7 sdo equagdes fundamentais, que nao
podem ser postas na forma padrdo das equagdes lineares.
Lembre-se: A lineridade ¢ com relacdo a “variavel” y.

As demais equagdes (2, 4, 6, 8, 10 e 11) sdo lineares de
primeira ordem. Deixamos para vocé a tarefa de escreve-
las na forma padrao, indicando o intervalo (ou os interva-
los) onde essas equagdes estdo bem definidas.

As equagdes 2, 4, 6, 8, 10 e 11 sdo lineares de primeira



CALCULO DE SOLUCOES DA EQUACAO LINEAR

d
DA FORMA d—y +p(x)y=0
X

Para resolver a equacao linear de primeira ordem

dy
B +p(x)y - Oa

dx
basta adaptar o método de solucao do problema da queda-livre
de um corpo, do inicio desta semana.

Observe que a fung¢ao identicamente nula y = 0 € uma solugao
trivial da equacao.

Sabemos também que se uma fun¢do continua ¢ diferente
de zero em um determinado ponto xg, entdo ela é diferente de
zero em todo um intervalo contendo o ponto xo. E como as
solucdes de equagoes diferenciais sao fungdes continuas (ja que
sao derivaveis), no que segue vamos procurar solugoes y : I — R
da equagdo, com a condigdo que y(x) # 0, para todo x € I. E
uma hipotese “otimista”. Se for necessario, vamos modifica-la.

Suponhamos inicialmente que toda solugéo y(x) é positiva
em todos os pontos de um subintervaloJ C I que contém o ponto
xo. Para simplificar, e sem perder a generalidade, vamos supor
queJ =1.

1
Multiplicando a equacao por —, obtemos
y

ou seja,

£ finy(x)] = ().

Temos assim uma equagdo do tipo fundamental cuja solucao
geral ¢

In|y(x)| = /—p(x)dx+k.

Nesta frase, convencionamos que o simbolo [ p(x)dx representa
(de modo abusivo) apenas uma primitiva de p(x), e ndo a familia
de todas as primitivas de p(x); e o parametro de integragdo foi
representado explicitamente. A vantagem disso € que, ao aplicar
a exponencial aos dois lados, e representando e por ¢, temos que
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c>0e¢

|y| = ce_fp(x)dx - |y| _ j:ce—fp(x)dx =y= Ce_fp(x)dx,

Note que o sinal =+ foi incorporado ao parametro, que agora
ndo mais € obrigatoriamente positivo (vocé deve se convencer
de que podemos continuar representando o pardmetro pela letra
¢, sO que agora ¢ pode ser positivo ou negativo).

Além disso, a funcao identicamente nula também ¢ solucao
da equacdo, e pode ser obtida da formula y = ce™ Jr@)dx fazendo
o parametro c igual a zero.

O resumo da discussdo acima ¢ que temos uma unica ex-
pressdo para representar todas as solucdes da equagao linear.

Assim, solugdo geral da equacao diferencial linear

dy
aca -0
5 TPy
¢ dada pela expressao
y(x) — ce_ fp(x)dx7

onde ¢ ¢ um parametro arbitrario.

Como no caso da equagdo fundamental - e isso vale para to-
dos os tipos de equagdes que vamos estudar - uma solugdo
particular da equacdo linear de primeira ordem ¢ uma
solugdo obtida a partir da expressdo da solucao geral, pela
escolha, ou célculo, de um valor para o parametro que ocorre
na solucdo geral.

Exemplo 15.3.
[ )

A solug@o geral de dy/dx +ycosx =0 é y(x) = ce” 5",
Uma solugdo particular dessa equagdo ¢ y(x) = —3e™ 5",



PROBLEMAS DE VALOR INICIAL COM EQUACOES

d
LINEARES DA FORMA d—y +px)y=0
X

Como ja assinalamos na semana anterior, ao resolver um
problema cuja solu¢do depende da resolucdo de uma equacao di-
ferencial, normalmente precisamos levar em conta informagdes
adicionais sobre a fun¢do que procuramos. A solucio procurada,
¥(x), deve assumir um valor conhecido y¢ quando a variavel in-
dependente valer xo. Procuramos, portanto, a fungéo y(x) que
seja solugcdo do Problema de Valor Inicial (PVI)

{y’+p(X)y =0
y(x0) = yo-

Uma maneira comum de resolver o problema com valor inicial
acima ¢ calcular primeiramente a solucao geral da equagao dife-
rencial, e usando os dados iniciais, definir o valor do parametro
¢ que corresponde a solucdo particular procurada.

Exemplo 15.4.
[ )

Calcule a solucao do PVI

Y ==-3y, x€(0,+=)
y(1) =-2.

Solugiio: A solugio geral de y/ = —3y é y(x) = ¢ e **. (Verifique
isso!)

Impondo a condigao inicial (isto é, obrigando que a condicao ini-
cial seja atendida):

-2 :y(l) =C 6(73)(1).

Tirando o valor de ¢, obtemos ¢ = —2¢°, e levando esse valor na
solu¢do geral, obtemos a solugdo do PVI:
y(x) = =2,

Ou seja, y(x) = =230,

Resposta: A solugio ¢ y(x) = —23(19),
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Uma maneira alternativa de escrever e calcular a solugdo geral
de

dy
el -0
- +p(x)y
é X
W) = ce BP0

Aqui, xo € um ponto do intervalo onde a equagao esta definida,
e / p(t)dt é uma primitiva particular de p(¢). A integral ¢ a

Integral de Riemann.
Portanto, para resolver o PVI
Y +p)y=0
¥(x0) =0

podemos utilizar a solugéo geral y(x) = ce Jrg p(0)eE

A seguir, usando a condicdo inicial, calculamos o valor de c:

Yo =y(x0) =ce Lo PO _ 000 _

de modo que a solugao do PVI
Y +p)y=0
y(xo0) =0

¢ dada por

y(x) =ype Fo?O

Esta ultima expressdo pode ser empregada mesmo quando
nao podemos calcular primitivas de p(x) por meio de um nimero
finito de funcdes elementares.

[ Exemplo 15.5. j

d
Obtenha a solugdo y(x) da equagdo diferencial d_y e y=0,
X
tal que y(1) = 2.

Solugdo: Nio sabemos calcular, com métodos elementares, uma pri-
o 4 . . .
mitiva de p(x) = " (experimente). Mas, conforme visto anteriormen-



o t4d
r ’ r — t
te, apos a escolha de um ntimero real x, a formula y(x) = yge ™0 °

representa a solugdo geral. Usando o valor xo = 1 e impondo a condigdo
inicial y(1) = 2, calculamos

4
2=y(1)=ke N = 1= k=2
Entao,

A
y(x) =2e e

¢ a solucdo procurada.

x 4
Resposta:  y(x) =2¢ /i¢ @,

Exercicio 15.2.

Complete a tabela abaixo de modo que cada linha se converta
numa frase verdadeira:

‘ Equacado ‘ Solugdo Geral ‘ Solugao Particular ‘ Dados Iniciais

Y42xy=0 | ...... y(x)=me™™ X0 =y YO =t

Y=y x>0) | ... | ... xo=—1/In3, yo=2

Solucdo: 12 linha: A solugdo geral dey/ +2xy =06y = ce /2 =
ce™™ . Por comparagao com a solugdo particular apresentada, devemos
ter ¢ = . E como ¢ = yp = y(xp), entdo yg = 1w = e, Portanto,
e =1e consequentemente xo = 0.

22 linha: A solugdo geral de )’ — éy =0éy=ce /gy =ce 1/
(observe que dividimos toda a equago por x%, para coloca-la na forma
normal % + p(x)y = 0 e identificamos p(x) como sendo — %) Substi-
tuindo os dados iniciais x = —1/In(3) e y = 2, obtemos
2 = ce V/(=I3) — (eln3 — 3¢ Portanto, ¢ = 2/3. Entdo, a solugdo
particular ¢y = (2/3)e” /¥,

Resposta: A tabela com as lacunas preenchidas ¢

‘ Equacao ‘ Solucdo Geral ‘ Solugao Particular ‘ Dados Iniciais ‘
V4+2y=0 ce™™ y(x)= T x=0,y=m
¥y =y (x>0) ce™/x y=1(2/3)e xo=—1/In(3), yo =2
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CASO (B): EQUACOES DIFERENCIAIS LINEA-
RES ONDE (X) NAO E IDENTICAMENTE NULA

Sejam / C R um intervalo,
pICR—-R e g:ICR—=R

fungdes continuas, sendo ¢(x) ndo identicamente nula. A equagio
linear de primeira ordem definida em 15.1 resulta:

dy B
2 TPy =q(x). (15.5)

Exemplo 15.6.
[ )

A equacdo diferencial cuja solugdo descreve aproximada-
mente o processo de mudanga de temperatura de um corpo que
inicialmente estava a 7y °C, e ¢é introduzido num ambiente de
temperatura 7, °C ¢ a equagao diferencial linear de 1 ordem da
forma 15.5

dT

EJrkT(t):kTa, T, #0.
SOLUCOES DA EQUACAO LINEAR DA FORMA
Y Ry =a(x)
dx PX)y =q

Como exercicio, escreva a definicdo de solucao de uma equa-
¢ao diferencial linear para a forma % +p(x)y =q(x).

Vamos nos ocupar diretamente com os célculos de solugdes.
Para obter uma solug¢do da equacdo, o procedimento foi o de
reduzi-la a uma equagdo do tipo fundamental, dividindo tudo

por 1/y.

Quer dizer, a multiplicagdo de toda a equagéo por 1/y per-
mitiu transforma-la numa equagao fundamental.

Vamos tentar fazer o mesmo no caso da equagao linear.

Multiplicando dos dois membros da equagéo por 1/y, obte-

mos ()
Ly o 4)
+ p(x) ;



que, infelizmente, nao nos levou a nenhuma posi¢ao melhor. En-
tretanto, insistindo um pouco mais, podemos perguntar se existe
alguma funcdo u de x tal que

1) 2 4 p(ox)y = n()a ()

se reduz a uma equacao fundamental.

Nao ¢ dificil verificar que, se a fungéo u(x) verificar

B ),

entdo a equagao se torna simplesmente

dy du(x) :
2+ Ly = (@)
ou ainda
d

(1) = B3 (),

que ¢ do tipo fundamental, como queriamos.

Também nao ¢ dificil descobrir a fun¢do . Basta resolver a

linear
B _ peut),

e 1sso ja sabemos fazer.

Repare que precisamos calcular apenas uma fungdo u para
resolver o problema. Entdo, podemos tomar qualquer solugdao

particular da equagdo d‘é)(cx) = p(x)u(x). Por exemplo, esco-
lhendo o parametro igual a um:

1 (x) = el PX)Ax

Voltando a equagéo d% (u(x)y) = u(x)g(x), calculamos
uy = [ Rxgdx+e.

Assim, a solugdo geral da equacdo % +p(x)y=gq(x) é

vt ([ uatassc).

CEDERIJ 211

SEMANA E MODULO 2



Caderno de Calculo II | Equagdes Diferenciais Lineares de Primeira Ordem

212 CEDERJ

Explicitamente, a solu¢do geral de % +p(x)y=¢qx) é

y= el Pl { / eI PO g () x4

onde ¢ € um parametro arbitrario.

Voa)

1.

il.

Talvez vocé esteja estranhando o fato de na formula
da solugéo geral da equagéo % +p(x)y =q(x), o
parametro “c” ter sido mantido, mesmo sabendo que
a expressdo [ 1 (x)g(x)dx ja engloba - por construgdo
- todas as primitivas de p(x)g(x). O parametro “c”
¢, a rigor, desnecessario. Todavia vamos manteé-lo,
por uma razao basicamente de escrita. Repare que
quando ¢(x) ¢ a funcdo nula, a equagdo se reduz a
uma equacgdo linear % + p(x)y = 0. E para recupe-
rar a expressdo de sua solucdo geral basta esquecer
a integral que ocorre entre os colchetes. Ou seja, a
férmula da solugdo geral da equacao % +p(x)y =
q(x) sereduz a férmula da solugdo geral da equagao
% + p(x)y =0 correspondente.

( / p(x) dx)

A fungdo u(x) =e ¢ chamada de fa-
tor de integra¢do para a equagao % +p(x)y =q(x).
Note que esta fun¢ao nunca se anula.

Exercicio 15.3.

[Lei do resfriamento]

Em um certo instante inicial 7y, um corpo, a uma temperatura 7,
¢ introduzido num ambiente cuja temperatura € 7,,. Suponhamos

que:

o Iy # I

e O corpo ¢ homogéneo, isto ¢, em cada instante de tempo,

a temperatura em todos os pontos ¢ a mesma, s6 variando
com o tempo.

e A temperatura do meio ambiente 7, ¢ constante no tempo,

e ¢ a mesma em todos os pontos do ambiente.



e O calor flui do ambiente mais quente para o ambiente mais
frio.

e Lei do resfriamento: Em cada instante de tempo ¢, a va-
riagdo da temperatura do corpo devida a troca de calor
através da superficie € proporcional a diferenca entre as
temperaturas do corpo e do meio ambiente naquele ins-
tante.

Mostre que a temperatura 7'(¢) do corpo em cada instante
t >ty ¢ dada aproximadamente pela solugdo do problema de
valor

dT
= M)~ T,
T(l‘o) =Tp.

Solucio:

Figura 15.2: Lei do resfriamento.

Seja AT a variagao da temperatura do corpo devida a troca de calor
através da superficie no intervalo de tempo Ar.

A variacdo por unidade de tempo ¢ calculada por meio da regra de
trés:

At ~~ AT

de onde
AT

At
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Consequentemente, a variagdo instantdnea da temperatura do corpo ¢

dada por
AT dT

m —=—.
At—0 At dt

As informagdes fisicas das hipdteses feitas podem ser resumidas

na férmula
ar

dr
onde k£ € uma constante positiva que depende das propriedades fisico-
quimicas do corpo.

O sinal negativo se deve ao fato do calor fluir do ambiente mais
quente para o mais ftio.

—k(T (1) = To),

De fato, se T > T, entdo T'— T, > 0 e, portanto, —k(7'(t) — T) < 0.
Isto ¢&, % < 0, de modo que a temperatura do corpo esta dimi-
nuindo. Isso é consistente com o fato de o corpo estar perdendo

calor para o meio ambiente.

Se T < T,,entdo T — T, <0, e portanto —k(7(¢) — T,;) > 0. Dai,
% > 0, o que significa que o corpo estd ganhando calor do meio
ambiente.

Para completar o modelo, acrescentamos o “dado inicial”:
T(ty) = To. Temos assim o problema de valor inicial

dT
=TT
T(t()) =T1p.

A proxima etapa consiste na resolu¢do do problema acima.

Utilizando a mudanga de variaveis y = T'(¢) — T,, temos que
dy/dt = dT /dt e a equagdo se torna

dy _

a - e

—kt

cuja solugdo é y(¢) = Ce™™, ou seja,

T(t)—T,=ce ™.

214 CEDERJ



Introduzindo o dado inicial T'(¢y) = T, calculamos
c=e"(Ty—T,).

Assim,
T(t) =Ty + (Ty— T,)e ¥,

Observe que a medida que ¢ aumenta, o valor 7'(f) se aproxima
da temperatura ambiente 7;,. No limite, a tempertatura do corpo se
estabiliza no valor da temperatura do ambiente.

No nosso modelo, a temperatura do corpo so se estabiliza num
tempo infinito. Na pratica, a temperatura do meio ambiente ¢ atingida
num tempo finito. Essa ¢ uma indicagdo de que o nosso modelo ¢
apenas um modelo aproximado.

EXERCICIOS

Exercicio 15.4.

Calcule [ f(x)dx = F(x) +c. Em seguida, determine ¢ para que
a solucao y satisfaca a condi¢do extra apresentada:

ay= %(x3 —8); b y=2%+1sen(2x)

Exercicio 15.5.

Complete a tabela abaixo de modo que cada linha se converta
numa frase verdadeira:

‘ Equagao ‘ Solugdo Geral ‘ Solugdo Particular ‘ Dados Iniciais ‘
X El d
...... y=ce Fr 7 X0=...,y0 =27
Y=3 | ... y(x)=0 xo=1,3=...
Resposta:
‘ Equagao ‘ Solugao Geral ‘ Solugdo Particular ‘ Dados Iniciais
x x &
, o - - = )5 5=t . =[5 5=t . .
y+\/xz—+2y—0 y=ce ViZ+2 y=2me ViE+2 xo=—1,y =2x
Y =3 y=ce y(x) =0 xo=1,00=0
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Resposta:

Exercicio 15.6.

1. Faga o que se pede:

d
a. Calcule a solucdo geral de d—y +3xy=0.
X

Resposta: y = ce=2)7,

. Determine o comportamento, quando x — oo das

solugoes da equagao d—y +axy =0, sendo @ uma cons-
X

tante real.

Resposta: Se a > 0 as solugdes tendem a zero. Se a < 0
e ¢ < 0 as solugdes tendem a —co. Se a <0 e c > 0 as
solugdes tendem a +oo. Se a =0, y = cte.

. Resolva o problema de valor inicial

d

2y (sent)y =0
dt 3
¥(0) )

Resposta: y = 3elcos=1),

dy 2
o Yy

. Resolva o problema de valor inicial dt

y(1)=2

Resposta: y = 2o~ i)

Exercicio 15.7.

Calcule a solugdo geral de (%) —2xy =Xx.

y:cex2—1/2.

Exercicio 15.8.

Calcule a solucao geral de cada uma das seguintes equagoes:

a (1+2) 9 12y=1,



b. %—Fy\/z_csenxzo,
@ =0

C. 47 tycost =0,
d

d. d—i’—kyxz:xz,
d

e. F+y=uxe",

Respostas: a. y =G b y=CeJoVusenudu, ¢y — cosent;

3
d.y:ce*?+1;e_y:Ce—x+e"(’2—C—%)_

Exercicio 15.9.

Resolva os PVI’s:

. {dy/dx+\/1+x2y=O b {y’+\/1+xze_xy=0

»(0) =5 y(0) =1,
'= —xy+x+1
. Y+V1+x2ery=0 d 3y 4
5(0) =0, v(3)-o
/+ _ 1 /+_ _i
e y y X2+1 f y xy_xz
(1) =2, y(1)=1

. _ xx/l-u#uzd

Respostas: a. y = /5el-hVItwdn), (0 : u)
2 2

c. y=0; d. y=e*7f§e7(t+1)dt; e.y=e~ <2e+f1x ¢ dt);

1++£2
(1+Inx)
—

b

f.y=

Exercicio 15.10.

Estude o comportamento das solugdes das equagdes a seguir
quando ¢ — H-oo:

a Q—f—l _COSt—f—Sent
T t

dy 1 N
4y = 1)=0.
b dt+\/zy e Vi ()

CEDER]J
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Respostas: a. A solugdo geral é y = Ct~! +sent, a qual oscila em
torno de yg = 0, quando ¢t — oo,

b. A solugdodo PVI¢y = 22;\} Utilizando a regra de L’Hopital, vemos

que tgrfmy(t) =0.

Exercicio 15.11.

Mostre que toda solugdo da equagao (%) +ay = be “ onde a
e ¢ sdo constantes positivas e b € um real arbitrario tende a zero
a medida que ¢ — +-oo.

Exercicio 15.12.

Dada a equagao % +a(t)y=f(t) coma(t) e f(¢) continuas em
—oo <t < 400, a(t) > ¢ >0, e limy . f(¢) = 0, mostre que
toda solucdo tende a zero a medida que 7 tende a +oo.

Exercicio 15.13.

Determine as solugdes gerais de:

a. %—ytanx:senx b. (1+x2)% +y = arctanx + 1
d tx _ d — 42

c.E+L =0 dxZ—y=x

e.y +2x 1 —x¥*=0 f. 32— (2xy+3)y =0

g. xln(x)% +(y—2Inx)=0 h. Z—; —xlny =¥

Dica: f. Escreva x como fungao de y e transforme numa equacao nao-
homogénea em fungao de y.

2
Resposta: a. y =secx- (% —|—c>; b. y = arctanx + ¢ - e~ ¥cRnx;

c. y=1[n(senx)+c; d y=cx+x* e y=%4+Cx*2;
fx=C2—1/y; g.y=Inx+E; h.x=)"(1+Ce™).



Semana 1 6; 4

EQUACOES SEPARAVEIS

INTRODUCAO

Nesta semana, vamos ampliar o conjunto de equacdes dife-
renciais de primeira ordem, introduzindo um novo tipo de equa-
¢do: as equacdes diferenciais com variaveis separaveis.

Como vocé terd ocasido de verificar, muitas equacdes dife-
renciais de primeira ordem, que temos estudado, enquadram-se
como equacdes de varidveis separaveis. Sao exemplos a equacao
fundamental, as equagdes lineares de primeira ordem homogeé-
neas (e algumas ndo-homogéneas também, mas nao todas). Po-
rém, certamente, encontraremos novas equacdes, ainda nao tra-
tadas.

EQUACOES DIFERENCIAIS DE VARIAVEIS
SEPARAVEIS

Definicao 16.1.

Sejam / C R e J C R intervalos e sejam

[l — Ryx— f(x)

g:J— Ry g)
duas fung¢des derivaveis.

Uma equagdo diferencial de variaveis separaveis ¢ uma
equagao que € da - ou pode ser posta em uma das - forma(s)

d
g0y) 7 = f (), (16.1)

ou P
X
/) 3, =80): (16.2)
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#5 Nesta semana, vamos estudar e obter resultados para a
Equagdo 16.1, deixando as adaptagdes referentes a Equa-
¢do 16.2, se necessarias, por conta do leitor.

Normalmente, as equacdes separaveis podem ser escritas
sob ambas as formas, admitindo, ¢ claro, que tanto y pode
ser visto como funcao de x, como x pode ser vista como
funcao de y.

[ Exemplo 16.1. ]

1. A equacgao diferencial
V=04 x>0,

¢ uma equacao separavel em / = J = (0, 4-oo). Neste caso, temos

f0)=1 o gb)= s

ii. Toda equacdo linear homogénea de primeira ordem
Y + p(x)y = 0 pode ser escrita como uma equagdo separavel
y = —li(—/x) em qualquer intervalo J onde y # 0.
y
iii. A equagdo linear ndo-homogénea y/ — (1 +x)y = 1 +x pode
ser escrita como a equagdo separavel y = (1+x)- (1 +y) =
I 4+x

/(1 +y)

#£3 Aoescrever a equacio )y’ — (1+x)y = 1 +x na forma padrio
I+x

. o ()

precisamos (em principio) restringir a variavel y a perten-

cer a um intervalo que ndo contenha —1

de uma equagio de varidveis separaveis, } =

Exercicio 16.1.

Resolva as equagdes )y —(I+x)y=1+4+x, x€R e

x> —1 e compare suas solucdes.



Atividade 16.1.

Mostre que as seguintes equacdes diferenciais sdo separaveis.
Identifique, em cada item, as fun¢des f(x) e g(y), bem como
os correspondentes intervalos maximais / e J onde elas estdo
definidas

d
1. —y:x3y2—x3y—xy2+xy
dx
) dy x—1
Tdx \ (P +1)2
dy
3. — ="
dx

Solucio de uma Equacao Diferencial Separavel

d
Uma solugdo da equagdo separavel o ﬂ, caracterizada

_ dx  g(y) _
na Defini¢dao 16.1, ¢ uma funcdo ¢ : I — R com as seguintes

propriedades:

1. Paratodox € o(x) €J,

d_(p(x) — f(x)
dx " g(e(x))

2. Paratodox el

Quais sdo os procedimentos para encontrar uma solugdo ¢ da
equacao? Acompanhe o seguinte desenvolvimento:

Inicialmente, multiplicamos a equacdo dada por g(y) ob-
tendo

s ) (163)

Em seguida, observamos que se g tiver uma primitiva G de-
finida em J, ainda podemos escrever a equacao como

Gy = /) (164

Para ver porque 16.3 e 16.4 sdo equivalentes, basta efetuar a
derivagdo indicada em 16.4, usar a regra da cadeia e o fato de
que G’ = g. Portanto, reduzimos a equacdo dada a uma equagio
diferencial fundamental.
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A solu¢do agora ¢ imediata. “Integrando” com relacdo a x
no intervalo /, encontramos:

Gy = [ 1) dx.
Se F' ¢ uma primitiva de f em /, entdo
Gly(x)] = F(x)+C,

onde ¢ uma constante arbitraria.

£5 A formula acima define implicitamente as solugdes y(x)
da equagdo separavel.

Se, além disso, G for invertivel, podemos explicitar a
solugdo y(x), obtendo

y(x)=G"! <F(x) +c>

[ Exemplo 16.2. j

Calcule solugdes de )/ = —)—C, xeR e y>0.
Y

Solucio: Identificando as fungdes que aparecem na equagdo com as
da forma padrido da Defini¢ao 16.1, temos

J)=—x ¢ gb)=»

Multiplicando a equacgdo por y, ela se reescreve como

w =-—x
ou ainda | 1 4
~2 = = —p(x)?] = —x.
S =5 (x)]=—x

Integrando os dois lados com relagao a x:
y(x)? = —x*+c

onde ¢ € uma constante arbitraria. Portanto,

X’ —|—y(x)2 =c
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A natureza da resposta impde que a constante ¢ seja positiva. Para
cada ¢ > 0, a formula acima define solu¢des y(x), continuas em inter-
valos abertos convenientes. Por exemplo, a Figura 16.1 exibe duas

possiveis solugdes distintas de y/ = ——.

y=—Vec—x2 y=Vec—x2
—c<x<c —c<x<c

Figura 16.1: Solugdes x* +y(x)? =c.

Para finalmente escolher a boa solug¢do, lembramos que a
equacao ¢ definida para x € R e y > 0. Portanto, a solu¢do com-
pativel € o gréfico da direita na Figura 16.1.

Moral da historia: Nao basta resolver tecnicamente uma equagao.
E sempre recomendavel fazer uma andlise das respostas obti-
das, para verificar a compatibilidade da resposta com os dados
da equagdo diferencial.

Atividade 16.2.

Marque as afirmagdes corretas:
i. A equagdo dy/dx = —y? é linear.
ii. A equagdo dy/dx = —y* é separavel.
ii1. Uma equagdo pode ser simultaneamente linear e separavel.
iv. Toda equagdo linear homogénea de primeira ordem ¢ se-

paravel.

Respostas: Sao corretas apenas as afirmagdes de ii a iv.

CEDERJ
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METODO DAS DIFERENCIAIS NA SOLUCAO DE
EQUACOES DIFERENCIAIS SEPARAVEIS

Frequentemente, encontramos a seguinte “magica” (matema-
gica) sendo empregada na solucao de equagdes diferenciais se-
paraveis.

Partindo de
dy _ flx)

- I
dx  g(y)
operamos simbolicamente para encontrar

f(x)dx = g(y)dy.

A seguir, “integramos o lado esquerdo com relagdo a x, e o lado
direito com relagao a y”’, obtendo

[etidr= [ fix)ax

Isso ndo ¢ la muito justificavel nos padrdes do rigor da Ma-
tematica que estamos praticando. Desde o Calculo I, sabemos
que dx ndo ¢ um numero; logo, ndo faz sentido a multiplicagio
cruzada que efetuamos acima. No entanto, o método sempre
funciona.

O detalhe agora ¢ que tratamos x € y no mesmo pé de igual-
dade. Integramos “um lado” com relacdo a y, e, independente-
mente, integramos o ‘“outro lado” com relacdo a x, sem a
preocupacao de saber qual era a variavel dependente e qual a
variavel independente. Na pratica, da certo.

A pergunta ¢é: Por qué?

A rigor, o que justifica o método utilizado ¢ a teoria de for-
mas diferenciais, um assunto avancado que foge aos nossos ob-
jetivos.

J)

45 Escrevendo a equacdo y) = Z=—~ na forma

g(v)
fx) dx =g(y) dy,

fica claro o porqué do nome equagdo com variaveis se-
paraveis. As variaveis x e y sdo efetivamente separadas
em lados distintos da igualdade.
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Para resolver uma equacdo separavel, basta integrar os dois
lados separadamente, tratando x e y como variaveis independen-
tes entre si.

[lustremos a “matemagica” com um exemplo.

Exemplo 16.3.
[ )

~ Y X
Resolva novamente a equacao =, agorarees-
X Y

crita na forma diferencial

xdx+ydy=20

Soluc¢do: xdx+ydy=0 <= xdx=—ydy<= [xdx=—[ydy
integrando independentemente com relacioaxeay

x2 2 x2 y2

Y
- = — — =
— 5 ) +c<— 3 + 3 c
Isto é x*> +)? = ¢, exatamente o mesmo resultado calculado antes pelo

método do Exemplo 16.2.

Exemplo 16.4.
[ )

Resolva a equagdo diferencial

dy 1+y2

dx  xy(1+x2)

Solucio: A equagio dada pode ser escrita na forma

dy dx
1+ (14+x2)x

y

Integrando o lado esquerdo com relagdo a y e o direito com relagao a

x, obtemos .
Y
dy= [ ———d
/1+y2 4 /x(1+x2) .
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ou seja,

1 1
ZIn(1 ++2 :/7
2 n(1+y7)+e x(14+x2)

dx, ¢ constante (16.5)

Para resolver a integral da direita, precisamos decompor o inte-
grando em fragdes parciais,

1 A Bx+C (A+B)x*+Cx+4

b4 _ A, B, CER
x(1+x?)  x + x>+ 1 x(1+x?)

Igualando os numeradores:
A+B =0, C=0 e A=1

Assim, os valores das constantes sdo

A=1, B=-1 e Cc=0,
e
1 1 X
x(1+x2)  x 142
Portanto,

1 dx X 1
= [ — In(x) — = In(1+22).
/x(l+x2) * /x /l+x2 nx) 2 n(1+x7)

Substituindo em 16.5, chegamos a

1 1
> In(14+y*) = In(x) — 3 In(14x%) +ki,

onde k| € R ¢ uma constante de integragao.

Finalmente, observando que o contra-dominio da fung@o x +— /n(x)
¢ o conjunto R, podemos garantir que k; = /n(k) para algum numero
positivo k. Assim, a tltima igualdade pode ser reescrita como

3 In(14)7) = Inx) — 3 In(1 +22) + In(k).

Ou seja,

In(14y*) = 2-In(x)—In(14x*)+2-In(k),

x%k?

1+y? = , c=k



Observe que ndo ¢é possivel explicitar y em fung@o de x de maneira
unica. Temos

Em um problema especifico, precisamos de alguma informagao
extra (um dado inicial), mediante o qual possamos escolher qual das
duas possibilidades representa a solucdo procurada.

Atividade 16.3.

d
Desenhe o grafico da solugdo de a’_y = —y2 que passa pelo ponto
X
(0,1).

UM MODELO GEOMETRICO COM UMA EQUACAO
SEPARAVEL

A reta normal em cada ponto do grdfico de uma fungdo
v = f(x) e a reta que liga esse ponto a origem formam os la-
dos de um tridngulo isosceles, cuja base esta sobre o eixo dos x.
Determine a fungdo. Ela é unica?

N

y=f(x)

Baseados na figura acima, calculemos a equacao da reta nor-
mal ao grafico de y = f(x) num ponto P = (x¢,)0)-

A reta tangente num ponto P(xg,)o), em que yo = f(x), é
dada pory —yo =m-(x—xq), em que m = f(xq) € o coeficiente
angular da reta.
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Segue da geometria analitica plana que my = —% (se m#£0)
¢ o coeficiente angular da reta normal. Portanto a reta normal
passando por P(xp, o) fica dada por

vy == (rm) & (= 30) (/' (x)) =x o

sx—xo+f (x0)  (v—y0) =0.

Seja A = (x4,0) a interse¢do da normal com o eixo x = 0.
Impondo a condi¢@o y = 0 na equagao da reta normal, encontra-
mos

x4 =x0+ f'(x0) - »0

A seguir, acrescentamos a informagao de que d(P,0) = d(P,A),
isto €é:

V3= oo S 02+,
Elevando ao quadrado e simplificando,
|/ (x0) - yo| = |xo|

Essa relagdo deve ser satisfeita em cada ponto (xg, f(x)) da
curva. Podemos abandonar o indice inferior, uma vez que a ex-
pressdo vale para todos os pontos.

Notamos ainda que
1" (x0) - yol = |xo| <= |f"(x0) - f(x0)| = |xo]-
Assim, abandonando o indice inferior,
f1G) - S =Ix| e, 'yl =x]

Ou seja, as fungoes y = f(x) procuradas sdao as solugdes das
equagoes separdveis

yy=x ou y'y=—x

- A primeira equagdo tem como solucdo a colecao de curvas

yz—x2 =C.



- A segunda equacao tem como solugdo a origem, ou a colecdo
de circulos
2,2
x“+y =C,

conforme seja C = 0 ou C > 0. A hipdtese C < 0 ndo corres-
ponde a nenhuma curva do plano real.

Analise das Solucdes - As retas perpendiculares em cada ponto
de cada circulo x*> +)? = C coincidem com as retas unindo esses
pontos a origem. Portanto ndo podem ser os lados de triangulos
isésceles (ndo-degenerado) e temos de eliminar a familia de
circulos. As curvas da primeira familia sdo as retas y = +x ou
hipérboles equilateras. Mais exatamente, as solu¢des da equagao
sdo:

e quatro semirretas (caso ¢ = 0)

e quatro arcos de hipérboles (um em cada quadrante)
sec>0

e quatro arcos de hipérboles (um em cada quadrante),
sec<0

Atividade 16.4.

Desenhe solugdes do problema anterior correspondentes aos
casos ¢c=0,c=1¢ c=-1

EXERCICIOS

Exercicio 16.2.
Determine as solugdes das equacdes diferenciais abaixo:
a. (x—1)/—=y=0
b. Y/ +ycos(x) =0

c. sec’x-tgy dx+sec’y-tgxdy =0
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dy dy
a |l x=+2y ) =xy—
d. a (xdx + y) o

e. (1+x2)*dx—y*x3dy=0

f. (2 +a*)(?+b6%) +(x*—a®)(? —b*)y =0

1
g ——tg() =0

X
h. 4x? dx+ (x> +1)dy=0

i. xy—3(y—2)% =0

i. xdx+ye ™ dy=0

. 2+y)dx—(3—x)dy=0
m. xydx—(1+x*)dy=0
dy e

dx x2+4

Respostas: a. y=K(x—1); b.y=

o Cs d.y=In(C x> -y4)
esenx
b 1,1 1 xX—a y
e.In (;) - 5(; +)7> =C; f.x+aln (x——i—a) +y—2b arctg (Z> =
1
C; gxcos()+C; hn(x*>+1)2—-=C; i6y—x*=In(Cy)'%;
Y

j.e 4 =C L24»)B-x)=C; my*=C(1+x%); n.e¥=
arctg(§)+C

Exercicio 16.3.

Determinar as equagdes das curvas o = (x, f(x)), cujo compri-
mento do segmento da normal compreendido entre a curva e a
interse¢ao com o €ixo0 x seja constante.



Exercicio 16.4.

Dar a equagdo das curvas C : y = f(x), que tém subnormal cons-
tante.

5 A subnormal no ponto P = |[NA| é a projegdo, sobre o
eixo OX, do segmento da reta normal (em P) entre P e
OX.

y

| .

y=f(x)
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Semana 1 72 4

SIMULADOS DA AP2

45 Para os alunos que desejam estudar resolvendo simulados
da AP2 de Calculo II, estamos colocando nesta semana
algumas provas aplicadas em semestres passados. Os ga-
baritos das mesmas encontram-se no Apéndice 6, no final
do caderno.

Todas as respostas devem estar acompanhadas das justifica-
tivas, mesmo que nao exista o que estd sendo pedido.

Prova 1

1? Questao - Calcule as seguintes integrais:

2
X
.| ——=d.
2 /<x+1)3 x

b/3 dx
“Jo Vo2

oo |
“ /o (x+2)(x+3)dx

22 Questao - Use o teorema de comparagdo para determinar se
a seguinte integral imprdpria € convergente ou divergente.

1 o=
—dx
I



Caderno de Calculo II | Simulados da AP2

32 Questao - Calcule o volume do sélido de revolugdo obtido
pela rotagio da regido limitada por y =x> —4x+4 ¢ y=1em
torno do eixo Oy. Faca um esbogo do solido.

4* Questao

[1[0%)

(x2 + 2) com

[OSHIEY

a. Calcule o comprimento da curva y =
x€[0,1].

b. Encontre a solugdo geral da equacao diferencial:

Yy —ey=0.

PROVA 2

1? Questao - Calcule:
. / sen’x i b /3 dx
. X )
cos*x X249

22 Questao - Analise a convergéncia ou divergéncia da integral
usando um dos critérios apresentados na aula.

too g
/ dx
1 2+€

3% Questiao - Seja R a regido limitada pela curva y = senx,

n .
x € [0,5] € 0 eIXO0 X.

a. Esboce o grafico da regido R.
b. Calcule o volume do sélido obtido pela revolugao de R.

1. em torno do eixo Oy.

1. em torno do eixo Okx.
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4* Questao

a. Calcule o comprimento do grafico da fungdo y = f(x) =

1 5 3 .
g(x +2)? dex=0 até x=3.

b. Encontre a solucdo geral da equacdo diferencial:

/L 1 1
Y e T T re
PROVA 3
1? Questao - Calcule:
Foe dx x+1
) —_— b. /7d
) Vvx (1+x) X2 (x2+1) g

2 Questao - Analise a convergéncia ou divergéncia da integral

+* sen’2x
/ >— dx utilizando os critérios apresentados na aula.
T X

3? Questio - Seja R a regido limitada pelas curvas x =y —)? e
x=0.

a. Esboce o grafico da regido R.

b. Calcule o volume do so6lido obtido pela revolu¢do de R em
torno do eixo Ox.

4* Questao

a. Resolva o problema de valor inicial ydy —4x(y*+1) dx =
0, y(0)=1.

b. Determine a solugdo geral de y/ —2y =1 —2x.
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Semana 2 O; 4

SIMULADOS DA AP3

45 Para os alunos que desejam estudar resolvendo simulados
da AP3 de Calculo II, estamos colocando nesta semana
diversos simulados da AP3. No Apéndice 8, encontrara
os gabaritos correspondentes.

Prova 1

1? Questao - Calcule as seguintes integrais:

X2 4+x+1

V2
a./ xV 1+4x2dx b/M
0

[STE

2% Questao - Seja R a regido limitada entre o graficode y=e~
e oeixo Ox, x > 0.

a. Esboce R.
b. Calcule a area de R.

c. Calcule o volume do solido obtido pela revolugio da regido
R em torno do eixo Ox. Faca um esboc¢o do solido.

3? Questao - Usando critérios de convergéncia, determine a con-
vergéncia ou divergéncia da seguinte integral impropria:

too p
/2 2lnx Y




Caderno de Calculo II | Simulados da AP3

4? Questao

: _ody  xX*+37°
a. Resolva a equagao diferencial @ _ Xy .
X 2xy

b. Calcule o comprimento de arco do grafico de y = (x— 1)%
no intervalo [1,5].

PROVA 2

1? Questao - Calcule as seguintes integrais:

! x
a. | x3'dx b. /—a’x
/0 V3 —2x—x?

22 Questao - Seja R aregido limitada pelas curvas y =¢€*, y=0,
x=0, x=1;

a. Esboce R.

b. Calcule a area de R.

c. Calcule o volume do s6lido obtido pela revolucdo da regido
R em torno do eixo Ox. Faca um esbog¢o do solido corres-
pondente.

3? Questao - Usando critérios de convergéncia, determine a con-
vergéncia ou divergéncia da seguinte integral impropria:

/+°° Vit 41
1

dx

x3

4? Questao

y—y*

24y

a. Encontre a solucdo geral da equagdo x)/ =

b. Encontre a solucao do PVI abaixo.

{ y/ _2y _ er(x_ 1)4
¥2)=¢
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PROVA 3

1? Questao - Considere a regido R, do primeiro quadrante, limi-
tada pelas retas y = 2, x = 2 e o grafico de y = x> + 2.

a. Esboce R.

b. Calcule a area de R.

c. Expresse, mas nao calcule, o volume do sélido obtido
pela rotacdo da regido R em torno do eixo Ox, usando o
método:

1. dos discos circulares

1. das cascas cilindricas

2% Questao - Calcule as seguintes integrais:

e —X % 4
a. / xe “dx b. / tg xdx
0 0

3% Questao - Usando apenas critérios de convergéncia, deter-
mine a convergéncia ou divergéncia da seguinte integral
impropria:

42 Questao
~ . dy 2
a. Calcule a solu¢do geral da equagao: d_ =X
b. Resolva o problema de valor inicial: 1 +x)
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A qe d
Apéendice 5 ,

y
./7

AD2 (SIMULADOS E PASSO A PASSO)

SIMULADO 1

1? Questao - Calcule:

dx
b /(24—625)221—6[)6{1

+oo x2
. —d
oo [

d. /2(se029 sen — sec’6)d6
0

Sugestao: Facga (quando necessario) uma substituicdo adequada para
tornar o exercicio mais simples.

22 Questao - Determine o volume do solido resultante ao se
girar a regido entre o eixo x ¢ a curva y = x> — 2x, em torno:

a. dareta y = —1, utilizando o método dos discos ou arrue-
las. Esboce a regido e um raio tipico.

b. da reta x = 2, utilizando o método das cascas cilindricas.
Esboce a regido e um elemento tipico que ird gerar uma
casca cilindrica.
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X
32 Questio - Calcule lim xe™ / e dr.
0

X—r+oo

Sugestdo: Apresente o limite dado como o limite do quociente de
duas expressoes. Observe que o limite do numerador ¢ uma integral
impropria, mas que nao € possivel calcula-la diretamente. Usando al-
gum critério de convergéncia, mostre que a integral impropria diverge.
Por outro lado, calcule o limite do denominador e mostre que esse li-
mite também diverge. A partir dai, vocé estard em condic¢des de aplicar
aregra de L’Hopital.

4? Questao - Usando critérios de convergéncia, determine a con-
vergeéncia ou divergéncia de

/1 dx
0 /x(sen*x+1)

SIMULADO 2

1? Questao - Calcule:

3eX —6e" — 1 V3
Sugestao: Faga uma substituicdo adequada para tornar o exerci-
cio mais simples.

dx
b.
/x4 +4

Sugestdo: Lembre que x* +4 = x* 4+ 4x? +4 — 4x?.

2
C. / 2lInzdz
0

Sugestao: Observe que a integral definida dada ¢ uma integral

2e* — ¢ 2
(2 ) dx, onde x>ln<1+—>

improépria de fungdes ndo limitadas.

d. lim x / Leosty,
x—0t Jx
Sugestdo: Apresente o limite dado como o limite do quoci-
ente de duas expressdes. Observe que o limite do numerador ¢
uma integral impropria. Usando algum critério de convergéncia,
mostre que a integral imprdpria diverge. Por outro lado, calcule
o limite do denominador e mostre que esse limite também di-
verge. A partir dai, vocé estara em condicdes de aplicar a regra
de L’Hopital.



22 Questao - Considere a regido infinita no primeiro quadrante,
entre acurvay =e * € 0 €iXo X.

a. Esboce a regido e calcule a area.

b. Calcule o volume do sélido gerado pela revolugao da regido
dada em torno do eixo Oy e faga um esbogo desse solido.

c. Calcule o volume do so6lido gerado pela revolucdo da regido
dada em torno do eixo Ox e faga um esboco desse solido.

SIMULADO 3

12 Questao - Calcule:

X
a. / dx
V5 +12x — 9x2

b, /x + 4x? _4x_1dx
(x2+1)2

e cosx
2% Questao - Mostre que a integral impropria / —dx ¢
T X
) ) . [t |cosx .
convergente, mas a integral impropria dx ¢ diver-

gente.

32 Questao

~+oo
a. Verifique se a integral impropria / arctgzdz converge
0
ou diverge.
X

1
b. Calcule lim — [ arctgzdz.
x—+e X Jo

4* Questao - Determine os volumes dos solidos obtidos com a
rotagdo da regido, no primeiro quadrante, limitada por x =y —

3, x=1,y=0ey=1 em torno dos eixos dados:

a. do eixo Ox

b. do eixo Oy
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c. daretax=1

d. daretay=1

Em cada caso, esboce a regido mostrando a casca ou o disco
tipico e faga um esboco do so6lido correspondente.

PASSO A PASSO DO SIMULADO 1

Soluc¢ao da 1* Questao

a. Estamos no caso de integrais que tem termos da forma

Va2 —x%,coma=2.

2 X
0
NI
- ' ' X x=2sen6
Do triangulo associado tem-se: sen 0 = 5 = { dx —2cos0d0 °

ondex €] —2,2].

1/4__ 2
Também, 5 il =cos0 = V4 —x? =2cos0.

Observe que V4 —x2 estd no denominador, assim € pre-
ciso que cos O seja maior do que zero.

(Note que cos 0 > 0 para —g <0< g)

Assim,
2cos O

/(4_61;)§ :/(\/4%)5 :/ma@:%/sec“ede

1 1 1
:R/(H—tgzﬂ)secz@de:R/sec29d9+ﬁ/tg26sec26d9

1 1 > 5
=t — [t d
16g9+16/g956099
Logo,
dx 1 X 1 2 2
- - + — [ tg“Osec“0dO (5.1
/(4_xz)§ 16V 16) & D
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u=tgo

na ultima inte-
du = sec’*0do

Fazendo a substitui¢ao {

gral da direita, temos

3 1
/tgzeseczede :/uzdu: %+C:§tg39+c

1 X 3 1 X3
:g(iwm) LoV R

Substituindo 5.2 em 5.1, temos, finalmente,

dx 1 X 1 X

=— +— +C.
Va—x2 164 —x2 48 (4—x2)%

e eéedt

[ araaa® | aremaa

. Observe que

s

udu

Fazendo a substituicao {

Para resolver esta tltima integral, usaremos o método das
fragdes parciais:
u u A Bu+C

2+u2)(1—u) (1—u)(2+u?) 1—u+2+u2

u _2A+Au2+Bu+C—Bu2—Cu
(2+u?)(1 —u) a (2+u?)(1 —u)

Assim: 0u? +u+0= (4 — B>+ (B—C)u+ (24 +C).
Logo,

A-B=0 (5.3)
B—C=1 (5.4)
24+4C=0 (5.5)

Somando 5.3 e 5.4 ¢ formando um sistema com 5.5, temos

A—-C=1

244+C=0 1

—_— A=~ )

34 =1 773 (5-6)

Substituindo 5.6 em 5.5, obtemos
2 2
C=-24=—= = C=—= 5.7

3 3 (5.7)

u=e obtemos/
du=édt”’ 24+u?)(1—u)’
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Substituindo 5.6 e 5.3, temos

1 1
B=4=- = B=— 5.8
De 5.6, 5.7 ¢ 5.8, obtemos
1 1 2
u __3 +(§)”—(§) (5.9)
2+u?)(1—u) 1-u 2+ u? '
d 1
Assim, / e
C+ud)(1—u) 3 l—u 3 2+u2

B —du+ 1 2udu_2 du
3 1—u 32)) 2+u?2 3) 2+u?

1 1 210 1 u
=~ 1In|l—u|+=1In(2+u? ——[—arct (—)}—FC.
inll—ul+g (i) -3 | Jae (75 )

-~

(%)

(5.10)
Note que, em (), estamos usando a formula

/ du 1arc‘[ ( >+C
a2+u a &

De 5.10, tendo em conta que u = €', temos, finalmente,
que

e dt 1 1 o
= [l [+ - In2+¥) 5 ¢ c
| Grenii=ay=3hli-dlrghe e 3farcg<f)+

1 1 2 2¢
:—gln\l—et]—l—gln(2—i—ezt)—§arctg <\/;e > +C

c. Note-se que

Foo x2 tx2
| = tim [ a6
o . u=x>
Para calcular a ltima integral a direita, faca { du— 32 dx

Note que, quando x = 0, entdo u = 0 e, quando x = ¢, entdo
3
u=t".
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1 /f 3x2dx 1 /t3 du 1 t ]z3
_ —- — = —arcteu
3\ Joxo+1) "3\ )y w2x1) T 3HCEY,

1 1 1
=3 arctg(s3) — 3 arctg(0) = 3 arctg(r°) (5.12)

Substituindo 5.12 em 5.11 e tomando o limite, resulta
+oo x2 . tx2 . 1 3
/0 x84+ ldx_lETw/o x8+ ldx_tgrfw [§ arctg(t )}
1 (7[) n
S 3\2/ 6

+eo X2 T
Assim, dx = —.
/o © 1776

. Note que a integral dada ¢ imprdpria, pois a funcao se-

cante ndo esta definida em —. Assim,

s t
/2(seczesen9—sec29)d6: lim /(seczesene—secze)de.
0 ~(5) o

(5.13)
Por outro lado,

129 sen@d@—/se029d9

/(86029 sen 6 —sec’0)d6 = /

COS

= (/00529sen6d9) —tg0=—tgO+ (/00529sen9d9)

u=cos@
F o ltima in-
azendo a substituicao { du— —sendo U tima in

tegral a direita, temos

-1 1 1

/cos_zesenGdG:—/u_zdu:—u—l+C:_+C:C_+C.
- u

os0

t 1 9 t
Assim, / (sec’@sen O —sec’0)dO = _xn
0 cos® cosH |,
1 t 1 —sent
== (5.14)
cost  cost cost
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Portanto, substituindo 5.14 em 5.13, temos

‘/améewne—wéewez lim {(L_%m)‘4}

0 (%) cost
i 1 —sent
= lim —1. (5.15)
(%) cost
Porém,
lim [l—sent} LH (—cost) _ —0 _o
(%) L cost ()" \ —sent -1

(5.16)
Substituindo 5.16 em 5.15, resulta que

g

/2 (sec’0senB —sec’0)dO = —1.
0

Solucio da 22 Questao

a. Desenhamos a figura mostrando a regido e um raio tipico.

))

Observe que, neste caso, a particdo para obter os discos €
feita no eixo x. Observe também que o raio do disco maior
¢ R = 1 e o raio do disco menor é r = (x> —2x) — (—1) =
x> —2x+1.

Assim, lembrando que:

2
V=r / [(raio do disco maior)? — (raio do disco menor)z} dx
0

V:néﬁmﬁ—@ﬂdx
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V:Tz:/o2 [(1)? = (x* = 2x+1)?] dx
2
V:n/o [1—(x4—4x3—|—6x2—4x+1)]dx

2
V:TC/ [—x4+4x3—6x2+4x] dx
0

V= ?ﬂ: unidades de volume.

b. Desenhamos a figura mostrando a regido e um elemento
tipico.

Al

-1y y=x2-2x x=2

Observe que, neste caso, a particdo para obter as cascas
¢ feita no eixo x. Observe também que o raio médio da

casca ¢ =2 —x e a altura da casca é h = 0 — (x> — 2x),
2

isto &, h = 2x —x~.
Assim, lembrando que

2
V=2m / (raio médio da casca)(altura da casca)dx
0

2
:27r/ 7 hdx
0
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Temos que

V = 27t/02(2—x)(2x—x2)dx

2
= 271:/ (4x — 2x* —2x% +x7)dx, isto é,
0

2 2 3 4
V:2n/~Mx—4f+w%dx:2n42——4£~PL
0 2 341,
25 23 4 1
=2 |-+ | =2 |1— -+
”{ 3+2} ”[ 3+J
3 4 8
V =16r [5 — g} = ?n unidades de volume.
Soluc¢ao da 3? Questao
Observe que
X
Lo, / ¢ dt
lim xe_xt/‘e[ch:: lim 22— (5.17)
X—r+oo 0

X—r+oo e
X

e Vamos estudar o limite do numerador da Expressdo 5.17.
Da definicao de integral imprdpria, temos que
oo s L)
/ Fdi= lim [ L.
0 X—+e0 J

Note que nao podemos calcular a ultima integral da direita dire-
tamente porque nao existe uma formula para a primitiva de e
em termos de funcdes elementares. Devemos, entdo, determinar
sua convergéncia ou divergéncia de outra maneira.

Veja também que
foo 1, foo
/ ém:/ém+/ st (5.18)
0 0 1

1
) 2 . 2, . .
A integral / e’ dt existe, posto que €~ é continua. Porém,
0
como dissemos anteriormente, ndo podemos avaliar a integral
1
2 . . . .
/ ¢ dt diretamente, mas sabemos que é uma integral definida
0

ordinaria e o seu valor ¢ um namero real.



Por outro lado, para ¢ > 1, temos t2 >t e como a funcio
. , ~ 2 .
exponencial é crescente, entdo e’ > €', V¢ > 1. Assim,

+oo 2 o0
/ ¢ dzz/ ddt. (5.19)
1 1
oo S s
Porém, / ddi=tim [ ddi= lim ¢]' = lim (¢'~¢)=
1 S—r+oo J1 §—r+-o0 I s—+too
+oo. Isto €,
—+o0
/ edt diverge. (5.20)
1

Logo, de 5.20, 5.19 e o teste de comparacao, podemos afirmar
—+oo

que / ¢’ dt diverge. Ou seja,
1

oo,
/ & dt = +oo (5.21)
1

—+o0
Portanto, de 5.21 e 5.18 podemos concluir que / ¢ dt = o0,
0
Logo,
X o teo 5
lim [ odt = / & dt = too (5.22)
0 0

X—>—+oo

e Vamos estudar o limite do denominador da Expressao 5.17:

&\ o "2
lim <—> E i 2 e (5.23)

x—+oo \ X |

Assim, de 5.21 e 5.22 podemos concluir que ¢é possivel aplicar a

regra de L’Hopital em 5.17 e
X X 2
r? 4 / é dt)
/0 e dt v dx ( 0

. 2 [T .
lim xe ™ / ¢ dt = lim - = lim -
X—>+too 0 X—r+oo [ X—r+oo d (e~
X dx \ x

Usando a primeira forma do Teorema Fundamental do Célculo
no numerador e derivando o denominador, temos

2 2 b}

lim ——= lim —
X—Foo 2xZe¥ et X—rFoo (2x2—1)e"
x? 2

= lim —> = lim

i . 2 (e 1
Isto ¢, lim xe e dt =—.
X—r4-o0 0 2

x—foo (2x2 — 1) x—rtoo <2 _
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Solucio da 4* Questao

Observe que, para todo x € R, temos que sen*(x) +1 > 1

= ————— < 1. Assim, em particular:
sen*(x)+1 — P

1 1
ST S 7 Vx € (0,1]. (5.24)

U dx
Vamos provar que [ —~ é convergente. Com efeito,

0 Vx

471 4
/1 A _ o [t tim |2 im (22222
—_— = X X = _ = _— = —.
0 Vx =0t =0t | 4|0t |4 4|4
(5.25)

ld
i converge. Entdo, usando 5.24 ¢
\5/’
dx

o teste de comparacao, podemos concluir que / _—
paragac. p e Js J/x(sen*x+1)

Logo, de 5.25 temos que

COl’lVGI‘ge.
PASSO A PASSO DO SIMULADO 2

Solucio da 1* Questao

(2% — &) e (2" — 1)e"dx
V3e2X —6er — 1 V3e2 —6er — 1

Faga u = ¢ = du = ¢*dx. Por outro lado, como
2 2
x>ln<1+—>:>u:e" > 1+ —=.

V3 V3
Assim,
(2¢*—1) 2u—1
e —1)efdx (2u—1)du . (5.26)
V3e? — 6e* — V3u? —6u—1

Para resolver a ultima integral da direita, vamos usar a
técnica de completar quadrados: 3u? — 6u — 1 =

302 —2u+1)—3—1=3(u—1)2—4=[V3u-1)]"-4.

Isto sugere a mudanca w = [\/g(u— 1)] = dw = /3du
2

e u:i—l—l. Note que, como u > 1+ — = w =

V3 V3
V3(wu—1)>2.



Assim,

w dw
2ﬁ+2—1) .

/ (2u—1)du / (2u—1)du _/(
V3u? —6u—1 \/ _ 4 w2 —4

/ W+ wdw 1 dw
Vil —4 Vw2 _4 ,/7“,2
(H) (1)
(5.27)
1 dw
Resolvendo (1), isto é: — | ——.
M = =

Primeiro, note que nenhuma das regras bésicas de integra-

¢do ¢ aplicavel. Para usar uma substitui¢do trigonomeétrica,

observe que estamos no caso de integrais que tem termos
da forma vw? —a2, coma =2, onde w > 2.

Ny

Do triangulo associado, tem-se:

{ w=2secO
=

secd = dw=2secOtg0d0 -

N[ =

Vw2 —4
Também, WT:tgG = Vw2 —4=2tg0.

Observe que vVw? — 4 estd no denominador. Assim, é pre-
ciso que tg 0 seja maior do que zero. Note que tg6 > 0

para0<9<g.

Assim,
2secHtghdo

————— = — [ sec0d6
\/_/\/wz V3 2tg 0 \/5/

1
:—ln|sec9+tg9]+C1 —=In|secO +1tgBO|+C,

V3 V3
| Vw4 |
=—In %V—FL +Cy :ﬁln’w+\/wz—4’+C2

V3
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:—\jgln‘(u—1)\/§+\/3u2—6u—1‘+C2
1
\/gln‘(ex 1)V3 + /3¢ — 6e 1‘+C2 (5.28)

Resolvendo (II)

2 wdw 1 > _l

== —4)22w)d

s == [P waw
1 (w?—4)2 2,

= - C = — —4 2 C
3 % +C; 3(W )24+,

2 2
=3V —6u—14+C3=3V3e¥ —6e ~1+C5. (5.29)

Substituindo 5.28 e 5.29 em 5.27 e, finalmente, substi-

2e” — &
tuindo em 5.26, obtemos (2e )
3eX — 6e¥ —
=235 60— 1+%ln’(ex— 1)V3 + V3 6ot — 1)+C.

/ dx
") xt+4
Completando quadrados  x*+4 =x* +4x? +4 — 4x°
= (2 4+2)? -4 = [ +2 —2x] x> +2+2x].

Assim,

/ dx _/ dx
A4 ) 2 —2x 422+ 2x+2)

Observe que os 2 fatores quadraticos sao irredutiveis, isto
¢, b* —4ac < 0.

Vamos resolver a ultima integral da direita utilizando o
método das fragdes parciais:

1 _ Ax+B Cx+D
2+ 2x +2)p2 —2x+2] 2 +2x+2  x2—2x+2

(Ax+ B) (x> = 2x+2) 4+ (Cx + D) (x> +2x+2)
[x2 +2x +2][x% — 2x + 2]




1 = (Ax+B)(x*> —2x+2) + (Cx + D) (x* +2x +2)

1 = Ax3 — 24x% + 24x + Bx?> — 2Bx + 2B + Cx3 +2Cx? +
2Cx+ Dx*+2Dx+2D

1 = Ax3 +Cx3 — 24x? + Bx?> +2Cx? + Dx? +2A4x — 2Bx +
2Cx+2Dx+2B+2D

1 =(4+C)x*+(—24+B+2C+D)x* +(24—2B+2C+
2D)x+ (2B +2D).

A+C=0
—24+B+2C+D=0

Entdo, 24—2B+2C+2D =0 °
2B+2D =1
Ou
A+C=0 (5.30)
—24+2C+B+D=0 (5.31)
A+C—B+D=0 (5.32)
1
B+D= 5 (5.33)
Substituindo 5.30 em 5.32 e resolvendo o sistema
1 obtemos 2D=—- = D=—- ¢ B=-.
B+D = 7 2 4 4
Substituindo 5.331 em 5.31 e resolvendo o sistema
_ - __ 1 1
24+2C 2 obtemos 4C=—= = C=—- ¢
A+C=0 2 8

1
A=
8

/ dx _/ dx
x4 ) =2+ 2) 2 4 2x + 2]

[ & ta / et 5.34
/x2—|—2x—|—2 2x—|—2 (5.34)

D) (1)

Para resolver (I), vamos usar a técnica de completar qua-
drados e fazer uma substituicdo adequada. Com efeito,
42x+2=(*+2x+1)+1=(x+1)>+1, assim a
substitui¢do adequadaéu =x+1=x=u—1 e du =dx.
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1 1
X2 4+2x+2 2+1 8 2+1
/u~|—1 / +1/ 1 J
u—= — ——au
—8/) 251 16 u?+1 8/ u+1

1 1
= Rln(u2+ 1)+ garctgu+C1.

Logo,

x+1 1 1
/mdx = R ln(x —l—2x—l—2) + = 3 arctg(x—l— 1()5—2(5:')1 .

Analogamente, para resolver (II), vamos usar a técnica de
completar quadrados e fazer uma substitui¢do adequada.
Com efeito, x> —2x+2 = (x> = 2x+ 1)+ 1= (x—1)>+1,
assim a substituicdo adequada ¢ v=x—1=x=v+1e
dv =dx.

/ x+4d /—%(v+1+8d / (v+1)+2,
R — -0 -~ 9 e V
—2x+2 241 8 241

_1/ l—v / /

8 v2+1 ~ 38 v2+1 16 v2+1

1 1
= garctgv— Rln(v +1)+C.

+ 1 1
/SXszdx— 3 arctg(x—1) — T In(x* —2x+2)+C>.
(5.36)

Substituindo 5.35 € 5.36 em 5.34, resulta

d 1 1
x14—i4 = Rln(x +2x+2)+ 8arctg(x+l)+ 8arctg( 1)
161n(x —2x+2)+C.
. dx 1 (X +42x+2) 1
d —— =—In({>——= — arct 1
Ou ainda, i 16n<x2—2x+2 +8arcg(x+ )

1
+ 3 arctg(x — 1)+ C.
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2
C. / 2Inzdz
0

A integral dada ¢ uma integral imprépria de fungdes nao
limitadas.

2 2
/ Plnzdz= lim | Alnzdz. (537
0

t—0t Jt

Utilizando a técnica de integragdo por partes, faca:

1
u=Inz=du=—-dz
z
3

a’v:zzdz:>v:%

A% u

2
2 2 3 2 3 1
/ 2Inzdz= Inz 22dz= Inz z —/ z —dz
p [~~~ ~~\3 t 3)z
u d ~— 1 —

v v

3
:§ln2——lnt——/ - dz_—lnz—t—lnz—lz_]

3 3 33
zgln2—§l t—§+§=§1 2—§—§1 H‘g
Assim, /Ozzzlnza’z:tgl(l)l+ (zan—g—gl t+t;)
:§In2—g—%ll_1>r(1)1+t lnt+;,£%l+t3'

Eclaro que  lim 3 = 0.
t—0+

Por outro lado,
Int 1/ % 1

lim £ In¢ = lim — = lim - = — lim — =0.
t—0+F t—07F 3 =0+t — —a t—0+ 3

2 8 8
Finalmente, resulta que / ZInzdz = 3 In2 — 9
0

t
4 lim x / COSL 4t
)C—)OJr X t
1 cost
¢ =tdt
lim x / €L 4t = 1im f+ (5.38)
x—0t  Jx t x—0t e
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1 1
, cost cost s
Observe que lim ——dt = / ——dt ¢ esta ultima
: x20t Jx L SO0 1 -

integral ¢ uma integral impropria de fungdes ndo limita-

das.

1
Vamos mostrar que / t—zdt ¢ divergente. Observe que
0

1 . cost

— >0 e cost > 0 no intervalo (0, 1], logo —— > 0 no

t t

) , cost 1

intervalo (0,1]. Por outro lado, ¢ claro que —— e —
t t

sdo continuas em (0,1]. Estamos, entdo, em condi¢des
cost

. . .. . . 2

de aplicar o critério do limite do quociente lim tT
t—0t =
12

lim cost =1 € (0,+o0). Entdo, o critério diz que as in-
t—0

. : I cost 1
tegrais improprias / t—zdt e / t—zdt comportam-se da
0 0

mesma maneira.

Por outro lado, pelos exemplos referenciais, sabemos que

Ldt
ser=2>1= / ) ¢ divergente. Assim, pelo critério,
0

Lcost .
resulta que t—zdt ¢ divergente.
0

Por outro lado, observando o limite do denominador de
|
5.38, sabemos que lim — = 4o, Portanto, estamos em

x—0t X
condic¢des de aplicar a regra de L’Hopital em 5.38:

1 1 X
d cost d

cwa a([wa)  a(]

/x 12 LH .. dx ( . 2 ) dx |

lim &—— = lim

x—0t % x—0t % (l) X0t 4 (

_cosx

TFC |. 2 )
= lim "1 = lim cosx = 1.
x—0t+ - x—0t+
X
) ) I cost
Finalmente, lim x —2a’t =1.
x—0t X t



Solucio da 2? Questao

Foo t
A(R):/ e “dx= lim [ e *dx= lim (_efx)]
0

t—+oo o f—r+oo

= lim [—e" ~|—e’0] =041 =1 unidade de area.
t—Foo

b. O método apropriado neste caso € o das cascas cilindricas.

¥

Neste caso, 7(x) =x e h(x) =e ™.

t

—+oo
Assim, V = 271:/ xe Ydx=2m lim [ xe “dx.
0 t—+o0 J(

Aplicaremos o método de integracdo por partes para re-
t _ _
. . =x=du=d.
solver/ xe *dx. Seja { v=x v
0

dv=eYdx=v=—e*

t t t t
/xexdx:x(—ex)} —/ —e*xdx:—te*t—e*x}
0 0 0 0

=—te'—e"+1.
—+oo
Assim, V :27t/ xe Ydx=2m lim [—te™' —e ' +1]
0 t—r+oo

=2m lim [—te™'] —2m lim [e™'] +2m.

t—Foo t—>oo

Observeque lim [—e™/|=0¢ lim [—te”'] = lim [—L}

t—+too [—rtoo t—+oo | el
) 1

lim —— =0.

t—+oo el
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Logo, V' =2r unidades de volume.

Esbogo do soélido:

c. O método apropriado neste caso ¢ o dos discos.

v

R (x)

Neste caso, R(x) =e™™.

+oo ) t efo t
V=n / [e*]"dx=r lim [ e *dx=n lim
0 t—+oo Jo t—Feo —2 0

i e 2 B y 1 T n i
AR T T AR e Ty T e
des de volume.

Esbogo do soélido:

y

=3
-
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PASSO A PASSO DO SIMULADO 3

Solucio da 1* Questao

a. / a dx
V54 12x — 9x2

Usando a técnica de completar quadrados, temos que
54+ 12x—9x2 =5+4—(9x* —12x+4) =9 — (3x—2)%.

Logo, / a dx:/ i dx
V54 12x —9x? V99— (3x—2)2

1
Facamos a substituigdo u =3x—2 = x = g(u +2)

1
:>dx:§du.
x 1 T(u+2)
Lo 0,/ dx = d
s V9 — (3x—2)? V9 —u?
1 (u+2
V9 —u? 9 V9 —u2 9 \/9 u?

M (I
(5.39)

Observe que podemos integrar imediatamente (I) se fizer-
mos uma substitui¢do simples do tipo z =9 —u? = dz =

—2udu = —% =udu.

Assim,

1 1 dz

1 1
—/ L —/(9—u2)_%udu: — [zT2—=
9 9 2 9 9 2

1
1 z2

I ! I
=T A0 =—5 (9-1) 41 = —5(5+120-9x) 4C.

181
(5.40)

Por outro lado, note-se que uma das regras basicas de

inte raqéo/ = arcsen ( ) +C éaplicavel. Lo 0,
g I p g

2 du 2 ( >+C 2 3x—2 LC

— — —arcsen — arcsen .

0/ Jo—.2 9 3 279 3 2
(5.41)
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Substituindo 5.40 ¢ 5.41 em 5.39, temos

X 1 2 3x—2
— dx=——(5+12x—9x*)2 + = arcsen | —— | +C.
/\/5—|—12)c—9)c2 9( )i+ 9 < 3 >

dx

/x3 +4x? —4x— 1
(X2 + 1)2
A expansdo em fragdes parciais tem a seguinte forma:
X+ 4x? —4x—1 _ Ax+B n Cx+D
(+1?2 (@) (1)

Multiplicando a igualdade por (x* + 1)?, temos
X3 4+4x? —dx— 1= (Ax+B)(x* +1)+Cx+D

=Ax’ +Ax+Bx* + B+Cx+D
= A3 4+ Bx* + (A+C)x+ (B+D).
Igualando os coeficientes, obtemos o sistema de equagdes
lineares:
A=1
B=4
A+C=—-4
B+D=-1
A solugdo desse sistemaé A =1, B=4, C=-5 ¢
D= -5.
X3 4 dx? —4x—1 (x+4) (5x+5)
Portant = — |
? ano,/ (x2+1)2 /x2+1 /(x2+1)2

—/ d+4/ L W 5/ RN 5/
211 210 T11)

dx+4arct SN ———
2/x2+1 *darclgx— 2/ 211y /(x2+1)

1, 5[ 2x 1
ziln(x +l)+4arctgx—§/mdx—5/mdx

(1) av)

(5.42)
5 5+
2/ x2+1 /(x +1) Pwdr =254
5
= —m +C. (5.43)
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1
Vamos calcular 5 [ -———=dx.
(x*+1)
Primeiro note que nenhuma das regras basicas de integra-
¢do ¢ aplicavel. Para usar uma substitui¢do trigonomeétrica,
observe que estamos no caso de integrais que tem termos

da forma va? +x2, coma = 1.

Do triangulo retangulo associado, tem-se: tgf = — =

—1

x=tgb
dx = sec’*0d0O

241
Xt 2+1=secO=x>+1=

Também, sec 6 =
sec? 6.

Assim,

/ dx _/sec29d9_/sec29d9_/ do
(x2+1)2 ) (sec?0)? sectd  J sec?@

1 2 11
:/coszedO:/<+%se>d6:§6+Zsen26+C

1 1 1 1
=_—0+-(2senB cos O +C:—arct X)+ = +C.
2 4( ) glr (\/x2—|—1> <\/x2+l>

Portanto / dx arct —l— ! al
’ (x2 + 1) gl x2+1

Logo,

5/(x2de1) jactg( <

Substituindo 5.43 ¢ 5.44 em 5.42, resulta

>+c (5.44)

dx =

S dx? —4x—1
/x R In(x?+1)+4arctgx+

(2 +1)2

1
2" 2(x2+1)
— %arctg( ( ) +C.
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Solucio da 22 Questao

e cosx
e Vamos mostrar que / —dx ¢ convergente.
Vi X
Lembremos que
te° cosx 1 cosx
——dx = lim —dx (5.45)
T X t—>+oo X

Por outro lado, usando integracao por partes, temos que

cosx r ] 1 ! senx
—dx = — gosxdx= —(senx)| + [ —>5—dx
X H,—/ X - T X
M v
1 1 senx
= —(sent) — —(senm) +/ ——dx.
t T T T X
Logo,
. ! cosx 1 . senx +e° genx
lim —dx— lim — (gent)+ lim —dx—/ —
f—s—too X t—oo f ~ [—roo T X
fungdo limitada
N
0
=0 (Corol. d(:;. do Confronto)
(5.46)
Substituindo 5.46 em 5.45, obtemos
+e cosx +e° senx
R (5.47)
T X b4 X
e senx
Afirmamos que — dx ¢é convergente.
T X

De fato, observe que O < |senx| < 1 para todo x € R, logo
0 < ‘senx‘ | senx]

< —, para todo x € [m,40). E, pelos
+eo ]

X2

exemplos referenciais, sabemos que / —dx € convergente.

2
T X
Assim, pelo critério de comparacgao, resulta que

—+oo
/ ‘ sent ‘ dx ¢ convergente. (5.48)
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De 5.48 e da propriedade dada no Exemplo 27.6 do caderno
didatico resulta que

T senx
/ x—zdx ¢ convergente. (5.49)
T
: T cosx
Assim, de 5.47 e 5.49, podemos afirmar que / —dx
Vi X
¢ convergente.
e Mostraremos que / ‘_x ‘ dx ¢ divergente.
T X

Sabemos que 0 < | cosx| < 1 para todo x € R. Multiplicando
a expressdo anterior por 0 < |cosx|, temos 0 < |cosx||cosx| <
| cosx|, logo, 0 < | cosx|*> < |cosx], assim 0 < cos?x < |cosx|.
——

cosZx
Portanto,
cos®x COSX cosx
0< < ‘ | ‘ ‘ para todo x € [, +e0). (5.50)
X X
+e° cosZx

Basta mostrar entdo que dx diverge. Assim, pela de-

/]
sigualdade dada em 5. 50 e o critério de comparagdo, podemos

—+o0
concluir que / ‘ ‘ dx diverge.

Lembremos que

dx = lim
X t—+oo )t X

/+°° cos2x . fcoszxd (5.51)
X. )
T

Por outro lado,

t cos? 11 /1 2
/ cos xdx:/ L (M) dox. (5.52)
T X T X 2

Utilizando integrag@o por partes, temos que

/’ 1 1 +cos2x d 1 /1 sen2x + / sen2x
- | ———)dx=— =x+
T X 2 x \ 2 2x 4x2

<~

u dv
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1 n sen2t 1 sen27r / / sen2xd
= — - = — X
2 4¢ 4w 2 )2
sen2t sen2x
———dx. 5.53
% 2 / / 22 (5:33)
Substituindo 5.53 em 5.52 e tomando limite quando ¢ — oo,
obtemos
£ cos? 1 1 [+ed e sen2
lim [ " gv— lim — sen2t—|——/ “ +/ o dx.
t—te Jp X t=+e 4~~~ 2 [z x Jz (2x)
v limitada
N diverge converge (Basta com-
0 dx
N -~ ., parar com [, 202 )

=0 (Corol. do T. do Confronto)

(5.54)
De acordo com os exemplos referenciais, sabemos que uma das
integrais improprias no segundo membro de 5.54 diverge, pode-

—+oo
mos concluir de 5.54 ¢ 5.51 que / ‘ cosx ‘ dx diverge.

Solucio da 3? Questao

a o0 ‘ t
’ / arctgzdz = lim / arctgzdz
0 t—+e0 J0
(5.55)
Por outro lado, usando integragdo por partes, temos que
‘ t 1 (! 2zdz
/ arctgz dz =z arctgz] —= | —
0 S—~—" 0o 2Jo 1422
u dv
= tarctgt — 3 In(1+z )} - tarctgt — Eln(l +17).
(5.56)
Logo,

: ! : 1 2
zEToo ; arctgzdz = ;BTOQ [t arctgt — 5 In(14¢7)] .
(5.57)

Observe que este ultimo limite ¢ uma forma indetermi-
nada do tipo ec — oo, Assim, para eliminar a indeterminagao,
observe que

: 1 ) 1In(1+£?)
zEToo {t arctgr — Eln(l +t )} = llT t {arctgt 5|
(5.58)
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Como

11n(1+¢ 11n(1+¢
lim arctgt——M = lim arctgf— lim —M
{—>oo 2 t f—>—oo t\%—‘—ooz t

g

oo
forma indeterminada —
oo

2t

' 1 T2 L 1
R 2 iy W2 EHT 2y = %
2 21+ 1 2 2 2
Segue que
: 11In(1+¢%)
lim ¢ tgt — ———= | = +oo. 5.59
i ot =P e 63

Substituindo 5.52 em 5.58; 5.58 em 5.57 € 5.57 em 5.55
resulta que / arctgzdz diverge.
0

X

.1
b. lim — [ arctgzdz
x—+e X J0
—+o0
Observemos que da parte (a) tem-se que / arctgzdz di-
0
verge. Logo, podemos afirmar que, quando x — +oo, a ex-
X
pressao — / arctgzdz ¢ uma forma indeterminada do tipo
X Jo

0-co. Lembremos que, para aplicar a regra de L’Hopital,

[e0)
precisamos de uma forma indeterminada — ou —.
(e 0]
X
| / arctgzdz
Assim, lim — [ arctgzdz= lim 24—
x—+eo X Jo X—rFoo X

X
d
o e < /0 arctgzdz> \a ¢ TEC

N T
Iim = lim arctgx = —.
X—r oo 1 X—r—+o0 g 2

Soluc¢ao da 4* Questao

a. do eixo Ox

O método apropriado aqui € o das cascas cilindricas.
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Esboco da regido mostrando a casca tipica:

Neste caso, 7(y) =y e h(y)=1—(y—»?).

Assim, V:2717/01?(y)h(y)dy:27r/01y(1—(y—y3))dy

1 1
V=27'L'/0 y(l—y+y3)dy=27t/0 (y—y2+y4)dy

2 3 5 1
y y y 1 1 1
V=2n|——-—"—+~— =2l =-—=+-].
7t(Z 3+5>]0 71'(2 3+5>

15—-10+6 11
V= 2ﬂg = ETL’ unidades de volume.

30

Esbogo do sélido de revolugao:

)

b. do eixo Oy
O método apropriado neste caso ¢ o dos discos ou arruelas.

Esboco da regido mostrando a arruela tipica:

J
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Note-se que R(y) =1, r(y) = (y =)
- n/ol (RO = ] = ”/ol (1= =) av

1 1
VZEA U—Oﬂ—b“ﬂﬂhbzﬂA [1—37+25* =] dy

3 5 7
h% h% y 1 2 1
V=rly—= +20——— oI
”P 37775 7L [ 37%3 J
105—-35+42—15 97 .
V= n( i ) _ ——r unidades de volume.

105 105

Esbogo do solido de revolucao:

y

c. daretax=1

O método apropriado neste caso ¢ o dos discos.

Esboco da regido mostrando o disco tipico:

v

x=1

Note-se que R(y) =1—(y—»?).
y=n [ RoPay=x [ [1- () e

1 1
V= [ [l—y+rdy=n [ [1-20+22+27 -2 +5dy

2 3 4 5 711

Y Y Yy Y y

V= 2 2 =2
n(y T3 +23 5+7]0

112 1 70+ 105 — 84+ 30
Ver(l -1tz )=
”( 373 5+7> ”( 210 )

121 .
V= mn unidades de volume.
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Esboco do sélido de revolugao:

y

d. daretay=1.
O método apropriado € o das cascas cilindricas.
Esboco da regido mostrando a casca tipica:

$%

Neste caso, 7(y) =1—y e h(y)=1—(y—»).
Assim,

v =2 [ F)h0)dy =27 [ (1=~ 0Py

y=om [[(1- Gy dy—2x [ 5(1- 63y

% T (veja a parte (a))

! 11 ¥\ 11
ﬂ/o( y+y)dy—zm ﬂ(y 2+4)]0 T

1 1 11 4-2+1 11
y=am(1-347) - jgr=2m () -5
3 11 45-22 23

VZE”_E”_ 30 n:%n unidades de volume.

Esbogo do sélido de revolugao:
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A qe d
Apéendice 6 ,

y
./7

GABARITOS DOS SIMULADOS DA AP2

Prova 1

Soluc¢ao da 1? Questao

x? A N B N C |
a. = , logo

Gr1)P Gt D) Gr12  rr1)p o8

P =Ax+1)?+Bx+1)+C (6.1)

Se em 6.1 fazemos:

x=—1=1=C

x=0=0=A+B+1=>A4+B=-1
x=1=1=44+2B+1=44+2B=0

Resolvendo o sistemaresulta 4 =1e B = —2.

Assim, /ﬁdx:/(xcfl) +/(x_—ici);2+/(x—cll—x1)3

:1n|x+1y—2/(x+1)*2dx+/(x+1)*3dx

1)-! 1)2
(D', )

—1 -2
2 1

=1 1 — c
n|x+ 1|+ GrD) 2t 1) +

+C

=Inlx+1|-2

b. Vamos fazer a substitui¢c@o trigonométrica na integral indefinida

/ dx
V9 +x2

tes de integragdo em x.

e, entdo, calcular a integral definida usando os limi-

Primeiro note-se que nenhuma das regras basicas de integracao
¢ aplicavel. Para usar uma substitui¢ao trigonométrica, observe

que V9 +x2 é da forma v a? + x2 com a = 3.
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Figura 6.1

x=3tg6
dx = 3sec’0d6 °
mos do tridngulo associado da Figura 6.1 que v/9 +x2 = 3sec 6.

Fazendo a substitui¢@o trigonométrica { te-

3sec?0do
Obtemos /m mz/sec@d@
N )
=In|secO+1g0|+C=1In 3+x +)3—C +C.
3 dx V9+33 3 V9+02 0
Logo, =In +=|—In + =
0 V9+x2 3 3 3 3
lni+l —Inl=1In(v2+1)

[ S N TR LS S
“ /0 (x+2)(x+3) x_tirfw/o x1r2)x+3)
1

Vamos calcular a integral indefinida / —d
& (x+2)(x+3) *

1 4 B
(x+2)(x+3)  (x+2) + (x+3)

=1=A4(x+3)+B(x+2)
(6.2)

Se em 6.2 fazemos:

x=—-2=1=4

x=-3=1=B(—-1)=B=-1

/(x+2)1(x+3)dx:/ /(

x+2
+3

=Inlx+2|—-Inlx+3|+C=

i 1
Logo, / md

t+2’ < >
t 1 t+2 2
Portanto, lim —————dx= lim |In f+e —In( =
t=+e Jo (x+2)(x+3) tofe | |43 3

lim 12 —In 2 =In[l|—In 2 =—In 2 .
t—+eo \ 143 3 3 3
—_——

1

=In
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Solucio da 2? Questao

Observe que / dx ¢ uma integral impropria de uma fungao

ndo-limitada quando x —> 0". Note-se que, para x > 0, temos que

1
e' > 1, entdo s < 1. Podemos afirmar também que /x > 0 para

1 .
< —= para todo x > 0, em particular

1
eVx T /x

x > 0, portanto 0 <

1
0<—<— paratodo 0 <x <1. (6.3)

BN

I 1
Por outro lado, / —dx = / —dx ¢ um caso particular do
0 0 x2

VX
b
exemplo referencial: “Se r < 1, entdo / —dx & convergente”. Neste
0 X
1
caso, r = 7 < 1, assim dx ¢ convergente. Logo, de 6.3 ¢ do

—X

1
. .. . e .

Teste de Comparagdo para integrais imprdprias, resulta que / 7 é
0 VX

convergente.

Solucio da 3? Questao

Observe que y = x> —4x+4 = (x —2)2. Por outro lado, fazendo
a intersegdo de y = 1 e y = (x —2)?, resulta que x = 1 e x = 3. De-
senhamos a Figura 6.2 mostrando a regido e o eixo de rotagdo Oy. O
esbogo do solido ¢ mostrado na Figura 6.3.

Jds Y
>
y={x-2)
- p y=1
I
2 2 3
Figura 6.2
Figura 6.3

Identificamos a fungdo altura da casca tipica A(x) e o raio médio da
casca tipica 7(x), onde 4(x) = 1 — (x—2)? e 7 =x para | <x < 3. Note
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que 0 < (x—2)> <lparal <x<3,assimh(x)=1—(x—2)2>0¢
7(x) =x>0.

b
O volume ¢ dado pela formula V' =2r / 7(x) h(x)dx. Assim, o
volume é ‘

3 3
V:2n/ x(l—(x—2)2)dx:27r/ x(1 — 2%+ 4x — 4)dx
1 1

4 3 2 3

3
:27:/1 (= +4x2 —3x)dx = 21 <—% +as —3%)]

[/ 3% 33 32 1+ 13 12
[ —-9+16—6 3—16+18

=2 |33 ——m— -
() ()
[ 1 5 16w .

=2r _27 <E> + <E>} =3 unidades de volume.

Solug¢ao da 4* Questao

1

1
a. Observe que y = f(x) = g(x2 +2)% ¢ continua, positiva em

[0,1] e é diferenciavel em (0, 1). Temos também que y/ = f'(x) =
1 3
<§> <§> ( 2+2)%2x:x(x2+2)% ¢ continua em (0, 1). Logo,

1 1
L:/ L+ [f Zd:/ 1 +x2(x2 +2)d
R = [\ ie2@ )
1 1 1
= l+x4+2x2dx:/ 1+x22dx:/ 1+x%|dx
|V = [
! 2! 1 4
— [ 4P)dr=xt S| =142 =2
/0( +x7)dx x+3]0 t3=3
b. Y —ey=0

Observe que ) — ey = 0 é uma equagdo linear de primeira
ordem homogénea da forma )’ + p(x)y = 0. Neste caso,
plx) = —€ e q(x) =0. /p(x)dx = /—é‘dx = —¢', assim
o fator integrante é u(x) = e~¢, logo e ¢y —e¥e ¢y =0.

d A A A

o (e_e‘y) =0=e¢“y=C=y=Ce ¢a solugio geral da
X

equagdo dada.
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PROVA 2

Soluc¢ao da 1? Questao

3
sen’x _
a. / dx:/sen3xcos *xdx

cos*x
/ sen’x cos *xdx = / sen’x cos *x senxdx
= —/(1 — cos?x) cos *x (—senx)dx
—— —— .
u? u- du
= —/(1 — P du = /(—u_4+u_2)du
w3 u! 1 1
-2 47 4= __4C
-3 + —1 + 3w +

b /3 dx = lim /3d_x_ lim 1arct X 3
" JewX249 o)y X249 1|3 g3

t

= i 1 tl—l t£ _l[z]_ll |: tﬁ}
= lm 3arcg arcg3 —3 2 3t_1>r_n°° arcg3

{——oo 3

]

____[__}_£+E_3_”_E
12 3L 2] 12 6 12 4

. T
Logo, a integral dada converge a T

Soluc¢ao da 22 Questao

1 5
Ob =—>0 =——>0
serve que f(x) o e g(x) o
Podemos usar o critério do quociente
1
= 24¢" 2 1 1
lim %: lim cte lim <—+—> =—.
e S arke 5e* x—=+eo \ 5e*¥ 5 5
C : 1 d 1 +°o d.
L=— test a imit
omo 5» pelo teste de comparagdo no limite /1 i X e

oo
/ = dx comportam-se da mesma maneira.
1
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+eo ] oo
Por outro lado, / —dx = e *dx e esta tltima integral,
1 1

pelos exemplos referenciais, (ou calculando-a diretamente) sabemos
que converge, logo, pelo critério do limite do quociente, podemos afir-

+oo
mar que dx ¢é convergente.
d /1 lte g

Solucio da 3? Questao

a. Na Figura 6.4, mostramos um esbogo da regiao

y
49’60 ‘
! x
0 s
@)
Figura 6.4
b. i. em torno do eixo Oy.
Na Figura 6.5, mostramos um retangulo tipico para este
caso.
y
)
y:San
F
h
x
0 s
@)
Figura 6.5

Assim, temos usando o método das cascas cilindricas que

s

V—on /0 " F(x) h(x) dx.

Isto é€,

T n

z T
2 7 2
V:27r/ x senxdx=2mw_x (—cosx)} —2717/ —Ccosx_dx
0~ —— A 0 0 H/_/\d/
u v u

dv u v

0

n

V= 27r/7 cosxdx =2m senx} = 271 unidades de volume.
0

S N
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1. em torno do eixo Ox.

Na Figura 6.6, mostramos um retangulo tipico neste caso.

y

4‘560$
Yy
R
} Csx
B &
3

Figura 6.6

Usando o método dos discos, temos que

Isto ¢,

V_n / F R Pdx=1 / ? (senx)dx = g /0 *(1— cos20)d

0 0

r
2

0 0

2

V=

7 2 2
V= g x] - g/o (cos2x)2 dx = % — %(sean)}
7 unidades de volume.

Soluc¢ao da 4* Questao

1
a. Observe que y = f(x) = g(x2 +2)% ¢ continua, positiva em
[0,3] e ¢ diferenciavel em (0,3). Temos também que )/ = f'(x)

1
— (5) <%) (x2+2)% 2x:x(x2+2)% ¢ continua em (0,3).

Logo,

L:/03\/1+[f’(x)]2dx:/03\/1+x2(x2+2)dx
:/03\/1+x4+2x2dx:/03\/(1+x2)2dx:/03|1+x2|dx

3 B 3
:/ (1423 dx=x+2| =3+9=12.
0 3 0
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1 1

b -
Y e T Tre

1

1+e? " T+e
meira ordem ndo-homogénea da forma )’ 4+ p(x) y = g(x). Neste

caso, p(x)= L e q(x) =——

Observe que )’ + ¢ uma equacao linear de pri-

1+¢e* 1+e
u==e"
{ du=e*dx 1
dx = d = /70’
/p(x) ! /l+ex * u(l+u) "

f. parciais

1 1
~ / ———— |du=Inlu|—In|l4u|=1In ﬂ

(7<)
=In(——
1+e*

x

. . , (<)
Assim, o fator integrante é [ (x) = e (ifer) = e logo
&, 1 e 1 e
1o’ "Treite’ Trelte
&, e &
Y+

Tte” T (te2” ~ (I+e)2

d e e e 1

E(TIE%>:U+@P:4+@y:_TIE+C
=y=—e*+C(l+e") ¢ asolugdo geral da equacdo dada.
Observe que esta solucdo pode também ser expressa como
y=1+4+K(e*+1), onde K ¢ uma constante arbitraria.

PROVA 3

Solucio da 1* Questao

teo dx .
a. —— = lim

/’ dx
toVE(Fx) et V(T 4x)
1 1

- 2duy — —
u= /i = du 2\/)_Cdx:> du \/)_Cdx

u- =x

Faca a substituicdo

dx du
=2 = 2arct C =2arct C
/QﬂHﬁ) /U+#) arctgu+C = 2aretg ¥+

t d t
tll)rg : m = tll)r£1°2 arctg \/)_c] = tll)rg(Z arctg \/t —2arctg 1)

Lot
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b. Note-se que a decomposi¢ao em fragdes parciais para e
X2(x2+1)
tem a forma
1 A B Cx+D
X+ B X+ (6.4)

x?(x2+1) —xTeT x?+1

Para determinar os valores de 4, B, C e D, multiplicamos am-
bos os lados da Expressao 6.4 pelo produto dos denominadores
x?(x* +1), obtendo

x+1=Ax(x* + 1)+ B> +1) + (Cx+ D)x* (6.5)

x+ 1 =Ax + Ax+ Bx* + B+ Cx’> + Dx?
x4+1=(4+C)x*+ (B+D)x* + Ax+B

A+C=0 (6.6)
B+D=0 (6.7)
A=1 (6.8)
B=1 (6.9)

Substituindo 6.9 em 6.7 d4 D = —1. Substituindo 6.8 em 6.6 da
C = —1. Logo, resulta de 6.4 que

x+1 1 1  —x—1
P2+1) x o x x2+1

x+1
/x2<x2+l)dx / dx+/ dx+/
B 5 X 1
—ln|x]+/x dx_/xz——i—ldx_/xz—i—ldx

—1

1
:ln|x]—|—x—1 — Eln(x2+l)—arctgx+C

1 1
=lInjx|— - — Eln(x2 +1) —arctgx+C.
x

Soluc¢ao da 22 Questao

Observe que 0 < |sen2x| < 1 para todo x € R em particular para
todo x € (m,+o). Logo, 0 < |sen2x|> < |sen2x| < 1, ou seja,
0 < |sen’2x| < 1 para todo x € (7, +-o0).

|sen?2x|

Assim, 0 < 5
x

< — para todo x € (7,+c). Como, pelos
- " 1 o
exemplos referenciais, / — dx ¢ convergente, podemos utilizar o
pd X
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critério de comparagao para afirmar que

/+w
Vs

Logo, pela propriedade dada no Exemplo 27.6 do caderno didatico,

+e° gen? 2x .
podemos afirmar que 5— dx ¢ convergente.
T X

22
Sem 2% dx € convergente (6.10)

X2

Outra forma de ver o problema ¢ observar que neste caso:
sen” 2x sen” 2x
/ dx = / | | dx = / dx,
T T T

x2 x2
assim, neste caso, sem a necessidade da Propriedade dada no Exem-
. +% sen® 2x
plo 27.6, podemos afirmar diretamente de 6.10 que / 5>—dx ¢
X

T

sen? 2x

2

convergente.

Solucio da 3? Questao

a. Utilizando a técnica de completar quadrados, temos que

s 5 1\ 1 1\ 1
x=y—y ==yt | ty=-r-3) +3

. 1\?
X——=—|y—=
4 Y73

Isto ¢, a equacdo dada ¢ o grafico de uma parabola de vértice

42

11
em <— —> que abre para a esquerda, por outro ladox =0¢ o
eixo y. A regido R é mostrada na Figura 6.7.

y y
1 / x=y-y? I\X h(y)
_ 2
X=y-y
1 L1
5 R %
S
k ()
+ 0 + (7
1 1
a ) a )
Figura 6.7 Figura 6.8
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b. Em torno do eixo Ox.

Observe que, neste caso, utilizar o método das cascas cilindricas
resulta mais pratico. Na Figura 6.8, mostramos o retangulo
tipico que vai gerar a casca tipica e o eixo de rotagdo.

Identificamos a fungéo altura da casca tipica 4(y) e o raio mé-

dio da casca tipica 7(y) onde h(y) =y —3)* e F(y) =y para
b

0<y<1.A formula a ser utilizada & V = 2 / () h(y) dy.

a
Logo, neste caso,

1 1 y3 y4 1
v=2r [ sy-r)dy=2m | (yz—y3)dy:27r<———>]
0 0 3 4/,

1 1 1 T
=21 =-—- ) =2m— = — uni | .
n<3 4> n12 G unidades de volume

Solucio da 4* Questao

a. ydy —ax(y* + 1)%dx =0, y(0)=1
Da equacio dada, temos que ydy = 4x(y* + l)% dx.

Podemos separar as variaveis na forma:

ley:4xdx:>/y(yz+1)7%dy:4/xdx.
0?+1)2
Isto ¢€,
1 102+1)2 22
—/2y(yz+1)—%dy:4/xdx L 10T e
2 —~— 2 % 2
u

= (P+1)2 =22 +C.
Da condigéo inicial y(0) = 1, obtém-se v/1+1=2(0)+C =
C = /2. Portanto, a solugdo que satisfaz o problema de valor
1
inicial dado tem a forma implicita (y* 4+ 1)7 = 2x> 4 /2.

. Observe que y/ — 2y = 1 — 2x é uma equagio linear de primeira
ordem ndo-homogénea da forma ) + p(x)y = g(x).
Neste caso, p(x) = =2 e g(x) = 1 —2x. Podemos trabalhar

por etapas achando / p(x)dx, depois achar o fator integrante

w(x) = el P4 multiplicar a equagdo dada pelo fator inte-
grante e continuar o processo como fizemos no EP14 ou pode-
mos também, para fazer diferente, utilizar a formula da solucao

geral: y = (= /P d0) [/e(fp(x)dx)q(x) dx+C|, onde C ¢ uma
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constante arbitraria, assim resulta

yz o= -2a0) [ [t 2y dx+c] ,

ou seja, |y = e* [/ezx(l — 2x)dx+C] .

Observe que /efzx(l —2x)dx = /efzxdx - 2/xe*2x dx

1

=3 e_zx(—Z)dx—2/xe_2xdx:— e Pdx

(6. 11)
Integrando por partes a ultima integral e fazendo u = x = du =
dx e dv=e*dx=v=——e > resulta que

2
1
—2x _ —2x —2x — 2x
/xe dx = 2 / dx xe 4/

1 1
= —Exe_zx— Ze_zx+C]

E substituindo este valor na integral 6.11 resulta
1 1 1
/efzx(l —2x)dx = -3 e X2 [—Exezx ~2 ezx} +C
1 1
=-3 e ¥ fxe X4 3 e T 4HC=xe P 4+(
Donde, finalmente, temos y = e [xe_zx + C] , ou seja,
y=x+Ce* onde C é uma constante arbitraria.
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Apendice 7 "

EXERCICIOS ADICIONAIS PARA AS SEMANAS
10 ATE 13

Neste Apéndice apresentamos, para cada uma das semanas
10 até 13, o passo a passo de exercicios adicionais € outros
exercicios propostos no caderno didatico.

SEMANA 10

EA
Calcule a integral / ———— dt, usando:
0 (1 _ t2) 2

a. Os limites de integracao dados.

b. Os limites obtidos por uma substituicdo trigonomeétrica.
Solucio:

a. Para usar os limites de integracdo dados, vamos encontrar pri-
meiro a primitiva da integral indefinida

2 1?
/mdt:/ﬁdt.

Note-se que nenhuma das regras basicas de integracdo ¢ aplicavel.
Para usar uma substitui¢do trigonométrica, observe que v/1 — 12

¢ da forma vVa? —x2, coma = 1.
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Do triangulo retangulo associado, tem-se:

nG—E: t =senb
SN =1 dt = cos 0.dO

_t2

VA
=cos0 = /1 —12=cos0.

Observe que V1 —#2 estd no denominador da integral dada,
assim ¢ preciso que cos 0 seja maior do que zero. Note que

T T
0>0 —— <0< —.
COS para 2 2

2 2 2
[ = [ 2 o cos(-)dt:/senzede
( 2) (cos0) cos?6

Também

1—1¢

:/tgzedez/(secze—l)dG:/seczedG—/ldG

t
=tg0 —0+C=————arcsent+C
8 V1—1¢2

Agora calcularemos a integral definida usando a 2? forma do
TFC e os limites de integracdo dados, resultando

/? 1? J t }4
t= — arcsent
0 (1_t2)% V1—¢2 0
? V3 ? T
zi—arcsen—:T—gz 3——
2

(4

b. Os limites obtidos por uma substitui¢do trigonométrica.

Neste caso, vamos fazer a substituicdo trigonométrica e a mu-
danca dos limites de integragao.

Ji-72

Do triangulo retangulo associado, tem-se:

nG—E: t=senb
SN =1 dt = cos 0.dO

1—1¢2
Também

=cosO = /1 —1¢2=cos0.
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Observe que V1 —1% estd no denominador da integral dada,
assim ¢ preciso que cos 6 seja maior do que zero. Note que

T T
cosO >0 para —— < 0 < —.
2 2
Precisamos considerar a mudanca dos limites de integracdo,

. , . , 3 )
isto ¢, enquanto ¢ varia desde t = 0 até t = —, 0 varia

desde 6 = arcsen0 = 0 até 6 = arcsen (?) = g Assim,

0<0<

W]

, portanto

V3 2 n 2
2 t 3 sen-0 5 sen?
/0 ﬁdt:/O ( 6)3 cos0do = / COSZGdO
1—t2> cos

:/gtgzedez/g(secze—l)d6:/§se026d6—/§1d9
0 0 0 0

T T T
gZ -~ =v3-2.
8373 3

S oy

—tg6 — e}

Exercicio 7.2.

Calcule as seguintes integrais:

1 1
a [ b./m\/4—x2dx
/t4\/1—t2 0

3 4
c./——i;——m: dl/\hﬂ—mu
( 2

24 16)2

(Aula 22 do caderno didatico, exercicios propostos n° 8, 4, 10 e 6,
respectivamente)

Solu¢io:

1
a. —dt
/t4\/1 —12

Note-se que nenhuma das regras basicas de integracdo ¢ aplicavel.

Para usar uma substitui¢do trigonométrica, observe que v/1 — 12

¢ da forma Va2 — 2 coma = 1.
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Ji-72

Do triangulo retangulo associado, tem-se:

0 — £:> t=sen6
Y= di = cos0.d0

vV1—1¢2

=cosO = +/1—¢2=cosH.

Observe que V1 —¢% estd no denominador da integral dada,
assim ¢ preciso que cos 6 seja maior do que zero. Note que

Também

cos 0 > 0 para —g <0< g Por outro lado, note que 6 # 0,

. . 1 ~ . .
pois se 8 =0, entdo ¢t = 0, logo ——=—— ndo faria sentido.

41 —12

1 1 4
/NT_ﬂdt—/mcosedG —/COSSCC 0do
= /cosse029 cossec’0dO = / (1 + cotg29) cossec’0d6
(7.1)
Fazendo a substitui¢io u = cotg @ du = —cossec’6 d0 na inte-
gral anterior, temos

3
/(l + cotg”@) cossec’0 dO = —/(1 +u)du = —u— “ic

3
to3
:—coth—COg 0+C.
3
1 J1_ 2 (\/l—t2>
Portanto, /7dt:— 1=t — +C.
/1 —¢2 t 313

1
) / V4 —x2dx
0

Note-se que nenhuma das regras basicas de integracao ¢ aplicavel.

Para usar uma substitui¢do trigonométrica, observe que v/4 — x2
¢ da forma va> —x* coma =2.
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Do triangulo retangulo associado, tem-se:
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APENDICE

9_)_6:> x=2sen0O
senv =5 dx =2c0s0d6

1/4_ 2
Também 5 al =cosO = /4 —x2=2cosH.

Observe que v4 — x2 estd no numerador da integral dada, assim
¢ preciso que cos 0 seja maior ou igual do que zero. Note que
cos O > 0 para _r <0< E.
2 2

Ha duas abordagens: podemos fazer a substitui¢ao trigonométrica
na integral indefinida e, entdo, calcular a integral definida usando
os limites de integragdo em x, ou podemos fazer a substituicdo
trigonométrica na integral definida e converter os limites em x
nos correspondentes limites em 6.

Vamos resolver o exercicio seguindo a primeira abordagem:

Calculando a integral indefinida, temos

/\/4—x2dx: /2cos9 2c0s0d6 :4/cos29d9

1+cos26
_4/fd9—2/(1+c0529)d9_26+ sen2 +C

2sen O cos O
4 —x2 4 —x2
= 2arcsen (%) +2§ 2 al +C =2arcsen (g) +x 5 al +C.

Logo, calculando a integral definida dada, obtemos

2

1
1 4 — 2
/ \/4—x2dx:2arcsen(§> +Xx x]
0

(=]

+

1 V3 T V3
— Z YT oY~
2 arcsen <2>+ 5 6+ 7

SES

W[
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3
c. /x73dx
(x2+16)2

Note-se que nenhuma das regras basicas de integragao ¢ aplica-
vel. Para usar uma substituicdo trigonométrica, observe que
estamos no caso de integrais que tem termos da forma v/a? + x?
coma = 4.

Observe, na figura a seguir, neste caso, o cateto oposto ao angulo
0 ¢ x, o outro cateto ¢ « =4 e a hipotenusa do tridngulo retangulo,
pelo Teorema de Pitagoras, so pode ser 42 +x2 = /16 +x2 =

Vx% +16.

Do triangulo retangulo associado, tem-se:

tge—f {x:4tg0

4 dx = 4sec?0dO -
Va2 +1
Também %6 =sech = \/x2+16=4secO =x"+16=
4?sec?6. Note-se que —g <0< %
(4

/7 _/ €6)° 4sec0d0 — 4/ﬁde

(x2+16)?2 (42 se026

—4/tg O(sec0)'do = 4/tg 0 (sec )~ lszzzde

N impar

= 4/tg29(sec 6) 2secHtg0do

= 4/ (sec?0 — 1) (sec0) *secO tgdo
Fazendo a substituicdo u = sec 0 du = sec 0 tg 0 d0 na integral

anterior, temos

-1
:4/(u—1 2du—4/ (1—(u)"?)du=4u— 4—1+C

+C.

4 VA2 116 4
—4u+t-+C=4secO+4cos+C=4 (L) +4
u

4 Vx2+16



X 16 N
Logo, /7dx: ¥ +16+ —=—=+C Q
(2 +16)3 Vx2+16 g
O
¥ +16+16 x2+32 =
= +C= +C.
Vx2+16 Y2+ 16

4
d / vV x2 —4dx
2

A,

APENDICE

Note-se que nenhuma das regras basicas de integragao € aplicavel.
Para usar uma substituicdo trigonométrica, observe que estamos
no caso de integrais que tem termos da forma vx% —a? com
a = 2. Observe também na integral definida dada que x > a =2.

X
V-4
0
2

Do triangulo retangulo associado, tem-se:

sece—i: x=12secB
2 dx =2secOtg0d0

Comox >2 temos que tg0 >0se0 <0 <

e

V2 —4
Também tg6 = x2 = Vx2—4=2tg6.

Ha duas abordagens: podemos fazer a substitui¢ao trigonométri-
ca na integral indefinida e, entdo, calcular a integral definida
usando os limites de integragcdo em x, ou podemos fazer a substi-
tuicdo trigonométrica na integral definida e converter os limites
em x nos correspondentes limites em 6.

Vamos resolver o exercicio seguindo a segunda abordagem:

Precisamos considerar a mudancga dos limites de integragao, isto
¢, enquanto x varia desde x = 2 até x = 4, 0 varia desde 6 =

2 4
aresec 5 = arcsec 1 = 0 até 6 = arcsec (5> = arcsec(2) = g

. n
Assim, 0 <0 < 3 e, portanto,
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4 n n
/ \/x2—4dx:/3 2tgf2secO tg6d6:4/3 te20 sec 040
2 0 0

:4/§(sec20—1)sec9d0:4 gsec30d0—4/§sec0d9.
0 0 0
(7.2)

Por outro lado, no Exemplo 21.4 do caderno didatico, ¢ provado
que

/sec 0do =~ secOtg6+—1n]se09+tg6\+C (7.3)

No Exemplo 21.3 do caderno didatico também foi provado que
/sec@d@zln|sec9+tg9|+c. (7.4)

Substituindo 7.3 € 7.4 em 7.2, temos

4 1 1 3
/ \/x2—4dx:4§sec6tg9+4§1n]se09+tg6\] —41n]sec€+tg6\]
2 0

S Wy

:2sec§tg§+2ln‘sec§+tg§‘—21n]se::0+ tg0 ]—4ln)sec§+tg§)
0
—_——
0
+41n|sec0+ tgO |.
1 0
—_————
0

Portanto, / VX dx—2sec—tg§—2ln Sec§+tg3
—— —
2 3 2 V3

=4v/3-2In(2+/3).

Exercicio 7.3.

Calcule as seguintes integrais:

d
a. /xzix b./\/3+2x—x2 dx

—2x+2

(Aula 25 do caderno didatico, exercicios propostos n® 28 e 26,
respectivamente)

Sugestao: Completando o quadrado, transforme o integrando em uma
fung@o para a qual a substitui¢do trigonométrica é conveniente. Use
depois uma substitui¢do trigonométrica apropriada.



c. /x\/9—x4dx

(Aula 25 do caderno didatico, exercicio proposto n°29)

Faga uma substitui¢ao adequada e use depois uma substituicao
trigonométrica apropriada.

Solucio:

. / dx
) x2=2x+2

Completando o quadrado como foi sugerido, obtém-se
2= -2+ ) F2-1=(x—1)2+1.

u=x—1=x=u+1
du=dx

Assim / dx _/ dx _/ du
’ 2—2x+1 ) (x—=124+1 ) ur+1

=arctgu+C =arctg(x— 1) +C.

b. /\/3+2x—x2 dx

Isso sugere a substitui¢ao {

Completando o quadrado como foi sugerido, obtém-se
342x—*=3—-(*—2x)=4—(x* —2x+1)=4— (x— 1)

. =x—1 = 1
Isso sugere a substituicao { v=x TX=ut

du =dx
Assim,
/\/3—1—2)c—x2 abc:/y/4—(x—1)2 abc:/\/4—u2 du.

(7.5)

Note-se que nenhuma das regras basicas de integracdo ¢ aplicavel.
Para usar uma substitui¢do trigonométrica, observe que v4 — u?
¢ da forma va? —x? com a = 2.

4-1?
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Do triangulo retangulo associado, tem-se:

nO—E: x=2senb
senv =73 dx =2c0s0d6

N
Também 3 “ =cosO = /4 —u?=2cos0.

Observe que v/4 — u? estd no numerador na integral dada, assim
¢ preciso que cos 0 seja maior ou igual do que zero. Note que

T T
6>0 ——<06< -,
cos§ > Opara —> <0<

/\/4—u2du: /2cos92cos9d9 :4/cos26d6

1+ cos2
:4/%5%9:2/(1+cos29)d9:29+/2cos29de

4 — 2
=20+sen20+C=260+2senb cosG—kC:2arcseng+2E “ +C

2 2

—1 —1
:2arcsen<x >+(x2 )\/3+2x—x2+C.

2

c. /xﬂdx:/xww—(xz)zdx

I/l:)C2

I bstituica d
SSO sugere a suosttuigao { du:2xdx:>de: 7”

/x\/ﬂ dx = l/m du. (7.6)

2

Note-se que nenhuma das regras basicas de integracao ¢ aplicavel.

Para usar uma substitui¢do trigonométrica, observe que v'9 — u?
¢ da forma va*> —x? com a = 3.

9-1°

Do triangulo retangulo associado, tem-se:

u=3sen6

6—” =
sen 3 du=23cos0do

292 CEDERJ



Ny
Também 93 “ =cosO = 9 —u?=3cos0.

Observe que V9 —u? estd no numerador na integral dada, as-
sim ¢ preciso que cos 6 seja maior ou igual do que zero. Note

quecosGZOpara—g§9< T

= 2'
/\/9—u2du:/300593c059d9:9/c0526d9
1 2
:9/Md9:2/(1+c0529)d9
2 2

9 9 9 9
—59+Z/2cos26d6—§9+Zsen26+C

9 9 9 u Yu9—u?
—59+Z(2sen6 cos6)+C—§arcsen§+§§ 3 +C

9 2 2
= 5 arcsen (%) +%\/9—x4 +C. (7.7)

Substituindo 7.7 em 7.6, obtemos

p) p)
/x\/9—x4 dx = %arcsen (%) +%\/9—x4+C.

Exercicio 7.4.

Calcule as seguintes integrais definidas:

4T 4 224
a./idx b./ ——dx
2 —4

X

Solu¢io:

4 2_4
a./ al dx
2 X

Note-se que nenhuma das regras basicas de integragao € aplicavel.
Para usar uma substituicdo trigonométrica, observe que estamos
no caso de integrais que tem termos da forma v/x2 — a2, com
a =2. Observe também na integral definida dada que x > a =2.
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b. /zm

X
Vx?-4
0
2

Do triangulo retangulo associado, tem-se:

x=2secO

g
) - dx =2secOtg0do

V4
Por outro lado, tgf = x2 = Vx?—4 =2tgh. Logo,

temos que tg0 >0 se 0 <0 < g

Hé duas abordagens: podemos fazer a substituicao trigonométri-
ca na integral indefinida e, ent@o, calcular a integral definida
usando os limites de integracdo em x, ou podemos fazer a substi-
tuicao trigonométrica na integral definida e converter os limites
em x nos correspondentes limites em 6.

Vamos resolver o exercicio seguindo a segunda abordagem. Pre-
cisamos considerar a mudanca dos limites de integragdo, isto
¢, enquanto x varia desde x = 2 até x = 4, 0 varia desde 6 =

2 4 T
arcsec 5 = arcsec | = 0 até 6 = arcsec <§> = arcsec(2) = 3

. 4
Assim, 0 < 0 < 3 portanto

/4 Vxr—4 3 2tg0
dx =
2 X 0o 2secO

2secf tg6do :2/§tg26d6
0

:2/§(se020—1)d0:2/§se020d0—2/§ a0
0 0 0

S

5 T T 2n
—29}0 —2tg (5) -2 =2v3-.
——
V3

:2tg9}

dx

—4 X

#5 Quando usar uma substitui¢do trigonométrica para calcu-
lar integrais definidas, vocé precisa ser cuidadoso e veri-
ficar se os valores de 0 estdo nos intervalos discutidos nas
notas de aula.



Por exemplo, neste caso, o integrando € o mesmo que o da
funcdo dada no Exemplo 4-a, a diferenca ¢ que agora
—4 <x<-2.

Note-se que nenhuma das regras basicas de integracao € aplica-
vel. Para usar uma substituicdo trigonométrica, observe que es-
tamos no caso de integrais que tem termos da forma v/x2 — a2,
com a = 2, onde x < —a. Pela observagao dada no item 3,
na pagina 274 das notas de aula da Semana 9, temos, neste

x=2secH —
caso, que { dx = 2sec 0 tg0.d0 e Vx*—4=—-2tg0, onde

T
—<0<m.
2< /2

Observe que, para g < 6 < m, temos que tg6 < 0. Logo,
—2tg6 > 0 e a igualdade Vx> —4 = —2tg O faz sentido. Para
determinar os limites superior e inferior de integragdo, vocé de-
vera escolher 0 tal que g < 0 < m. Precisamos considerar
a mudanca dos limites de integracdo, isto ¢, enquanto x va-

. . —4
ria desde x = —4 até x = 2, 0 varia desde 6 = arcsec — =

2
arcsec(—2) = " até @ = arcsec <7> = arcsec(—1) = m.

3
2
Logo, T”SGS?I.
-2 T(_) T
/ \/x2—4dx:/ MZsecetg9d9:—2/ tg’0d0
—4 2 2sec6 z
T T T
:—2/ (sec29—1)d9:—2/ seczed0+2/ do
r n 2 4
:—2tg9] +29]2 — Dtgm42tg X 4o X
x iz —~ 3 3
RV
2
=—2\/§+?n.
SEMANA 11

Exercicio 7.5.

Calcule as seguintes integrais:

3x—1 8x—5
. d b, d
y /xZ—x * /(Zx—l)(x—l) *
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5x—7 3x2 — 16 +4x
== d d. | ————— 4
¢ /x2—2x—3 * /(x—l)(x2—4) ¥
/ Ox2 +2x—2
R M Sy
x(x—1)(x+2)

(Aula 23 do caderno didatico, exercicios propostos n°: 5,7, 8,9 e
11, respectivamente)

Solucio:

3x—1
a./)zc dx
X —X

N 3x—1 B .
Observe que a fungdo f(x) = ——— ¢ uma fung@o racional e
x> —x
¢ propria, isto €, o grau do numerador ¢ menor que o grau do

denominador.

Fatoramos o denominador ¢ como o mesmo tem dois fatores
lineares distintos, a decomposicdo em fragdes parciais tem a

forma 3 1 3 1 A B
x — x—
- 24 2 7.8
2—x  x(x—1) x+x—l 78

X

Para determinar os valores de 4 e B, multiplicamos ambos os
lados da Expressao 7.8 pelo produto dos denominadores
x(x— 1), obtendo

3x—1=A4(x—1)+Bx. (7.9

Sex=1em 7.9, obtemos

3(1)-1=B(1) = 2=8. (7.10)

30)—1=A(—1) = A=1. (7.11)

Substituindo 7.11 ¢ 7.10 em 7.8, da

-1 I 2
/ X dx:/—dx+/ dx = In|x| +2Injx — 1| + C.
X

X2 —x x—1
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8x—5
b /(2x—1)(x—l)dx

8x —
Observe que a fungdo f(x) = *

5
(2x—1)(x—1)
cional e ¢ propria, isto é, o grau do numerador ¢ menor que o
grau do denominador.

¢ uma funcao ra-

O denominador tem dois fatores lineares distintos ¢ a decompo-
sicdo em fragdes parciais tem a forma

8x—5 M4 n B
(2x—1)(x—1) 2x—1 x—1

(7.12)

Para determinar os valores de 4 e B, multiplicamos ambos os la-
dos da Expressdo 7.12 pelo produto dos denominadores
(2x—1)(x—1), obtendo

8x—5=A(x—1)+B(2x—1). (7.13)

Sex=1em 7.13, obtemos

8(1)=5=B(2(1)—1) = 3=B8B. (7.14)

1
Também, se x = 3 em 7.13, tem-se

1 1
8(5)—5:/1(—5) = A=2. (7.15)

Substituindo 7.15 e 7.14 em 7.12, da

8&x—35
d —d
/(Zx—l x—1) /2x—l x+/x—1 *

=In[2x—1|+3In[x— 1| +C.

Sx—7
| 5——=——=d
/ 2_2x—3
Ob fungdo f(x) = -5
serve que a fungdo f(x) = 5————
9 . § x?—2x-3
e € propria, isto é, o grau do numerador ¢ menor que o grau do
denominador.

¢ uma funcdo racional

Fatoramos o denominador e como o mesmo tem dois fatores
lineares distintos, a decomposicdo em fragdes parciais tem a
forma

S5x—=7 Sx—17 4 n B (7.16)
—2x—3  (x=3)(x+1) x-3 x+1 '
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/ 3x2 — 16 +4x

Para determinar os valores de 4 ¢ B, multiplicamos ambos os la-
dos da Expressao 7.16 pelo produto dos denominadores
(x—3)(x+1), obtendo

S5x—=7=A(x+1)+B(x—3). (7.17)

Sex=—1em 7.17, obtemos

5(—1)—7=+4B(—1-3) = 12=4B = 3=B. (7.13)

Também, se x =3 em 7.17, tem-se

53)-7=A403+1) = 8=44 = 2=A. (7.19)
Substituindo 7.19 ¢ 7.18 em 7.16, da

S5x—17 2 3
S dx= dxt [ ——d
/x2—2x—3 ) /x—3 x+/x+1 g

=2In[x—3|4+3In|x+1|+C.

x—1)(2—4) dx

3x? — 16 +4x

(x—1)(x*—4)
cional e ¢é propria, isto €, o grau do numerador ¢ menor que o
grau do denominador.

Observe que a fungdo f(x) = ¢ uma fungdo ra-

Fatoramos o denominador e como o mesmo tem trés fatores
lineares distintos, a decomposi¢do em fragdes parciais tem a
forma

3x? — 16+ 4x _ 3x2 — 164 4x A n B n C
x—1)2—4) (x—-Dx-2)(x+2) x—1 x—2 x+2
(7.20)

Para determinar os valores de 4, B e C, multiplicamos ambos
os lados da Expressdao 7.20 pelo produto dos denominadores
(x—1)(x—2)(x+1), obtendo

3% +dx—16=A(x—2)(x+2) +B(x— 1) (x+2) +C(x—1)(x —2).
(7.21)

Sex=1em 7.21, obtemos

3(12)+4(1) =16 =A(1-2)(1+2) = 9=34 = 3=4A.
(7.22)



Também, se x =2 em 7.21, tem-se
32 +4(2)—16=B(2—-1)(242) = 124+8—16=B(1)(4)
= 4=4B = 1=8B. (7.23)
Também, se x = —2 em 7.21, tem-se
3(—2)24+4(—2)—16 =C(—2—1)(—2—-2)

= 12-8-16=C(-3)(-4) = —12=12C= —1 =C.
(7.24)

Substituindo 7.24, 7.23 € 7.22 em 7.20, da

3x2 — 16+ 4x dx dx dx
/ dx—3/ / -
(x—1)(x? x—2 x+2

=3In|x—1|+Injx—2|—In|x+2|+C.

9x2 4+2x—2
./x+x dx
X

(x—1)(x+2)

9x? 4 2x — 2
x(x—1)(x+2)
cional e ¢é propria, isto é, o grau do numerador ¢ menor que o
grau do denominador.

Observe que a fungdo f(x) = ¢ uma funcéo ra-

O denominador tem trés fatores lineares distintos e a decom-
posicao em fragdes parciais tem a forma

oO’+2x—2 A B C
_ =4+ —+ —. 7.25
x(x—1)(x+2) x+x—1+x+2 (7.25)

Para determinar os valores de 4, B e C, multiplicamos ambos
os lados da Expressdo 7.25 pelo produto dos denominadores
x(x—1)(x+2), obtendo

9 +2x—2=A(x—1)(x+2) +Bx(x+2) +Cx(x—1). (7.26)
Se x =0 em 7.26, obtemos

—2=A(0-1)(042) = —2=-24 = 1=4. (727

Também, se x = 1 em 7.26, tem-se

9(1)4+2(1)—2=B(1)(1+2) = 9=B(1)(3) = 3=8
(7.28)
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Também, se x = —2 em 7.26, tem-se
9(—2)2+2(—2)—2:C(—2)(—2— 1)=36—-4-2=C(-2)(-3)
= 30=6C = 5=C. (7.29)

Substituindo 7.29, 7.28 ¢ 7.27 em 7.25, da

[t = [ 503 [ s [ 5

=In|x|+3In|x— 1|+ 5In|x+2|+C.

Exercicio 7.6.

Calcule as seguintes integrais:

X /4x2+2x—1d b/ x+1
| ————s—dx
(x3 +x2) x2+1
2
x*—x+9 x+2
R d | 4——d
¢ /(xz—k9)2 * /x3+2x2+5x *
Solucio:
/4x2+2x—1d
@) T

4x* 4+2x— 1 4x2+2x— 1
(B +x2)  x2x+1)
€ propria. Como o denominador € o produto dos fatores linea-
res alguns repetidos x* (x + 1), logo a decomposi¢io em fragdes
4x% +2x — 1

arciais para ———  , tem a forma
P P x2(x+1)

Note que a fungdo racional R(x) =

474+2x—1 4 B C

—— =4+ —. 7.30
x2(x+1) x+x2+x+1 (7.30)

Para determinar os valores de 4, B e C, multiplicamos ambos
os lados da Expressdao 7.30 pelo produto dos denominadores
x?(x+ 1), obtendo

4 4 2x —1=A(x)(x+ 1) +B(x+1) +Cx*. (7.31)
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Sex=0em 7.31, obtemos

—1=+4B(1) = —1=8B. (7.32)
Também, se x = —1 em 7.31, tem-se
4(=1)242(-1)—1=C(-1)* = 1=C. (7.33)

Sex =1 em 7.31 e substituindo os valores de B e C, obtemos
417 +2(=1) = 1=A()(1+ 1)+ (=1)(1+ 1)+ (1)(1)?
=5=24—-1=4=3. (7.34)

Substituindo 7.34, 7.33 ¢ 7.32 em 7.30, da

4x2+2x—1_3+—1+ 1
Px+1)  x ¥ x+1

Assim,

4 4+ 2x—1 3 —1 1

T = Zaxt [ dv= [ ——d
/ x2(x+1) * /x x+/x2 * /x+1 *
x~! 1
:3ln]x|——1+ln|x+1|+C:3ln|x]+—+ln]x+l]+C.
— x

Ou também

4x? +2x — 1 1 1
/Hixdx:1n|x3(x+1)]+—+C:1n|x4+x3]+—+c,
(x® +x2) x x

/2 x+1

. ———dx

1 x(x2+1)

Vamos calcular em primeiro lugar a integral indefinida

/ﬂdx_
x(x2+1)

Note que a fungdo racional R(x) = ¢ propria. Por ou-

x+1
x(x*+1)
tro lado, x> 4 1 é um fator quadratico irredutivel, pois > —4ac =
0—4(1)(1) < 0. Como o denominador ¢ o produto do fator li-

near x pelo fator quadratico irredutivel (x> + 1), a decomposigo

1
em fragdes parciais para R(x) = L tem a forma

x(x?+1)

x+1 A4 Bx+C
— =+ . 7.35
x(x2+1) x+x2+l (7.35)

CEDERIJ 301

n MODULO 2

A,

APENDICE



Caderno de Calculo II | Exercicios Adicionais para as Semanas 10 até 13

302 CEDERJ

Para determinar os valores de 4, B e C, multiplicamos ambos
os lados da Expressdo 7.35 pelo produto dos denominadores

x(x? 4+ 1), obtendo

x+1=A(*+1)+ (Bx+C)x. (7.36)

Sex =0 em 7.36, obtemos

04+1=4(0*+1) = 1=4A. (7.37)

Também, se x = 1 em 7.36 e substituindo o valor de 4, tem-se

1+1=1((1)*+1)+B(1)+C)1 =2=2+B+C=B+C=0.
(7.38)

Se x =2 em 7.36 ¢ substituindo o valor de 4, obtemos
241=(1)2°+ 1)+ (B(2)+C)2=3=5+4B+2C
=2B+C=—1. (7.39)
Resolvendo 7.38 e 7.39, obtemos
B=-1 e Cc=1. (7.40)

Substituindo 7.40 € 7.37 em 7.35, da
x+1 1 —x+1

_— =t 7.41
x(x24+1) x  x2+1 (741)
. x+1 x+1
Assim, / ) dx—/ —dx+ / 2+l
1 2x 1
=1 d d
nfx| = 2/ X2+1 x+/x2+1 *
1
=In|x| — 3 In(x* + 1) +arctgx + C. (7.42)

Usando 7.42 e o Teorema Fundamental do Célculo, resulta que

2 x+1 1., 2
/1 mdlen]ﬂ—iln(x +1)+arctgx |

1 1
=1In[2|— 51n(22 +1)+arctg2 + Eln(l2 +1)—arctgl

1 1 T

=In|2|—<In5 tg2 4+ —In2 — —

n|2| 5In + arctg +2n 2
3 1



. /de
) @219y

Note que a fungdo racional ¢ propria. Por outro lado, x*> +9 é
um fator quadratico irredutivel, pois 5* —4ac = 0—4(1)(9) <
0. Como o denominador ¢ formado pelo fator quadratico irre-
dutivel repetido (x* +9)?, a decomposi¢do em fragdes parciais

X2 —x+9

W,temaforma
2 —x+9 _Ax+B+ Cx+D
(x24+9)2  x2+9  (x2+9)%

para

(7.43)

Para determinar os valores de 4, B, C e D, multiplicamos ambos
os lados da Expressdo 7.43 pelo produto dos denominadores
(x> +1)?, obtendo

X —x+9=(4x+B)(x*+9) + (Cx+ D).

Usando o 1° método, obtemos
¥ —x4+9=Ax + B> +94x+9B+Cx+D

0 +x% —x+9=Ax> + Bx* + (94 +C)x + (9B + D).

Assim, da igualdade de polindmios, temos

A=0 (7.44)

B=1 (7.45)
94+C=—1 (7.46)
9B+D=09. (7.47)

Substituindo 7.45 em 7.47, temos

D=0. (7.48)

Substituindo 7.44 em 7.46, temos

C=—1. (7.49)

Substituindo os valores das constantes em 7.43, obtemos

x2—x+9_ 1 X
(x2+9)2  x249 (x249)%
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Assim /xz—x—|—9dx_/ dx B xdx
’ (x2+9)27" ) x2+9 (x> +9)?

B ; / 2xdx
- arcgs 2] (2 19)2

Faca a substituicdo u =x>4+9 = du = 2xdx.

L aret / w7 e

— — ar ar

3a°g3 2 °g3 2\ 1

1 1

— —arct C.

3ang3+2u+

Portanto,

X2 —x+9 1 X 1
Y X = —arctgr +—— 4 C.
/(x2+9)2 SR R T

x+2
d. —_—d
/x3+2x2+5x o

x+2 x+2 )
Bt (x2+2x+5)e
uma func¢do racional e ¢é propria, isto €, o grau do numerador ¢é
menor que o grau do denominador. Por outro lado, x* +2x + 5
é também um fator quadratico irredutivel, pois b*> — 4ac = 2% —
4(1)(5) < 0. Como o denominador ¢ o produto do fator linear

x pelo fator quadratico irredutivel x* + 2x + 5, a decomposigio
x+2
fraco iai —,t fi
em fragdes parciais para Er215) em a forma
x+2 4 n Bx+C
x(x2+2x+5)  x  x24+2x+5

Observe que a fungio f(x) =

(7.50)

Para determinar os valores de 4, B e C, multiplicamos ambos
os lados da Expressdo 7.50 pelo produto dos denominadores
x(x? 4+ 2x+5), obtendo

0x> +x+2=A(x* +2x+5)+ (Bx+C)x

Ox? +x+2 = Ax* +24x + 54 + Bx> + Cx
0x*> +x+2= (44 B)x* + (244 C)x + 54

A+B=0 (7.51)
24+C=1 (7.52)
54=2 (7.53)
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De 7.53 resulta que

2
A=-—. 7.54
: (7.54)
Substituindo 7.54 em 7.51, temos
2
B=—-. 7.55
: (7.55)
Substituindo 7.54 em 7.52, temos
C= ! (7.56)
=z .
Substituindo os valores das constantes em 7.50, obtemos
x+2 2 1 (=2x+1) 2 (2x—1)
x(x2+2x+5)  5x 5x2+2x+5  S5x  5(x2+2x+5)
/ x+2 /dx_l (2x — 1)dx
x(x2+2x+5 ~s x> 42x+5
= —1 — = 7.57
i /ﬂ+n+5 (7.57)

Por outro lado, usando a técnica de completar quadrados no
denominador, temos

/(Zx—l)dx_/ (2x— 1)dx _/(Zx—l)dx
R4+2x+5 S 2+ +1+4 ) (x+1)24+4

Faga a substituicdo # = x+ 1 = du = dx e temos também que
x=u—1.

(2x—1)dx [ (2u—1)—1)du 2u—3
/(x+1)2+4_/ u> +4 /u2+4d

3
4)_ 2
/ g 3/ = n(u +4) S arctg 5 ‘ic

3 1
=In((x+1)>+4)— Earctg (x—; ) +C
) 3 (x+1)
=In(x"+2x+5)— Earctg 5 +C. (7.58)
Substituindo 7.58 em 7.57, resulta
x+2 2 1, 3 (x+1)
TS gv=ZlInfx|— - In(x®+2x+5)+ — arct
/x3+2x2+5x x 5n|x] 5n(x+x+ )+ o et =
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Exercicio 7.7.

Analise as seguintes integrais improprias, indicando quando elas
divergem e calculando-as, caso contrario:

+eo oo
a. / —dx b./ e “dx, a>0
1 X 0

(Aula 26 do caderno didatico, exercicios propostos n® 1 e 13,
respectivamente)

/2 dx /8 dx
C. —_— d. —
e X244 0 vx

9 1 1
. d f/ 24
c /0 9_x X _lx X

Solucio:

O dominio de Ai(x) = é ¢ R — {0}, observe que 4, em par-
ticular, ¢ continua no intervalo [1,+-ec), assim a integral dada
resulta uma integral impropria sobre um intervalo nao-limitado.
Observe também que dos exemplos referenciais dados tanto no

caderno didatico como no da coordenagdo vemos que para

+eo ]
r=2>1 a integral / —dx converge. Como foi pedido
1 X

calcular as integrais que convergem vamos calcular a integral
pedida.

Note-se que da defini¢do de integral impropria sobre um inter-
valo nao-limitado, temos:

teo ] A
/1 v lim [ Sax (7.59)
Mas,
d -1 —1
/—f:/xfzdx:x—Jrcz—ch. (7.60)
X —1 X



Substituindo 7.60 em 7.59 e aplicando a segunda forma do
Teorema Fundamental do Calculo, temos que

tedy =17 , -1
/ —2:hm— =lm |(—+1)=
1 X (=dee X | IoFe \

~+oco
} / e “dx, a>0
0

Como o dominio de (x) = e~ * & (—oo, 4-o0), Observe que /1, em
particular, ¢ continua no intervalo [0, 4-o<), assim a integral dada
resulta uma integral impropria sobre um intervalo ndo-limitado.
Observe também que dos exemplos referenciais dados tanto no
caderno didatico como no da coordenagdo vemos que se a > 0,

segue que a integral e “dx converge. A seguir, vamos
0
calcular o valor da integral.

Por defini¢do de integral imprdpria sobre um intervalo nao-limi-
tado, temos para a > 0

~+oo
/ e Pdx = lim e “dx. (7.61)
0

t——oo

Mas,

! I
/ ey = = / —ae Ty = ——e "+ C. (1.62)
a

a

Assim, substituindo 7.62 em 7.61 ¢ usando o Teorema Funda-
mental do Céalculo, obtemos

+oo 1 t 1 1
/ eiaxdx = lim — —eax:| = lim |:_ _e*at _:|
0

(=t @

. [ ] 1 1
= lim |- +—-=-.
t—teo | qgedt a a
/2 dx
") X244

Como o dominio de A(x) = ¢ R, observe que 4, em par-

2

x-+4
ticular, é continua no intervalo (—eo,2], assim a integral dada
resulta uma integral impropria sobre um intervalo ndo-limitado.

Por defini¢ao de integral impropria sobre um intervalo nao-limi-
tado, temos

/2 dx = lim /2 dx = lim 1arct x]°
A ) a2

t
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) 1 2 1 t , 1 1 t
= lim |-arctg- — -arctg—| = thm —arctg 1 — —arctg —

t——co | D 2 2 2 —oo |2 2 2
_Ir 11. [ ; t}
=33 2H1r£1oo arcg2 .
Ob Figura 7.1, que i [ tt]— i
S€rve, na lgura .1, que t;glm arc g2 = 2
y
oA
5
| A vty
I _ 2 t
""" %
E
Figura 7.1

/2ﬂ_z_l[_z]_z+z_3_ﬂ
—wx?24+4 8 2L 2) 8 4 8

3
Logo, a integral dada converge a ?ﬂ

v
0 Vx

1
O dominio de A(x) = 7 ¢ (—o0,0) U (0,+00). Observe que 4,

em particular, ¢ uma fungao continua em (0, 8], assim a integral
dada resulta uma integral impropria onde o integrando ¢ uma
funcdo ndo-limitada no extremo inferior do intervalo. Observe
também que dos exemplos referenciais dados tanto no caderno

r ~ 1
didatico como no da coordenagdo vemos que para » = 3 <la

81
integral / —dx converge. A seguir, vamos calcular o valor da
0 X

integral.
8 4 8 4 8 38
Zoim [ X =lim [ xdy= lim 3’3]
0 VX im0t VX oot e t—ot ¢
3 3 3 3 3
= lim (2(8)F —2(1)3 | =2(2%)i— lim ( 2(r)7 | =222 =6.
t—ot 2 2 2 t—0" 2 2
—_—
0



9 1
e. / dx
0 v9—x

O dominio de A(x) =

1
s ¢ (—0,9) U (9,400). Observe
—X
que A, em particular, ¢ uma fungdo continua em [0,9), assim a
integral dada resulta uma integral imprdpria onde o integrando
¢ uma fung¢ao nao-limitada no extremo superior do intervalo.

Note também que

9 1 t 1 t i
/ dx = lim dx=—1lim | —(9—x)%dx
0 vV9—x =9~ J0o vV9—x =9~ Jo

=
[N

—2(9-0)

t—9~ t—9

L (9—x)%t_ .
= — lim 22— ]O——hm<2(9—t)

=—(-2v9) =6.

1
. / x2dx
—1

O dominio de /(x) = x~2 é (—eo,0) U (0, +c0). Observe que #,
em particular, ¢ uma fung8o continua em [—1,0) U (0, 1], assim
a integral dada resulta uma integral impropria onde o integrando
¢ uma funcdo ndo-limitada no ponto 0, que ¢ um ponto interior
do intervalo [—1,1].

Devemos dividir a integral em dois casos:

1 0 1
/ xfzdx:/ xfzdx#—/ x2dx. (7.63)
~1 ~1 0

Observe que a escolha do numero 0 para dividir o intervalo em
dois subintervalos ¢ necessaria para transformar a integral dada
em duas integrais imprdprias de fungdes ndo-limitadas nos ex-
tremos do intervalo.

Por definicdo de integrais improprias de fungdes ndo-limitadas,

temos

0 t x_l t
/ x2dx = lim x 2dx = lim —}
-1 1

t—0 /-1 t—0- —1

~ lim [Q— (_1)1] — lim [_—1—1} — feo.  (7.64)

t—0 [ — 1 —1 t—0"

Como uma das integrais que compoe a soma dada em 7.63 di-
verge, podemos concluir, mesmo sem estudar a outra integral,
que a integral dada diverge.

CEDERJ 309

n MODULO 2

A,

APENDICE



Caderno de Calculo II | Exercicios Adicionais para as Semanas 10 até 13

310 CEDERJ

b [l g
' /2 x2 Inx o
—+oo

1
¢ /1 (ENCIE

Exercicio 7.8.

Usando critérios de convergéncia, determine a convergéncia ou
divergéncia das seguintes integrais improprias:

+oo A
a. / e Ysen"xdx
0

1

(Aula 27 do caderno didatico, exercicios propostos n° 3, 5 e 10,
respectivamente)

Solucio:

~+oco
a. / e “sen*xdx
0

Observe que o dominio da fun¢io f(x) = e *sen*x ¢ R. Ob-
serve também que f, em particular, ¢ continua no intervalo
[0,+4c<), assim a integral dada resulta uma integral impropria
sobre o intervalo ndo-limitado [0,+e<). Note-se também que
f(x) > 0 para todo x € R.

Lembre-se de que se 0 < u < 1 entdo 0 < u* <u < 1. Por ou-
tro lado, sabemos que 0 < |senx| < | para todo x € R, entdo
0 < sen’x < |senx| < 1. Logo, 0 < sen’x < 1 e, analogamente,
usando a mesma propriedade, temos que 0 < senx < sen’x < 1,
isto & 0 < sen*x < 1 para todo x € R. Portanto,
0<e *senx <e ™.

Considerando f(x) = e *sen*x e g(x) = e~ temos, em parti-

cular, que 0 < f(x) < g(x) para todo x > 0. Observe também
que dos exemplos referenciais dados tanto no caderno didatico
como no da coordenagdo vemos que se » > 0 segue que a in-

~+oo
tegral / e dx converge. Neste caso, para r = 1 temos que
0

~+oo
/ e *dx converge.
0
Pelo critério de comparacao para integrais improéprias so-

bre intervalos nao-limitados, se / g(x)dx converge, entao
0

~+oo
f(x)dx também converge.



Assim, o critério anterior nos permite afirmar que a integral

~+oco
/ e *sen*xdx converge.
0

teo p
/2 e

1
O dominio de f(x) = s ¢ (0,1)U(1,+e0), observe que f,

em particular, ¢é contlnua no intervalo [2,+eo), assim a inte-
gral dada resulta uma integral impropria sobre o intervalo nao-
limitado [2,+e<). Note-se também que x > 2 = Inx > In2 > 0
ex? > 0= f(x) > 0 paratodo x € [2,+oo).

1 1
Por outro lado, observe que como Inx > In2 = — < —
) { Inx = In2

1
todo x € [2,4o), entio —— < ———. Portanto,
para todo x [ + ) entao x2 1nx ~ x2 In2 ortanto

1
0< s < 25 Para todo x € [2, 4-e0).

1
Considerando f(x) = ¢ glx) = T temos, em particu-
x21n

lar, que 0 < f(x) < g(x) para todo x € [2,+o0). Observe também

que dos exemplos referenciais dados tanto no caderno didatico
como no da coordenagdo vemos que se p > 1 segue que a in-

|
tegral / - dx converge. Neste caso, para p =2 > 1, temos
x
ue —dx converge, logo
d /% x2 g, log /z 21n2 ln2/
converge.
Pelo critério de comparacao para integrais impréprias so-

oo

bre intervalos nao-limitados, se / g(x)dx converge, entao
2

~+oo
/ f(x)dx também converge.
2
Assim, o critério anterior nos permite afirmar que a integral

~+oo
dx converge.
/2 x2Inx

oo i
' /1 eI

1
(1+vx)(1+x)
h ¢é continua no intervalo [1,4-c0), assim a integral dada resulta
uma integral impropria sobre o intervalo ndo-limitado [1, o).

O dominio de A(x) = ¢ [0,4-o0), observe que

Para facilitar o nosso estudo, vamos fazer a substitui¢do u = /x.
Entdo, x = 12, logo dx = 2udu. Fazendo a mudanca dos limites
de integragdo, temos que, quando x = 1, entio u =1 =1 ¢
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quando x — oo temos que u = /x — +oo. Assim, resulta que

+o0 1 oo 2u
| amrma =) w09

2u )
— ¢
(I+u)(1+u?)
continua para u € [1,+ec). Vamos estudar esta ultima integral
impropria sobre o intervalo ndo-limitado [1,+oo).

2
Note-se também que se chamamos f(u) = (H_TLM >0
u u

1
eg(u)= " > 0 parau € [1,+4co) podemos usar o critério do li-

Observe que, em particular, a fungdo racional

mite do quociente ou também chamado teste de comparacgao
no limite com f(u) e g(u) acima definidas.

2u
T 3
Como tim L) — im WU fim e
u—teo g(U)  u—rtoo - u—too (14 u)(1+u?)
Foe 2u
2 € (0,4+<0). Entdo, as integrais improprias / —_
( ) g proprias | G

+oo ]

e / — du comportam-se da mesma maneira, ou seja, ambas
1 u

convergem ou ambas divergem.

Por outro lado, sabemos do primeiro exemplo referencial do

caderno de coordenagdo , [ou Exemplo 27.2 do Mdédulo 2 do
caderno didatico] que

oo
“/ — du com a > 0 converge se r > | e diverge se r < 1.7
a u

~+oco
Assim, neste caso,a=1er=2>1, logo / — du converge.
1 u

oo o)
Portanto, / —uz du também converge. Assim de
1 (w1 +u?)

+oo 1
7.65 podemos concluir que / -_—
P W v+

dx converge.

Exercicio 7.9.

Encontre os valores de p para os quais cada integral converge:

. /+°° dx b /2 dx
" J2 x(Inx)? “J1 x(Inx)?
Solucio:

. /*"" dx
" )2 x(Inx)?

du



1
x(Inx)?
em particular, / ¢ continua no intervalo [2,+ec), assim a inte-
gral dada resulta uma integral impropria sobre o intervalo nao-
limitado [2,+<o).

O dominio de %(x) = ¢ (0,1) U (1,4-o0), observe que,

o N dx
Faga a substitui¢cdo u = Inx, entdo du = —. Logo, sex =2 =
X
u=1n2 esex — +oo = u—> +oo. Assim

too 4 +oo g
/ r / . (7.66)
2> x(Inx)?  Jin2 w?

Esta ultima integral é conhecida dos exemplos referenciais e sa-
bemos que ela converge se p > 1 e diverge se p < 1. Portanto,

e d
da igualdade dada em 7.66, deduzimos que / a
> x(Inx)?

con-

verge se p > 1 e diverge se p < 1.

b /2 dx
1 x(Inx)?

O dominio de /(x) =

x(lnx)P ¢ (0’ 1) U (17+°°), observe que,

em particular, 4 ¢ continua no intervalo (1,2], assim a integral
dada resulta em uma integral imprdpria onde o integrando ¢é
uma fung¢ao ndo-limitada no extremo inferior do intervalo.

. d
Faga a substituicdo u = Inx, entdo du = _x. Logo,sex=1=
u=Inl=0esex=2=u=1In2.

2 In2
/ dx_ _ / du (7.67)
1 x(lnx)?  Jo wP

Esta ultima integral é conhecida dos exemplos referenciais e
sabemos que ela converge se p < 1 e diverge se p > 1. Portanto,

2
da igualdade dada em 7.67 deduzimos que /
1

(inx)? converge
se p < 1ledivergese p > 1.

Exercicio 7.10.

8

Ache a area da regido entre o eixo Oxeacurvay = — 1
x J—

x> 3.

para

~ 8
Soluc¢do: Observe que y = 74 parax > 3 é uma funcao sem-
x J—

pre positiva, sabemos também que dita regido encontra-se no primeiro
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quadrante ¢ que ¢ limitada inferiormente pelo eixo, assim nao precisa-
mos do grafico da regido para perceber que a area da regido ilimitada

to g
A(R) é dada por A(R) = / e dx, desde que a integral dada seja
300 X =

convergente. De fato,

oo g t 8
A(R) = dx = li ————dx. 7.68
®) /3 24T AN (x—2)(x+2) * (7.68)

v lcular a integral indefinid / 54

amos calcular a integral indefinida [ ——————dx.

£ (x—2)(x+2)
Usando a técnica de integracao de fragdes parciais, temos que
8 A B

(x—2)(x+2) 2t
8=A(x+2)+B(x—2)

A+B=0
Ox+8 = (4+B)x+ (24 —2B), logo { B4
Portanto, 4 =2 ¢ B=—2.
/ 8 / 2dx 2dx
————dx= —
(x—2)(x+2) x—2 x+2
x—2
=2Injx—2|-2Injx+2|+C=2In ’—i—C (7.69)
x+2
Substituindo o resultado de 7.69 em 7.68, temos que
x—2

teo @ t g
A(R) = / dv=lim [ ——dx= lim 2In
3

x2—4 t—too J3 X2 —4 [—rfoo X+

t
2.
3-2 . |t=2 1
3—|—2H =2 <zgr+noo 1+2 )_21115
AR)=2In1 —21In1 +2In5=2In5 unidades quadradas.

— =~
0 0

(=2
i BY
r+2| ™"

AR) = lim [2 In

t——+eo

S6 como informagao, fornecemos o grafico da regido estudada na
Figura 7.2.

y

Figura 7.2
314 CEDERJ
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Exercicio 7.11.

Encontre o volume do so6lido obtido pela rotagdo da regido R no
primeiro quadrante limitada pelas curvas x =%, x =y+2, y=0.

a. Em torno do eixo Oy.

b. Em torno do eixo Ox.

c. Em torno da reta vertical x = 4.

d. Em torno da reta horizontal y = 2.

e. Em torno da reta horizontal y = 4.

Em cada caso: esboce a regido e, de acordo com o seu raciocinio,
mostre uma casca tipica ou um disco tipico ou arruela. Faga um
esboco do sélido correspondente.

Solu¢io:

a. Em torno do eixo Oy.

Desenhamos a Figura 7.3, mostrando a regido e o eixo de rotacao
(eixo Oy). Identificamos as fungdes raio maior R(y) e o raio me-
nor 7(y), onde R(y) =y+2 e r(y) =»* onde 0 < y <2. Com
efeito, intersectando x = 1? e x = y + 2 e resolvendo a equagio
> =y+2, ouseja, y> —y—2 =0 resulta que y = 2 logo x =4, ou
y=—1logo x = 1. Como a regido esta no primeiro quadrante
s0 interessa o ponto (4,2). Note-se também que, em particular,
0 <r(y) <R(y) para 0 <y < 2. (Observe também que se ten-
tamos usar o método das cascas cilindricas, neste caso, teremos
que dividir em regides e dard mais trabalho).

y
r
. =Y /x:y+2
R
7=0 *
Figura 7.3
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d
O volume ¢ dado pela férmula J' = n/ [(R(y))2 - (r(y))z] dy.

Assim, o volume ¢

v=r [ [0+ 20 dr=r [ (7 +dprat)d
=T 0 y=n 0 Y 4 y)ay

3 2 5 2 93 72 95
V::n<y—+4y—+4y—y—)] = <—+4—+4(2)— —)

3 2 5 0 3 2 5
8 32 8 32 40 —96
V=mn(l6-— ﬁ = ﬁ unidades de volume.
15 15

Na Figura 7.4, mostramos o esbo¢o do sélido correspondente.

Y
N

Figura 7.4

b. Em torno do eixo Ox.

Desenhamos a Figura 7.5, mostrando a regido e o eixo de rotagao
(eixo Ox). Identificamos a fungdo altura da casca tipica A(y)
e o raio médio da casca tipica 7(y), onde h(y) = (v +2) —)?
e 7(y) = y para 0 < y < 2. Note-se que 0 < y* < y+2 para
0 <y <2,assimh(y) > 0e7(y) > 0nesse intervalo. Na Figura
7.6, mostramos o esboco do sélido correspondente. (Observe
também que se tentamos usar o método dos discos ou arruelas
neste caso teremos que dividir em regides e dara mais trabalho).

y
y
, 42 A=
=N & - s
ﬁ/y/- S —x=y+2 N
i
~
=0 S
Figura 7.5 Figura 7.6
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d
O volume ¢ dado pela formula V' = 2x / 7(v) h(y)dy. Assim,
o volume ¢ ‘

2 2
V:27r/0 y(y+2—y2)dx=27f/0 O +2y—y")dy

3 2 4 2 3 4
ooy 2 2 2
V=2r|—42— -2 =2 (=4+(2>)-=

ﬂ<3+ 2 4>:|O ”<3+( ) 4)

V=2r (2 +4— 4> = mTﬂ unidades de volume.
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c. Em torno da reta vertical x = 4.

Desenhamos a Figura 7.7, mostrando a regido e o eixo de rotacao
(a reta vertical x = 4). Identificamos as fung¢des raio maior R(y)
e o raio menor 7(y), onde R(y) =4 —)? er(y) =4— (y+2) =
2 —ypara 0 <y <2. Note-se que 0 < r(y) < R(y) para 0 <
y < 2. Observe também que o eixo de rotagdo esta do lado di-
reito da regido dada. Na Figura 7.8, mostramos o esboco do
solido correspondente. (Observe também que, se tentamos usar
o método das cascas cilindricas, neste caso, teremos que dividir
em regides e dara mais trabalho).

J,‘ }7

x=4 x=4

qs Y
P -
X/y R $_/X:_)7+2

L N e N
= X
y=0 4 *
Figura 7.7 Figura 7.8

d
O volume ¢ dado pela formula V' = 717/ [(R())* — (r(v))?] dy.

Assim, o volume ¢

2
v=n [ (=92 -]y
2
VZ”/O [16—8y+y* — (4—4y+)7)] dy
2 2
0 0

2 2

V=nr <12y—4%)] = m(24 —8) = 16w unidades de vo-
0

lume.
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d. Em torno da reta horizontal y = 2.

Desenhamos a Figura 7.9, mostrando a regido e o eixo de rotagao
(da reta horizontal y = 2). Identificamos a fun¢do altura da
casca tipica A(y) e o raio médio da casca tipica 7(y), onde
h(y) =y+2—3* e 7(y) =2 —y para 0 < y < 2. Note que
0<y?<y+2para0<y<2 assim h(y) =y+2—3* >0
e 7(y) =2 —y > 0 nesse intervalo. Veja também que a reta ho-
rizontal y = 2 encontra-se acima da regido dada. Na Figura
7.10, mostramos o esbogo do so6lido correspondente. (Observe
também que, se tentamos usar o método dos discos ou arruelas,
neste caso, teremos que dividir em regides e dard mais traba-
lho).

y
b%
x=p? ,'
’ 7 ——x=y+2 '
. \
Figura 7.9 Figura 7.10

d
O volume ¢ dado pela formula V' =2r / 7(v)h(y)dy. Assim,

o volume ¢é

2
v =2m [ @=y)0+2-)dy

2
V:27r/ 2y —y*+4—-2y—2" +1%)dy
0

2 y3 y4 2
szn/ (4—3y"+ )dy =2m [ 4y — 3= +—
0 3 4 0

V=2n(8 —8+4)=2m(4) = 8m unidades de volume.

e. Em torno da reta horizontal y = 4.

Desenhamos a Figura 7.11, mostrando a regido e o eixo de
rotagdo (da reta horizontal y = 4). Identificamos a funcdo al-
tura da casca tipica A(y) e o raio médio da casca tipica 7(y),
onde h(y) =y+2—)? e F(y) =4 —y para 0 < y < 2. Note que
0<y*<y+2para0<y<2 assimh(y)=y+2—-3>>0ce
7(y) =4 —y > 0 nesse intervalo. Veja também que a reta ho-
rizontal y = 4 encontra-se acima da regido dada. Na Figura
7.12, mostramos o esbo¢o do so6lido correspondente. Observe
também que, neste caso, se tentamos usar o método dos discos
ou arruelas, teremos que dividir em regides e dara mais traba-
lho.



y

_ r —

y=4 S c—r=4
v 1
2 xé\’

I%”
]’I );4}7 // “
X X
Figura 7.11 Figura 7.12

d
O volume ¢ dado pela formula V' =27 / 7(v)h(y)dy. Assim,

C
o volume ¢

2
V:27r/0 (4—y)(y+2—y*)dy
2
V:27r/ (4y = +8 =2y — 47 +)°)dy
0
2
V:2n/ (2y—5y2+8+y3)dy
0

N "\
=21 (2= —5— —
V n( 7 53+8y—|—4>]0
4 4 4
V=2rm 4—?O+16+4>:2n<24—?0>:%n uni-
dades de volume.

Exercicio 7.12.

Encontre o volume do so6lido obtido pela rotacdo da regido R
limitada pelas curvas x =1—)%, x=2+)%, y=—1, y=1.

a. Em torno do eixo Oy.
b. Em torno do eixo Ox.
c. Em torno da reta vertical x = —1.
d. Em torno da reta horizontal y = 2.
Em cada caso: esboce a regido e de acordo com o seu raciocinio,

mostre uma casca tipica ou um disco tipico ou arruela. Faga um
esboco do sélido correspondente.
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Solucio:

a. Em torno do eixo Oy.

Desenhamos a Figura 7.13, mostrando a regido e o eixo de
rotagdo (eixo Oy). Identificamos as fungdes raio maior R(y)
e o raio menor 7(y), onde R(y) =2 +3* e r(y) = 1 —)?, onde
—1 <y < 1. Note-se também que, em particular, 0 < r(y) <
R(y) para —1 <y < 1. Observe que, pela simetria da regido em
relagdo ao eixo Ox, podemos também calcular o volume para
0 <y <1 e multiplicar o resultado por 2. Observe também que,
neste caso, se tentamos usar o método das cascas cilindricas,
dara mais trabalho.

)7
N
1
R
N 7 V
-1 \
Figura 7.13

d
O volume ¢ dado pela férmula V' = n/ [(R(y))2 - (r(y))z] dy.

Assim, o volume ¢
1 1
V:n/1 [(2+))? = (1=37)?] dy=27r/0 (240" = (1=)%)]dy

1 1
szn/ [4+4y2+y4—1+2y2—y4]dy:2n/ [3+67%]dy
0 0

1 y3 ! 2
V:6ir/ [1+2)%]dy = 6n <y+2?>} = 6m <1+§>
0

0
V = 10 unidades de volume.

Na Figura 7.14, mostramos o esboco do sélido correspondente.

s

Figura 7.14
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b. Em torno do eixo Ox.

Observe que pela simetria da regido sombreada em torno do
eixo Ox, basta considerar a regido sombreada que estd acima do
eixo x como mostra a Figura 7.15 para obter o solido corres-
pondente mostrado na Figura 7.16.

y
3
1 “l\\\\ //// (\)
h i K N 3 (;
N7 .
1 2 3 S K
Figura 7.15 Figura 7.16

Observe que o método que d4d menos trabalho, neste caso, ¢
o das cascas cilindricas. Identificamos a fungao altura da casca
tipica A(y) e o raio médio da casca tipica 7(y), onde
h(y)=Q2+y)—(1-y)=1+2%er(y) =ypara0 <y < L.
Note-se que A(y) > 0 e 7(y) > 0 nesse intervalo.

d
O volume ¢ dado pela formula V' =27 / 7(v) h(y)dy. Assim,

C
o volume ¢

1 1 yz y4 1
V:27r/ v[1+2)°] dy:27r/ (y+20*)dy=2n <—+2—>]
0 0 0

2 4

1 1
V =2r <§ + 5) = 21 unidades de volume.

c. Em torno da reta vertical x = —1.

Desenhamos a Figura 7.17, mostrando a regido e o eixo de
rotagdo (reta vertical x = —1). Observe que o método dos dis-
cos ou arruelas ¢ o mais adequado. Identificamos as func¢des
raio maior R(y) e o raio menor 7(y), onde R(y) = 14 (2+)?) =
343*er(y) =1+(1—»*)=2—3? onde —1 <y < 1. Note-se
também que, em particular, 0 < r(y) < R(y) para —1 <y < 1.
Observe que, pela simetria da regido em relagao ao eixo Ox, po-
demos também calcular o volume para 0 <y <1 e multiplicar
o resultado por 2.
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r
>

x=-1

Figura 7.17

d
O volume ¢ dado pela férmula J' = n/ [(R(y))2 - (r(y))z] dy.

Assim, o volume ¢

1 1
v=r [ [+ =@ )dy=2n [ [+ -]y

1 1
szn/ 9+ 62+ —4+4y" — "] dy:27t/ [5+10y] dy
0 0
B\ 10\ 50
V=2r <5y+ lO;) ] =2r <5 + ?> = ?nunidades de volume.
0

Na Figura 7.18, mostramos o esboco do sélido correspondente.

Figura 7.18

d. Em torno da reta horizontal y = 2.

Desenhamos a Figura 7.19, mostrando a regido e o eixo de
rotagdo (reta horizontal y = 2). Observe que o método que da
menos trabalho, neste caso, é o das cascas cilindricas. Identi-
ficamos a fungao altura da casca tipica A(y) e o raio médio da
casca tipica 7(y), onde h(y) = (2+1?) — (1 —)*) =1+27 ¢
7(y) =2—ypara —1 <y < 1. Note-se que i(y) > 0e7(y) >0
nesse intervalo.
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)7

2h)

~H

Figura 7.19

d
O volume ¢ dado pela formula V' = 2x / 7(v) h(y)dy. Assim,

C
o volume ¢

1 1
V= 2n/ 2= )1 +2]dy = 2n/ 2—y+472 —23)dy
—1 —1

2 3 4 1
oy oy
V=2m(2y— 2 +4— —20
" ( 2 - 3 4 > ]—J

1 4 1 1 4 1
V—2ﬂ(2—5+§—5>—2ﬂ(2(—1)—5—§—§>

4 4 4 4

8 20 40
V=2m (4+ §) =2r <?> = Tﬂ unidades de volume.

Na Figura 7.20, mostramos o esbogo do sélido correspondente.

—— ol —— -

B e R

—
N
L

Figura 7.20
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Exercicio 7.13.

Encontre o volume do sélido obtido pela rotacao da regidao R

limitada pelas curvas y = ——, x=0, x=1, y=0.

x> +1

a. Em torno do eixo Ox.
b. Em torno do eixo Oy.
c. Em torno da reta vertical x = 1.

d. Em torno da reta horizontal y = 1.

Em cada caso: esboce a regido e de acordo com o seu raciocinio,
mostre uma casca tipica ou um disco tipico ou arruela. Faga um
esboco do solido correspondente.

Solucio:

a. Em torno do eixo Ox.

Desenhamos a Figura 7.21, mostrando a regido e o eixo de
rotacdo (eixo Ox). Observe que o método dos discos ou ar-
ruelas € o mais adequado. Identificamos a fungdo raio do disco
. 1
tipico R(x), onde neste caso R(x) = 2 para 0<x<1.Na
X

Figura 7.22, mostramos o esbog¢o do so6lido correspondente.

-

vD
=

=

Figura 7.21 Figura 7.22

b
O volume ¢ dado pela formula V =7 / ((R(x))*dx. Assim, o

a
volume é

1 1 2 1 1
71:/0 [x2+1] * ”/o (x2+1)2 *



A técnica da substituigc@o trigonométrica € a mais indicada para
resolver a integral indefinida neste caso.

x=tgh

Do triangulo associado, tem-se: tg6 = x = { dx — sec20d0

Também, sec O = v/x2 +1 = Vx2 + 1 =sec.

Assim,
dx sec’0 do 3
/(xz—i-l)2 _/sec49 a9 _/sec29 _/COS 049

1 1 1
= 5/(1+c0529)d9 = §9+Zsen26+c

1 1 1 I x 1
:56+12sen6cos9+C:§arCth+§ 211 x2+1+C
Laretgx+ 21— c
= —arc ST 7Y
o areex 2(x*+1)
(7.70)

Usando 7.70 e o Teorema Fundamental do Calculo resulta

Ve (L arctaxs L : o Lareter o L
=n | -arc ———— | =mn|zarc ——
2T e ), 2 T

1 1
= <— Ty —> = g(n+2) unidades de volume.

b. Em torno do eixo Oy.

Desenhamos a Figura 7.23, mostrando a regido e o eixo de
rotagdo (eixo y). Observe que o método que da menos tra-
balho, neste caso, € o das cascas cilindricas. Identificamos a
fungéo altura da casca tipica 4(x) e o raio médio da casca tipica

7(x), onde A(x) = e 7(x) = x para 0 < x < 1. Assim,

. x2+1

h(x) = — 1 >0 ¢ 7(x) =x > 0. Na Figura 7.24, mostramos
X

0 esboc¢o do solido correspondente.
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v y
N Jds
1
7
h
'1 X
Figura 7.23 Figura 7.24

b
O volume ¢ dado pela formula V' =27 / 7(x) h(x) dx. Assim,

o volume ¢é

1 1 1 2x
V=2 dx = d.
[ (o) [ (2 )

= rln(x* + l)} = In2 unidades de volume.

1
0

. Em torno da reta vertical x = 1.

Desenhamos a Figura 7.25, mostrando a regido e o eixo de
rotacdo (a reta vertical x = 1). Observe que o método que da
menos trabalho, neste caso, ¢ o das cascas cilindricas. Iden-
tificamos a fun¢do altura da casca tipica A(x) ¢ o raio médio

da casca tipica 7(x), onde h(x) = e 7(x) = 1 —x para

1
x2+1
0 <x<1. Assim, i(x) = T >0e7(x)=1—x>0. Na

X

Figura 7.26, mostramos o esbogo do sdlido correspondente.

y x=1 4 x=1
dr W
1 2
h
1 X X
Figura 7.25 Figura 7.26

b
O volume ¢ dado pela formula V' =27 / 7(x) h(x)dx. Assim,
a

o volume é

1 1
V=2 1— d
n'/o( x)<x2+1> X
L | L7 2x
V=21 ——dx— = V4
Jae— <x2+1> .




1 1
V= 27rarctgx} 0 mln(x* + 1)]0 = 27rg —rlin2

V=r (g — ln2> unidades de volume.

d. Em torno da reta horizontal y = 1.

Desenhamos a Figura 7.27, mostrando a regido e o eixo de
rotagdo (a reta horizontal y = 1). Observe que o método que
da menos trabalho, neste caso, € o dos discos ou arruelas. Iden-
tificamos as fungdes raio maior R(x) e o raio menor r(x), onde

R(x)=1erx) =

1 —

xX2+1

para 0 < x < 1. Note-se que

0 <r(x) <R(x) para 0 < x < 1. Note-se também que o eixo
de rotacdo esta acima da regido dada. Na Figura 7.28, mostra-
mos o esbogo do solido correspondente.

=1

y
y \
y=1 r ‘I IR . (
. e
R T B
+ X l’
Figura 7.27 Figura 7.28

b
O volume ¢ dado pela férmula V' = n/ [(R(x))2 - (r(x))z] dx.

Assim, o volume ¢

o
V:n/ 12—<1
0

1 \2
_x2+l>

2 1

;1_<1_x2+1+(x2+1)2>}dx

1 2
V= -
717/0 [x2+1

1 1
V = 2marct ]— /
marctgx| — 1 (

1 L dx
dx=2
(x2+1)2] * 7'1:/0 x2+1

dx
0o (X2+1)%

_”/ol(

x2+1)2

dx
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Usando a férmula da integral indefinida achada em 7.70 (Exer-
cicio 7.13-a), temos

T 1 1 X !
n4 n<2arch+2(x2+l)>]0

Exercicio 7.14.

A base de um certo solido é a regido limitada por y = /x, y =0
e x = 4. Cada uma de suas secdes transversais perpendiculares
ao eixo Ox € um semicirculo, com o seu diametro de um lado
a outro da base. Ache o volume do so6lido e faga um esbogo do
solido.

Soluc¢do: Na Figura 7.29, representamos a base do sélido e na Fi-
gura 7.30, a area da sego transversal A(x) que, neste caso, sdo se-
micirculos. Na Figura 7.31, mostramos um esbog¢o do sélido.

z
v
2 -
Y
x=4
y=0 4 o
Figura 7.29 Figura 7.30
z
y
v
Figura 7.31
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Sabemos que

v — /bA(x)dx. (7.71)

Precisamos achar a area da secdo transversal obtida pelo corte
dado pelo plano que ¢ perpendicular ao eixo Ox. Observe que a se¢ao
transversal ¢ um semicirculo de raio ». Nas Figuras 7.29 ¢ 7.30, po-

VX

demos observar que, para cada x € [0,4], r = B3 > 0.

Logo, a area 4(x) da secdo transversal ¢
) 2
A(x) = o r (ﬁ) = E. (7.72)

Substituindo 7.72 em 7.71, onde a = 0 e b = 4, obtemos

V= / T ﬁ dx = E/ xdx = ™ = m unidades de volume.
0o 2\ 2 8 Jo 82,
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Apéndice 8 , 4

GABARITO DOS SIMULADOS DA AP3

Prova 1
Soluc¢ao da 1? Questao

d
a. Faca a substituicdo u = 1 +4x? = du = 8xdx = xdx = %

Mudando os limites de integracdo, se x =0 =u =1 e se
x=V2=u=1+4(2)=09.
349

V2 9 23
Assim, / xV 1+4x2dx = / \/ﬁ% — g%}
0 1

1

1 3 1 26 13
= — 32 i _——_— = — =,
12( ) 12 12 6

5 /(x+1)dx_/ (x+ 1)dx _/ (x+1)dx
. = 1 1 2 '
x> +x+1 X24x+g+1—7 (x+14)"+3
1

1
Fa(;aasubstituig:éou:x#—i >X=u— 3 e du=dx.

_1 1
Logo. /% _/u z+1 /(”+23)du
X+

u?+ 5
2/ 2+— /
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Solucio da 22 Questao

a. Esbogo da regido R.

Figura 8.1

+e % . g _x 1
b. A(R):/O e 2dx—fll)£1;g(—2)/0 e 2 <—§> dx

— lim (—2)5%]’ = tim ((-2)e i - (-2)e")

t—r-too 0 t—teo

1
Assim, A(R) = lim (—2)— +2 =2 unidades de area.

t—r+oo e;
~—_——
0
c.
y
%
1 y=¢?
Cox
Figura 8.2

= 1 unidades de volume.

O esbogo do solido aparece na Figura 8.3:
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Figura 8.3

Solucio da 3? Questao

1 1
Note-se que para x > 2 temos que Inx > In2 > 0, entdo 0 < — < 2
nx ~ In
Podemos afirmar também que
0< ! < >2 8.1)
—— < ——— parax>2. :
2inx = 2m2 P -

~+oco
Por outro lado, / — dx ¢ um caso particular do exemplo referen-

~+oo
cial: “Ser > 1, entdo / - dx é convergente”, neste casor=2> 1,
a x

) T ] I 1
assim — dx ¢ convergente, portanto — / — dx & conver-
20X In2 ./, x* )
gente, logo de 8.1 e do Teste de Comparagdo para integrais improprias

oo ]
resulta que / 5—— dx & convergente.
2 x*Inx

Solucio da 4* Questao

) ) K32 y\2
x“+3 2 1+3(—) y .
a. y = < X —f(—),lstoé,y’:f(u)
2y 2(3) x
143u?
onde f(u) = +ou
2u

Fica evidente que a equagdo ¢ da forma )’ = f <X> . As variaveis
X
nao podem ser separadas. Assim, somos levados a fazer a substi-
tuigéou:J—} sSy=xu=y =utx-u.
X

du du
ogo, f(u) =u+xGe = x5 = flu)—u
1+ 3u? 143> —2u>  1+u?
Neste caso, f(u) —u = +ou —u= +ou v lhu ,
2u 2u
logo du 14—uz:> 2u J abc:> 2u J dx
xX— = ——du=— u= [ —
£ dx 2u 14+ u? X 142 X

CEDERJ
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= In|1+u*| =In|x| +In|C| = In|xC| = 1 +u* =xC

2 2
<:>1+<X> :xC:}'y—zzcx—1:>y2:CX3—x2
X X

= |x*+y?-Cx* =0/,

esta ultima representa a solugdo na forma implicita.

b. Observe que y = f(x) = (x — 1)2 ¢ continua, positiva em [1,5]
e ¢ diferenciavel no intervalo (1,5). Temos também que )/ =

3
fl(x) = (x—l)2 ¢ continua no intervalo (1,5). Logo,
2
:/,/ f’ 2dx—/ x—lZ] dx =
\/1—4— x——dx—/ \/—x——dx— /\/9x Sdx=

Mr 7(402_42>: (10\/__1> 9,07.

18 3
1

PROVA 2

Solucio da 1? Questao
1

a. Para calcular / x3"dx, usaremos a formula de integragdo por

0
partes para integrais definidas

b b b
/udv:uv} —/ vdu

du =dx
u=x .
Fa‘?a{ dv=3dx v:/3de=3—

3 dx—x e *d

/OX3 x_xﬁ] _/0 n3 " "3 h ln3/ I
3 13\ 3 3

In3 In3\In3/)], I3 (In3)? (ln3)2

~ 3(In3-1)+1 3In3-2
~ (In3)2  (In3)?

b. Completando o quadrado no denominador, fica:

32— =3—(x"+2x) =3+1— (P +2x+1)=4—(x+1)%
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x x
Lot [t [
£ V3 —2x—x? VA= (x+1)?

Agora, no denominador, aparece uma expressao da forma

a*—u?, coma=2 ¢ u=x+1.

u=x+1

1 = _
Assim: senez)i { x=2sen6 — 1

2 dx=2cos0dO

VA (x11)?
E ainda, cosezﬁzmM—(x—i—l) =2cos0.

Portanto: / / (2sen 6 — -2c0s0d0O =
200s9

x
\/3—2x—x
:/(2sen9— 1)d6 = —2cos0 —0+C

= —/3 —2x —x2 — arcsen <)%1> +C.

Soluc¢ao da 2? Questao

a. A regido ¢ mostrada a seguir

y

et

AR

Il
=

Figura 8.4

b. Calcule a area de R.

1 1
= / e dx = ex} . = ¢ — 1 unidades de area.
0
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c. Calcule o volume do sélido obtido pela revolugdo da regido R
em torno do eixo Ox. Faga um esboco do sélido correspondente.

Observe que, neste caso, o método dos discos ¢ o mais indicado,
o raio do disco tipico € perpendicular ao eixo x e a integragdo
sera feita em relag@o ao eixo x. O raio, neste caso, ¢ R(x) = "
e 0 <x < 1. Note-se que 0 < €* para todo x € R, em particular
para 0 <x < 1, assim R(x) > 0 nesse intervalo. Na Figura 8.5,
mostramos a regido, o eixo de rotagcdo e o raio tipico que vai
gerar o disco tipico. Na Figura 8.6, mostramos o esbo¢o do
solido correspondente.

Y Y
A
,Q)
8 \
/ = ( !
: <
c .
0 1 > x \ ; !
Figura 8.5
Figura 8.6

b
A foérmula a ser utilizada ¢ V =n / (R(x))*dx, onde a =0 e
b=1. Assim, ‘

1 1 1
V:Tc/ (eX)de:E/ 62x2dx:Eer] =
0 2 Jo 2 0

= g(e2 —1) unidades de volume.

Solu¢ao da 3? Questao

Observe que a integral dada ¢ uma integral impropria sobre o in-
tervalo ilimitado [1,4-o0).

Podemos usar o critério do limite do quociente. Observe que para

e[l 4e0) fx) = ”;“ S0 e g(x):x—\/?:%>0.
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s Nesy
fim L0 i D g YL e
X—>oo g(x) X—r+oo )lc X—>+o0 x2 X—+4oo ]
x*+1 l—i—L
= lim Y = lim Y~ —1>0
x—4eo ] X—>+oo 1

oo /x4 1 /+°° 1
dx e
1 1

Entdo as integrais improprias —dx compor-

3
X X
tam-se da mesma maneira, ou seja, ambas convergem ou ambas di-

vergem. Por outro lado, sabemos do primeiro exemplo referencial

T ]
das notas de aula, [ou Exemplo 27.2 do Modulo 2] que “/ —dx
a X

com a > 0 converge se » > 1 e diverge se » < 1.” Assim, neste caso,

Rl oo /x4 1
a=1>0er=1,logo / — dx diverge. Portanto, 3+ dx
1 X 1 X
também diverge.
Soluc¢ao da 4* Questao
Lembre a seguinte definicao:
Definicao 8.1.
Seja
Y =gx)H(y) (8.2)

Dizemos que y = a ¢ solucdo constante de 8.2 < y =a ¢ raiz de

H().

a. Da equagdo dada, temos para x # 0 que

1y y2
= — . 8.3
y 24y (8.3)

Assim, da definicdo dada, podemos dizer que y =0¢ y =1 sdo
solucdes constantes de 8.3, pois y = 0 e y = 1 sdo raizes de

2
y—y

1 a2
Por outro lado, sabemos que dy =/ dx, logo dy = — (y J > dx.

x\2+y

Supondo y # 0 e y # 1, podemos separar as variaveis na forma:

2+

2+y y
y(1=y)

=3

i i
dy:—dx:>/ dy:/—dx (8.4)
X X
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Por outro lado,
B
y—1

O B () B (T )
2+y  Ap-— 1)—|-By.

yo-1 -1
Assim, —y—2=(A+B)y—A<A+B=—1ed=2.

Portanto, 4 =2 e B = —3.

2+y 24y 24y —é+
y

Logo, —

2 2 3
/ i dy= [ —dy— | —dy=
y(1=y) y y—1
_ PP
=2Inly|—-3Inly—1|+c=In s te.
=1
. P
Logo, substituindo em 8.4 resulta que In ERTE =In|x|+InC,
y—
2
onde C > 0 entéo ln’ |y]1| = In(Clx|), de onde obtemos a
v
2
familia a um parametro de solugdes ’bjillp = C|x| para x # 0,
y_

y#0ey#1.

. A equacdo diferencial )/ — 2y = e*(x — 1)* ¢ linear, onde

p(x) = —2eq(x) = e*(x—1)* sdo continuas em [ = (—oo, +-00).
Podemos utilizar a formula para a solu¢do geral ou podemos
trabalhar por etapas, onde ndo ¢é necessario decorar a formula.

Observe uma primitiva de /p(x) dx = /—de =2x xel.

Assim, o fator integrante é pi(x) = e/ PM)¥ = ¢=2¢ x € I. Logo,
multiplicando a equagdo diferencial pelo fator u(x) resulta

d —2x

efzxy’—Zefzxy:efzxezx(x—l)‘l:(x—1)4:>5(e y):(x—l)4
h(e) :
15 2x _15
e Py= / (x—1)* +C—( 5)+C:>y:¥+6‘e2x

onde x € / e C ¢ uma constante arbitraria ¢ a solugdo geral da
equacdo diferencial linear dada.

Porém, da condi¢do inicial, sabemos que

2-1)° 1 1 4
e4:y(2):e4%+C64:>1:§+C:>1—§:C:>C:§.

Assim, a solugdo particular do problema de valor inicial dado ¢

e2x(x _ 1)5
5

_ 42x
y= +5e.



PROVA 3

Soluc¢ao da 1? Questao

a. Esboce R. A regido ¢ mostrada a seguir

Figura 8.7

b. Calcule a area de R.

2 2 x3 2 8
A(R) :/ [(* +2) —2]dx :/ X dx = ?] = 3 unidades
0 0

0
de area.

c. Expresse, mas nao calcule, o volume do sélido obtido pela
rotagdo da regido R em torno do eixo Ox, usando o método:

1. dos discos circulares

Neste caso, o raio do disco tipico ou arruela é perpendi-
cular ao eixo x ¢ a integragdo sera feita em relagdo a x. O
raio maior é R(x) =x?> +2 ¢ 0 < x < 2. O raio menor é
r(x) =2 e 0 <x <2. NaFigura 8.8, mostramos a regido,
o eixo de rotagdo e os raios indicados.

b
A formula a ser utilizada é V = n/ [(R(x))? = (r(x))?]dx.
Assim, ’

V=nr /0 ’ (@ +2)* - (2)?] dx.
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Y Y
6
P &
)| X2 7| ¥=2
g X
h(y
2, 2
S|lre I Fe
Vs
0 2 X 0 7 X
Figura 8.8 Figura 8.9

1. das cascas cilindricas

Note que a regido dada pode ser expressa como

R={(x,y) ER*|2<y<6, \/y—2<x<2}.

Desenhamos a Figura 8.9, mostrando a regido R e o eixo
de rotagdo (o eixo x). Identificamos na regido R a fungdo
altura da casca tipica /() e o raio médio da casca tipica

7(y)onde h(y) =2—+/y—2¢e7F(y)=ypara2 <y <6.0
d
volume ¢ dado pela formula V' =27 / 7(y)h(y)dy. As-

c

6
sim, o volume ¢ dado por V' = 27t/ y (2 —\y— 2) dy.
2

Soluc¢ao da 2? Questao

oo ¢
a. / xe Ydx = lim xe “dx
0 t—+eo J

t
Para calcular / xe " dx usaremos a fébrmula de integrag@o por
0

b b b
partes para integrais definidas / udv = uv] — / vdu
a a

a
Faca ¢ " = =
¢ dv=e*dx v:/e*xdx: —e
t t t
/ xe Ydx = —xe*x] —/ —e Ydx=—te ' —e ' +1
0 0 Jo

~+oo
Logo, / xe ¥dx= lim (—te”"—e " +1).
0

{—ro0



"= lim— =0.

Por outro lado, lime™
oo f—o0 ol

.t .1
=lim—_= lim—=0.
t—voo @l ~~t—ro0 ol
L'H

Analogamente, limze™’
f—oo

oo
Portanto, / xe Ydx=1.
0

b. Vamos calcular a integral indefinida

/ tgtxdx = / tg?x tg’xdx = / tg®x(sec’x — 1)dx

N S T N _ g x_/ 2.
—/tg x sec“xdx /tg xdx = = (secx—1)dx
:tg
du = sec’x
t
:gT—tgx—HH—C

i tg’x R Y 2T
L t4 d = — —t = —tog”— —tog — _
ogo,/o 2 xdx 3 gx—l—x]o 3g4 g4+4

_1 H_n_n 2
3 4 \4 3)°

Solucio da 3? Questao

Observe que a integral dada ¢ uma integral impropria sobre o in-
tervalo ilimitado [2,+o0).

Podemos usar o critério do limite do quociente. Note que para

1 1
X€|2,400), f(x) = —=>0¢ —— = — > 0. Por outro
2:), 0] = s > O gle) = ﬁ =
1
3X)C*
lado, Tim 20 — fim 20D !

lim
e glx) e L H+wm oo 7T
e
x—l

comportam-se da mesma maneira, ou seja, ambas convergem ou am-
bas divergem. Por outro lado, sabemos do primeiro exemplo referen-
cial da Semana 11 do Caderno da Coordenagdo [ou também pelo

+oo ]
Exemplo 27.2 do Modulo 2], que “ / — dx com a > 0 converge se
a X

1 € (0,+-o0). Entdo, as integrais improprias

. . 2
r>1le dlverge se r < 1.” Assim, neste caso,a=2>0er= 3 <1,

T T dx
logo / ——
2 \/_ 2 /x(x—1)
O aluno poderia observar também que para x € [2,+-c0), tem-se
1
x(x—1) <x* = D e usar o critério de comparagao.
x J—

diverge. Portanto, também diverge.
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. .. d .
a. A equagdo diferencial d_y 4 yx? = x? ¢ linear, com p(x) =x% e
X

. Dada a equagdo y/ =

Solucio da 4* Questao

2

q(x) = x*. Podemos utilizar a férmula para a solugdo geral ou
podemos trabalhar por etapas, onde ndo ¢ necessario decorar a

formula.
3

Observe que /p(x) dx = /x2 dx = %

Assim, o fator integrante ¢ p(x) = e/ P¥% = ¢ Logo,
X3 d /\‘3 /\‘3 d X3 X3
e’ &y +eTx2y —eTxt=> — esy| = e x?
dx dx
———— —

/ﬁ
m\ ey

X3 X3 2
:>eTy:/eTx dx+C.

.

3 3 3
Isto ¢, e5y=e3 +C=y=1+Ce 7 ¢ a solucdo geral da
equacgdo diferencial dada.
[t

———segueque y = [ ———dx
x?(1+x) sue duey x2(1+x)
Como o integrando ¢ uma funcao racional utilizaremos o método
de fragdes parciais:

1 A4 B C  Ax(x+1)+B(1+x)+Cx?
?*(1+x) x x> 1+4x x*(1+x)
Assim, igualando os numeradores, fica 1 = (4 +C)x? + (4 +
B)x+B,de onde B=1. Como 4+ B=0= 4 = —1. Analoga-
mente, como A+ C=0=C=1.

Logo,

y(x):/mdx:/<—%+%+llj>dx

—1
:—ln]x|+x—1+1n|1+x]+C.

Tendo em vista a condigdo inicial y(1) = —1, resulta que

1
y(1)=—In|l|—~+In|l+1|+C=—1+mIn2+C=—1
_ 1

0
=C=—In2.

Também da condi¢do inicial, podemos afirmar que x > 0.

1 1 1
Portanto, y = —Inx — — +1In(l +x) —In2 = ln( 2+x> -,
x X x

onde x > 0 ¢ a solugdo do PVI dado.
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