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Introducao

INTRODUCAO AS FUNCOES DE VARIAVEIS
COMPLEXAS I

Luiz Amancio Machado de Sousa Jr.

Luiz Pedro San Gil Jutuca
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CoMO SURGIRAM 0S NUMEROS COMPLEXOS

O primeiro contato do estudante com os numeros comple-
xos ocorre, em geral, quando, ao tentar resolver uma equacao do
2° grau, ele verifica que o seu discriminante, universalmente re-
presentado pela letra grega delta, é negativo. Provavelmente, o
professor dira que essa equacao nao possui solucao no conjunto
R dos numeros reais, mas que ha um conjunto onde tais solucdes
existem e que ¢ chamado conjunto dos nimeros complexos C.

Se, além disso, o professor ficar empolgado e disser que o
conjunto dos nimeros complexos ¢ a unido dos numeros reais
com os numeros imaginarios, € provavel que o aluno pense que
tais numeros somente existam na imaginagdo de quem os con-
cebeu.

Dessa forma, fica a nitida impressao de que a motivacao para
a criacao do conjunto C foi a de justificar a existéncia de solucdo
para determinadas equagdes do 2° grau. Como veremos, o sur-
gimento do conjunto C estd diretamente relacionado ao estudo
da solucdo da equacdo do 3° grau e ndo a do 2° grau, como ¢
Senso comum.

As equagoes do 2° grau apareceram ha cerca de 1700 anos
a.C., nas tabuletas de argila da Suméria e, em alguns casos, leva-
ram a raizes quadradas de nimeros negativos. Os matematicos
gregos resolviam alguns tipos de equacao do 2° grau com régua
e compasso. A conquista da Grécia por Roma praticamente aca-
bou com o dominio da Matemaética grega. Com o fim do Império
Romano e a ascensdo do Cristianismo, a Europa entrou na /dade
das Trevas, restringindo o desenvolvimento da Matematica aos
arabes e hindus.

Os hindus conseguiram importantes progressos em Algebra,
destacando-se o nome de Baskara (1114-1185), que esta associ-
ado a solucdo da equagdo do 2° grau. As raizes da equagdo do
2° grau ax? + bx + ¢ = 0 sdo obtidas pela Férmula de Baskara:

b+ Vb —4ac
e 2a
pode ser negativo, por exemplo x> —x + 1 = 0. Quando isto
ocorria, os matematicos da €poca, simplesmente, diziam que o
problema ndo tinha solucao.

. Eventualmente, o nimero A = b* — 4ac



Os métodos algébricos desenvolvidos pelos arabes e hindus
foram introduzidos na Europa por Gerardo de Cremona (1114-
1187) e Leonardo de Pisa (Fibonacci) (1170-1250).

A equagcio do 3° grau x> +ax? +bx + ¢ = 0 pode ser reduzida
aformay® 4+ py+¢ =0 (x) através da substituicio y = x + 50
primeiro a resolver a equagao (x) foi Scipione del Ferro (1465-
1526), professor da Universidade de Bolonha, que ndo chegou a
publicar a solu¢do. Entretanto, um de seus discipulos, Antonio
Maria Fiore, conhecia a resolucgao.

Scipione del Ferro

Nesta época, era comum que os matematicos propusessem a
solucao de problemas como desafios e, por conhecer a solugao
e desejoso de conseguir fama, Fiore desafiou Nicolo Fontana
(1500-1557), apelidado Tartaglia a resolver a equagdo do 3° grau
(*). Tartaglia aceitou e venceu o desafio.

Tartaglia

Girolamo Cardano (1501-1576) pediu a Tartaglia que reve-
lasse a solugdo da equagdo do 3° grau para que ele a publi-
casse no livro Pratica Arithmeticae Generalis que ele estava
escrevendo. Apds muito relutar, Tartaglia revelou a férmula a

CEDERIJ 9
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Cardano, exigindo que ele a mantivesse em segredo, pois ele
mesmo queria publicar a sua descoberta. Posteriormente, Car-
dano soube que del Ferro havia sido o primeiro a resolver a
equacdo do 3° grau e, além disso, quebrou a sua promessa a
Tartaglia, publicando em seu livro Ars Magna (a época o maior
compéndio de Algebra existente) a formula de Tartaglia.

A grande ideia de Tartaglia foi fazer a substituigdo x = u+v
3
33__P

em x> + px+¢ = 0 o que implica v} = 27eu +3 = —q.
A partir dai, ele concluiu que > ¢ v* sdo solugdes da equagdo do
2° grau x” + qx — £ = 0. Portanto, uma das raizes da equagdo
do 3° grau (%)

lq /4> p
x—\/— +27+\/— T (0.1)

Um fato intrigante € que a expresséo —l— pode ser nega-
. 3
tiva (tome, por exemplo, g =2 ¢ p = —6; teremos % + 5 ==17).

Nesse caso, a tendéncia seria dizermos que a equac;ﬁo do 30 grau

possui uma raiz que ndo ¢ um niimero real, pois \/ 4 ¢ R.

Cardano chamou as solug¢des da equagdo do 3° grau (*) tais

2 3 . . .
que L+ 12”—7 < 0 de casus irrreducibilis, mas evitou discuti-las
na Ars Magna.

Rafael Bombelli (1523-1573), autor do livro L’Algebra parte
maggiore dell’ Arithmetica, foi o primeiro a tratar do casus ir-
rreducibilis. Bombelli considerou a equagio x> — 15x — 4 =
0. E facil verificar, por substitui¢io direta, que 4 é raiz desta
equacdo. Contudo, a formula de Tartaglia (0.1) mostra que x =

V24 /=121 + /2 — /=121 é solugiio de x> — 15x — 4 = 0.




O quociente da divisdo do polindmio x> — 15x — 4 por x — 4
é o polindmio x% + 4x + 1, cujas raizes sdo —2 4+ /3. Se admi-
tirmos que a equagio x> — 15x —4 = 0 tem, no maximo 3 raizes
reais, concluiremos que x = \3/2 +v—121+ \3/2 —+/—121 ¢um

numero real. A pergunta natural é: se /—121 ¢ R, como ¢
possivel que x = \3/2+ vV—121+ \3/2— vV—121 e R?

Bombelli introduziu a notagdo v/—1 que chamou de pit di
meno € sup0s que x = \3/2 ++v—121 + \3/2 —+/—121 pode ser
escrito sob a forma a + v/—b +a — v/—b. Apos alguns calculos,
Bombelli concluiu que a = 2,b =1 e fez o seguinte comentario
(em uma livre tradugdo): Inicialmente, isto me pareceu mais

sofisma do que verdade, mas continuei minhas pesquisas até en-
contrar a prova.

René Descartes (1596-1650) foi um filésofo cujo trabalho
La Geometrie, sobre aplicagdes da Algebra a Geometria, deu
origem a Geometria Analitica. Descartes usou constru¢des geo-
métricas para resolver equagdes do tipo x> —a’x+b> =0 e
escreveu a seguinte frase (em livre tradugdo): Para qualquer
equagdo ¢ possivel obter tantas raizes quanto o grau permitir,
mas, em muitos casos, ndo existe numero de raizes que cor-
responda aquilo que imaginamos. Esta ¢ uma das razodes pelas
quais o nimero v/—1 é chamado imagindrio.

Descartes

CEDERJ 11
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A foérmula (cos® + /—1sen6)"” = cosnO + /—1Isenn0,
atribuida ao francés Abraham de Moivre (1667-1754), era co-
nhecida de Isaac Newton (1643-1727) que se aplicava ao céalculo
das raizes cubicas dos casus irrreducibilis que apareciam na
férmula de Tartaglia.

de Moivre

Leonhard Euler (1707-1783), um dos mais prolificos ma-
tematicos de todos os tempos, introduziu a notagdo i = v/—1
e identificou as raizes da equacdo z" = 1 com os vértices de um
poligono regular de n lados. Além de definir a fungdo exponen-
cial no conjunto dos nimeros complexos, ele provou a famosa
formula: e’® =cos@ +isen® que leva o seu nome.

Euler

Jean Robert Argand (1768-1822) era um contador francés
que em 1806 escreveu um livreto intitulado Ensaio sobre a In-
terpretagdo Geométrica das Quantidades Imagindrias. Argand
enviou seu trabalho ao célebre matematico francés Adrien-Marie
Legendre (1752-1833). Em 1813, o trabalho de Argand foi pu-
blicado como artigo no periddico Annales de Mathématiques.

Carl Friedrich Gauss (1777-1855) foi quem introduziu a
denominacao numero complexo. Em sua tese de doutoramento,



Gauss provou um dos resultados mais celebrados da historia da
Matematica, o Teorema Fundamental da Algebra, cujo enun-
ciado ¢ "todo polindmio de grau maior ou igual a 1 e coefi-
cientes complexos tem uma raiz complexa”. Deve-se também
a Gauss a representacdo geométrica dos numeros complexos,
associando as suas partes real e imaginaria, respectivamente, a
abscissa e a ordenada de pontos do R?. Com essa representacio
geométrica, os numeros complexos podem ser manejados, se-
gundo os métodos da Geometria, e, por conseguinte, podem per-
der sua artificialidade temerosa. Atualmente, os matematicos,
seguindo outra orientacdo, preferem defini-los abstratamente
como simbolos sujeitos a certas operagoes algébricas.

Gauss

OBJETIVOS DA DISCIPLINA

Este texto, que consideramos como introdutorio a Analise
Complexa, tem por objetivo iniciar o futuro Licenciado em Ma-
tematica em um dos ramos da Matematica mais presentes em
outras ciéncias. Para exemplificar, citamos que a anélise de
fungdes de varidveis complexas se faz necessaria quando sao
estudados os fendmenos relacionados a Teoria de Transmissao
do Calor, a Mecanica dos Fluidos, a Eletricidade e a outros
fendmenos em meios continuos.

A Analise Complexa contribuiu para o desenvolvimento de
praticamente todos os grandes ramos da Matematica como, por
exemplo, Equa¢des Diferenciais Parciais (em particular a Teo-
ria do Potencial, uma vez que as partes real e imaginaria de uma
funcdo analitica complexa sao solucdes da Equagdo de Laplace),
Geometria Diferencial (estudo de superficies de Riemann e de
superficies minimas no R3), Teoria dos Numeros (estudo da
distribuicdo de nimeros primos através da Fungdo Zeta de Rie-
mann).

CEDERJ 13
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Nesse sentido, procuramos municiar o estudante com re-
sultados sobre os temas mais classicos da Analise Complexa e
que, de forma natural, sempre estdo presentes em todo curso de
graduacao sobre variaveis complexas. O texto ¢ composto de 11
aulas cujos temas descreveremos a seguir:

e Aula 1. O Corpo dos Numeros Complexos.

e Aula 2. Forma Trigonométrica ou Polar dos Numeros
Complexos.

e Aula 3. Poténcias e Raizes de Numeros Complexos.
e Aula 4. Fungdes de Variaveis Complexas.

e Aula 5. Fun¢des Polinomiais.

e Aula 6. Fun¢des Racionais.

e Aula 7. Fungdo Exponencial.

e Aula 8. Fungdes Trigonométricas.

e Aula 9. Fungdes Hiperbdlicas.

e Aula 10. Raiz n-ésima e Logaritmo.

e Aula 11. Limites, Continuidade e¢ Derivadas.

Cada aula possui um bom nimero de exemplos e atividades
que deverdo ser resolvidas pelos alunos e cujo principal obje-
tivo € auxiliar a compreensao do conteido da aula. Ao final de
cada aula sdo apresentadas as solu¢des de todas as atividades
propostas. E de muita importancia que vocé tente resolver todas
as atividades usando somente as notas da aula ou consultando a
bibliografia auxiliar. Caso nao consiga, procure ¢ consulte seus
colegas que, talvez, tenham solu¢des particulares ou consigam
resolver suas duvidas. S6 em ultimo caso consulte o tutor ou
as solugoes dadas pelos autores. Procure nao desistir nunca. A
cada semana enviaremos uma lista de Exercicios Programados,
EPs, que se destinam a complementar os conceitos abordados
no texto. Os alunos sdo fortemente aconselhados a resolver o
maior numero possivel desses exercicios, pois 0 conhecimento
matematico somente pode ser adquirido através da participagdo
ativa no processo de pensar e aprender.



REFERENCIAS

1. AVILA, G.S.S. - Fungdes de uma Varidvel Complexa. Li-
vros Técnicos e Cientificos, Rio de Janeiro, 1974.

2. BERNARDES JR, N.C.B. e FERNANDEZ, C.S. - Intro-
dugdo as Fungoes de Variaveis Complexas. Colegao Tex-
tos Universitarios, Publicacdo SBM, Rio de Janeiro, 2006.

3. CHURCHILL, R.V. - JVariaveis Complexas e Suas Apli-
cagoes. Mc Graw Hill do Brasil, Sdo Paulo, 1975.

4. DO CARMO, M.; MORGADO, A.C. e WAGNER, E. -
Trigonometria e Numeros Complexos. Publicagdo SBM,
Rio de Janeiro, 2001.

5. LINS NETO, A. - Fungoes de uma Variavel Complexa.
Projeto Euclides, IMPA, Rio de Janeiro, 1993.

6. SOARES, M.G. - Cdlculo em uma Variavel Complexa.
Colegao Matemadtica Universitaria. Publicacdo IMPA
Schaum, Rio de Janeiro, 2009.

7. SPIEGEL, M.S. - Variaveis Complexas. Cole¢ao Schaum,
Mc Graw Hill do Brasil, Sdo Paulo, 1973.

CEDERIJ 15






Aula 1

O CORPO DOS NUMEROS COMPLEXOS

O CONJUNTO DOS NUMEROS COMPLEXOS

Vimos, no guia da disciplina, que a notagdo i para a unidade
imaginaria foi introduzida por Leonhard Euler e que i ¢ definido
pela igualdade i> = —1. Como qualquer numero real x, satisfaz
x? > 0, podemos concluir que i ¢ R.

Definicao 1.1.

Definiremos o conjunto C dos Niimeros Complexos por

C={z=x+yi | x,y eR}.

Como exemplos de numeros complexos, temos:

a. z=1+5i;
b.z:3+\/§i;
C. z=TIi,

3 5
dz==——
T7 10
e.z=—-2

Observemos que, quando y = 0, z = x € R, ou seja, o con-
junto dos nimeros reais R ¢ um subconjunto do conjunto dos
nimeros complexos C.
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Os numeros reais x € y em z = x + yi sao, por defini¢ao, res-
pectivamente, a parte real e a parte imaginaria de z, represen-
tados por

[ Exemplo 1.1. ]

a. z=—6=Re(z) = —6,Im(z) = 0.

2 2
b. z= §i:> Re(z) = 0,Im(z) = 9

c. z=—-3+8i=Re(z) = —3,Im(z) = 8.

Os numeros complexos da forma z = ki, k # 0 sdo chamados
imaginarios puros. A condi¢do de igualdade entre niimeros
complexos ¢ a seguinte.

Dois niimeros complexos w € z sdo iguais se, € somente se,

Operacdes em C

Do mesmo modo que, para nimeros reais, podemos defi-
nir operagdes de soma, subtragdo, multiplicagao e divisdo para
numeros complexos. E isto que faremos a seguir.

Dados w = a + bi e z = ¢+ di, definimos em C a operacao
de soma ou adig@o por

e Soma: w+z=(a+bi)+(c+di)=(a+c)+(b+d)i.



Exemplo 1.2.
[ )

a. 3+ (5+2i) =8+2i.
b. (2-3i)+4i=2+i.
c. (1+i)+(3+2i)=4+3i.

Evidentemente, a soma complexa ¢ comutativa €, como
z4+0 =z, Vz € C, o nimero complexo w = 0 € o elemento “neu-
tro da adi¢do” ou “zero” de C.

Sez=a+biew=—a—bi,entdoz+w=0.

Assim, todo nimero complexo z possui elemento inverso
para a soma, ou seja, existe w € C tal que w+z = 0. Denotare-
mos esse inverso por —z = —a — bi. Como exercicio, constate a
unicidade de —z.

Logo, para w = a+ bi e z = c+di, podemos definir em C a
operacdo de subtracao por

e Subtragio: w—z = (a+ bi) — (c+di) = (a—c) +
(b—d)i.

[ Exemplo 1.3. ]

a. 1—(5+42i)=—-4+2i
b. (243i)—3i=2.
c. (1+i)—(3+2i)=-2—i.

As partes real e imaginaria da soma e da diferenga de nimeros
complexos satisfazem

1. Re(w+2z) =Re(w)+Re(z).
2. Re(w—z) =Re(w) —Re(z).

Dados w = a + bi e z = ¢+ di, definimos em C a operagdo de
multiplicagdo em C por

e Multiplicagdo: w.z = (a + bi).(c + di) = (ac — bd) +
(ad+bc)i.

CEDERJ 19
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Observe que o produto w.z ¢ obtido pela aplicagdo da pro-

priedade distributiva da multiplicacdo em relagdo a adigdo, como
ocorre comos niimeros reais, seguida da substituicio de i> por

—1, ou seja,

w.z = (a+bi).(c+di) = ac+bci+adi+bd( i* ) =
~1
= ac—bd + (ad + bc)i.

[ Exemplo 1.4. ]

a. 3(5+2i) = 15+6i.

b. (2—3i)4i = 8i— 12> = 12+8i.

c. (14+i)(3+2i)=3+3i+2i+2i>=1+5i.

d. (a+bi)(a—bi) = a* + abi — abi — b*i* = a® + b*.

e. (a+bi)> = (a+bi)(a+bi)=a’>+2abi+b*i> =a®>—b*+

2abi.

Determinemos as poténcias de i. Temos:
2= =t =F) =1=P=ti=i=
=it il=-1=i="tP=-i=Ff=("=

P=—1=pP=ii

i6

Uma vez que todo inteiro n > 0 pode ser escrito como
n=4q+r0<n<3, podemos escrever i" = ¥t = 4 ;" =
(iY4.i" = 190", r € {0,1,2,3}.

Assim, toda poténcia k > 0 de i € igual a —1,1,—i,i con-
forme k deixe, respectivamente, resto igual a 0,1,2 ou 3 ao
ser dividido por 4 (ou em linguagem de congruéncia: conforme
n=0,1,2,3 (mod4)).

Obviamente, a multiplicagdo complexa ¢ comutativa e, como
z.1 =2z,Vz € C, o nimero complexo w = 1 ¢ o elemento “neutro
da multiplica¢do” ou “unidade” de C.

_ : 5042 1 B2 _a—bi 5
Sez=a+bi+#0,entdo a 2—|—b 2>Oe, sew—m, entao
[ a—>bi a-+b
z.w:(a+b1)<a2+b2>:a2+b2:1.



Logo, todo nimero complexo z # 0 possui elemento inverso
para a multiplicagao, ou seja, existe w € C tal que w.z = 1. De-
notaremos esse inverso por z~! = —. Como exercicio, constate
z

1
a unicidade de —.
z

Deste modo, para w =a+bi e z= c+di # 0, podemos
definir em C a operacao de divisdo por

... w a-+bi ac+bd+ (bc—ad)i
e Divisao: — = =

— 0.
z  c+di 2 +d? 27

[ Exemplo 1.5. ]

1—i  (1=i).(5-2i) 5-2-5i-2i 3-7i

Y542 (5r2i).—2i) 29 29
2-3i  (2-3i) 4-9-12i —5-12i
"243i 0 (2430).(2-3) 13 13

Portanto, dados w = a + bi e z = ¢ + di, podemos definir em
C as seguintes operacdes
e Soma: wHz=(a+bi)+(c+di)=(a+c)+(b+d)i.

e Subtragdo: w —z = (a+ bi) — (c+di) = (a —c) +
(b—d)i.

e Multiplicagdo: w.z = (a + bi).(c +di) = (ac — bd) +
(ad+bc)i.

bi bd + (bc — ad)i
e Divisdo: paraz#O,g:jid;:ac+ Cz++(d02 ‘ )l'

Certamente, muitos recordardo da Algebra II que o conjunto
C munido das operacdes soma e multiplicacdo definidas acima
¢ um corpo.
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O PLANO COMPLEXO

Considere a fungio ¢ : C — R? definida por ¢(a+ bi) =
(a,b).

Devemos observar que ¢ ¢ injetora, pois se w =a+bi e
z=c+disdotais que @(w) = @(z), entdo teremos (a,b) = (¢, d)
e isto implica, pela condicao de igualdade entre pares ordenados,
quea=ceb=d,ouseja, w=z.

A fun¢do ¢ também é sobrejetora, pois, dado (a,b) € R2,
existe z = a+bi tal que ¢(z) = (a,b).

Assim, pelo fato de ¢ ser injetora e sobrejetora, ¢ ¢ bije-
tora e, deste modo, a todo numero complexo z = a + bi esta
associado um unico par ordenado (a,b) e vice-versa.

Essa bije¢do entre C e R? nos permite chamar o sistema de
coordenadas abaixo de Plano Complexo.

Im Yy

Os eixos real e imaginario do Plano Complexo correspon-
dem, de certo modo, respectivamente aos eixos das abscissas e
das ordenadas no plano cartesiano.

MODULO DE NUMERO COMPLEXO

Em cursos de Fisica aprende-se que as coordenadas de um
par ordenado (a,b) podem ser consideradas como componen-
tes de um vetor OP = ¥ = ai + b/, onde O ¢ a origem (0,0),
P = (a,b), i é o vetor unitario cuja direcio e sentido coincidem
com 0 semieixo positivo Ox e j & o vetor unitario cuja dire¢do e
sentido coincidem com o0 semieixo positivo 5}/, como mostra a
proxima figura.



|
|
|
v |
|
|
1

ax

Essa associacao entre nimeros complexos e vetores possibilita
definir o modulo de z = a + bi como o moddulo do vetor
V=ai+bj, e é isto que faremos a seguir.

Definicao 1.2.

O moédulo de z = a + bi, usualmente denotado por |z|, & defi-

nido por |z| = Va2 +b2.

[ Exemplo 1.6. ]

l.z=3-4i = |z|=V/9+16=v25=5.
2. z=—17 = |z|=v289=17.

2
3

NJIN N

2
3. z:gi = |z|=

PROPRIEDADES BASICAS DO MODULO
P.1: |z|>0.

P2: |z|=0 & z=0.

P3: Re(z) < |Re(z)| < |2|.

P4: Im(z) < |Im(2)| < |].
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oz = [w]-[z].

Verifiquemos as propriedade P.3 e P.4:

3
§T

0,
Sex,y € R, temos x> +)? > x? e, como a fungiio {f( [)

¢ estritamente crescente, segue-se que
lz| = \/x2 412 > Va2 = x| = |Re(z)| > Re(z).
2= Va2 )2 2 Vy2 =l = Im(z)| > Im(2).

Dados os nimeros complexos w =a +bi ez = c+di, con-
sideremos suas representacdes vetoriais

Im
w+z

0 Re

Lembrando da “Regra do Paralelogramo” para a soma veto-
rial, |w+z| é a diagonal do paralelogramo cujos vértices sdo a
origem O = (0,0), w, w+z e z. Usando a notagdo zw para o
segmento de extremos em w e z, temos:

Oz=lz| e z(w+z) =O0w=|w|.
Aprendemos em Geometria Plana que, dados trés pontos
A, B e C, a soma dos comprimentos dos segmentos AB e AC

¢ maior ou igual ao comprimento do segmento BC e a igualdade
ocorre se, ¢ somente se, 4, B e C sao colineares.
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Aplicando essa propriedade ao tridngulo de vértices O, z e
w+z da figura acima, obtemos:

Ow+z)<Oz+z(w+z).

Essa expressao, ao ser escrita com a representacdo de modulos,
¢ a propriedade P.7 de |z|, também conhecida por “Desigualdade
Triangular”:

P7: |w+z| < |w|+z|.

[ Exemplo 1.7. ]

1. Considere w=1+2iez=3—i. Com iSso, temos:
whz=4+i = |wtz|=V1+16=V17.
Por outro lado,
W =V1+4=V5, 2| =v9+1=V10.
Portanto,

Wz =V17 <V5+V10 = [w| +z].

2. Tome agoraw =3+ 2iez= 6+4i. Temos,

WwHz=9+46i = |w+z|=v81+36=V117=3V13.
Obtemos também,

W =vVOF+4=13, |2/ =v36+16=v52=2V13.

Assim, neste caso, |[w+z| = |w|+|z|.
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Im

Sew=a+biez=c+divemos,nafigura a seguir, que o ve-
tor w# tem coordenadas (¢ —a,d — b), portanto, a representacdo
vetorial de z — w € o vetor paralelo e de mesmo sentido que Wt e
que tem a origem O = (0,0) como ponto inicial.

Im

0 Re

Ao considerar o triangulo de vértices O, w e z, podemos es-
crever wz < Ow+ Oz que, ao passarmos para a representacao
de modulos, torna-se

P8: |w—z| < |w]+]z|-

Note que a propriedade P.8 poderia ser obtida de P.7 substituindo
z por —z ¢ observando que | —z| = |z|.

Dados dois numeros complexos w ¢ z, a distancia entre w e
z ¢ definida por |w —z|.
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CONJUGADO DE NUMERO COMPLEXO

Dado z=a+bi, o conjugado de z, que representaremos por
zZ, ¢ definido por

zZ=a—bi.
Im
nh_____________ z
|
|
[
0 I
-6 |uRe
[
|
I—
bbb ____2> z

[ Exemplo 1.8. ]

PROPRIEDADES BASICAS DO CONJUGADO:

Sejam w=a+biez=c+di, entdo

a wH+z=w

b w—z=w-z

C. W-z=w-zZ
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Vamos verificar algumas dessas propriedades.

a. wtz=a+c+(b+d)i = wtz=a+c—(b+d)i=
a—bi+c—di. Comoa—bi=wec—di=z podemos,
entao, escrever w4z = w—+zZ.

c. w-z=ac—bd+ (ad+bc)i = W-z=ac—bd— (ad+
bc)i. Por outro lado, w-zZ = (a — bi)(c—di) = ac— bd —

(ad + bc) i, portanto w-z = w - Z.
d. z+z=a+bi+a—bi=2a=2Re(z).
e.z=a+bi = Z=a—-bi = |z]=/a*+(-b)?=
Va2 +b?=|z|.
Sez=a+bi,entdo z-zZ = (a+bi)(a—bi) = a®> +b* = |z]*.

Podemos usar essa relagdo para, por exemplo, provar a pro-
priedade P.5: |w.z| = |w|.|z|.
De fato, |w.z|> = w.z.w.z = w.z.w.z pela propriedade c) do

conjugado. Logo, |w.z|* = (w.)(z.2) = |[w|?.|z]> = |w.z| = |w].|2|.

. LW
Também podemos escrever a divisio —, com z # 0,
z

w=a-+bi ¢ z=c+di daseguinte forma:

SRS

~ w-z_ (a+bi)(c—di) ac+bd+ (bc—ad)i
o zz 27 N l2I?

[ Exemplo 1.9. j

2-i  (2-)B-T) -1-17i

1 z= _ _
T34 9+49 58
i (14 14
2. = = — .
TS T 1+ 2

1
Dado z =a+ bi # 0, seu inverso multiplicativo — pode ser
z

escrito como |

z zZ-

5

B a—>bi
|z

N
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[ Exemplo 1.10. ]

1 2-5i
245 29

EXERCICIOS RESOLVIDOS

1. Calcule:

a. z=2+7i+5—i
b. z=(1+1i)(3—2i)

. 7—3i
. Z=
44-3i
Solucio:
a. z=T7+6i

b z=3+24+3i-2i=5+i

L (7-30)(4-30) _28-9-21i-12i _19-33i
. Z= = =
(4+3i)(4—30) 25 25

2. Encontre o resultado para as seguintes poténcias de i.

Solucio:

3 2

a P=iti=—1-i=—i

b. it =(?)?=(-i)?=1

a. l'307 — l'304+3 — <i76-4) . l'3 — (1)76 . l'3 _ l'3 —

3.SeneZétalquen=r (mod4) r€{0,1,2,3}, mostre
que " =1i".

Solucdo: Se n=r (mod4), existe k € Z tal que n = 4k +r =
"= = = (k=15 =1 r e {0,1,2,3}. O

CEDERJ 29



Introducio as Funcdes de Variaveis Complexas I | O Corpo dos Numeros Complexos

4. Calcule 1-378946779

Soluc¢io: Inicialmente, observamos que se
N =aya,_---azay = N = (apa,—1 ---az) - 100 + ayay,

portanto o resto da divisdo de N por 4 coincide com o resto da
divisdo de apa; por 4.

Dessa forma, ¢ suficiente dividirmos 79 por 4, obtendo

79=4-19+43 = P77 =5 — .

5. Determine todos os numeros complexos z tais que z = Z.

Solugdo: Sez=x+yi = z=x—yi. Logoz=z=y=—y =
y=0 = z=ux, isto &, z ¢ um nimero real.

6. Dado x + yi, calcule os itens a seguir em fun¢ao de x e y:
a. Re(z?);
1
b. Im (), com z # 0.
z
Solucio:

a. z=x+yi = 22 = (x+yi)? =x>—)?+2xyi = Re(?)=

x? —)2.
1 1 J
b z=x+yi = z=x—yi = —-= .= x.—ﬁ—yl N =
z x—yi (x—yi)(x+yi)
j 1
S (Y-t
x2+y z/) X242

7. Determine todos os numeros complexos z tais que:
a. z2=9i

b 2123y

1+z

Solucao:

a. z=x+yi = 22 =x>—y"+2yi.

2.2

2 o x—y- =0
Por outro lado, z- =9i = { 2y = 9 , 0 que
implica x=youx=—y.

3V2

Se x =y, entdo 2x> = 9 o que acarretax:j:\z/_e, por

3 3V2
conseguinte,z:T(H—i) ouz:—T\/_(H—i).
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Se x = —y, entdo —2x% = 9, 0 que ¢ um absurdo, pois
x e R.

3v2
Logo, z= =+ \2/_(1+i)

b. Temos z+z= (1+2)(3—-4i)=3—-4i+(3—-4i)z =
—3+4i=—z4+(2-4i)z. (1)

Substituindo z =x+yi em (1), podemos escrever:
—34+4i=—x—yi+2-4i)(x—yi) =
=—x—yi+2x—4y+(—4x—2y)i=

B _ x—4y = -3
=x—4y+(—4x—3y)i = { _ax—3y = 4
8 32 25
= 9y 8 =y 9 = X 9 3 9
Portanto, z = 2j+§
FT 19 19!

8. Dados os nimeros complexos w e z, prove que

[l =zl | < lw—2|

Solucdo:  Resulta da “Desigualdade Triangular” que
i = (v —2) +2 < o=zl + ol = bw—2l > | — [zl e
lzZ| = |z—w)+w| < |w—z|+|w| = |z—w| > |z| — |w|. Como
|z—w| = |[w—z|, obtemos

w—z[ > [w| = 2] (1)

w—z| > |z = |w]. (2)

W] = 2], se [w] > ]
Observando que | |w|—|z|| = ,

|| = [wl, se |z| > |w]
podemos concluir por (1) e (2) que [w—z| > ||w|—|z||. O

9. Represente, no Plano Complexo, os seguintes conjuntos

a. A={zeC||z—(1+0)|=1}.
b. B={ze€C||z—(2+1i)|=|z+1i| }
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Solucio:

a. O conjunto 4 ¢ o lugar geométrico dos pontos do plano,
cuja distancia ao ponto (1,1) ¢ igual a 1, ou seja, um
circulo de centro em (1,1) e raio 1.

Im

b. Como |z+i| = |z— (—i)|, o conjunto B ¢ o lugar geométrico
dos pontos do plano cuja distancia ao ponto P = (2,1) é
igual a distancia ao ponto Q = (0,—1), ou seja, ¢ a medi-
atriz do segmento PQ.

Im
\/2+i

Re

10. Determine todos os numeros complexos z tais que
lz| —z=2+2i.

Solu¢do: Sejaz =x+yi. Temos:

lz| =vx2+12 e /x2+)yr—x—yi=2+2i. Logo,

{—y=2 = y=-2, (1)

VX2 HyE =x+42. (2)
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Substituindo (1) em (2), temos vx%+4 = x + 2, assim, para
x > —2, podemos elevar os dois lados da equacdo ao quadrado,
obtendo

X4+ 4=x"+4x+4.
Dai, 4x =0 e, portanto, x = 0.

Logo, z = —2i ¢ o0 tnico numero complexo tal que |z| —z =
2+2i.

EXERCICIOS PROPOSTOS

1. Escreva os numeros complexos a seguir na forma
z=a+bi.
a. z=17-2i4+8i—5+4i
8—1i
b.z=(14+7i
z=(1+ l><4+3i>
c. z=(1+1i)
N\ 2 N\ 3
d. z:3<1+f) —2<1f)
1—i 1+i

e. z=(1+1i)20H

2. Determine todas os complexos z tais que

a. 2z—524+8—i+3+4i=0

b. i(z+22):%
—1

1 3
3. Sez:—iﬁ—?i, calcule:
a. 14+z+z2°
b. (z+2%)?

4. Determine os complexos w e z, sabendo que w+ze w-z
s30 nUmeros reais.

5. Mostre que:

a. z=z.

b. Se w—+z e w.z sdo nimeros negativos, entdo w e z
devem ser numeros reais.
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6. Existem nimeros complexos z ¢ w tais que |z| = [w| =1
e z+w| =52

7. Represente, no Plano Complexo, os conjuntos 4, B, C e
D, dados, respectivamente, por:

a. A={zeC| |z-3-3i| < 2}.
b. B={ze€C| |z—-3-3i|>2}.
c. C={zeC||z4+1—i|+|z—3—i|=8}.
d. D={zeC| | z+V2|-|z— V2| | =2}.
8. Sez=1+4i e w= —1+42i, encontre os seguintes valores:
a. |w—3z|?
b. |z-W+w-Z|
9. Os vértices A, B e C do triangulo ABC sdo dados por

z1=142i,z0=4—-2i e z3 =1— 61, respectivamente.
Prove que o triangulo ABC ¢ isosceles.

SOLUCAO DOS EXERCICIOS PROPOSTOS

1. Escreva os numeros complexos a seguir na forma
z=a+bi.

a. z=17-2i48i—5+4i

b z=(1+7i) (484:3’)

c. z=(14i)3

14+i\2 1—i\3
d.z:3< +’,> —2<—f>
1—1 141

e. z=(147)2014

Solucio:
a. z=12+10i
b g (1+7)[8—i)(4—30)] (14+7i)(29—-28i)
T 25 N 25 B
225 —175i .
—T—9—7l
C.z=143i—-3—-i=-2+2i
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d. z=3%-2(—i)}=-3-2i

e. z— [(1 +i)2]1007 _ (2i)1007 — —21007i
2. Determine todas os complexos z tais que

a. 2z—524+8—i+3+4i=0
3
b. i 2Z) = —
i(z+422) T

Solucdo: Seja z = x+ yi. Temos z = x — yi, logo

a 2(x+yi) —5(x—yi)+8+i+3+4i=0= -3x+Tyi=

11 5
iZx=— ey ;
3(1+1i 3 3
b i(x+yi+2(x —yi)) = %é&ci—l—y:i—i—iié
1 3
X==-¢yp=—.
2 5772

c. (x+yi)? = (x—yi)> = x> —y* + 2xyi = x> —y* — 2xyi =
xy=0=y=0 e z=x (nmumero real) oux =0 e z=yi,
v # 0 (imaginario puro).

1
3. Sez= ) +§ i, calcule:

a. l+z+22
b. (z—l—zz)2

Solu¢io:

1 3 V3 1 V3
2t 2 ve. L Vo 2 _
a.Z—4 1 21 7 2 =14z+z 0.

b. Vimos em a) que (z+2%2)?> = (=12 =1.

4. Determine os complexos w e z, sabendo que w+z ¢ w-z
s30 nUMmeros reais.

Solucdo: Sejam z=a+bi e w=c+di. Temos w+z =
a+c+ (b+d)i e wz=ac—bd+ (ad+ bc)i.

Logo, w+zeR=b=—-dewzeR=ad+bc=0=
(a—c)d=0=d=0o0ua=c.

Se b =d =0, os complexos sdo numeros reais e, se b = —d ¢
a=c,entiow=c+di=a—bi =7Z.
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5. Mostre que:

a. z=z.

b. Se w-+z e w.z s30 numeros negativos, entdo w e z
devem ser numeros reais.

Solucio:
A z=x+yi=>zZ=x—yi=>Z=x+yi=z. O
b. Sejamz=a-+biew=c+di.
Vimos, no exercicio anterior, que b = —d e que d = 0 ou
a=-c.

Mas, se a = ¢, teremos w.z = a> +b* > 0, 0 que ¢ um ab-
surdo, pois w.z < 0. Logo, d = 0 e segue-se do Exercicio
4 que w,z € R. 0

6. Existem nimeros complexos z e w tais que |z| = |w| =1
e |z4+w =52
Solugdo: Nio, pois |z| + [w| =2 < |z+w| = V/5, 0 que con-

tradiz a “Desigualdade Triangular”.

7. Represente, no Plano Complexo, os conjuntos 4, B, C e
D, dados, respectivamente, por:

a. A={zeC||z-3-3i)|<2}.

b. B={ze€C| |z—-3-3i|>2}.

c. C={zeC||z4+1—i|+|z—-3—i|=8}.

d. D={zeC| | z+V2|-|z—V2| | =2}.
Solugao:

a. O conjunto 4 € o lugar geométrico dos pontos do plano,
cuja distancia ao ponto (3,3) ¢ menor do que 2, ou seja, ¢
o interior de um circulo de centro em (3,3) e raio 2.

Im
/’_\\
Ve >

£ N

/£ N\
[ \
I .
= 2 '3+3l I‘
\

\ /
N 4
NS 7
S 7
S

Re
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b. O conjunto B ¢ o lugar geométrico dos pontos do plano,
cuja distancia ao ponto (3,3) ¢ maior ou igual a 2, ou seja,
¢ a unido do circulo de centro em (3,3) e raio 2 com o seu
exterior.

Im

Re

¢. O conjunto C ¢ o lugar geométrico dos pontos do plano,
cuja soma das distancias aos pontos (—1,1) e (3,1) ¢é
igual a 8, ou seja, ¢ uma elipse de focos (—1,1) ¢ (3,1) ¢
semieixo maior 4.

Im

—1+i_| 3+i

Re

d. O conjunto D ¢ o lugar geométrico dos pontos do plano,
cujo méddulo da diferenca das distdncias aos pontos
(—v/2,0) e (v/2,0) é igual a 2, ou seja, ¢ uma hipérbole
de focos (—1,1) e (—1,3) e semieixo maior 1.

CEDERJ 37



Introducio as Funcdes de Variaveis Complexas I | O Corpo dos Numeros Complexos

Im

8. Sez=1+i e w= —142i, encontre os seguintes valores:

a. |w—3z?

b. |z-w+w-Z|

Solucio:
a. w—23z=—4—i=|w—3z| =17

b. w=—1-2iez=1—i=zw+w-z=(1+i)(—-1-2i)+
(=1+2)(1—=i)=1-3i+1+3i=2.

9. Os vértices 4, B e C do triangulo ABC sdo dados por z; =
1+2i,z0=4—-2iez3 =1—6i, respectivamente. Prove
que o triangulo ABC ¢ isosceles.

Solucido: Como z; —z; =3 —4i e z; —z3 = 3 + 4i, temos
|z2 —z1| = |zo — z3| = 5. Portanto, a distancia de z; a z; ¢ igual
distancia de z; a z;3, o que mostra que o tridngulo de vértices
zy,z] € z3 € isosceles. O

Im

Re
4}

23
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APENDICE: EQUACOES CARTESIANAS DA
ELIPSE E DA HIPERBOLE

a. Elipse

A elipse € o lugar geométrico dos pontos de um plano cuja
soma das distancias a dois pontos fixos ¢ constante. Os
pontos fixos, F| e F,, sdo chamados focos e a constante
¢ usualmente representada por 2a. A distancia entre os
focos ¢ usualmente representada por 2¢. O ponto médio de
FF> & chamado centro e, quando o segmento de reta que
une os focos ¢ paralelo ao eixo das abscissas, a equagao
cartesiana da elipse ¢

(x —x0)? n v—»)* _ 1

a? b?

onde C = (xg,0) é o centro e b> = a> — 2.

Chamamos a de semieixo maior, b de semieixo menor e
2c¢ de distancia focal.

Quando o segmento de reta que une os focos € paralelo ao
eixo das ordenadas, a equacdo cartesiana da elipse €

(x—x0)? N (v —»0)?

7 7= 1.

b. hipérbole

A hipérbole ¢ o lugar geométrico dos pontos de um plano
cujo modulo da diferenca de suas distancias a dois pontos
fixos ¢ constante. Os pontos fixos, F] e [, sdo chamados
focos e a constante ¢ usualmente representada por 2a. A
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distancia entre os focos ¢ usualmente representada por 2c.
O ponto médio de FiF> é chamado centro ¢, quando o
segmento de reta que une os focos ¢ paralelo ao eixo das
abscissas, a equacao cartesiana da hipérbole ¢

(x—x0)*  (r—y0)* )
a? b? -

onde C = (xo,y0) é o centro e b* = ¢* —a’.

Chamamos a de semieixo maior, b de semieixo menor e
2c¢ de distancia focal.

Quando o segmento de reta que une os focos ¢ paralelo ao
eixo das ordenadas, a equagdo cartesiana da hipérbole ¢

=) —x)?
2




Aula 2

FORMA TRIGONOMETRICA OU
POLAR DOS NUMEROS COMPLEXOS

Dado um nimero complexo z = x + yi # 0, consideremos
sua representacao vetorial

Sejam r = |z| =/x% +1? ¢ O 0 angulo que o vetor correspon-
dente a z forma com o eixo real positivo no sentido anti-horario.

Sabemos da Geometria Analitica que
x=rcos® e y=rsenh, com O €0,2r). (1)

O angulo 0, que nao esta definido para z = 0, ¢ chamado argu-
mento do niimero complexo z e sera denotado por arg(z).

Observe que o argumento nao € necessariamente unico, pois
as fungdes cos O e sen O tém periodo 27, ou seja, cos 6 = cos(0 +
2km) esen @ =sen (0 +2kr), k € Z. Deste modo, podemos falar
sobre um conjunto de argumentos de z # 0, isto &,

arg(z) ={0+2kn, k€Z}, onde O satisfaz (1).



Introducio as Funcdes de Variaveis Complexas I | Forma Trigonométrica ou Polar dos Numeros Complexos

Se z = x4 yi tem a parte real ndo nula, isto ¢, Re(z) = x # 0,

entdo O satisfaz tgh = Ve podemos usar uma calculadora para

T . .
obter ¢ = arctan” € (—3, 5) e determinar 6 a partirde x e y,
X

ou seja:

a. Sex>0 e y>0,entdo O = ¢ encontra-se no 1* Qua-
drante.

b. Sex<0 e y>0, entdo 6 = m+ ¢ encontra-se no 2*
Quadrante.

c. Sex<0 e y<0, entdo O = m + ¢ encontra-se no 3°
Quadrante.

d. Sex>0 e y<0,entdo 6 = 27w + ¢ encontra-se no 4>
Quadrante.

Observemos que se x = 0, entdo z = yi. Assim, se y # 0, entdo

L o R
z € imaginario puro e, nesse caso, 0 =mwsey >0 ¢ 0 = >
sey <O0.

Chamaremos a representagao

z=r(cos0+isenb)

de forma Trigonométrica ou Polar de z.

Exemplo 2.1.
( )

3W3 3. 27+9
l.Z—T‘{—El = l"—‘Z’— T—\@—3
—arctan@ T = 6—E
¢= 3] 6 ~ %

z:3<cos%+isen%>.
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z=—14+V3i = r=[z|=V1+3=V4=2.

(p:arctan(—\/g):—g = Gzn—zzz—ﬂ-

3 3

2 (cos 27 +isen 2ﬂ>

z= — +isen— .
3 3

L z=-3-3i = r=z=v9+9=V18=3V2.

T T 5n
= == 6 — T,
¢ = arctan (1) i 7t+4 2
5 5
z:3ﬁ<c0sﬂ+isen—ﬁ>.
4 4
3 i 3+1
.z:\g—% = r=lz|= %:\ﬁzl.
V3 T n ln
[0} arctan( 3 6 = 0 /4 G ;
( lln—k'senlln)
z=|(cos— +isen— |.
6 6

.z==7 = r=l|=7.¢=arctan(0)=0 = 6=
n+0=rm-

z="T(cosm+isenr).
T
Z:\/El = r:‘z’:ﬁe@:a.

z= ﬂ(cos%%—isen%).

qozarctan(—\@) :—g = 9:7r+zz

—1 cos4—ﬂ:~|—'sen4—7r
2_2 3 i 3 )
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MULTIPLICACAO E DIVISAO NA FORMA TRIGO-
NOMETRICA

Sejam z; = ri(cos 6 +isen0O)) e z; = ry(cos 6, + isen 6s.
Temos por conseguinte:

z1-zp =r1r2(cos 01 cos B, —sen Oy sen 6,) + 77, (cos Oy sen 6+

senf;cos6y). (2)

Por meio da Trigonometria, sabemos que cos(6; + 6;) =
cos By cosB, — senBisenB, e sen(0; + 6,) = sen6;cosH, +
sen 6, cos 0. Logo, substituindo esses resultados em (2), ob-
temos

z1-zp =r1rp(cos(0) + 6,) +isen (6 + 6,)).

Portanto, para multiplicarmos niimeros na forma trigonomé-
trica, ¢ suficiente que multipliquemos seus modulos e somemos
seus argumentos.

Quando pensamos na divisdo de numeros complexos na forma
trigonométrica, para z # 0, temos:

2z ry(cosB+isen@,)  r2(cos@ +isenB)ra(cos B —isenby)

z ri(cosO) +isen6;)  ri(cos O +isenb;)ry(cosB, —isen6,)

r1r; ((cos 61 cos B, +sen B1sen 0;) + i (sen ) cos B, —sen 6, cos 0;))
2% (cos? 6, +sen?6,)

= :—1 ((cos 0 cos 6, +sen Bysen 6,) +i(sen O cos 6, —sen B, cos 61)) (3)
2
Mais uma vez recorreremos a Trigonometria com o objetivo
de simplificar a expressao obtida. Neste sentido, relembrando
que cos(6; — 6,) = cos 0 cos 6, + sen B;sen B, e que sen (0 —
6,) = sen 6 cos 6, — cos O sen B, e substituindo esses resultados
em (3) segue-se que

L (cos(6) — 6y) +isen (0 — 6,)) .

%) )



Assim, para dividirmos z; por z; em sua forma trigonomé-
trica, ¢ suficiente dividirmos o modulo de z; pelo modulo de z;
e diminuirmos arg(z;) de arg(z;).

Exemplo 2.2.
[ )

21:1—\/§ e 22:\/7—{—\/71'.

Temos:

i =l =VI+3=2, ¢ =arctan(—V3) =~ =

5 5
9:27H—(p:57”:>21 :2<cos§+isen§) .

ii. m=|n|=v7+7=V14, (p:arctan(l):% =

Oz(p:%:>22:v14<cos%+isen§> :

Logo:
Smow . Sm & B
. z1.z23 —2\/14<cos <3+4> +isen <3+4)> =
231 . 23w
2v14 (cos <?> +isen (H))
1 Z—z—@ cos ( © o +isen T_Sm))
v 2 4 3 ! 4 3 o
cos ”—n +isen —l7m =
)" 2 ))"
VIR( (TE\ L (Tn
> coS T isen 2 .

EXERCICIOS RESOLVIDOS

Sw Sw
1. Escrevaz=4y2 (cos i) +isen 12) em sua forma algébrica.
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5
Solu¢ao: Como 172r =5 + g, aplicando as férmulas do cos-

seno e do seno da soma, obtemos

i COSS—TC—COS<E+E>—COSECOSE—SCHESCDE—
’ 12_ 6 4_ 6 4 6 4

77777 ).

. St T T T T T T
. sen— =sen ( —+ — | = sen— coS— + cos—sen— =

flz ff6f4 6 4 6 4
1

2272 2 4 (V3+1).

Logo,

:4[247'\@ (V/3=1)+(3+1)i) =20/3-1)+2(/3+1)i.

2. Sez=r(cosO+isenB), escreva w; = — e wp =z na forma
z

trigonométrica.

Soluc¢ao: Temos

1 cos0+isen0 1
wi=—= {cos0 1 isen @) r(cos( 0)+isen — 9))r(0059—lsen6)

Lembremos que 2z = |z|> = z= — 1> =r(cos(—6)+isen(—0)) =

N\r—‘

r(cos® —isenB).

z Zz

z z

3. Se z # 0, determine o valor maximo de k =

Solugdo: Seja z = r(cosO +isenB). Ja foi visto que zZ =
r(cos(—0)+isen(—0)). Entdo

i:cos(ZG)—Hsen (20) e E:cos(—29)+isen(—20). (i)
z z

Desde que cos(—x) = cosx e sen(—x) = —senx, temos por (i)
que

z

k =|2i||sen26| =2|sen26| < 2.

Portanto, o maior valor de k € 2 e isto ocorre se, € somente se,
i3

sen20 = +1, ou seja, 6 = % oub = -1

46 CEDERJ



4. a. Determine todos os complexos z tais que |z| +iz=0.

Solu¢do: Sez =x+yi, temos iz =xi+yi® = —y+xi.

Logo, 0 = |z| +iz=|z| —y+xi<=x=0ey=|z| >0, ou seja,
lz| +iz=0<z=ki,k>0.

lz| —iz
|lz| +iz

b. Se z ndo ¢ imaginario puro, prove que w =

imaginario puro.

Soluc¢do: Vimos na letra (a) quez #yi = z; = |z|+iz#0.

Se z=r(cos 0 +isen 0), temos

i. zy=|z|+iz=r+ir(cos®+isen0) =r(l —senO+icosH) =

zZ1=r(l —senB —icos0).
ii. zz=|z|—iz=r—ir(cosO+isen®)=r(1+senB—icosB).
Assim, w = 2_2 '221
1 ’21’
puro, basta mostar que Re(z; -z7) = 0 e Im(z; - z1) # 0. Temos

e, para mostrarmos que w € imaginario

z3-21 = r(l+sen@—icosB)r(l —sen6 —icosh)
= [(1—icosB)+senB] [(1—icosB)—sen)
= [(l—icose)z—senze]
= r?(1—cos’6 —2icosH —sen’0)
= [1 — (cos’0 +sen?) —ZCosei]
= —2r’cos@i.

Mas z no ¢ imaginario puro, logo » # 0 e cos6 # 0 o que
mostra que Im(w) # 0 e completa nossa prova. O

EXERCICIOS PROPOSTOS

1. Escreva os nimeros complexos abaixo em sua forma tri-

gonométrica.
a. z=—-5+5i
b. z=-3-33i
C.z=TI
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4 4 6 6
RV RI
e z3=4 COST—HsenT , calcule:

3n 3n r r
2. Dadosz; =2 (cos —l—isen),zz =3 (cos —l—isen)

a. Z1-2p
Z3

b. =
22

C. z1-23

d. Z1°2Z22+Z3
3. Sejamw=a-+biez=a+ci,onde a # 0, ntmeros com-
plexos tais que w.z = k, k > 0. Calcule |w| e |z|.

Sugestdo: Considere o argumento do produto.

4. Determine, no plano complexo, os seguintes conjuntos:

T

a. A= {ZEC| arg(z)z;}

b. B:{ZEC| i—ggarg(z)g%t}

c. C={zeC|3<|z| <5}
d. D=BNC

5. Determine todos os numeros complexos z tais que

|z| = 10, a imagem de z no plano complexo pertence ao
6

z z
-+ -
zZ z

1¢ Quadrante ¢

SOLUCAO DOS EXERCICIOS PROPOSTOS

1. Escreva os nimeros complexos abaixo em sua forma tri-

gonomeétrica.
a. z=—-5+51
b. z=-3-3V3i
C. z=TI
Solucio:

a. r=lz7=5/2¢ 92% = z:5\/§<cos¥+isen¥>.
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N

4 4
br=lzl=6¢ 0= LN z:6<cos—n+isen—n>.

3 3 3
c —||—71:e9—E = —n(cosz+'senz>
.=z = = 2 zZ= 2 1 2 .
3n 3n T T
2. Dadosz; = 2<cos—+zsen 4) 22:3<cosz+isenz>
31rm
e zz=4 cosT+z , calcule:
a. Z1 - 2p
z
b
)
C. z1-Z3
d zi-2p-23
Solu¢io:
a —6<cos23—n+ se 23m >
A 12
b = 4(0 o1 +ise S5 > (os + sen7n>
), — —= — - l R - ] R
z 3 6 6
c 8<cos( g>+'sen< Hﬂ))—
. Z1 Z3— 12 1 12 =
8( 57rJr 57r>
cos 5 isen o
147 147r
d. 21‘22'23:24<COS D +lsenT) =

24 (cos§ +iseny).

3. Sejamw=a-+biez=a+ci,onde a # 0, ntmeros com-
plexos tais que w.z = k, k > 0. Calcule |w| ¢ |z|.
Sugestdo.: Considere o argumento do produto.

Solucio: Sew-z=k, k>0 = arg(w)+argz)=0 =
arg(w) = —arg(z) = arg(z).

Como arg(w) = —arg(z) e Re(w) =Re(z) = a # 0, concluimos
que

Im(w) = atg(—arg(z)) = —atg(arg(z)) = —Im(z).
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Logo,
w=Re(w)+Im(w)i =Re(z) —Im(z)i =z

e isso implica o seguinte:

k=1kl=w-z[ = |w|-|z| = o] - ol = |2 = |zl = Vk e [w] =
2] = |z| =Vk.

4. Determine, no plano complexo, os seguintes conjuntos:

a. A= {ZE(C| arg(z)zg}

b. B:{ZE(C| ?—ggarg(z)gs?ﬂ}

c. C={zeC|3< || <5}
d. D=BNC

Solugao:

a. A= {ZE(C| arg(z)zg}

Im

Re

b. Bz{zEC\ Sl—ggarg(z)g%r}

B

Re
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c. C={zeC|3< |z <5}

Im

d D=BNC

Re

5. Determine todos os numeros complexos z tais que
|z| = 10, a imagem de z no plano complexo pertence ao
z zZ| 6
19 Quadrante ¢ ‘: +
z

z

5

Solu¢ao: Se z=r(cos6 +isenh), temos

z=r(cos(—0)+isen(—0)) = C —c0s26+isen26 ¢
z

NN

=cos(—26)+isen(—26) =cos26 —isen2 6.

Temos

54_5:2(;0529#‘24-2 =2|cos20|.
z z z z

3. 3
Logo,\cos29]=§, isto &, cosZOzig.
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1 3
Mas cos26:200526—1, , Ou seja, c0529:§<1ﬂ:§) =
4 2v'5 5
c0s’0 = _ = |cos 0] = izﬂsen@]zi
5 5 5
1 5 2V'5
c0529:5:>|cos9]:\§:>|sen9]: \5[

Como z pertence ao 1° Quadrante e |z| = 10, segue-se que

z=4/54+2V5i ou z=2V/5+4/5i.



Aula 3

POTENCIAS E
RAIZES DE NUMEROS COMPLEXOS

FORMULA DE MOIVRE

Vimos, na Aula 2, que o produto de dois nimeros complexos
z1 =ri(cos O +isen6) e zp = rp(cos B, +isen6) ¢ dado por

w=z1-z3 =r1ry(cos(60)+ 6,) +isen (6, + 62)).

O seguinte resultado mostra que a formula acima pode ser es-
tendida para n nimeros complexos.

Teorema 3.1.

Sejam z; =rj(cos 0 +isen6;), zo =ry(cosOr+isenBy), -,
z, = rp(cos 6, +isen6,). Entdo,

Z1-Zy...2pg =111y ... 1p(cos(0) + 6, + ...+ 6,) +isen (6 +
0r+...4+6,)).

Prova

Demonstraremos o Teorema por indugao sobre 7.

i. w=z1-2zp0 =riry(cos(0;+ 6) +isen(6;+ 6,)), o que
mostra a validade da formula para n = 2.
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ii. Suponhamos a validade da férmula para n > 3, isto é,

W=2z1:20 ... Zyg=rry...rp(cos(61+ 6 +...+6,) +
isen(0)+6,+...+6,)).

(Hipdtese da Inducao).

iii. Usando (1) e (i1), vamos agora provar a validade da férmula
paran+1, n > 3.

Sejaw=z1-20 ... Zp Zpt1 = (2122 -+ *Zp) *Znt1 -

Denotando por w; o produto zj-zp- ... -z,, podemos es-
crever w = wj -z,.1. Portanto, se w; = r(cos6 +isenf) e
Zp1 = Fut1(c08 6,41 +isen 6,4 1), a partir de (i) resulta que

W =171 (cos(0+ 6,11)+isen(0+06,41)). (%)

Mas, paraz; =rj(cos 0y +isen0;), zo =ry(cos r+isen6s),- - -,
zp, = rp(cos 6, +isen 6,), podemos aplicar (ii), obtendo

wy=riry...r,(cos(0 + 604 ...+6,)+isen(0;+6,+...4+6,)).

Fica, entdo, evidente que o mddulo de w, denotado por 7, € igual
a riry...r, € que o argumento de w, representado por 0, ¢
iguala 61+ 6, +...+ 6,. Aplicando-se esses resultados em (*),
obtemos

w = riry...rpp1(cos(0) + 6 + ... + 60,41) + isen(6; +
0ot Opi1)).

0 que completa nossa prova.

CQD

Vamos, agora, enunciar um resultado que nos permitira cal-
cular poténcias inteiras de nimeros complexos.
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Teorema 3.2 (Férmula de Moivre).

Sejaze C,z#0. Sez=r(cosO +isenb) e n € Z, entdo

Z" = r"(cosnO +isennf).

Prova

Sen=0o0un=1, oresultado é ébvio.

Sen >2,fazendo z; =z, = ... = z;, = z, resulta do Teorema
3.1 que:
— . . . — n:
w=z-z-....z=2"=pr...r(cos(6+0+...+0)+
n vezes n vezes

isen(0+0+...40)) =r"(cosnb +isenndb). (k)
—_———

n vezes

Agora, se for considerado n < 0, podemos escrever
1 1 1

- = — = — ¢

1\ 7
M=zl = () . Vimos, na Aula 1, que
z| |zl r

z

1 1 1
arg (—) = —arg(z) = —6. Logo, — = —(cos(—0)+isen(—0))
z z r
e podemos aplicar (*), obtendo
1
= W(cos(—]n[@) +isen(—|n|6)) =r"(cosnb +isennf),
,

0 que completa nossa prova.

CQD

[ Exemplo 3.1. ]

Sejaz = 4(cos% —l—iseng).

Pela Férmula de Moivre, temos:

20 20 5 5
220 — 420 (cos ?ﬂ +isen 8ﬂ> =240 (COS 7% +isen 2”) —240;
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—6 —6 -3 -3
76 _—4"6 (cos —r —|—isenﬂ:) =212 (cos - + isenﬂ>

8 8 4 4
_ 12 (_\? —\?i> = _;/3(1 +1).

INTERPRETACAO GEOMETRICA DA MULTIPLICACAO
DE NUMEROS COMPLEXOS

Sejam z1,z> € C, cujas formas trigonométricas sao

z1 = |z1|(cos 01 +isenOy), zo = |z2|(cos 6, +isen6,).

O produto w =z1.z5 ¢

w = |z1||z2|(cos(6; + 62) +isen(6; + 62)).

Portanto, se v_f e v_2> sdo, respectivamente, as representacoes
vetorais de z; € zp, a multiplicagdo de z; por z; equivale a reali-
zar uma rotacao de v—f de um angulo 6, no sentido anti-horario
seguida de uma multiplicagio por |v3| do modulo de Vi, resul-
tando em v_3>, representacao vetorial de w = z;.z3.

Im

%
— Vi
V3 0+ 6,
V3
0,
o0
Re

[ Exemplo 3.2. ]

A multiplicacdo de z = 3 4+ 5i por w = 2i equivale a uma
rota¢do da representacdo vetorial de z de 90° no sentido anti-
horario seguida da multiplicagdo de seu mddulo por 2.
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2i.z

)
I
NG

Re

RAIZ N-ESIMA DE NUMEROS COMPLEXOS

Dado um inteiro n > 2 e zy € C, consideremos a equagao
" =z. (3.1)
As solugdes de (3.1) serao chamadas raizes n-ésimas de z.

Para determinarmos as raizes n-ésimas de zy, utilizaremos o
teorema a seguir.

Teorema 3.3.

Sejamn >2ezp€ Ccomzy#0. Sezg=r(cosO+isenb),
0 € [0,2m), entdo zo tem n raizes n-ésimas distintas dadas por

2k 2k

Zp = \’717<c0s<6+ n>+isen<6+ ﬂ)) k=0,
n

1,....,n—1.

n

Prova

Seja z = p(cos @ +isen@). Resulta da Férmula de Moivre
que z" = p"(cosn@ +isenn@) e, ao considerarmos z”" = z, te-
mos:

p"(cosnp+isenn@) =r(cosO+isen0) =p"=r=p=1/re

,keZ.

_ 0 +2k
{ cosn@ =cos 6 =nQ=2kn+0,kcZ= Q= e
senng = sen 6
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0 +2kr
n

Parak=0,1...,n—1, consideremos ¢ =

Observe que 0 < @y < @1 < ... < @Q,—1 < 2m, logo, os
n— 1 nimeros complexos zxy = /r(cos @y + isen @) satisfazem

zy = r(cos @ +isen @) = zg, ou seja, zj € raiz n-ésima de zj .

Vamos agora mostrar que ndo ha outras raizes n-ésimas. De

fato, o argumento ¢’ de qualquer outra raiz n-ésima z' deve sa-

0+2mm
tisfazer ¢’ = i, onde m € Z.
n

Lembremos dos Cursos de Algebra que ¢ possivel escrever
mna formam=nqg+r,ondeqgeZere{0,1,...,n—1}, logo
podemos escrever

o — 0+2(ng+r)m _ 6+
n

+2qr, g€ Z, re{0,1,...,n—1}
n

e sabemos da trigonometria que isso implica
cos¢p’ =cos@, e sen@’ =senq,.

Portanto, z/ = \/r(cos@’ +isen¢’) = /r(cos@, +isen@,), o
que completa a nossa prova.

CQD

Denotaremos o conjunto das n-raizes n-ésimas de zg por /zy.

[ Exemplo 3.3. j

Sez=1+i,entdo 1 +i :\/i(cos% +isen§). Logo,

Ly T okn

\‘ﬁ:{zk:% cos 4T +isen 47 ,

k:0,1,2,3.}
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RESOLVENDO A EQUACAO DO 2° GRAU cOM
COEFICIENTES COMPLEXOS

Considere a equagao do 2° grau com coeficientes complexos
azt +bz4c=0, a#0. (3.2)

A partir do nosso interesse, observemos que a equacao (3.2)
pode ser reescrita na forma

onde A = b*> —4ac é conhecido como o discriminante da equagéo.

Portanto, as raizes de (3.2) sao

_ —bEVA

z 2a

e a formula da Equagdo do 2° Grau mostra-se valida no caso
complexo.

Nossa principal dificuldade na solugdo da equacio az> +bz+
¢ = 0 seré a determinacio de vA = Vb% —4ac.

Consideremos w = \/A = x + yi. Dessa forma,
w? =x? —)? 4+ 2xyi = A= Re(A) +Im(A)
e isto implica
x> —)*> = Re(A)
(3.3)
2xy = Im(A)

A solucio do sistema (3.3) determina w = VA e, em con-
sequéncia, obtemos as raizes de (3.2).

[ Exemplo 3.4. ]

Considere a equagio z> — (5—2i)z+9—7i = 0em C. Temos

A= (5-2i)?—4(9—7i)=21—-20i—36+28i=—15+8i.
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Assim,

(%)

x2—y*=—15 x> —y?=—15
w=VA=x+yi=

2xy =38 x*y? =16

O sistema (*) pode ser resolvido por substitui¢do e, assim, obte-
mos

PP +15)=16 = x*+15x?—16=0 = x* =1 oux*=—16.

Como x € R, devemos ter x> > 0, logo as solugdes de (*) satis-

fazemx’ =l =x=1=>y=4x=4oux=—1=y=4r=—4.

5—2i+(1+4i)
2

Logo, as raizes de (*) sdo z = =z=34i

e z=2-—31.

EXERCICIOS RESOLVIDOS

. Se . 5w
1. Se3az-4<c0sa—|—zsenﬁ>

a. Determine o menor 7 inteiro positivo tal que z” € ne-
gativo.

b. Determine o menor # inteiro positivo tal que z” € po-
sitivo.

c. Prove que z" nunca ¢ imaginario puro.

Solucio:

. Snm
a. Resulta da Férmula de Moivre que z" = 4" (cos o +

21
) Snrw 0 .
isen— . ), logo, para z" ser negativo devemos ter
Snr 5
Zn—l = (2k+ )&, k € Z, ou seja, 2" deve ser um inteiro

impar o que implica que n divide 21, e 0 menor n positivo
com essa propriedade € o proprio 21.

b. Raciocinando do mesmo modo que em (a), devemos ter

Snr

n .
CT 2kn = - k, k € Z. O menor n positivo com

essa propriedade ¢ o 42.
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Snrw Snrm . .
c. Como " = 4" <cos 2}1—1 +isen 2}1—1>, z" sera imagina-

. Snrw . .
rio puro se, ¢ somente se, COST =0 o que implica
Snt 0w

— = —+knm, ke Z.

21 2 TR, K€

Nesse caso, podemos escrever 10n = 21 +42k. Se tal n

L , 21 ,
existisse, deveriamos ter 5n — 21k = DR 0 que ¢ um ab-
.21 S
surdo, pois 5 ¢ 7. Portanto, z" nunca sera imaginario

puro. O

4
. Se 6 ¢ um angulo do 32 quadrante e sen0 = —3 calcule
cos50 e sen50.

Solu¢do: Considere o nimero complexo z = cos 6 +isen 6.
Pela Férmula de Moivre, podemos escrever

2 =cos560 +isen56. (i)

Por outro lado, aplicando a Formula do Binomio de Newton, a
w = (cos @ +isen6)°, obtemos

25 =c0s’ 0+ 5cos*@sen i+ 10cos® Osen? 6 i2
+10cos? @sen30#* +5cos@sen*Oi* +sen’0 7

= c0s> 0 — 10cos’ Osen? + 5cos B sen*H
+(5cos*@sen® — 10cos? Osen0 +sen>0)i. (ii)

Resulta da igualdade dos complexos em (i) e (ii) que

cos50 = cos’0—10cos’Hsen?0 + 5cosOsen?6
sen50 = Scos*@senO — 10cos? Osen3 60 +sen’0 .
4 .
Se sen® = —— ¢ O pertence ao 32 quadrante, entdo cosO =

3
—/1 —sen20 = — 3 e, por conseguinte,

0850 — g(ﬂ 10-9-16+5-256>_237
 5\625 625 625 /3125

(]
sen56 — 11(5-81 10-9-16+@)_3116
5\ 625 625 625/ 3125
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3. Asrepresentacdes geométricas de z1,z, € z3 no Plano Com-
plexo sdo vértices de um triangulo equilatero com centro
na origem. Se z; = 1 +i, determine z; € z3.

~ — R 2z
Solucio: Para obter z;, devemos rodar Oz; de um angulo 3
(angulo central do tridangulo equilatero) no sentido anti-horario,
logo

2r 2r V3 V3 2r
Z) =1z (cos?—kisen—) :\/§<cosz+isen—> (cos+

3 4 3
. 2n B ( 11T . 117r>
lsen?>—\/§ cos o +isen o)

Para obter z3, devemos realizar uma rotagao anti-horaria de um

2r — 2n 2r
angulo de 3 de Oz, portanto z3 = z; <cos 3 +1i sen—> =

3
11 11 2 2 19

\/§<cos1—27r+isenl—2n> (cos?n—kisen?n) :\/§<cos12n+

197
isen— |.

12

Im
Z]
22 0= 2

23

4. Prove que os n pontos de R? correspondentes as raizes n-
¢simas da unidade
2k . 2km
zr=cos—+isen—, k=0,1,...,n—1,n2>3,
n n
sao vértices de um poligono regular de » lados, inscrito na
circunferéncia de equagio x> +)? = 1.



~ . 2k 2k
Solu¢ao: Seja Ay = (cos _71'7 sen—n> o ponto do R? asso-
n n
ciado a
2km 2km
zr=cos— +isen—, k=0,1,...,n—1.
n n

Se O = (0,0), temos OAy = |zx| = 1, logo A pertence a cir-
cunferéncia de centro em O e raio 1, isto ¢, a circunferéncia de
equagio x> +)% = 1.

Parak=0,1, ..., n—2 o angulo central AkaAkH ¢ dado por:

= 2(k+1)r 2km 2m
AkOAk+1 = arg(zkH) — arg(zk) = u - =

n n
© 2 1 2
—~ n—\1)w T
An_10A0 :277,'— ! _ .
n n
Como todos os arcos AoAl,...,m,An,le sdo iguais, 0
poligono de vértices 4g, 41, ..., A, inscrito na circunferéncia
de equagdo x> + )% = 1 ¢ regular. (]
As figuras abaixo ilustram os casos n =3 e n = 6.
Im Im
0 Re o Re

EXERCICIOS PROPOSTOS

1. Determine o menor inteiro positivo n de forma que
2" = (10y/3 — 101)" seja:

a. real positivo;

b. imaginario puro.

2. Determine { %
\/ —1i
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3. Se z ¢ um complexo de mddulo 1 e argumento 0, prove

que z" + i 2cosn6.

4. Usando a Formula de Moivre, obtenha uma férmula para
cos40 e sen O que envolva apenas cos 6 e sen 6.

5. As representagdes no Plano Complexo de zy, z3, 23, z4 sao
vértices consecutivos de um quadrado. Se z; = 1+ 2i
¢ zp = 3+ 5i, determine z3 e z4 sabendo que Im(zg) <
Im(z;).

6. Determine todas as solucdes complexas da equagdo
x> 41 =0 e as represente no Plano Complexo.

7. Resolva a equagdo z* — (1 +2i)z2 —1+i=0em C.

8. a. Prove que cos20 = 2cos’0 — 1 = 1 —2sen?6 e
sen20 = 2sen 6 cos 6.

0 0 0
b. Provequel—cos9=2sen2§ e sen6:2sen§cos§.

c. Prove que as solu¢des complexas da equagdo
(z—1)"—Zz" = 0 sdo dadas por

i km kr kr
zkzicossec— cos— —isen— |, k=1,...,n—1.
n

n n

SOLUCAO DOS EXERCICIOS PROPOSTOS

1. Determine o menor inteiro positivo n de forma que
2" = (10/3 — 10i)" seja:

a. real positivo.

b. imaginario puro.

Solugao:
3
a. Temos |z| =v/400=20¢ctg6 = —g.
. , 117
Como z estd no 4° quadrante, concluimos que 6 = ~

iz . Iz
e, portanto, z = 20 (cos o +isen T) .
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b.

2. Determine ll -
V11—

nllr

Resulta da Férmula de Moivre, que 2" = 20" (cos +

. nllm ) ~
isen . A partir dessa representagdo, temos:

11 11
n67r e Im(z”):20”senn d

Re(Z") = 20" cos

.. nllr
Para z" ser real positivo, —— deve ser par. Logo, o

menor 7 com essa propriedade ¢ n = 12.

Aplicando o mesmo raciocinio do item (a), concluimos
N . o nllm
que para z” ser imaginario puro, devemos ter c =

T
km+ > k € Z, o que implica 11n = 6k+ 3. Ora, o menor
multiplo de 11, que deixa resto 3 quando dividido por 6 é

33. Portanto, n = % =3.

Solu¢io:
i i(1+1) —14i \/§< . 3n:>
= = = —(cos— +isen— |-
1—i  (1—i)(14i) 2 2 4 4
Logo,

e
I
=
—_
~
—
Il

Il
/_/H
5| —
N
(@]
)
w2
(08)
=3
owo| +
[\S)
=
S

R¥
— +2k
g

8

vab cos(3—n+k—n> + isen 3—n+
2 327 4) ! 32

+isen

km
— k=0,1,...,7:.
4))7 b ) ) }

. Se z ¢ um complexo de modulo 1 e argumento 6, prove

que z"'+ i 2cosnb.

Solu¢ao: A forma trigonométrica de z ¢ z = cos O +isen 6 e,
pela Férmula de Moivre, podemos escrever

Z" = cosn6 +isennb . (1)
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Como

_:<_>n e l:cos(—e)—Hsen(—B),

z

aplicando novamente a Formula de Moivre, obtemos

1
— = cos(—n0) +isen(—no). (2)
z
Mas cos(—n60) = cosn® e sen(—nB) = —senn0, logo, so-

mando (1) e (2) segue-se que

1
=2 0.
+Zn cosn 0

. Usando a Foérmula de Moivre, obtenha uma férmula para

cos40 e sen O que envolva apenas cos 0 e sen 6.

Soluc¢ao: Pela Férmula de Moivre, se z = cos 0 +isen 6, temos
2t = cos46 +isen4f. (5)
Por outro lado, aplicando a Formula do Bindmio de Newton em
z* = (cos @ +isen)*, obtemos
z* = cos*0 +4cos® O(isen 0) + 6.cos® O (i*sen?0) +4cos O
(sen®0) +i*sen*0
= cos* @ — 6¢cos? Bsen?0 + sen*B + 4 cos’ Osen i
—4cos Bsen>0i. (6)

Comparando as partes reais e imagindrias em (5) e (6) resulta
que
cos40 = cos*0 +sen*0 — 6cos*0 sen26;

sen40 = 4(cos*@sen O — cosOsen>0).

. As representagdes no Plano Complexo de zy, z3, z3, z4 sdo

vértices consecutivos de um quadrado. Se z; = 1+ 2i
¢ zp = 3+ 5i, determine z3 e z4 sabendo que Im(z4) <
Im(zl).

Solucdo: Como Im(z4) < Im(z;), devemos rodar o vetor Z;2
de 90° no sentido horario a partir de z;, ou seja, multiplicar
w| = zy —z) por —i e, em seguida, realizar a translagao para zi,
ou seja, somar z; a wy.(—i).

Temos z4 = (zp — z1)(—i) +z1 = 2+ 3i)(—i) +1+2i =
3-2i+142i=4.



Para obter z3, devemos rodar o vetor 22—21> de 90° no sentido anti-
horario a partir de z,, ou seja, multiplicar wy, = z; —z pori e,
em seguida, realizar a translagdo para z,, ou seja, somar z; a
wy.1.

Logo, z3 = (z1 —z2)i+zp = (=2 —3i)i+3+ 5 =3 -2i+ 3+
5i=6+3i.

Im
¥4)
90°

90°
Z]

%4 Re

. Determine todas as solugdes complexas da equagdo
x> +1 =0 e as represente no plano complexo.

Solu¢do: Comox*+1=0 = x*= —1, devemos determinar
3
—1.

Temos —1 =cosm+isenm, logo

2 2
V—-1= {zk:cos<n+3 kn’) +isen (71:+3 kn) , k=0, 1,2}.

Isso implica:

/4 T 1 3
zozcos3+isen3:2+\gi
zy=cosmw+isenmw = —1

cossn+'sen5n ! \/§

zy) = — tisen—=—-——1
: 3 32 2
Im

Re

CEDERJ
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7. Resolva a equagdo z* — (1 +2i)z> — 1 +i=0em C.

Solu¢do: Podemos fazer a mudanga de varidvel y = z2, ob-
tendo a equagdo

V= (1+2i)y—1+i=0.

Temos A = (1+2i)? —1+i)=-3+4i+4—-4i=1=

T T
1 42i+1 ) 1+i=V2 cosz+lsen4)
Y= 5 = =y=

T
z-cos——i—zsena

T
— 4+ 2km
Como \/\/E cos%#—isen%):{%(cos 4T +

—+2k7r
4 T
1
w5 ), o).
ﬂ —+2k7r —+2k7t
cosz—ﬂsen— +sen | =———— ,

k:O,l}.

As raizes sdo:

V3 V3 o o T 4
{Vi(cos——i-isen—), {‘/i(cosf—i-isen?), cosz—i-isen—

8 8 8 4
e cos 57r+  sen id
— 1 —
4 4

8. a. Prove que cos20 = 2cos’0 —1 = 1 —2sen?0 e
sen260 = 2sen O cos 6.
,0 0 0
b. Prove que 1 —cos 8 = 2sen 5 e senf :2sen§cos§.
c. Prove que as solugdes complexas da equagdo
(z—1)" —Zz" = 0 sdo dadas por

i km kr . k&
zr = =cossec— [ cos— —isen— ) ,k=1,...,n—1.
2 n n n

Solucio:
a. Sejaz=cos0 +isen6. Temos

2> =cos’ 0 —sen’0 +2sen O cos 0. (1)
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Por outro lado, resulta da Formula de Moivre que
Z? =c0s20 +isen26. (2)

Igualando as partes real e imaginaria em (1) e (2), obte-
mos

c0s20 = cos? O —sen?0 =2 cos’?O — 1 =1 —2sen?6
e sen20 =2senBcosH. O

. Substituindo 26 por 6 em (a), obtemos

0 0 0
1—cos6:2sen2§ e sen9:2sen§cos5- O

. Temos

-1y =2 = (Z_1>n:1 = (1—1>n:1.

z z
. 1 2k 2km .
Assim, 1 —— =cos—— +isen—— o que implica
Zk n n
1 2km 2kr
—=1l—-cos—— —isen——, k=1,....n—1. (1)
Zk n n

Resulta de (b) que

2km ykm 2km kr  km
1 —cos—— =2sen“— e sen—— =2sen— cos —,
n n n n n
logo
T . 2kr kr km . kr
] —cos— —isen—— = 2sen— (sen— —lCOS—>
n n n n n
km km km
:—2isen—(cos—+isen—>. (2)
n n n

Substituindo (2) em (1), obtemos
1 . km kr . kr
— = —2isen— (cos (—> +isen <—>> .
Zk n n n

1 1
Portanto, z; = —

. km km . /4
2isen — | cos — +isen —
n n n

i krm krm ) km
= —cossec — (cos (—*) +isen (——)))
2 n n n

zicosseck—n(cos—n—isenk—n>, k=0,1,...,n—1.
2 n n n 0
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Aula 4

FUNCOES DE VARIAVEIS COMPLEXAS

INTRODUCAO

Inicialmente, recordemos que uma fungdo f do conjunto 4
no conjunto B ¢ uma regra bem definida que permite associar,
de modo bem determinado, a cada elemento de 4 um unico
elemento de B. Utilizaremos a notagdo f : 4 — B para represen-
tar uma fungdo f do conjunto 4 no conjunto B. O conjunto 4
¢ chamado dominio da fungéo e sera denotado por Dom( /). Ja
o conjunto B, onde os elementos de 4 assumem seus valores, ¢
chamado contradominio da func¢ao.

Dada uma funcao f: 4 — B, se X C 4, a imagem de X
pela fun¢io f, que denotaremos por f(X), ¢ o conjunto f(X) =

{f(x) [x e X}

Em particular, a imagem da funcao, que sera representada
por Im(f), é o conjunto f(4). Observe que a imagem ¢ um
subconjunto do contradominio e, quando B = Im(f), diremos
que a funcdo ¢ sobrejetora.

Quando uma fungéo f: 4 — Bétalque f(x) = f(y) & x =y,
chamaremos essa fungdo de injetora e, caso f seja injetora e
sobrejetora, ela sera chamada de bijetora.

Ao longo desse curso, estudaremos fungdes f: 4 — C, com
A C C, ou seja, fungdes definidas em subconjuntos de C e que
assumem valores em C.

Quando nao for especificado o dominio de f, Dom(f), con-
vencionaremos que ele ¢ o conjunto “maximo”’4 C C para o

qual a fun¢do esta definida. Por exemplo, quando escrevermos

fz)= iill, o dominio de 1 ¢é subentendido como Dom( f) =
Z J—

C—{-1,1}.
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PARTES REAL E IMAGINARIA DE FUNCOES
COMPLEXAS

Quando estudamos fun¢des reais de variavel real, isto é,
f:A— RcomA C R, usamos a notagdo y = f(x). Assim, por
analogia, adotaremos a notagdo w = f(z) para fungdes comple-
xas de variavel complexa.

Como w = f(z) € C, podemos escrever

w=f(z) =u-+iv, u,veR.

Desse modo, podemos representar uma funcao f: 4 — C,
A C C, como
f(2) = u(z) +iv(2),
onde u ¢ v sdo fungdes de 4 em R.
Temos u(z) = Re(f(z)) e v(z) = Im(f(z)) e, de forma mais

usual, escreveremos u(z) = u(x,y),v(z) = v(x,y),z =x+yi, pen-
sando em u e v como fungdes de um subconjunto do R? em R.

Exemplo 4.1.
[ )

Seja f(z) = 22° — z+i. Temos:
f(2) = 2(x + i) — (x +yi) +i = 2(x> + 3x%yi — 3xy? — %) —
(x+yi) 4+i=2x — 6x3° —x+ (6x2y — 2> —y+ 1)i.

Logo, u(x,y) =2x> —6x37 —x e v(x,y) = 6x>y —2)° —y+1.

N z+4+Zz z—Zz
Observando que se z=x+yi, entdlox = — e y = —,

dada uma funcdo f(z) = u(x,y) + iv(x,y), podemos escrevé-la
em funcdo dez e z.

[ Exemplo 4.2. ]

Seja f(z) = xy + (x* +)i. Temos:

(Z+221EZ_2) N <<242ﬁ>2+22—iz> .

f(z) =



Mas 2z = |z|? e 22 = 22, logo também podemos escrever /(z)
z—z

1 —
como f(z) = 5(22 +1z[2)i+ —
Quando z = 0 ¢ Dom(f) e escrevemos z em sua forma tri-

gonométrica, z = r(cos 0 +isen0), r = /|z|, podemos pensar u
e v como fungdes de 7 ¢ 6.

[ Exemplo 4.3. ]

1
Seja f(z) =z+ — —zz, z# 0. Como z.z = |z|?, temos:
z

. 1 2 _
f(z) =r(cosB +isenB) + (0030 + isen 0) —r =

cos(—0) + isen(—9)> 2

=r(cos6 +isen6) + (
r

?] ¢]
:rc0s0+cos —r2+<rsen0—sen )i.

r r

0
Logo, u(r,0) = rcos0 + R v(r,0) = rsenf —
r
0
sen 40,
r
cos0 = e(2)
i)
Como r = \/|z| e valem as relagdes ¢ sen 0 = IT’Z
z
Im(z)
tg0 = R 0
20 = Relr)’ e(z) #

dada uma fun¢do f(z) = u(r,0) +iv(r,0), podemos escrevé-la
em fungdo de Re(z),Im(z) e |z|.

9
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Exemplo 4.4.
[ )

1\2
Seja f(z) = <r+> +secOi, r #£0, 0 # §+k7t, keZ.
r
Temos:

1\2 z 1 z
f(Z):<|Z|+H> +$(|Z)i:|z|2+w+2+$(|z)i,z#0 e
Re(z) # 0.

Se quisermos escrever u € v como fung¢des de x e y, obtere-
x4y
+2+ fla (xay) 7& (070) ¢

mos: f(z) =x*+)* +
x #0.

x2 +y2

TRANSFORMAC()ES OU MAPEAMENTOS

Dada uma fungdo f: 4 — R, 4 C R, o grafico de f, Graf(f),
¢ o subconjunto do R? definido por

Graf(f) = {(x, /(x)) | x € 4}.

Se a funcdo ¢ complexa de varidvel complexa, isto ¢, f : 4 — C,
A C C, seu grafico ¢ o subconjunto de C x C = C? definido por

Graf(f) = {(x, /(x)) | x € 4}.

Na maioria das vezes, ¢ possivel construir o grafico de uma
funcao real de variavel real, mas, no caso das fungdes complexas
de variavel complexa, feitas as devidas identifica¢des, verifica-
mos que Graf( f) C R*, o que impossibilita qualquer tentativa de
visualiza-lo no caso geral.

Um recurso para visualizar geometricamente uma funcao
w= f(z) é representar imagens de curvas ou regides do dominio,
que esta contido em um plano que identificaremos como plano
xy, no contradominio, que identificaremos como plano uv. Deste
modo, a funcdo ¢ considerada como uma “transforma¢ao” ou
“mapeamento” (do inglés “mapping”). Essa ideia de pensar na
funcao complexa de variavel complexa como uma transformagao
ou mapeamento entre dois planos ¢ atribuida ao matematico
alemao Bernhard Riemann.



A figura abaixo ilustra o caso em que uma regido S do domi-
nio da fungdo f, que esta contido no plano xy, ¢ transformada na
regido f(S) do contradominio de f, contido no plano uv.

y v

P

[ Exemplo 4.5. ]

Seja f(z) = —iz. Aretaz=1+1¢(1+1i), t € R, contida em
Dom(f) = C (identificado como plano xy) é transformada por f
naretaw = f(z) =
—i[l +¢(141i)] = —i+¢(1 —i) contida no contradominio de f
(identificado como plano uv).

y 1%

Recordando da Aula 3 que a multiplicagdo por —i equivale
a uma rotagao de 90° no sentido horario, concluimos que a reta
z=1+41t(1+1i), t € R, é perpendicular a sua imagem pela fungao

f(z) = —iz.

Quando uma regido S pode ser escrita como unido de curvas
cujas imagens pela fungdo f sabemos determinar, a imagem da
regido, f(S), ¢ a unido das imagens dessas curvas.
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[ Exemplo 4.6. j

Seja f(z) =z. O conjunto 4 ={z € C|Im > 1} ¢ um
semiplano aberto que pode ser escrito como a unido das retas
horizontais y =k, k > 1.

Cada uma dessas retas ¢ da forma z =¢+ ki, t € R, ¢ sua
imagem por f é f(z) =t+ki=t—ki, t € R e k> 1. Portanto,
a imagem de A4 pela fungdo f € o semiplano unido das retas
horizontais y = k, k < —1, como mostra a figura abaixo.

y 1%

Como f(a+ bi) = a — bi, podemos interpretar geometrica-
mente a fungdo f(z) =z como uma reflexdo em relagdo ao eixo
real.

CURVAS PARAMETRIZADAS COMPLEXAS

Sejam / um intervalo da reta real e x(¢), y(¢) fungdes de /
em R. A fungo o : I — C definida por o(t) = x(¢) +iy(¢) é
chamada curva parametrizada complexa ¢ a variavel real 7 ¢
chamada parametro.

Im

o (1)

Re




[ Exemplo 4.7. ]

1. Segmento de reta de extremos zp € z;: o(t) = (1 —¢)zo+
tzy, t€[0,1].

z&\\

T,

21

2. Semirreta com origem em zg € que passa por zj: o(t) =
(1 —1)zo+1tz1, t €[0,00).

=

-

20

3. Reta que passaporzgezy: a(t) = (1 —t)zo+1tz1, t € R.

/
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4. Circulo de centro em zg e raio r: a(t) = zo + r(cost +
isent), t € [0,2m].

5. Elipse de centro em z(, semieixo maior a paralelo ao eixo
real e semieixo menor b: o(t) = zo + acost + bsenti,
t €10,2m].

6. Pardbola de vértice em zo: o(t) = zp +¢ +kt%i, k £ 0,
t eR.

20
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7. Hipérbole de vértice em zg: o(¢) = zo + acoshs + bsenhti,
f ot r ot
e e —e

2

\

A imagem de uma curva parametrizada complexa o : [ — C
por uma fun¢do complexa de variavel complexa f: 4 — C tal
que () C 4 é uma curva parametrizada complexa no plano uv.

t € R. cosht = e senht =

[ Exemplo 4.8. ]

Seja f(z) = iz e considere o arco a(t) = cost + isent,
T :

te {0, ﬂ no plano xy. A imagem desse arco pela funcao f ¢
f(z) = i(cost + isent)? + 2 + 2i = i(cos2t + isen2t) =
= COs (2t+ E) +isen (2t+ E) te {0 q
B 2 2/ 4l

Observe que se ¢ € {0,%}, entdo s = 2t+g € {g,ﬂ:}, ou
seja, a imagem do arco no plano xy é o arco f3(s) = coss+isens,

T
s € b, n} no plano uv.

Yy Y

Y
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EXERCICIOS RESOLVIDOS

1. Dadas as fungdes f(z), determine as imagens dos pontos
indicados.

2 —
a. f(z):Z +,Z, z=2—1

zZ—1

1
b. f(z) =cosmx+i(x* =), z= 5—#3@1’.

Solucio:

L @=i?+2+i  3—-4i+2+i
.T 2— = = fry
a. Temos  f(2 =) 22 21— i)
(5-3i)(1+i) 842 4+i

4 4 2

1 1 7
b. Temos f(fmﬁi) :cos§+i<1_2) =0

a. Determine o dominio da fungdo complexa

23

f&= 276 era

f:4A—C

b. Determine a imagem da fungdo )
f(z) =2z+i

A={z€C|Re(z) > 1}.

Solucio:

a. A unica restri¢do é o denominador z> — (3 — i)z + 4 ser
diferente de zero.
Determinemos as raizes da equagio do 2° grau z2 — (3 —
i)z+4=0. Temos A = (3 —i)> — 16 = —8 — 6i.
Recordemos da Aula 3 que (x+yi)? =A=—8—6i =

2 )2 =8 9
e =x2— S =-8=x"4+8-9=0=
2xy = —6 X

x* =1oux?=—-9.

Como x € R, devemosterxzz1:>x:j:1:>y:$3:>
VA ==£(1-30).

3—i+(1-3i
Logo, as raizes sdo M =z=2-2i ou
z=1+ieodominiode /¢ Dom(f)=C—{1+i,2—2i}.



b. O conjunto 4 ¢ formado pela unido das retas (¢) = k+ti,
t€Rek>1. Aimagem dessas retas pela 1 é f(o(t)) =
2(k+ti)+i=2k+ (2t +1)i,t € R.

Mas, para t € R, a imagem da fungdo s =2+ 1 ¢ R.
Logo, f(a(t)) ¢ a reta vertical u =2k e, como k> 2 a
unido dessas retas ¢ o semiplano B = {z € C | Re(z) > 2}.

Yy Y

a. Dada a funcdo complexa f(z) = z> + Zil:, z # 1,
determine as fungdes reais u(x,y) e v(xz,y_) ltais que
f(2) = ulx,y) +iv(x,y).

b. Escreva f(z) = (r* + cos0)? +1g20i, r # 0,

T
—+kn
2+
T
0 +# Z+k7r .k € 7Z em funcéo de z.
kY2
— +km
4 +
Solu¢io:
a. Temos:
_ no X0+
_2_2 D)= —1))
=x"—y" +2xyi+ 2t 1) =
2,2
2 o, x+y-l 2x .
=Xx"—y +x72+(y—1)2+<2xy+x72+(y—1)2)l'
2,2
Logo, u(x,y) =x* —y2+)$_1;2 e v(x,y) =2xy+

2x

2rp_nz 70D
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2tg 6
1—1g%0°
2Im(z)

emos: f(z)={ |z|? Re_(z) ’ Re—(z) i=
temos: f(2) (H+ = )+ 1 Im(z)>2
_<Re<z>
2
= |* + (Re(z)> 4 2lz[Re(z) + 2REIME)

z] Re(z)? —Im(z)2 "
Re(z) #0, Re(z) # +Im(z).

b. Relembrando da Trigonometria que tg26 =

4. Dadas as curvas abaixo, determine suas imagens pela
funcao 1(z).

a. of
b. af

c. oft

2(cost +isent), t € [0,2m] e f(z) = Re(z).
ti,t>0c¢ f(z) =2

t
t z.
1+titeR e f(z) =2~

)
)
)

Solucio:

a. A imagem do circulo de centro na origem e raio 2 pela
funcdo f ¢ f(2(cost+isent)) =2cost. Como ¢ € [0,27],
a imagem de a(¢) é o segmento de extremos (—2,0) e
(2,0).
Outra maneira de obter a imagem de o(z) ¢ observar que,
geometricamente, a funcdo f corresponde a projecao or-
togonal sobre o eixo real (eixo Ox).

f

N

b. A imagem do “semieixo imaginario” ¢, ¢ > 0 pela funcao
fé flti) = (ti)® = -1
Como a fungdo a imagem da fungdo real g(t) = —#3,1 <0
¢ [ = (—0,0), a imagem de a(f) ¢ o “semieixo ima-
ginario” ti, t <O0.
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c. A imagem da reta vertical x = 1 pela fungdo f ¢
f(1+1ti) = (141ti)*> =1 — 1> +2ti. As equagdes paramé-
, o fu=1-£2 (i)
tricas da curva no plano uv sdo
v= =2t (i)
- v v
Substituindo t = —= em (i), obtemos u = 1 — 7 uma

parabola de vértice em (1,0).

T

A

N%

EXERCICIOS PROPOSTOS

1. Dadas as fungdes f(z), determine as imagens dos pontos
indicados.

1
a. f(z):z3+z—3, z=1+1i

b. f(2) :rtge+nn<1+2”2>, z= ?(1—1').
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2. a. Determine o dominio da fungdo complexa f(z) =

y3

_161.

In(x> —5x+4
n(x* —5x+ )—l—x2

A—C
b. Determine a imagem da funcao J s

f(z) =Im(z)
A={zeC||z—2-2i| < 1}.
3. a. Escreva f(z) = xy+2x> —)y*i em fun¢io de z e z.
1
b. Dada a fungio complexa f(z) =z — —, z#0, deter-
z

mine as fungdes reais u(r,0) e v(r,0) tais que

f(2) =u(r,0) +iv(r,0).
4. Determine a imagem das curvas parametrizadas abaixo
1
pela fun¢do f(z) = —, z#0.
z

a. o(t)=(1+it, t#0. ot)=1+ti, teR
b. a(t)=1+ti, teR
c. ot) =2(cost+isent), t €[0,27].

SOLUCAO DOS EXERCiCIOS PROPOSTOS

1. Dadas as fungdes f(z), determine as imagens dos pontos
indicados.

1
a. f(z) :z3—|——3, z=1+1i
z

b. f(z) :rtge—l—iln(l—;rz), z= g(l —1).

Solucio:

1
a. Temos f(1+i) = (1+1i)>+ ——. Como

(1+i)3 (1) =
(

1+3i+3(i)> + (i) = —2+2i, segue-se que f(2 +3i) =
2400t 242 I+i 9+7
- ! = I——— =——+ 1
—2+2i 4 4 4
7 7 7 7
b. Temosz:cos§+isen7n. Logmf(cos%%—isen%) =
7 1+1
tg%—i—zln( —; >:—1.
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2. a. Determine o dominio da fungdo complexa f(z) =

2 y’
In(x —5x~|—4)~|—x2_ T

f:4A—C
£(2) = Im(:)

b

b. Determine a imagem da funcao

A={zeC||z—2-2i] <1}.

Solucio:

a. As restricdes sdo x> — 5x +4 > 0 devido ao logaritmo e
x%> — 16 # 0 para ndo anular o denominador.

Temosx2 —5x+4>0=x<loux>4exr—16=0<
x = +4.

Logo, o dominio de /' é Dom(f) = {z € C|Re(z) > 4
ou Re(z) <1 e Re(z) # —4}.

b. O dominio de f ¢ o disco de centro em (2,2) e raio 1.
A imagem da funcao ¢ obtida pela projecdo desse disco
sobre o eixo imaginario, logo Im(f) = (1 —¢)i+1¢3i =
(1421)i, t €[0,1] (segmento de extremos em zyp =i ¢
z1 = 3i). Veja a figura abaixo.

Re

3. a. Escreva f(z) =xy+2x> —y%i em fungio de z e Z.

1
b. Dada a fungio complexa f(z) =z3 — —, z#0, deter-
z

mine as fungdes reais u(r,0) e v(r,0) tais que
f(z) =u(r,0)+iv(r,0).
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Solugao:
a. Temos:
(z+2)(z—2) (z—l—f)z (z—E)z_
= = 2 _ — =
/@) 5 o\ 2 /!
27 24+ 427 24727\ .
= . +2 — _ 1=
4i 4 —4
2 _ .2 232 2.2 =
:<z 42 )H_(z —2&—2 )—l—ZE—l—(Z 1—2 —%Z)i:
B 2 +7 4 2 7z .
= zz ) i
2.2 2.2
Mas 2z = |z]> e 22 = 22 = TaE_ahE Re(z?),

2 2
T

logo, também podemos escrever f(z) como

£&)=Re(2) + |z + 5 (2~ |2P)

b. Temos:

f(z) = (r(cos 6 +isen0))> — r(cosG—leenG) =
=73(cos360 +isen30) — (cos(—e) tisen(—e)) —
=r3cos36 — CO:G + <r3sen39 + se1;6> i.

Logo, u(r,0) =r>cos36 — cos 0 e v(r,0) =r’sen30 +

sen@) r 0,

r

4. Determine a imagem das curvas parametrizadas abaixo

1
pela fungdo f(z)=—, z#0.
z

a. o(t)=(1+it, t#0. ot)=1+ti, teR
b. a(t)=1+ti, teR
c. ot) =2(cost+isent), t €[0,2m].

Solucio:

I D

(140 2t
1

fungdo g(t) = %’ t # 0 ¢é o conjunto R — {0}, segue-se

a. Temos f(a(t)) . Como a imagem da

que a imagem de o pela fungdo f ¢ a “reta perfurada”

o(t)=t(l—i),t #0.
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f
x
1 1—ti
b. T a t p = —F.
emos (@) = 15 = 17
As equagdes paramétricas da curva no plano uv sdo
1 .
T —_}-ttz (@
v=1ya @)
Dividindo (ii) por (i), obtemos ¢ = . e, substituindo
u
2
. u 2
esse resultado em (21), segue-se que u = -5~ —; = u+
1 1
V=u= <u— §> +1? = 4 um circulo de centro em
1 1
! o) i}
( 5,0 e raio
Y i v

<
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c. Temos f(o(t)) = 2(cost}Hsent) _ cos(—1) Zisen(—t)'

Como ¢ € [0,2n] = —t € [-2x,0], a imagem de o pela
1
fungdo f ¢ um circulo de centro na origem e raio 7 per-

corrido no sentido horario.

f

N
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Aula 5

FUNCOES POLINOMIAIS

INTRODUCAO

Os polindmios ou fungdes polinomiais com coeficientes
reais, p(x) = ax" +a,_ X" +... +aix+ag, coma,, a,_1,...,
ai, ag € R, sdo nossos velhos conhecidos. Nesta aula, estuda-
remos polindmios com coeficientes complexos, que sdo funcdes
complexas da forma

p(z) = a,z" +ap 12" '+, 4aiz+ag, onde ay,an_1,...,a1,a € C.

Definicao 5.1.

Uma fungdo complexa da forma p(z) = a,2" +a, 12" ' +...+
a1z + ap, onde n denota um numero inteiro maior ou igual
a zero € a, dy—1,-..,a1, ap € C, é chamada polindmio ou
funcdo polinomial.

Os numeros complexos a,, a,_1,...,a;, ay sao chamados
coeficientes, a,, ¢ chamado coeficiente lider ¢ qp ¢ o termo in-
dependente. Quando a,, = 1, o polindmio ¢ chamado monico,
quando p(z) = ayp, dizemos que o polindmio é constante ¢, em
particular, se a9 = 0, p(z) = 0 é chamado polindmio identica-
mente nulo. O conjunto de todos os polindmios complexos sera
denotado por C [z].

SOMA E PRODUTO DE POLINOMIOS

A soma e o produto de f(z), g(z) € C[z] sdo definidos do
mesmo modo que a soma e produto de polindmios com coefici-
entes reais, ou seja:
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SOMA E PRODUTO DE POLINOMIOS

Sejam f(z) = ayz"+...+a1z+ag e g(z) = bpz" + ...+
biz+ by € Clz], entdo:

a. h(z)=f(z)+g(z) =2 4,127V . 4 c1z+¢o, onde
ci=a;j+b;, ai=0sei>n+1leb;=0sej>m+1.

b. p(z) = f(2)g(z) = dyz* +dy_ 12" + ...+ dyz+ dp, onde
di=aibo+a;1bo+...+aob;,a;=0sei>n+1eb;=0
se j>m—+1.

Na prética, multiplicamos cada termo a;x’ de f(x) por cada
termo b;x/ de g(x) de acordo com a regra a;x'.b;x/ = a;b;x'*/ e
somamos os resultados obtidos.

[ Exemplo 5.1. ]

Se f(z) =iz*4+223 — (1+2i)z+3 e g(z) = —42° + (1 — i)z + 2i,
entao:

h(z) = f(z)+g(z)=iz*—22° —3iz+3+2i
p(2) = f(2)g(z) = —diz" — 825+ (1 4+i)2° + (4 +6i)z*
(=124 6i)2> — (3 +1)2> + (4 —2i)z +6i.

Dados os polindmios f(z) e g(z) em C, sua diferenga, deno-
tada por f(z) — g(z) é definida por:
s(z)=f2)—glz) = f(2)+ (= glz) =exZ + e 12 1+ +eiz+e,

ondee;=a;—bj,a;=0se i>n+1¢e b;=0se j>m+1.

[ Exemplo 5.2. ]

Se f(z) = (3+1i)2° —22° —l—lz—l—leg() 22 4241, entdo
s(2) = flz) —glz) = (1 +1)2° =222 + (=1 +i)z.
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GRAU DE UM POLINOMIO
Se f(z) =anz"+...4+a1z+ag e a, # 0, entdo o grau de f(z),
que representaremos por gr( f), € o inteiro ndo negativo n.

Observe que nao definimos grau para o polinomio identica-
mente nulo e que se f(z) é um polindmio constante, ou seja,

f(z) = ap # 0, entdo gr(f) = 0.

Também decorre diretamente da definicdo de grau que se
f(z) e g(z) pertencem a C|z] e ambos ndo sdo identicamente
nulos, entao:

a. Se h(z) = f(z) +g(2), entdo gr(h) < mix{gr(f),gr(g)};
onde max {a, b} ¢ o maior dos niimeros reais a e b.

b. Se p(z) = f(2)g(2), entdo gr(p) = gr(/f) +gr(g).

Um importante resultado que aqui ndo serd demonstrado € o
Algoritmo da Divisiao em C [z].

Teorema 5.1.

Sejam f(z), g(z) € C|z], com g(z) # 0. Entdo, existem ¢(z) e
r(z) € Clz] tais que:

f(2) = 4(2)g(z) +#(z), onde r(z) = 0 ou gr(r) < gr(g).

Chamaremos ¢(z) de quociente e r(z) de resto da divisdo de
f(2) por g(2).

Na pratica, para dividirmos o polindmio f(z) por g(z) utili-
zamos o “M¢étodo da Chave”.

[ Exemplo 5.3. ]

Determine o quociente e o resto da divisdo de f(z) =z* 423 +
3iz? +i por g(z) =z*+2i.
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A 42 430 +i ‘22 +2i
—z —2iz? ‘22 +z +i
2 4iZ
-7 —2iz
iz?  =2iz +i
—iz? +2
—2iz +2+41i

Portanto, ¢(z) =22 +z+i e r(x) = —2iz+2+i.

Quando r(z) = 0, dizemos que g(z) divide f(z).

[ Exemplo 5.4. j

Determine a para que g(z) = 2z +i divida f(z) =2° —iz+a
em C[z].

Resulta do Algoritmo da Divisao que

2 —iz+a=q(z)(2z+i)4+¢c, ceC.

Como g(z) divide f(z), devemos ter ¢ = 0, ou seja, z3 — iz 4a =

q(z)(2z+1); além disso, fazendo z = —%, obtemos

(—i)3—'<—i)+ —g(2)0=0 = a="4 = Tayy
B l B a=q\z = Cl—8 2—8 1

#5 Usando esse mesmo raciocinio, podemos mostrar que o
resto da divisdo de f(z) por g(z) =az+b, a#0 ¢

o-s(-2)

RAIZES

Dado p(z) € C[z], a € C é chamado raiz de p(z) se p(a) = 0.

Exemplo 5.5.
| |

1. a =i é raiz de p(z) = 2%+ 2% + 22> +z + 3, pois
p() =+ 422 +i+3=—-1-i—2+i+3=0.
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2. a=1+ief =2—isdoraizes de p(z) =22 —3z+3+i.

3+/9—-4(3+i
De fato, as raizes de z2 — 3z +3 +i sdo: 3 ( +l):
3+v-3—-4i
—
Notemos que se (a+ bi)? = —3 — 4i, entdo
2 g2 2
a—b" = =3 ) -2
- —) =-3.
{ 2ab = —4 — (a)
Portanto, a* + 34> —4=0 = a*> =1 ou a®> = —4 (ndo
serve) = a==+1 = b=F2.
34+ (1-2i)

Logo, as raizes de z> —3z+3+i sdo =
2—iou 1+i.

Quando o polindmio p(z) tem coeficientes reais, ¢ possivel
que nenhum o € R seja raiz de p(z). Considere, por exemplo,
p(z) = 2>+ 1, ou mais geralmente, qualquer p(z) = az*> + bz +c,
coma,b,c€R, a#0eA=>b>—4ac<0.

Entretanto, um resultado surpreendente, conhecido como
Teorema Fundamental da Algebra, primeiramente provado
por K. F. Gauss em 1848, mostra que isso ndo ocorre quando
consideramos raizes complexas.

Teorema 5.2 (Teorema Fundamental da Algebra).

Se p(z) =ayz"+...+aiz+ag € Clz],comn > 1, entdo p(z)
possui pelo menos uma raiz complexa.

Um importante corolario do Teorema Fundamental da
Algebra ¢ o:

Teorema 5.3.

Seja p(z) = anz"+...+a1z+ap € Clz], com n > 1. Entdo,
p(z) possui n raizes complexas o, 0, ..., 0. Além disso, p(z)
pode ser escrito como p(z) = ay(z—oy)(z—0)...(z— o).
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Prova

A demonstragdo dar-se-a por meio de inducdo sobre n que ¢
o grau de p(z). Dessa forma, temos:
1. Validade paran = 1.
Se n =1, entdo p(z) = ajz+ap, a; # 0. Logo,

—ao , , . . ao
z=——2¢suaunicaraiz e p(z) =ajz+ap=a)(z+— | =
ai ai

)
a\z— |\ — .
ai
ii. Assumimos a validade paran — 1 com n > 2, ou seja, con-
siderando que p(z) = bp_1z" ' +...4+ b tem n — 1 raizes

o, 0y..., 001 ep(z) an_l(z—al)(z—az)...(Z—Otn_l).
(Hipdtese de Inducao)

i1i. Provaremos agora a validade do resultado para n.
Seja p(z) =apz"+...+ajz+ap € Clz], comn > 2.

Resulta do “Teorema Fundamental da Algebra”, e esse ¢
0 passo crucial, que p(z) tem uma raiz o,.

Vamos agora dividir p(z) por f(z) =z — oy,. Pelo “Algo-
ritmo da Divisao” temos

p(z) =(z—a,)q(z)+c, onde gr(q) =n—1>1¢e ceC.
Fazendo z = o, na expressao acima, obtemos
0=p(o,) =0-g(a)+c=c,

istoé, p(z)=(z—a,)q(z). Observemos que ¢(z) satisfaz
a Hipotese de Inducdo e portanto pode ser escrito na forma

q(z)=bp_1(z—0n)(z—0)...(z— 0—1)
e, por conseguinte,

piz)=by1(z—oy)z—)...(z— ).
De forma evidente, o, ..., 0 sdo as raizes de p(z) em
C. Assim, quando igualamos os coeficientes lideres da

equagao anterior, concluimos que @, = b,,_1, ou seja,

p2)=ay(z—o)(z—0n)...(z—0y).
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POLINOMIOS DO 1° GRAU

Os polindmios complexos do 1° grau sdo da forma
p(z) =az+b, a,b € C, a+#0. Veremos que as transformagdes
ou mapeamentos por polindmios complexos do 1° grau sdo ob-
tidos por composic¢ao de translacdes, rotacdoes e homotetias, que
definiremos a seguir.

a. Translagoes: os polindmios do 1° grau da forma
t(z) = z+2z0,20 # 0, sdo chamados translagées.

Geometricamente, a imagem de z ¢ obtida como mostra a
figura abaixo. O ponto z é “deslocado” para o ponto #(z)
s‘e§undo um vetor com origem em z € congruente ao vetor

0zp.
Im
t(z)
A
N
N
N
ZO\ \\
\\\ \\
S 5Z
\\\ //
O Re

A imagem de uma curva ou regido ¢ obtida transladando-
se cada um de seus pontos. Portanto, se #(z) =z+zp e S
¢ uma regido, entdo 7(S) ¢ a regido obtida pelo desloca-
mento de § segundo um vetor com origem em um de seus
pontos € congruente a 07)0.

Im
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[ Exemplo 5.6. ]

Sejat(z)=z+3+i. SeS={ze€C||z+2| < 1}, entdo
t(S)={zeCllz—(1+i)| <1}

Im

b. Rotagdes: os polindmios do 1° grau da forma r(z) = zoz,
|zo| = 1, s@o chamados rotacdes.

Como vimos, na Aula 3, a imagem de z ¢ obtida pela
rotagdo do vetor 0z de um angulo 6 = Arg (zp) no sen-

tido anti-horario.

Im

O Re

A imagem de uma curva ou regido € obtida pela rotacao

de cada um de seus pontos.

Re
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[ Exemplo 5.7. ]

2
Seja r(z) = g(l +1i)z. Se S é o quadrado de vértices
zo=1+41i,z1 =1+42i,zp =2+2iezzy =241, entdo I’(S)

2 3vy2
¢ o quadrado de vértices zj = V/2i, 2} = —\2[ + \2[1',
2 3V2
2’2:2\/§i e z4 :£+ fi.
2 2
Im
Z/
Z] z 1 )
IADRE
0(\9\/ O
O Re

. Homotetias: os polindmios do 1° grau da forma k(z) =
kz, k € R—{0}, sdo chamados homotetias de razao k.

Geometricamente, a imagem de z € o nimero complexo
h(z) de argumento Arg (z) e modulo k|z|, se k > 0 e argu-
mento 7 + Arg (z) e modulo |k||z[, se k < 0.

Im

A imagem de uma curva ou regido limitadas correspon-
derd a uma “amplia¢do” ou “reducao” de escala da curva
ou regido de k unidades quando £ > 1 e 0 < k£ < 1, respec-
tivamente.
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k>1

7/
/‘

0 Re

[ Exemplo 5.8. ]

Seja h(z) =2z. Se S ¢ tridngulo de vértices zg = —2 41,
z1 = 1 +2i e zp = —i, entdo h(z) é o tridngulo de vértices
zp=—242i,zy =2+4iezh=-2i.

Re

Dado um polindmio complexo do 1° grau, p(z) = az+zo, se
a forma trigonométrica de a é a = r(cos 6 + isen 6), temos:

p(z) = [r(cos O +isen )]z +z.

Portanto, para ¢(z) =z+2zp, r(z) = (cosO +isenf)z e
h(z) = rz, podemos escrever p(z) = (tohor)(z), ou seja, p(z)
¢ obtido pela composi¢do de uma rotagdo com uma homotetia
com uma translagdo, nessa ordem.



£ Embora a rotacdo ¢ a homotetia comutem, isto &,
roh = hor, atranslacdo, no caso geral, ndo comuta com
ambas. De fato, se 1(z) = z+ 2z, r(z) = az e h(z) = kz,
temos:

i. (tor)(z)=t(az) =az+zpe (rot)(z) =r(z+zp) =
az+azy =tor =rot & zy = azg < a = 1, pois
zo # 0.
il. o conjunto vazio ¢ um subconjunto de qualquer con-
junto. Ou seja, 0 C A, qualquer que seja o conjunto
4,
ili. (toh)(z) =t(kz) =kz+zpe (hot)(z) =h(z+z) =
kz+kzg =toh=hot < zy = kzog < k=1, pois
zo # 0.

Assim, nao podemos realizar a translagao antes da rotacao
¢ da homotetia.

[ Exemplo 5.9. ]

Seja f(z) = (V3+i)z+8+4+8i. Sed={zcC||z+2|+
|z—2] <5}, entdo a imagem da elipse 4 ¢ obtida pela composicdo

[ T .
da rotagdo r(z) ( cos 3 + isen g>z com a homotetia 4(z) = 2z

com a translacdo 7(z) =z + 8 4 8i.

Im
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EXERCICIOS RESOLVIDOS

1. Dados os tridngulos T e T’ de vértices zg = 0, z; = —2i,

zy=1—1i,zy=1+i, 2} =5+1i, z, = 3+ 3i, respectiva-
mente, obtenha um polindmio p(z) € C|z], do 1° grau, tal
que p(T)=T".

Solucio: Observe que Zpz1 = 2, 7z} = 4 e que esses segmen-
tos sdo ortogonais.

Im

Iad el
) Z

Z1

Se ZH € o segmento obtido de Zpz] por uma rotagao anti-horaria
de 90° seguida de uma homotetia de razdo 2, entdo z; =0 e
zi =4 Comozy=1+i=1+i+0=1+4i+z5ezy =5+i=
1+i+4=1+i+z], concluimos que z,Z, é obtido de zjz" por
uma transla¢do segundo z = 1+ 7, ou seja, zz} ¢ obtido de Zoz1
por uma rotac¢do anti-horaria de 90°, seguida de uma homote-
tia de razdo 2, seguida de uma translagdo segundo z = 1 +i.

Portanto z,z] ¢ a imagem de Zoz pela fungdo p(z) = 2iz+1+1.

Além disso, temos p(z;) = p(1 —i) =2i(1—i)+1+i=3+
3i = Z,. Logo, o tridngulo 7’ ¢ a imagem de T pela fungdo
p(z) =2iz+ 1+1.

a. Sejap(z)=az+beClz]. Sep(z))=w; e p(zz) =
mn, escreva a € b em fungao de zy, zo, @) € ws.

b. Seja p(z) = az+b € Clz]. Se a # 0, prove que p(z)
¢ uma funcdo bijetora de C em C e determine sua
inversa p~!(z).

Solucio:

p(z1) =az1+b=wm (i)

a. Temos o sistema S,
{ p(z2) =az+b=w (i)



Diminuindo (7) de (i), obtemos

azy—z1)) = — 0 = a= ¢ isso implica
) — 2]
a(a)z—(ol) :a)l(a—i-Zz—Zl)—a(Dz

| Z2 —Z1

b:wl—azlzwl—

b. i p(z) é injetora. De fato, se p(z;) = p(z2) = az; +
b:azz+b:>a(zl —Zz) =0=2 :zz,poisayéO.

ii. p(z) é sobrejetora, pois se w € C, podemos resol-

N w—b
ver a equacdo p(z) =w=az+b =z = =
a
(=)
p =w.
a
Resulta de (i) e (i) que p(z) ¢ bijetora. O

Para determinar p~!(z), devemos resolver a equagio

—b —b
z:aw+b:>w:z—:>w:p_l(z)zz .
a a

3. Dada uma fungéo complexa f(z) com dominio Dom(f) =
A, a imagem inversa de B C C, que representaremos por
/~Y(B), ¢ o conjunto f~!(B) ={z€ 4| f(z) € B}. Se
f(z) =22 e B={z € C | Re(z) = 2}, determine 1~ !(B).

Solugiio: Sez=x+yi, entdo f(z) = (x +yi)> = x> — > + 2xyi.

Logo, se w € B, entdo Re(w) = 2 = 2 = x> —»%. Portanto,
/~1(B) ¢ a hipérbole de equagio x> —? = 2 no plano xy.

y

4. Se f(z) =z e T ¢é o triangulo de vérticeszg =0, z; = l e
zy =i, determine /(7).
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Solucao: Sejam (1) =1, B(t) =ti, y(t) =1—t+ti, t €]0,1],
respectivamente, as equagdes dos segmentos Zozy, Zozz € Z123.
Temos

fla(r) =1
f(B(0) =~ teo,1].
fy@) =1 =t =2 4+2(1 =t)ti=1-2t+2(1 —1)i

Evidentemente, f(c(¢)) e f(B(¢)) sdo segmentos sobre o eixo
real.

Vamos escrever as equagdes paramétricas de f(y(¢)). Temos
u=1-t>-2=1-2t (i)
v=2(1—1) (ii)

1—u o
Resulta de (i) que 1 = — substituindo esse resultado em

(ii), segue-se que

B 1—u>)<1—u> (4w (—uw)  1—d?
"o 2<1 ( 2 2/ 2 -2
parabola de vértice em <O, 5) e zeros (—1,0),(1,0). A repre-

sentacdo de f(7) no plano uv é mostrada na figura

N

y

EXERCICIOS PROPOSTOS

1. Dados os quadrados Q e Q' de vértices zy = 0, z; = 1,
2 =141, z3 :i626:2,2/1 :2+2\ﬁ+\@i,z'2 =2+
2/2i , 2’3 =2-22+ \/Ei, respectivamente, obtenha um
polindmio p(z) € Clz|, do 1° grau, tal que p(Q) = Q'.

2. Prove a desigualdade |iz+ 1| < 2, se |z| < 1, analisando
a imagem do disco D = {z € C | |z| < 1} pela fungdo
plz)=iz+1.

3. Determine a imagem do quadrado Q de vértices zy = 0,

z1 = 1,2y = 1+, z3 = i pela fungdo f(z) = z°.

4. Determine a imagem do circulo S={ze€ C||z— 1] =1}
pela fungio f(z) = 2> —2z.
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SOLUCAO DOS EXERCiCIOS PROPOSTOS

1. Dados os quadrados Q e Q' de vértices zg = 0, z; = 1,
=141, z3 =i626 :2,2’1 :2—|—2\/§—|—\/§i,2’2 =2+
2V/2i, z’3 =2-2V2+/2i, respectivamente, obtenha um

/

polindmio p(z) € C[z], do 1° grau, tal que p(Q) = Q'.

Solucio: Observe que zoz; = 1, z;z| =2 e que esses segmentos
fazem um angulo agudo de 45°.

Y v z

Se z;z{ ¢ o segmento obtido de Zpz1 por uma rotagéo anti-horaria

de 45° seguida de uma homotetia de razdo 2, entdo z; = 0 e

lel — Q—Fﬁl
2 2

Comozy=2=2+0=2+z)ez] =2++2i+2=2+Z], con-
cluimos que zf)—z’1 ¢ obtido de ﬂ por uma translacdo segundo
z =2, ou seja, z,z| € obtido de zyz| por uma rotagéo anti-horaria
de 45°, seguida de uma homotetia de razdo 2, seguida de uma

translagdo segundo z = 2.

Portanto, z,7; é a imagem de Zoz7 pela fungio p(z) = v2(1 +
i)z+2.

Além disso, temos p(z;) = p(1+i) = V2(1 +i)(1 +i)+2 =
242V2i=72h e p(z3) = p(i) = V2(1 +1) (i) +2 =2 -2+
23/2i = Z.

Logo, o quadrado Q' ¢ a imagem de Q pela fungdo p(z) =
V2(1+i)z+2.

2. Prove a desigualdade |iz+ 1] < 2, se |z| < 1, analisando
a imagem do disco D = {z € C | |z| < 1} pela fungdo
p(z) =iz+ 1.

Solucdo: Geometricamente, a fungdo p(z) = iz+ 1 corres-
ponde a uma rotagdo anti-horaria de 90° seguida de uma trans-

lagdo segundo z = 1.
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Como a imagem por rotagdo de um disco é o proprio disco, a
imagem de D = {z € C | |z| < 1} pela fungdo p(z) é o disco
p(D)={weC||w—1| <1}, como mostra a figura a seguir.

Y Y

<

Vimos, na questdo 6 do EP 2, que o valor maximo de |w| para
w € p(D) é obtido pelas interse¢des da reta que une o centro de
D a origem.

Logo, se wy = 2, o valor maximo de |w| se w € p(D) ¢ |wo| = 2.
Além disso, se quisermos, podemos determinar z € D tal que
|p(z)| assume seu valor maximo, basta resolvermos a equagdo

1
1

. Determine a imagem do quadrado Q de vértices zy = 0,

z1 = 1,23 = 1 41, z3 = i pela fungdo f(z) = 2%

Solucao: Sejam o(t) =¢, B(t) = (1 —¢)+ (1 +i) = 1+,
y(t) = (1—t)i+t(1+i) =i+t 0(t) =tit € [0,1], respectiva-
mente, as equacdes dos segmentos zozy, z1z2, 2223 € Z3Z] -

fla() =2
. f(B(t)=1—1>+2ti
Temos: 1) = —1+t2+2tl €10,1].
J(8(0) =

Evidentemente, f(c (7)) e f(0(¢)) sdo segmentos sobre o eixo
real.

Vamos escrever as equagdes paramétricas de f(B(¢)). Temos:
u=1-1> (i)
v=2t (ii)

Resulta de (ii) que t = % e, substituindo esse resultado em (i),
segue-se que

2
u=1- VZ’ parabola de vértice em (1,0) e zeros (0,—2),(0,2).



u=1t>—1 (iii)

As equagdes paramétricas de f(y()) sdo:
v=2t (iv)

Resulta de (iv) que t = ; e, substituindo esse resultado em (iif),
segue-se que

2
u= VZ — 1, parabola de vértice em (—1,0) e zeros (0,—2),(0,2).

20 1

™
/ u

4. Determine a imagem do circulo S={z€ C||z— 1| =1}
pela fungdo f(z) = 22 —2z.

Solugiio: Podemos escrever f(z) =z —2z+1—1 =
(z—1)2—1.

A equagdo paramétrica de S é a(t) = 1 + cost + isent, t €
[0,27] = f(a(t)) = (cost+isent)? — 1 = cos2ti+sen2t — 1,
t € [0,27], ou seja, um circulo de centro em (—1,0) e raio 1.

Y e Y

N
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Aula 6

FUNCOES RACIONAIS

INTRODUCAO
Nesta aula, estudaremos fungdes da forma p(z) = }%, onde
q(z

p(z) e q(z) sdo polindmos complexos.

Definicao 6.1.

- _ p@)
Uma funcdo complexa da forma f(z) = ek onde
q(z

p(z), q(z) € Clz], conjunto de todos os polindmios com coe-
ficientes complexos, ¢ chamada fun¢ao racional.

Na determinac¢do do dominio de f(z) = 1%, devemos ex-
q\z

cluir de C as raizes de ¢(z). Vimos, no Teorema 5.3, que ¢(z)
tem no maximo m = gr(q) raizes distintas. Logo, se o,..., 0

(2)

sdo as raizes distintas de ¢(z), o dominio de f(z) =~~~ ¢

q(2)
Dom(f):(C—{Oq,...,Ock}.

[ Exemplo 6.1. ]

3 .
. zZ+z—1
S = .
cja f(2) 22— (1+i)z+i
Sejam p(z) =22 +z—ie q(z) =z> — (1 +i)z+i. Temos
f(z)= Sézi As raizes de g(z) = z*> — (1 +i)z +i sdo dadas por
z

L4it /(1402 =4 14i+y/-2i
2 B 2 '
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Observemos que (1 —i)?> = —2i e isto implica o seguinte:
1+ity/(1+i)2—4i 14+i+(1—i
i (2+Z) S 2( l)zloui.

Portanto, Dom(f) = C — {1, i}.

[ Exemplo 6.2. j

iz? =22+ (14+i)z—3
Sej =
S = T Aot 6

Sejam p(z) = iz> —22° — (14+i)z—3 e q(z) =22 — 2+

N _rl2)
3i)z+6i. Temos f(z) = )

As raizes de ¢(z) sdo dadas por

243i+/(2+30)> —24i  2+43i+\/—5-12i
2 - 2 '

Como (2 — 3i)> = —5 — 12, as raizes de ¢(z) sdo

2+3i+(2-3i)
2

=2 ou 3i = Dom(f) = C—{2,3i}.

Para determinarmos a imagem de f, Im(f), observemos que
o € Im(f) se, e somente se, a equacdo f(z) = a possui solu¢do
em Dom( /), ou seja, se existe pelo menos um 3 € Dom(f) tal

que f(B) = a.

Temos: p(2) =32i—16—(1+i)2—-3=—-21+30ie p(3i) =
i(31)° —2(3i)> — (14i)3i—3 =2432 +54i —3i+3 -3 = —243 +
51i, ou seja, p(z) e g(z) ndo tém raizes comuns.

Dado ¢ € C, considere o polindmio g(z) = p(z) — cq(z). O
polindmio g(z) tem grau 5, portanto, pelo Teorema 5.3, g(z)
tem raizes oy, 0y, 03, 04, 05 € C (ndo necessariamente distin-
tas), isto ¢, 0 = g(o;) = p(oy) —cq(e;), i = 1,...,5. Todavia,
observemos que nenhum dos ¢;’s ¢ raiz de ¢(z), pois, se isso
ocorresse, teriamos 0 = p(o;) — ¢.0 = p(oy) e assim o; seria
raiz de p(z), o que seria um absurdo, uma vez que p(z) ¢ ¢(z)
nao possuem raizes comuns.
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Portanto, o; € Dom(f) e ¢ = zégj; = f(oy), Ve e C.

Logo, Im(f) = C, ou seja, f(z) é sobrejetora.

TRANSFORMACOES DE MOBIUS OU FUNCOES
HOMOGRAFICAS

Um caso particular importante de fungdes racionais f(z) =

p2) ocorre quando p(z) e ¢(z) sdo polindmios de 1° grau, isto

q(z)
c (Z)_az%—b.
’ cz+d

Inicialmente, mostraremos o seguinte resultado:

Teorema 6.1.

b
A fungdo racional f(z) = @t ¢ constante, ou seja,
, cz+d
fl(z) = Zi_d =k € C se, e somente se, ad = bc.
Prova
b
De fato, se f(z) é constante, f(z) = Zi 5= k, entéo

az + b = kcz + kd e podemos escrever:

a=kc
{b:kd = bc = (kc)d = ad.

Reciprocamente, suponhamos ad = bc.

Se ¢ = 0, entdo d # 0, sendo o denominador seria nulo, e

. . . bc C
isso implicaa = — =0= f(z) = —.
d d

Se ¢ # 0, a ideia é somarmos ¢ diminuirmos constantes ao

numerador de modo que ele fique proporcional ao denominador.

Temos:
a2+%+b—% a2+% b—%
S(&) = cz+d - cz+d * cz+d -
ad — bc ad — bc
:?<Cz+d)_ c _a | e |_@
c \cz+d cz+d c cz+d
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~ . az+b
As fungdes racionais da forma f(z) = g com
cz
ad — bc # 0, isto é, que ndo sdo constantes, sdo chamadas

Transformacoes de Mobius ou Funcoes Homograficas.
Evidentemente, o dominio de uma Transformag¢ao de Mdbius,

az+b
f(Z) - CZ+d

¢ Dom(f) =C— {i}

Vamos a seguir determinar a imagem de uma Transformacao
de Mobius f(z), Im(f).

, que nao se reduz a um polindmio, ou seja, ¢ # 0,

Se ¢ =0, vimos que d # 0 = a # 0, sendo ad = bc. Logo,
f(z) = gz+ J ¢ um polindmio de 1° grau que ¢ uma bijegao e,
em particular, a imagem de f é Im(f) = C.

b
Suponhamos ¢ # 0. Dado k € C, se k= f(z) = azi—d’ entio
cz

kcz+kd = az+ b e isto implica que z(kc —a) = b — kd.

Sek:g,entﬁoOzb—kd:>b:kd:>b:%:mzd:bc.

c C
Mas isso € um absurdo, pois f ¢ uma Transformagao de Mobius.

Logo, se k # ﬂ’ entdo z = ¢ a iinica solugdo de f(z) = k.
c

Cc—da
Isto mostra que Im(f) = C — {E} , ¢ £ 0, e também que f ¢
c

injetora. Assim,

f:@—{i} — C—{g}, ¢+0,ad—bc+0
b )
f<Z>=Zid

¢ uma funcao bijetora.

Podemos entdo determinar a sua inversa f .c— {E} —
c

d b .

C— {—} . Escrevendo w = &= i , ~!(2) ¢ obtida pela resolugao
c cz+d

da equacao
aw—+b

z= = czw+dz=aw+b = w(cz—a)=—dz+b.

cw+d
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Isto implica que

B —dz+b

czZ—a

) =w , com ad —bc #0.

Devemos observar que a condicio para que f~'(z) seja

Transformagdo de Mobius é que (—d)(—a) —bc = ad — bec # 0.

Portanto, a inversa de uma Transformacao de Mobius também
¢ uma Transformagao de Mobius.

[ Exemplo 6.3. ]

2y
Seja f(z) = IZZ—+11 Temos 2 — (—i?) =2 —1 =1, logo f(2)

¢ uma Transformacdo de Mobius. Para obtermos a sua inversa,

N 2w—i ) .
devemos resolver a equacdo z = - =>wiz4+z=2w—i=
w+1
wliz—2)=—z—i= f(z)=w=—""
iz—2"

Vamos agora provar que toda Transformagao de Mobius com
¢ # 0, ou seja que ndo se reduz a um polindmio de 1° grau, pode
ser escrita como f(z) = (pogot)(z), onde #(z) ¢ uma translagio,

t(z) =z+z0,g(z) = — e p(z) ¢ um polindmio de 1° grau, p(z) =
z
z1.z+ 23, 20,z1 €23 € C,z1 # 0.

Vimos, na prova do Teorema 6.1, que

ad — be ad — bc
a a 2
fo=2- )=t
c cz+d c g
z+c

Resulta da expressdo acima que, para f(z) =z+ —, g(z) = — ¢
c z

ple) == (57 )2+ S temos £(2) = (pogon))

(4

[ Exemplo 6.4. ]

(1—1—1')2—2.

CEDERJ 111




Introducio as Funcdes de Variaveis Complexas I | Fungdes Racionais

Temos
) 141, 141,
P (1+Z)Z+Tl+ —2- 3 ! 1+i(3z+i>
Z) = e
3z+1i 3z+1 3 3z+1
. 1 .
3 - -
(z+3) z+3
1 1 1 _
Portanto, para ¢(z) = z + 3 glz)=-ep(z) = _§(5 +i)z+
z
141

N podemos escrever f(z) = (pogot)(z).

TRANSFORMACOES OU MAPEAMENTOS DE

Considere o conjunto

X ={(x,y) e R?* | A(x* +)*)+Bx+Cy+D = 0}.

a. Se 4 =0, entdo X ¢ a reta de equacao Bx+Cy+D =0.

B c D B
b. Se A #0, entdo 0 =x> + —x+1* + —y+— =x>+—
e A # 0, entdo x—l—Ax+y —I—Ay—l—A x+Ax—|—

B? 2i G C? D B> 4C? ( N B>2+
R — E— - [ = | x J—
42 T T a Ty 442 24

+£2 B2+ C?—44D
YT o4 442

ou, fazendo A = B2+ C? — 44D, obtemos

+ B 2+ + C\*_ A (1). Portant
— — ) =— . Portanto
Toa) T\ 24) Tan ’

i. Se A >0, entdo (1) é a equagdo de um circulo de

centro em ( E C) e raio ﬂ
24° 24 2|A| '

. . B C
ii. Se A=0,entdo (1) reduz-se ao ponto <_ﬂ’ _ﬂ> .

iii. Se A <0, entdo (1) é o conjunto vazio.
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Podemos descrever o conjunto X em coordenadas polares

= 0
{x reos , obtendo:
y=rsenf

X ={(x,y) € R* | 4r* + Brcos6 +Crsen +D = 0}.

1 1 1 :
Se g(z) = 2~ Fcosf 1 isend) ;(cos( 0)+isen(—0)) =
—(cos @ —isen®), as fungdes u(r,0) e v(r,0) tais que g(z) =
B
1
—=u(r,0)+iv(r,0) sdo
z
1 1
u(r,0) = —cos0 e v(r,0) = ——senb.
r r
. . . 1
Como a imagem do conjunto X pela fung¢do g(z) = — no
z
plano uv ¢

Y = f(X) = {(u,v) € R?* | A4(u?(r,0) +V*(r,0)) + Bu(r,0) +
Cv(r,0)+D =0},

1 1
resulta da substituicdo u(r,0) = —cos 0 e v(r,0) = ——sen 6 que
r r
1 0 0
0=4— +BCOS — Csen + D o que implica
r r

0= Dr? 4+ Brcos —Crsen8 +A = D(u? +v?) +Bu — Cv + A.

A mesma analise que fizemos para o conjunto X permanece
valida para o conjunto ¥ = f(X), isto é:

c. Se D=0, entdo Y ¢ areta de equagdo Bu—Cv+A4 =0.
d. Se D # 0, entdo, para A = B2+ C? — 44D, obtemos

B\? C\* A
<u+2D> +<v—2D) =102 (2). Portanto,

iii. Se A > 0, entdo (2) ¢ a equagdo de um circulo de

centro em
B C VA
eraio ——
2D 2D 2\D\

B C
iv. Se A= 0, entdo (2) reduz- to| —=——=,=——= |-
iv. Se , entdo (2) reduz seaopono( 2D’2D>

v. Se A <0, entdo (2) é o conjunto vazio.
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Portanto, as imagens de retas e circulos do plano xy pela
fungdo g(z) = — sdo retas e circulos no plano uv e temos os
z

seguintes casos:

1. Se X ¢umareta, entio4 =0¢

a. Se a origem O = (0,0) e X =D =0, isto é, X ¢ a
reta “perfurada na origem” (sem a origem do plano
uv) de equagao Bx+Cy =0¢ Y ¢ areta de equagdo
Bu—Cv=0.

b. Seaorigem O = (0,0) ¢ X =D #0eY ¢éo circulo
“perfurado na origem” (sem a origem do plano uv)
de equacao

( +B>2+< c>2 B> +C?
U+ — Ve — | =——5—.
2D 2D 4D?

2. Se X éum circulo, entdo 4 #0 e

c. Se X ¢ “perfurado na origem” do plano xy, entao
D=0¢eY ¢aretade equacdo Bu—Cv+4=0,4F#0.

d. Se a origem do plano xy ¢ X, entio D #0e Y é o
circulo de equacao

B C\> A I
B _ 5 ) A AR+ —a4D.
<”+2D)+<V 2D> 4D2’ *
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EXERCICIOS RESOLVIDOS

1. Determine o dominio e a imagem da fung¢do

f(2)

222 —4iz+4
22 2iz+3"
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Solu¢do: O delta da equagdo do 2° grau z2 —2iz+3 =0 ¢é
A= (2i)*-12=—16= /A =+/—16 = +4i. Logo, as raizes
2it4i

dessa equagdo sdo = 3i ou —i e o dominio de f(z) é

Dom(f) = C — {—i,3i}.

Podemos escrever

222 —4iz+4  2(2—2iz+3) 2 B
SO = 3 %13 = 23 2ooii3
B 2
T2 2iz4+3

Assim, se ¢ € C, a equagdo f(z) = ¢ equivale a equagdo c =2 —
2 ) 2 ) 2
- =z 2iz4+3=——— =z - 2iz+3+——=0

2 g3 L T T TR AT
e sabemos que essa equagao do 2° grau possui solucdes (distin-

tas quando seu A for diferente de zero) para ¢ # 2.

Além disso, essas solu¢des ndo sido solugdes de z> — 2iz + 3

sendo teriamos =0, um absurdo.

Portanto, se ¢ € C — {2}, entdo f(z) = ¢ possui solugdo em
Dom(f), ou seja, Im(f) = C—{2}.

f:C-{3} >Y
. Determine Y C C para que a fungao 2z4+1—1i
o=z

seja invertivel e determine sua inversa f~!(z).

Soluciio: Temos ad — bc = 2.3 — (—1)(1 —i) =7 — i, logo
f(z) é uma Transformagdo de Mébius e sabemos que f(z) é
invertivel. Para obtermos a sua inversa, devemos resolver a
equacao

2w41—1i
z:L:>—wz+3z:2w+1—i:w(—z—2):—3z+
—w+3 31t
l—i= ) =w= LH:M;A—Z:Y:C—{—Z}
z42
f.c-{-2}—=>C-{3}
eainversade fé ¢ 3z—1+4i
[="—7—
z+42

1
. Determine a imagem pela fun¢do f(z) = — dos seguintes
z

conjuntos

a. A={zeC—{0}|Re(z) = k}.
b. B={zeC—{0} |Im(z) = k}.



Solu¢io:

a. L]

Se k=0, 4 € o eixo imaginario “perfurado na ori-
1
gem”, al(t) = ti, t € R— {0} e flax(t) = - = —,
i
1
t #0. Como a fungao real g(t) = o t #0 ¢ uma
bijecdo de R — {0} em R — {0}, segue-se que a ima-
gem de A € o proprio A.
Se k# 0, A ¢ uma reta vertical que ndo passa pela ori-
gem e sabemos que a imagem dessa reta ¢ um circulo
“perfurado na origem” do plano uv.
A equacdo dareta Anoplanoxyéx—k=0,k#0¢e
sua imagem pela fungdo f(z) é o circulo de equagdo
(tomeA=C=0,B=1eD=—kem |1 letra b)

ea) oo
“Tok) TV T e

)
- centro em (ﬁ,o e

raio m .
y Y
k>0
! -
x N/
y Y
k<0
! -
x N
b. e Se k=0, B ¢é o eixo real “perfurado na origem”,

alt) =1, t e R—{0} e fla(t)) = ;m&o. Como a

fungdo real g(¢) = ;, ¢t # 0 é uma bijecdo de R — {0}
em R — {0}, segue-se que a imagem de B ¢ o proprio
B.

Se k # 0, B ¢ uma reta horizontal que ndo passa pela
origem e sabemos que a imagem dessa reta ¢ um
circulo “perfurado na origem” do plano uv.
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AequagdodarctaBnoplanoxyéy—k=0,k#0¢
sua imagem pela fungéo f(z) é o circulo de equagdo
(tomeA=B=0,C=1eD=—kem | letrab)

2+< 1>2— ! ntr m<01>
u lvzk —4k2-ceoe ,2ke
raiom.
Y y

k>0

f\

X
y y

k<0

* A

(142i)z+8+5i
iz+2
z+#2i,como f(z) = (pogot)(z),onde(z) ¢ uma translacdo

4. Escreva a Transformagao de Mobius f(z) =

9

t(z) =z+zp, g(z) = o p(z) € um polindmio de 1° grau

p(z) =az+b.

Soluciio: A ideia é somar e diminuir uma constante ao nume-
rador para deixa-lo proporcional ao denominador.

O coeficiente de z no denominador € i e o coeficiente de z no

numerador ¢ 1+ 2i, logo devemos multiplicar o denominador
+2i

por para determinar a constante.

142i 142§
Como + l(iz+2) = (1 +2i)z+2< + l), a constante ¢
i i

1+2i
2( - l):2(1+2i)(—i):4—2ietemos

1
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(14+20)z+(4-20)  —(4-20)+8+5i _

f(z) =

iz+2 iz+2
4470
1+2i<iz+2> 447 1420 T4
i iz+2 iz+2 i 2 z—2i
z+ -
i

Portanto, #(z) =z—2ie p(z) = (7T—4i)z+2—1i.

EXERCICIOS PROPOSTOS

3 )
1. Determine o dominio e a imagem da fungdo f(z) = Zjlzm.
A
f:C—H{xi} -7
2. Determine Y C C e zg € C para que a funcao z—2z)
f(Z) = 22 _,_1

seja invertivel e determine sua inversa f~!(z).

3. Determine a imagem do conjunto4 = {z€ C |2 <Re(z) <
1
4} pela fungdo f(z) = —, z#0.
z
2iz+7+8i
4. Considere a Transformagao de Mobius f(z) = L_l__l,
z+2—4i
ZH 244,
a. Escreva f(z) como f(z) = (pogot)(z), onde ¢(z) é
uma translacio #(z) = z+2zp, g(z) = — e p(z) é um
z
polindmio de 1° grau p(z) = az+b.

b. Determine a imagem do circuloT'={z€ C||z—3 —
4i| < 5}.

SOLUCAO DOS EXERCiCIOS PROPOSTOS

3 )
1. Determine o dominio e aimagem da fungo f(z) = %.
A

Solu¢do: As solugdes da equagio z* — 16 = 0 sdo +2 e £2i,
logo, o dominio de f(z) ¢ Dom(f) = C — {£2, £i}.

Se p(z) = 2> +iz—2, entdo p(2) = 6 +2i, p(—2) = —10 —
2i, p(2i) = —4 —8i e p(—2i) = —8i e isso mostra que p(z) e
q(z) = z* — 16 nio possuem raizes comuns.
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Seja c € C. Se ¢ =0, a equagdo f(z) = ¢ equivale a equagdo
pz) =22 +iz—2 =0 que, pelo Teorema Fundamental da
Algebra, possui solugao.

1
Se ¢ # 0, a equagdo f(z) = ¢ equivale a equagdo z* — —(z° +
c
iz—2)— 16 = 0 que também possui solugéo pelo Teorema Fun-
damental da Algebra.

Além disso, nenhuma das raizes o dessa equagdo é raiz de z* —
A 1 . .
16 = 0, sendo teriamos 0 = 0 — — (o +iot —2) = o 4 it — 2,

ou seja, o ¢ raiz de p(z). Mas isto ndo pode ocorrer, pois vimos
que p(z) e g(z) = z* — 16 ndo possuem raizes comuns.

Portanto, se ¢ € C, entdo f(z) = ¢ possui solugdo em Dom( f),
ou seja, Im(f) = C.

f:C—{+i} —»Y
2. Determine Y C C e zg € C para que a funcao z—2z(
f(Z) = 22+1

seja invertivel e determine sua inversa £~ !(z).

Solu¢ao: Dado ¢ # 0, a solugdo da equagdo f(z) = ¢ equivale
1 s

dequacioz> +1 = —(z—z) e, se z— zo ndo dividir 2> + 1, essa
C

equacgdo terd 2 solucdes e a funcdo nio serd injetora.

Portanto, para que f(z) seja bijetora, z —zq deve dividir 2> + 1 e
isso implica que zo é raiz de z2 + 1, ou seja, zo = +i.

1
Se zp = i, entdo f(z) = i /~!(z) é obtida pela solugdo da
z+i
1—

equagioz=—— = wztiz=1= [ lz)=w= lZ,z;éO.
w1 z

Como a imagem de f~!(z) é C — {+i}, devemos excluir (i) =
1 I , . 1
=3 do dominio de /' (z).
ﬁ:@—{%ﬁ}%@—{ﬂ}

_l—iz

o=

Assim, f~! é dada por

V4

1
Sezg=—i,entdo f(z) = ——¢e f -1 (z) é obtida pela solugdo da

Z—1 1 .
_tE Ly,

’
z

1
equagioz= —— =wz—iz=1= f(z) =w
w—i
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Como aimagem de f~!(z) é C—{+i}, devemos excluir f(—i) =

1
= % do dominio de /~!(z).

—i—1

flic— {%,o} - C—{+i}
Assim, nesse caso, | —1 ¢ dada por )
1tz

z

VG

3. Determine a imagem do conjunto 4 = {z€ C |2 <Re(z) <
1
4} pela fungdo f(z) = —, z#0.
z

Solucdo: O conjunto 4 ¢ a unido das retas verticais x = &,
2 <k <4, no plano xy.

Vimos, no Exercicio Resolvido 3, que a imagem da reta vertical

1 2
x = k pela fungdo f(z) é o circulo de equagédo (u - ﬂ:) +v2 =

1 1 o1
ol centro em (ﬂ’()) e raio %

Portanto, f(4) é obtida pela unido desses circulos, que é mos-
trada na figura.

Yy v

! o NN

2iz+8+7i
4. Considere a Transformacao de Mobius f(z) = %,
z+2—4i

z# =244
a. Escreva f(z) como f(z) = (pogot)(z), onde #(z) é
uma translagio 7(z) =z +2zp, g(z) = — e p(z) ¢ um
z
polindmio de 1° grau p(z) = az+b.

b. Determine a imagem do circuloI'={z€ C||z—3 —
4i| <5}.
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Solucio:

a. A ideia é somar e diminuir uma constante ao numerador

para deixa-lo proporcional ao denominador.

O coeficiente de z no denominador € 1 e o coeficiente de z
no numerador ¢ 2i, logo, devemos multiplicar o denomi-
nador por 2i para determinar a constante.

Como 2i(z+2 —4i) = 2iz+ 8 +4i, a constante ¢ 8+ 4i e

temos
- 2iz+ 8+4i —(8+4i)+8+7i _

6 =" Z+2—4i
_2_<z+2—4i> %, 3
P SYEY S S Fie LI SER

Portanto, #(z) =z+2 —4i e p(z) = 3iz+ 2i.

. O circulo I" tem centro em (3,4) e raio 5. Vimos, na letra

a, que f(z) é obtida pela composi¢do de uma translagdo
segundo 2 — 4i, com a fungdo g(z) = —, com o polindmio
z

de 1° grau p(z) = 3iz+ 2i que, geometricamente, corres-
ponde a uma rotag@o anti-horaria de 90°, seguida de uma
homotetia de razao 3, seguida de uma translagao segundo
2i.

A imagem de I pela translag@o segundo 2 —4i ¢ o circulo
I'; de centro em (5,0) e raio 5, a imagem de I'; pela
fungdo g(z) = — ¢ a reta vertical x = 10° pois a origem

z
O €T} (recorde o exercicio resolvido 3 letra a).
A rotagdo anti-horaria de 90°, seguida de uma homotetia

de razdo 3, da reta x = 10 ¢ a reta horizontal

3
y= 10 e, finalmente, a translacdo segundo 2i dessa reta €

. 3 23 : .
a reta horizontal x = — +2 = —. Veja a sequéncia das

N 10 10°
transformagdes nas figuras a seguir.

y Y
T

I

A
\_/

x/



I O'TNAOW n vinv

x//
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Aula 7

FUNCAO EXPONENCIAL

INTRODUCAO

Todos nos aprendemos nos cursos de Calculo que a série de
Taylor da fungéo exponencial real f(x) = e* é dada por

Isso nos sugere que a funcdo exponencial complexa pode-
n
z

> Mas essa abordagem re-
n.

ria ser definida pela série & = )
n=0

quer o conhecimento de critérios de convergéncia de séries de

poténcias complexas, dos quais ainda ndo dispomos (a titulo de
© _n

. L. z
curiosidade, a série & = Z — converge para todo z € C).
—n!
o n

. A z .
Vamos admitir a convergéncia de ¢ = Z — € vejamos o
n

n=0"""
que ocorre quando z ¢ imagindrio puro, ou seja, z = yi,y € R.
Temos
o (1 2 A .6 2n
P o) D T A A 1
nz::O n! 2'+4! 6'jL +( )(Zn)!+ +
3.5 7 2n+1
y ooy .y n Y :
——t— 4.+ (-1t ] 1
(y s o et eyt >’ (1)

Recordemos dos cursos de Calculo que as séries de Taylor
das fungdes f(x) = cosx e g(x) = senx sdo:

oo x2n x2 x4 x6 x2n

cosx:nzz%(—l)"(zn)! :1_E+ﬂ_a+"'+(_l)n(2n)!+"' (2)
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o0 2041 3 5 7
— 1yt T
senx = }12:%( ) (2n+ 1)1 X =gt T Tt
x2n+1
D' ——t... 3
(=1) (2n+1)!+ 3)

Substituindo (2) e (3) em (1), obtemos

(4)

e’ = cosy+iseny.

A expressao acima ¢ conhecida como Formula de Euler.

Portanto, uma defini¢ao da fun¢ao exponencial complexa de
modo que sua restri¢do aos niumeros reais coincida com a fung¢ao
exponencial real ¢

& — Vi — e“(cosy+iseny) (5)

Se w=a+biez=c+di,resultade (5) que

eVt = gttt (b — it (cos(h+d) +isen (b+d)). (6)

Vimos, na Aula 3, que

cos(b+d)+isen(b+d) = (cosb+isenb)(cosd +isend)

a+c _

0 que, junto com e e?.e e (6) implica

"7 = e.e(cosb +isenb)(cosd +isend) =

= e“(cosb +isenb)e‘(cosd +isend) = e".€.

Logo, a defini¢dao da func¢ao exponencial em (5) “preserva”
a propriedade " = ¢".¢” da fungio exponencial real e, de fato,
serd essa a definicao que adotaremos.
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Definicao 7.1.

:C—=C
A funcdo exponencial complexa / ¢ definida
fe)=¢
por .
& =& = ¢*(cosy +iseny).
[ Exemplo 7.1. ]
1. e™ =cosm+isenmw = —1
2
2. 42T = 44/2¢2 <c0s— + isen — ) 4+/26% (f + \2[1)
= 4e*(1+1i).

MODULO, ARGUMENTO E CONJUGADO DE

fz)=¢

Seja z = x +yi. Como & = e"" = ¢*(cosy + iseny), pode-
mos concluir que
a. || = |e*(cosy+iseny)| = €| cosy+iseny| =
b. arg(¢®) =y+2km k€ Z.
c. &€ =€ =¢"(cos(—y)+isen(—y)) =e"(cosy—iseny) =
(€).

Em particular, o item a mostra que |¢&*| =¢* > 0,Vz € C =
& 40,VzeC,

Além disso, ao contrario do que ocorre com a fungao expo-
nencial real, que € sempre positiva, a fungdo exponencial com-
plexa pode ser negativa — recorde do Exemplo 7.1 que €™ = —1.

PROPRIEDADES ALGEBRICAS DE f(z) = &

Sejam w e z € C. A fungdo exponencial complexa, f(z) = ¢,
possui as seguintes propriedades
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1

=) =~

c. e (&) =
d eW*Z:g
eZ

e. (€)F=éX, Vke.

A verificagdo da propriedade ¢ = 1 ¢ imediata e a proprie-
dade b ja foi provada na Introdu¢do. Provemos c.

Por a e b, podemos escrever 1 = &’ = A = e ? =

Combinando b e ¢, provamos a propriedade d e a prova da
propriedade e ¢ o Exercicio Proposto 1.

PERIODICIDADE DA FUNCAO EXPONENCIAL
COMPLEXA

Uma fungdo complexa f: 4 — C,4 C C, ¢ periddica se
existir um nimero complexo nao nulo w, chamado periodo, tal
que f(z+w) = f(z),Vz € A.

Exemplos classicos de fungdes perioddicas reais sao as fungdes
f(x) = cosx e g(x) = senx. Ambas tém periodo 27, isto &,
cos(x+2m) = cosx e sen (x+27) = senx. A fungdo exponen-
cial real f(x) = €* é ndo periddica, pois ¢ uma bijegdo de R em
(0,00).

E interessante observar que se @ ¢ periodo de f (z), entdo
kw,k € Z, também ¢ periodo de f(z).

De fato, temos f(z42w) = f(z+ 0+ ) = f(z+ ©) = f(z)
e f(z) = f(z— o+ w) = f(z— ®). A partir dai, aplicando o
Principio da Indu¢@o Finita, podemos concluir que f(z+kw) =
f(2),Vk € Z (veja os detalhes no Exercicio Resolvido 1).

Ao contrario da fung¢do exponencial real, a fungao exponen-
cial complexa, f (z) = €, ¢ periodica e possui periodo 27, pois
flz42mi) = &2 = & .*™ = &7 (cos 2w +isen2m) = & = f(z).



Portanto, se k € Z, entdo ¢#T2k™ = ¢ ¢, usando esse fato,
provaremos o seguinte resultado:

Teorema 7.1.

SeypeRed={zeC|yy<Im(z) <yp+2r}, a fungdo

1A —
f:4—=C={0} , € bijetora.
flz)=¢€
Prova

Provaremos, inicialmente, que f € injetora.

Sejamw=a+biez=c+dic Ataisquee” =¢°. Temos 1 =
W

% = "7 = =D — 0 (cos(h —d) +isen (b —d)) =
e C=1=sen(b—d)=0=b—d=2knkcZ=¢"°=
l=a=c.

Mas wiz €A = [b—d| <|pg+2kr—y| =2r=k=0c¢
b=d,logow=a+bi=c+di=ze f ¢injetora.

Para provarmos que f ¢ sobrejetora, dado w € C — {0}, es-
crevamos w em sua forma trigonométrica w = r(cos 6 +isen 6).
Se z = Inr + 0i, entdo f(z) = ™9 = ¢l (cos O +isenO) =
r(cos 0 +isenf) = w.

Assim, f(z) é sobrejetora e, como ja haviamos provado que
f € injetora, segue-se que f ¢ uma bijecao.

U]
Aregido 4 ={z€ C|y) <Im <yg+2r}, onde f(z) ¢ in-

jetora, sera chamada de Regiao Fundamental da fun¢do expo-
nencial complexa.
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TRANSFORMACOES OU MAPEAMENTOS DE

fz)=¢

Como a fungdo f(z) = & é periddica de periodo 27, pode-
mos restringir o estudo de suas transformagdes ou mapeamentos
a Regido Fundamental, 4 = {z € C |yg < Im <y, +2x}.

Se ot) =k+ti, ke Re —m <t < rm (segmento vertical
x=keye (—m n)),entio f(o(r)) = e*V) = ki = &k (cost +
isent),t € (—m, mt] ¢ um circulo de centro na origem e raio e* no
plano uv — observe que f(a(t)) = {w € C | |w| = &}.

Se B(t)=t+ki,t € Re —m < k < & (reta horizontal y = k),
entdo f(B (1)) = ePV) = & HH = ¢! (cosk+ isenk), t € R.

Como a imagem da fungdo real g(z) = ¢ é (0,00), f(B(¢)) é
a semirreta “aberta” na origem que faz um angulo orientado no
sentido anti-hordrio de k radianos com o eixo Ou — observe que

J(B(1)) ={we C| arg(z) = k}.

——
1 X \ Je u
: X Ji u




[ Exemplo 7.2. ]

Se # ¢ o retangulo z; = —In2 — 51 z; = —In2 + 51

=In2+ 21 ,z4 =In2 — ;ti, sua imagem pela fungdo f(z) =&

¢ a unido da imagem dos segmentos

alt) = —ln2+it§

B(t) :t1n2+l§
n tel-1,1],
¥(2) zlnz+itE

T
ot) = —tln2—zE

respectivamente, as equacoes dos segmentos Z1z;, 2223, 2324 ©
Z4Z1.

Temos:

a(t) = e N2ty — p=In2 <cos <t§> +isen <t§>> —
<cos< > +isen <t§>> ;
F(B(t)) = &Mm2+i3 = ¢lln2 (cos (g>+isen (g)) =20;
fy(t)) = en2Hits = 2 (cos (tg) + isen (t%)) =
2 (cos (t%) + isen (t%)) ;
f(8(1)) = e 12715 = g2 (cos <_§) + isen (—%)) =— (%)ti.

Portanto, f(a(t)) e f(y(t)) sdo, respectivamente, semicirculos

te[-1,1].

de centro na origem do plano uv e raios 5 ¢ 2, f(B(z)) é o

1
segmento vertical wows, wy = f(z2) = Ei ewy = f(z3) =2ie

1
f(8(t)) é o segmento vertical wiwz,w; = f(z1) = _51' e

wa = f(z4) = —2i (veja a figura a seguir).
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w1

z] 4
W4

EXERCICIOS RESOLVIDOS

1. Se w ¢é periodo da fungdo f(z), prove que kw,k € Z, também
¢ periodo de f(z).

Solucio: Vamos considerar incialmente o caso k > 0 e provar
por indugdo que f(z+kw) = f(z).
i. A validade parak=0e k=1 ¢ dbvia.

ii. Vamos assumir a validade para k > 2, isto é, f(z+ kw) =
f(z),k > 2. (Hipotese da Indugido)

iii. Provemos a validade para k+ 1. Temos f(z+ (k+1)®)) =
fz+ko+ )= f(z+kw) = f(z), pela Hipotese da Indugao.
O
Vamos agora tratar do caso k < —1,k = —|k].

Como f(z) = f(z— 0w+ w) = f(z— ), vemos que — m ¢é periodo
e, desse modo, de acordo com a prova indutiva que fizemos, po-
demos escrever: f(z) = f(z+ |k|(—®)) = f(z— |k|lo) = f(z+
kw). Isto completa a nossa prova.

0

7 5
2. a Se f(z) = €%, calcule f<87ri> e f<1n7+3”i>.

b. Determine todos os numeros complexos z tais que
e =5i.
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Solu¢io:

) () e () -
a. f(gl =ewl=cos( + isen 2 1:) > (1 l)elo
f(1n7+5?ni>:e21n7+lg*”i:e21n7<cos< n)—i—isen(—n)),

3 3
Mas e*"7 = ()2 =72 =49 ¢ 10z _ 2m + 4?75 =
107 4r 1 107 ar
cos <T> =cos <T> =—5esen <T> =sen <T> =
V3
-
Logo, f(ln7+ 5{1) = —42—9(1 +V/3i).

b. Temos ¢® =¢e*(cosy+iseny) =5i=5 <cos <§> +isen (g)) =
ézs:xzhwey:g+%mkez

T
Portanto, z =1In5+ (5 +2k7r> i, keZ.
3. Determine todos os numeros complexos z tais que
fle)=e¢

a. real

b. imaginario puro

Solu¢io:

a. Como & = ¢*(cosy +iseny), ¢ ¢é real se, e somente se,
zeB={zeC|lm(z) =n+km kcZ}.
b. Temos ¢ = e*(cosy +iseny), logo € ¢ imaginario puro
T
se, esomente se,z€ B={z€ C|Im(z) = 5 +hkm ke Z}.

4. Escreva as seguintes fungdes como f(z) = f(x + yi) =

u(x,y) +iv(x,y):
a. f(z)=¢".
b. f(z) = et

Solucio:

a. Sez=x-+yi,entio & =)’ = V20 = ¥ (cos(2xy) +
isen (2xy)) = u(x,y) =€~ " cos(2xy) e v(x,y) =€~ ¥ sen (2xy).
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Z
v

1
b. Sez=x+yi, entdo ez = ezz =

e
— XXV 4 i 4
= e h? <COS (xz +y2> —Isen <m>>

R v Y a2 Y
= u(x,y) = e<2+y2 COS (xz—i-yz> € V(x,y) = —e 21,2 sen (M) .

EXERCICIOS PROPOSTOS

1. Prove que (¢°)* = ¥, Vk € Z.
2. Prove que se Re(z) < ¢, entdo |&°| é limitado.
3. Prove que ¢" — 1 = 2isen (%) el

Sugestdo: recorde do EP 1 que cos2x = cos®x —sen’x =

1 —2sen?x e sen2x = 2senxcosx.

4. Usando o exercicio anterior prove que:
sen <<"+1>X> sen ()
2 2
G
sen | —
2
(n+1)x nx
sen (T COS (7)
< .
sen <§>

a. senx+sen2x-+...+sennx =

b. 1+cosx+cos2x—+...+cosnx =

SOLUCAO DOS EXERCICIOS PROPOSTOS

1. Prove que (¢°)k = €, Vk € Z.

Solucio: Vamos considerar incialmente o caso k£ > 0 e provar
por indugdo que (¢&°)¥ = .

i. A validade parak=0e k=1 ¢ dbvia.

ii. Vamos assumir a validade para k > 2, isto ¢, (¢&)F = €,

k > 2. (Hipotese da Indugao)

iii. Provemos a validade para k+ 1. Temos (¢*)F! = [(&)4].& =
e & = 17 = k1) pela Propriedade b e pela Hipotese
da Inducio.

Il
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Se k < —1, podemos escrever k = —|k| = (&°)k = (&) (x).

Mas 1 = (&)1 = (&)l.(&) 1 = ()M = ()] e,
substituindo esse resultado em (%), obtemos (&°)F = (¢F) I =
[()H]~1 = (k) =1 = e2lkl = #(=IK) = &k pelo caso k > 0,
que provamos acima e pela Propriedade c. Isto completa nossa
prova.

O

2. Prove que se Re(z) < ¢, entdo |&*| ¢ limitado.

Solu¢ao: Vimos que || = eRe(@)

nencial real é crescente.

< €, pois a fungdo expo-

(]
. . X X
3. Prove que " — 1 = 2isen <§> ez’

Sugestdo: recorde do EP 1 que cos2x = cos®x — sen’x =

1 —2senZx e sen2x = 2senxcosx.

Soluciio: Temos e” — 1 = cosx+isenx— 1 = cosx— 1 +isenx (x).

.. X ~
Substituindo x por 3 na sugestdo, podemos escrever

e () -s(5) 1 () - 5
COSX = COS (2 sen 7 1—2sen 7 , senx = 2sen 5 cos 7

e inserindo esses resultados em (), obtemos

¢ — 1= —2sen? (’2—6> +2icos (’2—6> sen (’2_‘) _
) ) )

4. Usando o exercicio anterior, prove que:
2 2
- .
sen (5)
2 2
% .
sen (5)

a. senx—+sen2x+...+sennx =

b. 1+cosx+cos2x+...+cosnx=
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Solugao: Seja S =1+ cosx+cos2x+ ...+ cosnx+ i(senx+
sen2x+...+sennx) = 1+ (cosx+isenx)+ (cos2x+isen2x) +
...+ (cosnx+isennx) = 1+ &% + e + ... + ™.

As somas das letras a e b correspondem, respectivamente, as
partes imaginaria e real de S.

Observe que S ¢ a soma de n+ 1 termos de uma progressao
geométrica de razdo ¢ e primeiro termo 1, logo podemos cal-

(exi)n-H -1
Teiop )

Mas (&%)t — 1 = el _ 1 = 2jsen ((n—;l)x> U5

cular S através da formula S =

. X X . . .
e’ — 1 = 2isen <§> e2' pelo exercicio anterior, logo, substi-

tuindo esses resultados em (x), obtemos

2isen (nt1x " sen (nt1x e’
- 2 B 2 B

2isen <)2—C> el sen <%>

n<@+mx

&32>cos’“ en (™
U )

2
Assim,

(%5 (2)
sen (’2_‘)

Im(S) =senx+sen2x+...+sennx =

sen <(n—21)x> COS (?)
()

Re(S) = 14cosx+cos2x+...+cosnx =

0



Aula 8

FUNCOES TRIGONOMETRICAS

FUNCOES TRIGONOMETRICAS COMPLEXAS

Na Aula 7, demonstramos a Formula de Euler
e™ = cosx+isenx. (1)
Substituindo x por —x em (1), podemos escrever
e ™ = cos(—x) +isen(—x) = cosx —isenx. (2)

Somando (1) e (2) e diminuindo (2) de (1), obtemos, respectiva-

mente
ix —ix
; i e +e
2cosx =e"+e " = cosx = — (3)
) ) e e ix
2isenx =" —e ¥ = senx = — (4)
i

As expressoes em (3) e (4) relacionam as fungdes reais cosseno
e seno com a fun¢ao exponencial complexa.

As fungdes cosseno e seno complexos sdo definidas, esten-
dendo (3) e (4) a C, ou seja,
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[ Exemplo 8.1. j

~In3+%i  —(-m3+%i) 1. .
T e 2 te 20 3i+3(—0)
1. COS(E +zln3> = 2 = > =
8 4

—i=——i.

6 3

T; T 1431\ 1 (1-/3i

5 sen(g—iln2>:eln2+31_2ei (In2+%i) :2( + 1)21_2( 1)
5v/3 —3i
—5

MODULO, ARGUMENTO E CONJUGADO DAS FUNCOES
f(z) =cosz E g(z) =senz

eiz + efiz
2
Recordemos da Aula 7 que &€ = &, logo

Seja f(z) = cosz=

elZ _i_e*lZ elz_i_eflz elZ_i_e*lZ e*lZ_i_elZ B (6)
= = = = COSZ.
2 2 2 2
Nos cursos de Calculo, estudamos as fung¢des cosseno e seno
hiperbolicos, definidas respectivamente por

COSz =

ete” e senh e’
X = .
2 2

coshx =

As demais fungdes hiperbolicas sao definidas a partir de coshx
e senhx

senhx B e —e ¥
coshx & 4e X

. . h e +e*
Cotangente hiperbolica: cotghx = coshr ¢ e ,
senhx e'—e™*
x #0.

Tangente hiperbdlica: tghx =

12
coshx e 4e*
1 2

Cossecante hiperbolica: cossechx = = ,
senhx e*—e™*
x#0.

Secante hiperbdlica: sechx =
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As figuras abaixo mostram os graficos de f(x) = coshx,
g(x) =senhx e A(x) =tghx

\\\i//yﬂ” T
x x
y
y = h(x)
x
Vamos agora escrever f(z) = cosz sob a forma

f(2) = fx+yi) = u(x,y) +iv(x,y). Temos
ei(x+yi) +e—i(x+yi) e Vel 4 Ve
cosz = cos(x+yi) = = =
2 2
eV (cosx+isenx)+ e’(cosx —isenx)
5 =

(F2) (57
= COSX —isenx =
2 2

= cosxcoshy —isenxsenhy. (7)

Como as fungdes reais y = cosx, y = senx, y = coshx,
y =senhx satisfazem

cos?x+sen?x =1
cosh?x —senh?x = 1

resulta de (7) que

|cosz|? = cos?xcosh? y 4 sen®xsenh?y = cos®x(1 + senh?y) +
2

sen’ xsenh®y = cos® x+ (cos” x+sen’x) senh? y = cos x+senh? y.
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Logo, | cosz| = /cos2x + senhy. (8)

sen Im

ﬁ \ 20 |10
11 y cos 30 | g0 Re

Vemos, na figura anterior, que cosx > 0 no I e no IV qua-
drantes, cosx < 0 no II e no III quadrantes, senx > 0 no I € no
IT quadrantes e senx < 0 no III e no IV quadrantes do ciclo tri-
gonométrico. Como coshy > 1,Vy € R, senhy >0sey>0¢e
senhy < 0 se y <0, se w= cosz = cosxcoshy —isenxsenhy
vemos que

e Sexceley<OouxeclVey>0,entdo w=cosz € 1°
quadrante.

e Sexelley<Oouxe€llley>0,entdow = cosz € 2°
quadrante.

e Sexclley>0ouxellley>0,entdo w=cosz € 3°
quadrante.

e Sexcley>0ouxeclVey<O0,entdo w=cosz € 4°
quadrante.

Se 0 = arg(cosz) = arg(cos(x +yi)), entdo

. T
i. Sez= 5 +kr+yi,k € Z, entdo cosz = —isenhy, se k ¢
par e cosz = isenhy, se k € impar o que implica

T
> sey<0Oeképarouse y>0ekéimpar

T
—5 sey<0ekéimparousey > 0eképar

arg(cosz) =

ii. Se x =Re(z) # g+k7r,k € Z e 0 = arctan(—tgxtghy),
entao



0,secosz € 1° quadrante

( ) 7+ 0,secosz € 2° quadrante
arg(cosz) =
8 T+ 0,secosz € 3° quadrante

21+ 0,secosz € 4° quadrante

De modo inteiramente andlogo (veja Exercicio Resolvido 2),
podemos provar que a fungdo f(z) = senz satisfaz as proprieda-
des:

senz = senz 9).

senz = senxcoshy -+ icosxsenhy (10).

|senz| = \/sen?x+ senh?y (11).

Se w = senz = senxcoshy +icosxsenhy, entdo

e Sexeley>0ouxelley<O0,entdow=senz e 1°
quadrante.

e Sexcllley<OouxelVey>0,entdow=senz € 2°
quadrante.

e Sexcllley>0ouxelVey<O0,entdow =senz € 3°
quadrante.

e Sexelley>0ouxeley<0,entdow=senz € 4°
quadrante.

Se 0 = arg(senz) = arg(sen(x +yi)), entdo

1. Se z =kmn +yi,k € Z, entdo senz = isenhy, se k & par e
senz = —isenhy, se k € impar o que implica

T

Px se y<O0ekéimparouse y > 0eképar
T

5 se y<0Oeképarouse y > 0ek¢impar

ii. Sex=#km, k € Z e 6 = arctan(cotgxtghy), entdo

arg(senz) =

0,se senz € 1° quadrante
( ) w4+ 0,se senz € 2° quadrante
arg(senz) =

8 7+ 0,se senz € 3° quadrante

27+ 6,se senz € 4° quadrante
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[ Exemplo 8.2. j

Se cosz = 0 resulta de (8) que 0 = |cosz|? = cos®x + senh?y
cosx=0=x= E+k77:, kel

= 2
senhy=0=y=0

Logo, cosz:O(:)z:g—l—kn, keZ.

Exemplo 8.3.
( )

Se senz = 0 resultade (11) que 0 = | senz|? = sen® x+senh? y

N senx=0=x=km, keZ
senhy=0=y=0

Logo, senz=0<z=kn, ke Z.

Ao contrario do que ocorre com as fungdes reais f(x) = cosx
e g(x) = senx que sdo limitadas, ou seja, |cosx| < 1 e |senx| <1,
Vx € R, as fungdes trigonométricas complexas f(z) = cosz e
g(z) = senz nio sdo limitadas.

De fato, se z =x+yi resulta de (8) e (11) que
|cosz|> >senh’y e |senz|® > senh®y.

Como a fungdo real f(x) = senhy ¢ ilimitada, concluimos que
f(z) =cosz e g(z) = senz também sdo ilimitadas.

PROPRIEDADES ALGEBRICAS DAS FUNCOES
TRIGONOMETRICAS COMPLEXAS f(z) =cosz E
g(z) =senz

Sejam w e z € C. As fungdes complexas f(z) = cosz e
g(z) = senz possuem as seguintes propriedades

a. cos(—z) =cosz e sen(—z) = —senz.

b. cos’z+sen’z =1,

c. é¥ =cosz+isenz.



d. cos(w=£z) =coswcosz Fsenwsenz.
e. sen(w=z) =senwcosz+coswsenz.
f. cos2z =cos’z—sen’z =2cos’z— 1 =1—2sen’z.

g. sen2z = 2senzcosz.

Vamos provar a, b, ¢, d e f. Temos

el(=2) _{_efi(fz) e 7 4 e?

a. cos(—z) = . 5 .( )— 5 =cosz
el(=z) _ p—i(—2 e iz _ piz
sen(—z) = = = —senz. ]
(=) 2i 2i :
iz —iz\ 2 iz =iz 2
b. cos?z+sen’z = <e+2e> + (e;) =
eZiZ+e—2iZ+2 <€2iZ+€_2iZ—2> 4 o
4 4 o
eiz_{_efiz
coSz=————— .
c. i 2 _,, = e =cosz+isenz. U
) e —e
isenz =
2

d. Por ¢ podemos escrever
2COS(W—|—Z) — oi(w+2) _|_efi(w+z) — MWeiZ | o= WeiZ —
= (cosw+isenw)(cosz+isenz)+ (cos(—w)+isen(—w))
(cos(—z) +isen(—z)) =

= (cosw+isenw)(cosz+isenz)+ (cosw—isenw)(cosz—
isenz) =

= coswcosz — senwsenz + (coswsenz + senwcosz)i +
COSWCosz —senwsenz — (coswsenz +senwcosz)i =

=2(coswcosz —senwsenz) = cos(w+z) = coswcosz —
senwsenz. O

Como cos(—z) =cosz e sen(—z) = —senz, temos
cos(w—z) =cos(w+(—z)) =coswcos(—z) —senwsen(—z) =
= coswcosz + senwsenz. U

f. Fazendo w =z por d e b, obtemos

cos2z = cos?z—sen’z=2cos’z—1=1—2sen’z. [

A verificacao das propriedades e e g ¢ o Exercicio Resolvido 3.
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1. Resulta de (3) que
T T

cos (zi g) = C0SzCO0S <§> Fsenzsen <§> = Fsenz.
2. Resulta de (3) que

sen (zi g) = senzcos (g) + coszsen (g) = 4cosz.

PERIODICIDADE DAS FUNCOES f(z) =cosz E
g(z) =senz

As fungdes f(z) = cosz e g(z) = senz sdo periddicas com
periodo 27, pois cos2w = 1,sen2w = 0 e, por ¢ e d, da se¢do
anterior, temos

f(z+2m) =cos(z+2m) =coszcos2m —senzsen2w =cosz = f(z) e

g(z+2m) =sen(z+2m) =senzcos2mw+coszsen2mw = senz = g(z).

Dada uma func¢ao 2 : 4 — B, se X C A, a restricao da fun¢ao
h ao conjunto X ¢ a fung@o 4|y cujo dominio ¢ o conjunto X.

Como f(z) = cosz e g(z) = senz tém periodo 27, se X C C
e ¥ C C sdo tais que as restri¢des fy ¢ gy sdo injetoras, entdo
existe xo € R tal que X e Y estdo contidos em 4 = {z € C |
xo < Re(z) <x¢+2r}.

Vamos determinar X e ¥ para xo = —n = 4 ={z € C|
— 1 <Re(z) <m}.

Se f(z) = cosz, vimos que
cos(—ti) = cos(ti) = cosOcosht — sen0senht = cosh¢

cos(m +ti) = cos(m —ti) = cosmcos(ti) Fsenmsen(ti) = -
= —cos(ti) = —cosht
Logo, as retas verticais {z € C—{0} | Re(z) = 0} (perfurada
emz=0)e {z€ C—{n}|Re(z) = n} (perfurada em z = m)
nao estdao contidas em X, pois vimos acima que nessas retas ha
pontos com a mesma imagem.
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Além disso, temos cos(—z) = cosz, donde concluimos que
os conjuntos B={z€ C| —m <Re(z) <0} eC={zeC|
0 < Re(z) < 7} tém a mesma imagem pela fungdo f(z). Assim,
somente um desses conjuntos tém interse¢ao nao vazia com X,
digamos C.

Provaremos agora um importante resultado.

Teorema 8.1.

Se X ={ze€ C|0 < Re(z) < r}, entdo a funcdo

¢ bijetora.

S X = C—{(—ee,—1JU[l,e0)}
f(z) = cosz

Prova

Seja wyg € C — {(—oo, —1]U[1,00) }. Devemos mostrar que a
equagao cosz = wy possui exatamente uma solugdo em X.

Temos
iz 1 iz\2 iz
wozcosz:Tée +E:2w0:>(e )"+ 1 =2wpe

e, fazendo ¢ = y, podemos escrever

y? — 2wy +1=0. (%)

A equagdo (x) foi estudada na Aula 3 e, como seu
A= 4w% — 4 ¢ diferente de zero para wy # +1, ela possui 2
raizes distintas @ e 3 nao nulas, pois off = 1.

Se ¢ =y = o, recordando da Aula 7 que a fung¢iio exponen-
fU={zeC|—n<Im(z) <n} ->C—-{0}
cial ¢ bije-
fe)=¢

tora, podemos obter z; € U tal que ¢! = «.
z . .
Logo,zp = —1 = —iz) satisfaz €0 = ¢! = ot = cos(zp) = wy.
i

Observe que sez;y =a+bic U,entdo -1 <b < =zy =
—izy = b — ai satisfaz — < b = Re(zg) < m com Re(zg) #
0 e Re(zg) # m, pois cos(ti) = cosht,cos(m +ti) = —cosht e
wo € C—{(—o0, —1]U[1,00)}.
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Portanto, zo € {z€ C| —m <Re(z) <0ou0 < Re(z) < }.
e Sezpe X={ze€ C|0<Re(z) < r},aequacdo cosz = wy
possui solucao em X.

e Sezp ¢ X, entdo —zp € X e, como cos(—zp) = coszg =
Wy, concluimos que a equagao cosz = wy possui solugao
em X.

Vamos agora provar que nao ha mais de uma solucgdo.

Ao demonstrarmos que equagdo cosz = wp € C— {(—eo, —1]U
[1,00)} possui solugdo zp, provamos que essa solugdo satisfaz
e? = q oue? = —

o
Logo, se zg ¢ z] sdo tais que coszg = cosz; devemos ter
i. €70 = e = o = izg = izy +2kmi = zg — 2 = 2k, k € Z.
Maszg,z1 €U = —1 < RG(Z()) —Re(zl) <n=k=0=

z0 = z].
. 1 1 iz ) ) _
i el=—=—=¢ " =iz1 = —izg+2kni=2z1 = —2z0+
oL elZ()
2km = zy +2zo = 2km,k € Z. Mas 0 < Re(zg) +Re(z)) <
27w, absurdo.

Assim, se f(z9) = f(z1) = w, entdo zp = z; 0 que mostra
que a equacao cosz = wy possui exatamente uma solugdo em X
e completa a prova de que f ¢ bijetora. [

Se g(z) = senz, vimos que
sen (ti + g) = sen(ti) cos (g) + cos(ti) j:n (g) = +cos(ti) =
= £ cos(—ti) = sen <—tii 5)

. T T
Logo, as retas verticais {z eC— {ii} | Re(z) = ii}

T .
(perfuradas emz = i§> nao estiao contidas em Y.

Como sen(m —z) = sen 7 cosz — cos Tsenz = senz, segue-se
que os conjuntos

T T
D:{z€C|—7r<Re(z)<—§0u§<Re(z)<7r} e

T T
E = {z eCl| — 5 < Re(z) < 5} tém a mesma imagem pela
fungdo g(z).



Assim, somente um desses conjuntos tém interse¢ao nao va-
zia com Y, digamos E. Podemos agora enunciar o

Teorema 8.2.

SeY = {z eC| —g <Re(z) < g}, entdo a fungdo

g4 {(=ee, =1JU[L )} ¢ bijetora.
f(z) =senz
Prova
Vimos que

T T T
COoS (Z— *) = COS (5) Ccosz +sen (5) Sénz = S€nz.

2
<o h:Y —=C
o h(z):g—z

A imagemde 4 é o conjunto X = {z€ C |0 <Re(z) <} do
Teorema 8.1, logo, podemos escrever g(z) = senz = (foh)(z)
e 1sso mostra que g ¢ bijetora por ser a composta das fungdes

bijetoras f e A. U
1 1% 1 v 1
1 1 1
1 1 1
1 1 1
1 1 1
h

L X
t B 7
_%I 12 u 0 1
1 1 1
1 1 1
1 1 1
1 1 1
1 1 1
1 1 1

Y 1Y

A
X

u

(=]
———————a.————————
=
|
—
[
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TRANSFORMACOES OU MAPEAMENTOS DAS FUNCOES
TRIGONOMETRICAS f(z) =cosz E g(z) =senz

Inicialmente, estudaremos as transformacdes ou mapeamen-
tos de f(z) = cosz.

Pelo Teorema 8.1, podemos restringir os mapeamentos de
f(z) = cosz ao conjunto X e as retas verticaisx =0 e x = 7.

Vimos, na prova do Teorema 8.1, que as imagens de f(z) =
cosz pelas retas verticais x = 0 e x = 7 sdo, respectivamente, 0s
conjuntos [1,e0) e (—eo, —1].

Yy %

Seja o(t) = a+ti,a€ (0,m),t € R areta vertical x = a.

Temos f(c(t)) = cos(a+ti) = cosacosht —isenasenht =
u = cosacosht

y = —senasenht

T .
Se a = —, entdo f(a(t)) = —isenht e, como a imagem da

fungdo /() = senht, Im(h), € Im(h) =R, f(o(t)) € o eixo ima-
ginario u = 0.

RS |
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T
Se a # 5 podemos escrever

u
= cosht 2 2

covsa :>_2_—2:cosh2t—senh2t:1,
— _senht cos“a sen‘a

sena

que ¢ equagdo de um ramo de hipérbole com vértice em
u = cosa.

n 14
Se0<a<5,entﬁou=c0sacosht>0e,se5<a<7t,

entdao u = cosacoshz < 0.

) i
Na figura abaixo, o (1) = a; +ti,00(t) =ay+ti,a) € <O, 5),

T
ap € <§,ﬂ>,l€R.

Y %
062(1)

f(on(t) flou(z))

ai a X u

(03] (l‘

Como X ¢ a unido das retas verticais a(¢t) =a+ti,a € (0,7),
t € R e fixy ¢ uma bijecdo de X em C — {(—oco,—1]U[l,)} as

2 V2

hipérboles — = 1 nao se interceptam ¢ inje-
P cos’a sen’a ~p _ Uix , J
tora) e, se zg € C — {(—oo, —1]U[1,00)}, entdo existe um tGnico
2
u v :
a€ (0,m) tal que zg € ——— — —5— = 1 (f|x ¢ sobrejetora).
cos?a sen’a

Seja B(t) = mt +ci,c € R,t € (0,1), o segmento horizontal
aberto com extremos zy = ci € zp = T+ ci.
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Temos
f(B(t)) = cos(mt+ci) = cos(mt) coshc —isen(nt) senhc =

u = cos(mt) coshe
v = —sen(nt)senhc

Se ¢ =0, entdo f(B(¢)) = cos(mt), t € (0,1) = f(B(¢)) =

(—1,1).
Y 1
/
—1 1
0 ’s X u
uh = cos(mt)
Se ¢ # 0, obtemos Cof} ¢
p— —sen(7t)
2 2

2 2
+ = cos“(mt) + sen“(mt) = 1,t € (0,1),
cosh’c  senh?c () (1) 0.1

que ¢ equagdo de uma semielipse sem os vértices (coshc,0) e
(—coshc,0) contida no semiplano superior v > 0, se ¢ < 0 ou
contida no semiplano inferior v < 0, se ¢ > 0.

Além disso, pelo Exercicio Resolvido 1, temos —1 < tghe <

) senh? ¢ ) ’
l=>tgh‘c< 1= 5~ < 1 = senh”c < cosh”c. Portanto, as
cosh”c
“semielipses” >+ >— = 1 t€m eixo maior contido no

cosh“c  senh”c
eixo real (v = 0) e focos F1 = (—1,0),F = (1,0).

Na figura abaixo, Bi(t) = c1 +ti,Bo(t) = co+tiet € (0,1).
Y v

Bi(z)

ay f(Ba(2))
L
o K%jw u
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Como X ¢ a unido das retas horizontais f(¢) = nt +ci, c € R,

t €(0,1) e fjx € uma bijecdo de X em C — {(—co, —1]U[1,e0)}
2 2

_ u v

as elipses

5 5>— =1, v# 0, nlo se interceptam

~ cosh“c senh‘c )

(fix € injetora) e, se zg € C — {(—oo,—1]U[1,0)}, entdo existe
2

v

_|_
cosh?c  senh’c
Se g(z) = senz, pelo Teorema 8.2, podemos restringir os
mapeamentos de g(z) = senz ao conjunto Y e as retas verticais

T
-
YT

um tnico ¢ € R tal que =1 (f|x € sobrejetora).

T T .
As retas verticais x = 5 ex=— 5 podem ser parametrizadas

4 T
respectivamente por o(¢) = >+ +tieB(t)= 5 +ti,t €R.

Temos sen( sen +ti> = cosht e sen(f(¢)) =

[ _

sen(—g —Hi) = —coshr.
Logo, g(a(t)) = [1,%0) e g(B(t)) = (—oe, 1]

y v

4 ~
Como g(z) = senz = cos | = —z ), a transformag@o ou ma-

2
peamento de Y pela fung¢do g(z) corresponde a transformagao

ou mapeamento pela fungéo f(z) = cosz da imagem de Y pela

fungdo A(z) = g —z.

T
2°2

Se b =0, y(t) =ti = g(y(t)) = g(ti) = sen(ti) = senhti,
t € R, ou seja, o eixo imaginario coincide com sua imagem pela
fungdo g(z) = senz.

Seja y(t) =b+ti,b € ( > t € R, areta vertical x = b.
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Suponhamos b # 0.

Temos h(y(t)) = a(t) = LAy ti, t € R. Podemos repara-

\9)

metrizar a reta vertical o) = g —b—ti, t € R como
T
oft) = > —b+ti,te R, bF#0=g(y(t)) = fla(t)).
Ao estudarmos os mapeamentos de f(z) = cosz, vimos que
a reta vertical a/(¢) = 5 b+ti,t € R, b#0,tem como imagem

u
= = cosht = = cosht
cos(5 —b) sen
v u
= = —senht = —— = —senht
sen(5 —b) cosb
u? V2

= cosh?t — senh?7 = 1 (equacdo de um

sen’h  cos’b
ramo de hipérbole com vértice em u = senb).

Se —g < b <0, entdo u =senbcosht <0e,se 0 <b< g,

entao u = senbcoshz > 0.

% (t)
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y// f v
g(n() g(n(?))

h(by)  h(by)

Hp() h(n )

Seja o(t) = §t+di, deR,te(—1,1),0segmento horizon-

/4 T
tal aberto com extremos z; = ) +diezy = 5 +di.

Se d =0, 8(1) = gt = g(y(0)) = g(gt) - sen(gt),

T n
t € (—1,1). Logo, a imagem do intervalo <—5, 5) pela fungao

g(z) = senz é o intervalo (—1,1).

Y %

o] 3

Suponhamos d # 0.

Temos h(8()) = B(1) = g(l ) —di,deR, t € (—1,1),
segmento aberto de extremos (0, —d) e (7, —d). Assim, g(d(¢)) =
J(B(@))-

Quando estudamos os mapeamentos de f(z) = cosz, prova-
mos que o segmento horizontal 3(¢) = g(l —t)—di, d € R,
t € (—1,1) tem como imagem

u

cosht(t—d) oo (g(l _t)) - coshd sen(%t)

senhlz—d) - (g(l _t)> - ser]:hd oo <gt>
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= w + v = cos? (Et> + sen’ (Et> =1
cosh’d ~ senh’d 2 2 .
Equacdo de uma semielipse sem os vértices (coshd,0) e
(—coshd,0) contida no semiplano superior v > 0, se d > 0 ou
contida no semiplano inferior v < 0, se d < 0.

y Y
01(t) h(&(2))
d; —d> i
i d> . X —d, ) x
J & (1) h(81(1))
y// Vv
] h(&(1)) g(81(0) = f(A(&i (1))
B N
—d x"! u
h(81(2)) K%w — f(h(8:(1))

OUTRAS FUNCOES TRIGONOMETRICAS COMPLE-
XAS

A partir das fungdes f(z) = cosz e g(z) = senz, podemos,
como no caso real, definir as fungdes

T
e Tangente: tgz = Lenz’ z# —+kn, keZ.
coSz 2

0SZ

e Cotangente: cotgz = : , zF#km, ke Z.

enz

e Secante: secz =

z;«éngkﬂ:, keZ.

5
0SZ

e Cossecante: cossecz = , z#km, ke Z.

enz
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[ Exemplo 8.5. ]

ti ] ht
_sen(ti) _isenht i e R,

1. tg(ti) = =
elri) cos(ti)  cosht

1
tg(mi)  itghm

2. cotg(mi) = = —icotgh.

. 1 1 3
3. see(z+iln3) = cos(m+iln3) _(3+21/3) S

T B 1 _ 1
+ COSSGC(Z+ZIH2> - sen<§+iln2> E 2 (5+31)

_22

(5 3i).

EXERCICIOS RESOLVIDOS

1. Prove que |tghx| < I, Vx € R.

—X

~ et —
Solucio: Como tghx = o e €' > 0, temos

e—x

X e —e ¥ e
=< < < —=1=|tghx| < L. U
e X ef4e ™ e

2. Prove que

a. senz = senz.

b. Sez=x+yi, entdo senz = senxcoshy+icosxsenhy.

c. Prove que |senz| = y/sen?x + senh?y.

Solu¢io:

A ? e &z — e—iiz
a. Temos senz = 2
1

74

—iz iz iz
e ¥—e —e _
— = - = senz. |
—2i 2i
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ol xtyi) _ p—ilx+yi)
b. Temos senz = sen(x + yi) = 5 =
. . l
ee’ —e’e™ eV(cosx+isenx)—e’(cosx —isenx)

2i 2i
eV —¢& ) e +e”
= cosx T +isenx > = senxcoshy+

icosxsenhy.

c. Como as fungdes reais y = cosx, y = senx, y = coshx,
y = senhx satisfazem

{coszx+sen2x =1

cosh?x —senh®x = 1

resulta de b que

2

|senz|? = sen®xcosh?y+cos® xsenh?y = sen” x(1 +senh®x)+
2

cos?xsenh? y = sen” x+ (cos? x+sen®x) senh? y = sen® x +

senh”y. Logo, |senz| = /sen?x -+ senh?y. O

3. Determine todos os numeros complexos z tais que
g(z) =cosz ¢

a. real

b. imaginario puro

Solucio:

a. Sez=ux+yi, temos w = cosz = cosxcoshy—isenxsenhy
senhy=0=y=0 o
eIm(w)=0< senxsenhy=0= 7 7 i
senx=0=x=km,keZ

Logo, g(z) = cosz ¢ real se, e somente se, z € R ou
z=kn+yi, k€.

b. Sez=x+yi, temos w = cosz = cosxcoshy—isenxsenhy
T
e Re(w) =0 < cosxcoshy =0=cosx=0=x = 5—1—
krn ke Z =
senhy, se k é impar
Im(z) =
—senhy, se k ¢ par
Vemos, portanto, que g(z) = cosz é imaginario puro se, e
T
somente se, z = 0 +kr+yi,keZ,y#0.

4. Prove que sen(w +z) = senwcosz + coswsenz e
sen2z = 2senzcosz.
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Solu¢ao: Relembremos do Exemplo 8.4 que

T
senw = COos E —w

T
COSw = Se€n E_W

Logo, pela propriedade c, temos

sen(w=+z) = cos <§ — (wiz)) = cos ((g —w> $2)>

cos <7t w) cosztsen (717 w> sen
= - — z - = z
2 2

=senwcosz+ coswsenz. |

Fazendo w = z em sen(w + z) = senwcosz + coswsenz,
obtemos sen2z = 2senzcosz. ]

EXERCICIOS PROPOSTOS

1. Determine todos os numeros complexos z tais que
g(z) =senz ¢

a. real

b. imaginario puro
2. Resolva em C a equagdo cosz = senh(7)i.
3. Resolva em C a equagdo senz = i.

4. Prove que as fungdes tgz, cotgz, secz e cossecz sao perid-
dicas e determine seus periodos.

SOLUCAO DOS EXERCiCIOS PROPOSTOS

1. Determine todos os numeros complexos z tais que
g(z) =senz ¢

a. real

b. imaginario puro
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Solucio:

a. Se z=x+yi, temos
w = senz = senxcoshy + icosxsenhy e Im(w) =0
y=0 ou
< cosxsenhy =0 =

T .
cosx:0:>x:§+k7r,k€Z

Logo, g(z) = senz ¢ real se, e somente se, z € R ou
T .
z= 5+k7‘£+yl,k€ 7.

b. Se z =x+yi, temos
w = senz = senxcoshy + icosxsenhy e Re(w) =0
& senxcoshy = 0 = senx = 0 = x =knk € Z =
senhy, se k é par
Im(z) = -
—senhy, se k &€ impar
Vemos, portanto, que g(z) = senz ¢ imaginario puro se, e
somente se, z = kn+yi, k€ Z,y # 0.

2. Resolva em C a equagdo cosz = senh(7)i.

Solu¢do: Vimos, no Exercicio Resolvido 3-b, que g(z) = cosz
. . . T

¢ imaginario puro se, e somente se, z = 0 +hkr+yi, k € Z,

y#0.

T
Logo, cosz = senh(n)i = z = — + kn + yi = senh(n)i =

2
T
—isen (5 + kn) senhy.
1 k ¢
Como sen <E +k7r) R e P e g(x)=senhx,
2 —1, sek ¢ impar

x € R, é uma funcao injetora, entdo

e Se k ¢ impar, entdo senh(7) =senhy =y = 7.

e Se k ¢ par, entdo senh(w) = —senhy = senh(w) =
senh(—y) =y = —m.

Portanto, z — g+ (2k+ 1)k + i ou z = g+2k7r—m', kel

. Resolva em C a equacdo senz =1i.

Solucio: Vimos, na letra b do Exercicio Proposto 1, que
g(z) = senz é imaginario puro se, e somente se, z = kT + yi,
keZ,y#0.

Logo, senz =i = z = km + yi = cos(km) senh(m)i = i.



1, sek ¢ par
Como cos(km) = P , entao
—1, se k é impar
e Se k € par, entdo senhy = 1.

e Se k é impar, entdo senhy = —1.

Vamos agora resolver a equacdo senhy = 1. Temos

1

& —e” g _@P-1_
=l l= S = s (@) -2 -1 =0,

Fazendo ¢” = w, obtemos a equagao do 2° grau
W—2w—1=0=w=14+v2 ou w=1-—+2.
Mas ¢ > 0,¥y € R, assim a tnica raiz é & = 14++2 =

y=In(1++2).
Se senhy = —1, 0 mesmo raciocinio leva a equacdo do 2° grau
—1+v2
w? —2w—1=0,w = ¢, cujas solugdes sao
—1-v2
Como ¢’ > 0, Vy € R, a unica raiz ¢ ey:—1+\/§:>y:
In(v2—-1).
Portanto, z = 2k +In(v/2+1)iouz=2(k+ 1) +1In(v/2—1)i,
keZ.

. Prove que as fungdes tgz, cotgz, secz e cossecz sao perio-
dicas e determine seus periodos.

Solucdo: Inicialmente, observemos que se f(z) ¢ uma fungdo

periddica com periodo @, entdo a fungdo g(z) = 1) definida
4
emAd ={zeC| f(z) # 0} é também periddica com periodo ®.
1
De fato, se w € periodo de f(z), entdo g(z4+w) = ——— =
p /) g(z+ o) et o)
1
=8(2).
/)
1
Assim, as fungdes f(z) = secz = e g(z) = cossecz =
cos(z)
1
= sdo periodicas com periodo 2m, pois vimos que
VA

f(z) = cosz e g(z) = senz tém periodo 27.

Vamos agora mostrar que tgz tem periodo 7. Temos
_sen(z+m) —senz senz

tg(z+m) tgz.

~ cos(z+m) —cosz cosz

1
Como f(z) = tgz tem periodo 7, a fungéo g(z) = cotgz = —
z
também tem periodo 7.
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Aula 9

FUNCOES HIPERBOLICAS

FUNCOES HIPERBOLICAS COMPLEXAS

As fungdes complexas cosseno hiperbdlico (f(z) = coshz)
e seno hiperbdlico (g(z) = senhz) sdo definidas como no caso

real, isto ¢

Se z = x 4 yi, temos

Paanl —(x+yi)
coshz = cosh(x+yi) = +2e =

e*(cosy+iseny)+e*(cosy —iseny)
2

(7 ) (T57)
= COSYy 5 +iseny > =

= coshxcosy+isenhxseny. (1)

Vi o (x+i)
senhz = senh(x + yi) = 28 =

e“(cosy+iseny) —e *(cosy —iseny)
2

(e"—e—x> , <e"+e‘x)
=cosy 5 +iseny 5 =

= senhxcosy -+ icoshxseny. (2)
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[ Exemplo 9.1. j

i — T —1=1
1. cosh(ﬂ:i):e +2€ =— =-1.

T; _r; . .

n) ext —e 2 1+1
1

2 2

2. senh(—

\9)

MODULO, ARGUMENTO E CONJUGADO DAS FUNCOES
f(z) =coshz E g(z) =senhz

Como & = &, temos

__ [(FteF\ Eter Etet Fte” )
coshz = ( > ) == =—% =—% = coshz. (3)
. [(&F—eF F—e? F—e? F—e? _
senhz = ( 5 ) =—F =% =—%5 = senhz. (4)

Se z = x+ yi, vimos que coshz = coshxcosy + isenhxseny
e senhz = senhxcosy 4+ icoshxseny, logo

| coshz|? = cosh?xcos?y + senh® xsen” y =
— (14 senh?x) cos?y + senh® xsen®y =
— cos®y +senh?x(cos? y 4 sen’y) =

= cos?y +senh’x =

|coshz| = y/senh?x + cos? y. (5)
|senhz|? = senh?xcos?y + cosh® xsen” y =
= senh?xcos?y + (1+ senh”x) sen’ y =
— senh?x(cos?y +sen?y) +sen’y =

= senh®x +sen’y =

| senhz| = \/senh®x + seny. (6)
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Vimos, na Aula 8, que cosy > 0 no I e no IV quadrantes,
cosy < 0no II e no IIT quadrantes, seny > 0 no I e no II quadran-
tes e sen < 0 no Il e no IV quadrantes do ciclo trigonométrico.

Além disso, coshy > 1, Vy € R, senhy > 0 se y >0 e
senhy < 0sey<0.

Logo, se w = coshz = coshxcosy +isenhxseny, temos

e Seyeclex>0ouyelVex<0,entdow=coshz e 1°
quadrante.

e Seyellex>0ouyelllex<0,entdow= coshz € 2°
quadrante.

e Seycellex<Oouye€lllex>0,entdo w= coshz € 3°
quadrante.

e Seyelex<OouyelVex>0,entdo w= coshz € 4°
quadrante.

Se 6 = arg(coshz) = arg(cosh(x +yi)), entdo

) T
i. Sez=x+ <§ +k77:> i, k € 7, entdo coshz = isenhx, se k
¢ par e coshz = —isenhx se k ¢ impar o que implica

T

—,sex>0eképarousex < 0ekéimpar
arg(coshz) =¢ < -
—5 se x <0eképarousex > 0ekéimpar

ii. Se y=1Im(z) # g—l—kn, k € Z e 6 = arctan(tghxtghy),

0,se coshz € 1° quadrante

. 7+ 0,se coshz € 2° quadrante

entdo arg(coshz) =
7w+ 0,se coshz € 3° quadrante

21+ 0, se coshz € 4° quadrante

Se w = senhz = senhxcosy + icoshxsen y, temos

e Seyclex>0ouyellex<0,entdo w=senhz € 1°
quadrante.

e Seyelex<Oouye€llex>0,entdo w=senhz € 2°
quadrante.
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e Seyelllex>0ouyelVex<0,entdo w=senhz €
3° quadrante.

e Seyelllex<OouyelVex>0,entdo w=senhz €
4° quadrante.

Se 6 = arg(senhz) = arg(senh(x +yi)), entdo

i. Se x = 0, entdo senhz = iseny, logo

/4
—, se yelUll

arg(vi) =4 2 ; v Ak,
o se yellIUlV

.. T ~ . .
ii. Sey= —+kn, k € Z, entdo senhz = icoshx, se k é par e

senhz = —icoshx, se k € impar, o que implica
T
. —, se k & par
: 2
arg (senh <x+ (— +k77:> 1)) = T
2 —5 se k & par

iii. Se x = Re(z) £ 0, y = Im(z) # §+k7r, kel e
0 = arctan(cothxtghy), entdo

0,se senhz € 1° quadrante
(senhz) 7+ 0,se senhz € 2° quadrante
arg(senhz) =
8 m+ 0,se senhz € 3° quadrante

21+ 0,se senhz € 4° quadrante

[ Exemplo 9.2. j

1. Se coshz = 0 resulta de (5) que 0 = |coshz|?> = senh®x +
cosy:0:>y:£+k7r keZ

cos’y = 2 ’

senhx=0=x=0

Logo, coshz=0<z= <g —|—k7t> i,keZ.
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2. Se senhz = 0 resulta de (6) que 0 = |senhz|? = senh?x +

) seny=0=x=kn,keZ

sen“y =
senhx=0=x=0

Logo, senhz =0 z=kri, k € Z.

Ao contrario do que ocorre com a fungdo real f(x) = coshx
que satisfaz coshx > 1, Vx € R a fun¢do trigonométrica com-
plexa f(z) = coshz pode assumir valores menores ou iguais a

zero - temos cosh (%) =0 e cosh(mi) = —1.

PROPRIEDADES ALGEBRICAS DAS FUNCOES
HIPERBOLICAS COMPLEXAS f(z) = coshz E
g(z) = senhz

Sejam w e z € C. As fungdes complexas f(z) = coshz e
g(z) = senhz possuem as seguintes propriedades

a. cosh(—z) = coshz e senh(—z) = —senhz.

2;=1.

b. cosh?z—sen
c. cosz = cosh(iz) e coshz = cos(iz).

d. senz = —isenh(iz) e senhz = —isen(iz).

e. cosh(w=z) = coshwcoshz + senhwsenhz.
f. senh(w=z) = senhwcoshz + coshwsenhz.

g. cosh2z = cosh?z+senh?z = 2cosh’z— 1 = 1 +2senh’z.

h. senh2z = 2senhzcoshz.

Vamos provar a, b, ¢, d, e e g. Temos

") pe (72 iy

a. 1. cosh(—z) = > =—F = coshz
(-2 _e=(-2) o7 _¢?
ii) senh(—z) = € ¢ = ¢ = —senhz. [
2 2
e\ [(F—e?\
b. cosh?z —senh?z = Te + ¢ =
2 2
2z -2z 2z -2z _
_ e~ te +2 (e +e 2):1. 0
4 4
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eiZ + e—iZ
c. cosh(iz) = —5 — =cosze, substituindo z por —iz nessa

expressdo, obtemos coshz = cos(—iz) = cos(iz). O
e —e e —e

1z
d. senh(iz) = — = i 21) = isenz = senz =

—isenh(iz) e, substituindo z por —iz nessa expressdo,
obtemos —isenhz = sen(—iz) = —sen(iz) = senhz =
—isen(iz). O

e. Por ¢ podemos escrever cosh(w +z) = cos(i(w+z)) =
cos(iw +iz) = cos(iw) cos(iz) F sen(iw) sen(iz).
Substituindo ¢ e d na expressao acima, obtemos
cosh(w + z) = coshwcoshz F (isenhw)(isenhz) =

coshwcoshz £+ senhwsenhz. O

g. Fazendo w = z em e, resulta de b que cos2z = cosh?z +
senh?z =2cosh?z—1=1+2senh’z. OJ

A verificagdo das propriedades f e h ¢ o Exercicio Resolvido 1.

PERIODICIDADE DAS FUNCOES f(z) = coshz E
g(z) = senhz

As fungdes f(z) = coshz e g(z) = senhz sdo periddicas com
periodo 2xi, pois cosh2mi = 1,senh27mi = 0 e, por e e f, temos

f(z+2mi) = cosh(z+2mi) = coshzcosh(27mi) +senhzsen(27i) =
coshz= f(z) e g(z+2mi) =senh(z+2mi) = senhzcosh(27i) +
coshzsenh(27i) = senhz = g(z).

Podemos estabelecer resultados analogos aos Teoremas 8.1
¢ 8.2 para as fungdes f(z) = coshz e g(z) = senhz.

Teorema 9.1.

Sed={ze€C|0<Im(z) < m}, entdo a fungdo

{f:A 5 C—{(—o0,—1]U[1,00)}

f(z) =coshz ¢ bijetora.



Prova

Vimos, no item ¢ da se¢@o anterior, que coshz = cos(—iz).

. |h:A—=C
Seja _
h(z) = —iz

A funcao & corresponde geometricamente a uma rotacao de
90° no sentido horario com centro na origem. Logo, a imagem
de i éoconjunto X ={z€ C|0<Re(z) < m} do Teorema 8.1 e,
se f(z) é a restricdo da fungdo w = cosz ao conjunto X, podemos
escrever f(z) = coshz = (foh)(z).

Como f é uma bijecdo, pelo Teorema 8.1, e /(z) é também
bijetora, concluimos que a fungdo /= (f oh)(z) é bijetora. [

y v .
_______ L ]
1
1
h :
A X
l
0 X 0 ™
1
1
1
1
1
1
y . v
1
1
I ~
: f
X
l
0 7"1 X —1 1
1
1
1
1
1
1

Teorema 9.2.

Se B= {z eC| —g <Im(z) < g}, entdo a fungdo

:B—-C—A{ti|t<—-1out>1
{f frife < out =1} ¢ bijetora.

g(z) = senhz
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Prova

Vimos, na Aula 8, que senhz = —isen(iz).

. |h:C—=C
Seja _
{h(z) =iz

A funcao & corresponde geometricamente a uma rotagao de
90° no sentido anti-horario com centro na origem.

Seja hyp arestri¢do da fungéo / ao conjunto B. A imagem de

. T T
hjp € o conjunto ¥ = {z € C |~ 5 < Re(z) < 5} do Teorema
8.2 e, se g(z) ¢ a restrigdo da fung¢do w = senz ao conjunto Y,

podemos escrever g(z) = senhz = (—hogoh)(z) o que prova
que g(z) é injetora, pois ¢ a composta de trés fungdes bijetoras
]’l|B,g~ e —h.

Observe que a fungdo —/ corresponde geometricamente a
uma rotacdo de 90° no sentido horario com centro na origem.
Deste modo, a imagem de g(z), Im(g(z)), ¢ obtida pela rotagéo
de 90° no sentido horario com centro na origem da imagem de g,
isto ¢, Im(g(z)) é aimagem do conjunto C — {(—eo, —1]U[1,0)}
por uma rotagao de 90° no sentido horario com centro na origem.

Temos —h((—eo,—1])={ti|t > 1} e —h([l,))={ti|t <
—1}. Logo,

=C—{ti|t<—1out>1}

que ¢é o contradominio de g, ou seja, a fungdo injetora g(z) é

sobrejetora e isso completa a nossa prova. O]
/

y (- |
1 1
T 1 1
a2 1 1
——————— 2—0— ——————— h I 1
1 ]
B 1 Yo
b

T T

¥ —721 12
_______ B 1 ]
T 1 1
) 1 1
1 1
1 1
1 ]




~

/!

7

Ly 1 5
1 1
I 1
I 1
1 1 5
g
: Y i
{ {= - -
_%I 12 X -1 1
I 1
1 1
I 1
I 1
1 1
I 1
y// Vv
—h 1
=1 1 X!
—1

TRANSFORMACéES OU MAPEAMENTOS DAS
FUNCOES f(z) =coshz E g(z) = senhz

Como coshz = cos(—iz) = cos(h(z)), onde h(z) = —iz
corresponde geometricamente a uma rota¢ao de 90° no sentido
horario com centro na origem, as transformagdes ou mapeamen-
tos de f(z) = cosh(z) sdo obtidos pelas transformagdes ou ma-
peamentos pela fun¢do f = cosz das imagens dos subconjuntos
do dominio de f pela fungao 4.

Pelo Teorema 9.1, podemos restringir os mapeamentos de
f(z) = coshz ao conjunto 4 = {z€ C |0 <Im(z) < m} e as
retas horizontaisy=0e y = 7.

O eixo real y = 0 e a reta horizontal y = w podem ser respec-
tivamente parametrizados por ot (¢t) =t e B(¢t) =t +mi, t € R.
Assim, suas imagens pela fun¢do f(z) = coshz sdo f(o(?)) =
cosh(o(t)) = cosht e f(B(¢)) = cosh(B(t)) = —cosht, t € R.
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Vimos, na prova do Teorema 9.1, que as imagens das retas
horizontais y = 0 e y = & pela funcao 4, sdo, respectivamente, as
retas verticais x = 0 e x = 7 e sabemos da Aula 8 que essas retas
verticais sdo, respectivamente, mapeadas por cosz em [1,0) e
(_°°7 - 1]-

Seja a(t) =t +ai,a € (0,m),t € R, areta horizontal y = a.

Temos h(a(t)) =a—ti,ac (0,m),t € R (reta vertical u = a)
e provamos, na Aula 8, que a imagem de A(c(¢)) por f(z) =
cosz € 0 eixo imagindrio, se @ = — ¢ um ramo de hipérbole,

2
caso contrario.

o (t)

S

oS

h(ou(2))  fh(oa(r)) (h(ou(1)))
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Seja B(t) = c+tmi, c € R, t € (0,1) o segmento vertical
aberto de extremos z; = ¢ e z; = ¢+ mi. Temos h(f(t)) =
twr—ci, c € R, t € (0,1) (segmento horizontal aberto de extre-
mos z; = —ci € zp = T — ci) e provamos, na Aula 8, que a ima-
gem de (B (t)) por f(z) = cosz ¢é o intervalo (—1,1) se ¢ =0
¢ uma semielipse sem os vértices (cosh(—c),0) = (coshc,0) e
(—cosh(—c¢),0) = (—coshc,0) contida no semiplano superior
v > 0, se ¢ > 0 ou contida no semiplano inferior v < 0, se ¢ < 0.

Yy \%
ol
Bl (B \ o] ABi0)
n’)—)
€0 x 0 A(Ba(2)) u
Y N \%
g=/foh
_ oL ABi(@)
T _f((h(ﬁz(f))) .
h(Ba(1)) x \<i\__/l// u
F(h(Bi(2)))

Vamos agora estudar as transformagdes ou mapeamentos de
g(z) = senhz.

Seja h(z) arotagdo anti-horaria de 90° com centro na origem,
isto ¢, h(z) = iz.

Vimos, na prova do Teorema 9.2, que senhz = —isen(iz) =
(—=hogoh)(z), onde

g:{zeC| -7 <Re(m) < T} = C—{(~eo,~1]U[1,)}

2 2
g(z) =senz
Pelo Teorema 9.2, podemos restringir os mapeamentos de
g(z) = senhz ao conjunto B e as retas horizontais y = —g e
n
y= PR
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As retas horizontais y = 5 ey= ) podem ser parametri-
zadas respectivamente por o(t) =t + Sie B(t)=1t— Sht€ R.

Temos senh( (7)) = senh (t + §l> = coshtiesenh(B(z)) =
TN )
senh (t — 51) = —coshti.

Logo, g(o(t)) =ti,t > 1 e g(B(t)) = —ti,t > 1.

1% 1%
N g(r)
2 r 1
u u
_z § —1
’ g(s)

Seja y(t) =t+bi, b € (—g, g), t € R, a reta horizontal
x=b.

Seb=0,y(t) =t =g(y(t)) = g(¢t) =senh(¢), t € R, ou seja,
o eixo real coincide com sua imagem pela fungio g(z) = senhz.

Suponhamos b # 0.
Temos h(y(t)) = a(t) = —b+ti,t € R.

Ao estudarmos os mapeamentos de g(z) = senz, vimos que
a reta vertical o/(t) = —b+ti,t € R, b # 0, tem como imagem

2 cosht= ht
= COS = COS
cos(5 +b) —senb

v v =
—— =+ = —senhf = —— = —senht
sen(5 +b) cosh

2 2
u % .
— 7 = cosh?7 — senh?# = 1 (equagdo de um ramo
sen-b  cos“b

de hipérbole com vértice em u = —senb).

A imagem desse ramo de hipérbole pela fungdo —/h(z) = —iz
¢ o ramo de hipérbole com vértice em v = senb e equacdes pa-
u = —cosbsenht

rameétricas
v = senbcosht
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T : .
Se ) < b < 0, entdo o ramo estd contido no ‘“semiplano

inferior”, v<0,ese 0 < b < T 0 ramo esta contido no “semi-
9 ) 2 b

plano superior”, v > 0.

y y’
h(ou (1))
o (t) b
b o (1) X
h(oa(1))
y/ y//
h(en (1) g(h(on (1)) /
b b
y// v
a(h(ou (1))
Y —h(Eh(m () u
3(h(0n (1)) wg(h(az(t))))

Seja (1) = d+t§i, deR, te(—1,1), o segmento vertical

n n
aberto de extremos z; = d — Ei e zp=d+ Ei'

Sed =0, entio 8(1) =121 g(8(1)) =g (151) =senh (121 =
sen (t%) e (—1,1) = g(8(1) =ti,1 € (~1,1).
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Suponhamos d # 0.

Temos h(0(t)) = —t% +di,d €R,t € (—1,1), segmento ho-

rizontal aberto de extremos z3 = — 0 +diezy= > +di. Quando

estudarmos os mapeamentos de g(z) = senz, demonstramos que
. T .

o segmento horizontal a(¢) = —ty +di,deR,t € (—1,1) tem

como imagem

coshb(l—d) oo <g(1 B t>> - cthd - <gt>

senh‘(}—d) - —sen(%(l _t)> - ser:hd oo <gt)

v + " = cos’ (Et) +sen’ (Et) =1
cosh®’d = senh’d 2 2/
Equa¢do de uma semielipse sem os vértices (coshd,0) e

(—coshd,0) contida no semiplano superior v > 0, se d > 0 ou
contida no semiplano inferior v < 0, se d < 0.

A imagem dessa semielipse pela fungdo —h(z) = —iz ¢ a
semielipse sem vértices (0, —cosh) e (0,coshd) e equagdes pa-
ramétricas

u = senhd cos <§t>
v = coshd sen (gt>

Se d > 0, entdo a semielipse esta contida no semiplano u > 0
e se d < 0, a semielipse estd contida no semiplano u < 0.

y Y
§(1) &) 1(8: (1))
Z ; 5 |7
© -3 w&w)|




/ /!

h(6(2)) 2(h(62(1)))

|
B

E / _1 1 !l
d ¥ &/ '

h(8,(1)) g(h(8:1(2)))

/! v

—h(&(h(61(1))))/ 11
2(h(52(1))) —h(&(h(&(1))))
—1

|

<
—

g(h(8:(1)))

OUTRAS FUNCOES HIPERBOLICAS COMPLEXAS

A partir das fungdes f(z) = coshz e g(z) = senhz, podemos,
como no caso real, definir as funcgdes

h T
e Tangente Hiperbolica: tghz = ez, # (—+k7t> i

coshz’ 2
keZ.
coshz
Hi dlica: hz = —— ]
e Cotangente Hiperbolica: cotghz onhs’ ° # (km)i,
keZ.
e Secante Hiperbdlica: sech : # (ﬂ: +k7r>i
. zZ = ——F, Z -
P coshz’ 2 ’
keZ.
e Cossecante Hiperbolica: cossechz = , z # (km)i,
senhz
keZ.
[ Exemplo 9.3. ]
1. teh(ti) = senh(tz:) _ —isen(—t) _ —i(—sent) _isent
cosh(ti)  cos(—t) cost cost

T
tgti’t?é §+k7t, keZ.
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1
2. coth(ti) = — — —cotgh(t)i,t £ km, k€ Z.
coth(t) = TG = rugh(ny ~ _ coEhi i Akm ke

1 2 3
3. sech(In3 + i) = _ __3
sech(In3+7) = h(n3+m) ~ —(3+1/3) 5
1 1

T
4. cossech(In2+i— ) = = =
< > senh <ln2+i£> %(34—51’)
35§ 4
2[2( )

17

EXERCICIOS RESOLVIDOS

1. Prove que

a. senh(w+z) = senhwcoshz + coshwsenhz.

b. senh2z = 2senhzcoshz.

Solucio:
a. Relembremo-nos da Aula 8 que
sen(iw + iz) = sen(iw) cos(iz) & cos(iw) sen(iz).
Logo, pelas propriedades c e d, temos

senh(w+z) = —isen(i(wtz)) = —isen(iwtiz) =
= —i[sen(iw) cos(iz) = cos(iw)sen(iz)] =
= —i(isenhwcoshz+ coshw(isenhz)) =

= senhwcoshz =+ coshwsenhz. O

b. Fazendo w =z em
senh(w +z) = senhwcoshz + coshwsenhz,
obtemos senh2z = 2senhzcoshz. 0
2. Prove que
a. 1 —tgh’z =sech’z, z # <§ —|—k7t> i,keZ.

b. coth?z— 1 = cossech’z, z # kmi, k € Z.
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Solu¢io:

a. Pela propriedade b, temos cosh?z —senh?z =1 (x).

Se coshz # 0, isto ¢, se z # (g +k7r> i,k € 7, resulta

cosh’z  senh?z 1
de (%) que — = = 1 —tgh’z =
() q cosh’z  cosh’z  cosh’z gz
sech®z, z # (g—i—kn) i kel 0

b. Pela propriedade b, temos cosh?z —senh?z =1 (x).

Se senhz # 0, isto &, se z # kmi, k € Z, resulta de (*) que
cosh’z  senh’z

5 — — = — = coth?z — 1 = cossech? z,
senh“z senh“z  senh”z
z# kmi, k€ Z. (I

3. Determine todos os numeros complexos z tais que
f(z) =coshz ¢
a. real

b. imaginario puro

Solucio:

a. Sez=x+yi, temos w = coshz = coshxcosy-+isenhxseny
senhx=0=x=0 ou

eIm(w) =0« senhxseny=0=
seny=0=y=kn,kcZ

Logo, f(z) = coshz ¢ real se, e somente se, z = yi ou
z=x-+kmi, k€ 7.

b. Sez=x+yi, temos w=coshz = coshxcosy+isenhxseny
e Re(w) =0 < coshxcosy=0=cosy=0=y= g+
krm, ke 7.

Vemos, portanto, que f(z) = coshz é imaginario puro se,

T
e somente se, z = x + (5 +k7r> i,keZ.

4. Resolva em C a equagdo coshz = i.

Solu¢io: Vimos, na letra b do exercicio anterior, que f(z) =

. c . T .
coshz ¢ imagindrio puro se, € somente se, z = x + <5 + kn> i
keZ.

Assim,

coshz=i=z=x+ (g+kn>i:>isenhxsen(g+kn> =1
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. Prove que

1 k é
Como sen (E + kn) _ e sexepa , entdo
2 —1, sek ¢éimpar

e Sec k é par, entdo senhx = 1.

e Se k ¢ impar, entdo senhx = —1.

Vamos, agora, resolver a equagao senhx = 1. Temos

1
i SO G i
2 2 2
Fazendo ¢* = w, obtemos a equagio do 2° grau w? —2w— 1 =
0=w=1+v2ouw=1-+2.

Mas e* > 0,Vx € R, assim a Gnica raiz ¢ ¢ = 1 + V2 = x =

In(1++v/2).

= (¢)? —2¢" —1=0.

Se senhx = —1, 0o mesmo raciocinio leva a equacao do 2° grau
-1 2

w? —2w—1=0,w = ¢”, cujas solucdes sio V2
—1-v2

Como ¢' >0, Vx € R, a Unica raiz é ¢ = —1 +v2 = x =
In(v2—-1).

Logo, z:ln(\/§+1)+<g+2kn>i ou z=In(v2—1)+

<g+(2k+ 1)n) L keZ.

EXERCICIOS PROPOSTOS

. Determine todos os numeros complexos z tais que f(z) =

senhz é

a. real

b. imaginario puro

tgh <(1+41)n>’ =1.

. Resolva em C a equacdo 3senhz = ¢

. Prove que as func¢des: tghz, cotghz, sechz e cossechz sdao

periddicas e determine seus periodos.



SOLUCAO DOS EXERCiCIOS PROPOSTOS

1. Determine todos os numeros complexos z tais que
g(z) = senhz é
a. real

b. imaginario puro

Solucio:

a. Sez=x-+yi, temos w = senhz =senhxcosy+icoshxseny
e Im(w) = 0 < coshxseny = 0 = seny = 0 = y =k,
keZ.

Logo, g(z) = senhz ¢ real se, e somente se, z = x + k7,
keZ.

b. Sez=x+yi, temos w=senhz = senhxcosy+icoshxseny
e Re(w) =0 < senhxcosy =0

senhx=0=x=0 ou
= T
cosy:0:>y:§+k7t,k€Z

Vemos, portanto, que g(z) = senhz é imaginario puro se,

/4
e somente se,z=yiouz =x-+ (5 +k7r> i,keZ.

tgh(%)’ =1.

Solucdo: Seja z=x+yi. Vimos que

2. Prove que

|senhz|>  senh?x+sen’y

|coshz|?  senh?x+ cos2y
2

senhz|?

°) -

|tghz|? =

= tgh(

coshz

senh?(Z) +sen?(Z)

~ senh®( (%) +cos?(%)

Como COS (E> = sen<5> = Q temos
4) 4) 27
h2 T V212 1 .
ltghz? = 51 2(2)“%) —1= tgh(%) 1. O
senh”(§) 4+ (%5°)?

3. Resolva em C a equagdo 3senhz = é°.

& —e”

Solucio: Temos 3senhz = ¢ = 3 ( > =& =& =

3
3¢ i =" =¥ =3 (%)
ez
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Como w = ¢ € uma fungdo periddica com periodo 27mi, as
solugdes da equagdo () satisfazem

. In3
O =3 = 3T 07 034 Dkri =z = %—Hcm’, keZ.

. Prove que as func¢des: tghz, cotghz, sechz e cossechz sdao

periddicas e determine seus periodos.

Soluc¢ao: Provamos, no Exercicio Proposto 4 da Aula 8, que

se f(z) é uma fungéo periddica com periodo , entdo a fungdo
1

g(z) = IiE) definida em 4 = {z € C | f(z) # 0} ¢é também
z

periddica com periodo ®.

Assim, as fungdes f(z) =sechz=

1

senhz
f(z) =coshz e g(z) = senhz tém periodo 27i.

cosh(2) e g(z) =cossechz =

sdo periddicas com periodo 27mi, pois vimos que

Vamos agora mostrar que tghz tem periodo 7i.

Pelas propriedades c e d, temos

tgh(z) = EZZEZ; - —Z:ZEZ; = —itg(zi) = tgh(z + mi) =
—itg((z+mi)i) = —itgh(zi — m) = —itg(zi) = tghz, pois vimos,
no Exercicio Proposto 4 da Aula 8, que w = tgz tem periodo 7,
o que implica tg(z — ) = tgz.

Como f(z) = tghz tem periodo 7i, a fungdo g(z) = cotghz =

também tem periodo 7.
tghz



Aula 1 O

RAIZ N-ESIMA E LOGARITMO

INTRODUCAO

Recordemos da Aula 2 que, se z # 0, as solug¢des do sistema

cos0 = —RT(|Z)
z
(*) ,
sen — Im(z)
2]

sdo chamadas argumentos de z, arg(z).

Além disso, se 6y ¢ uma solugdo particular de () todas as
demais solugdes sdo da forma 0 = 6y + 2k, k € Z, logo arg(z) =
{60+ 2km | k € Z}, onde 6) ¢ uma solugdo particular de (x).

Vimos, na Aula 2, que se x = Re(z) = 0, entéo

E, sey=1Im(z) >0
2
0y =

T
— sey=Im(z) <0
_ Yoo
e, se x # 0 e ¢ = arctan—, entdo
X

e Sex>0ey>0,entdo Oy = ¢.
e Sex<0ey>0,entdo 6y =1+ .
e Sex<0ey<0,entdo 8y =+ .

e Sex>0ey<0,entdo O) =271+ ¢.

Nesse caso, 6y € [0,27).
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Lembrando da Aula 7 que €% = cos 8 +isen 6, arg(z) também

Ha

pode ser definido como o conjunto das solu¢des de e?' =

z#0.

Na Aula 3, provamos que dado zg # 0, zo = r(cos 6 +i sen 0),
a equacado z' =z tem n solugdes, chamadas raizes n-ésimas de

20, \/z0, dadas por

0+ 2k 0+2k
zk:\%_f<cos< +n n>+isen< +n n)),kzo,l,...,n—l.

Vemos, portanto, que tomar argumento ou raiz n-ésima de um

nimero complexo zyp # 0 nao define uma funcdo de variavel
complexa, uma vez que a cada zop nao podemos associar um
tnico argumento ou raiz n-ésima, mas sim um conjunto de nime-
ros complexos.

O argumento e a raiz n-¢sima de complexos nao nulos sao
exemplos do que chamamos funcées multiformes ou fungoes
plurivocas. Essa denominagdo € inapropriada, pois uma fungao
multiforme nao ¢ uma fun¢do (que deve associar a cada ele-
mento de seu dominio um tnico elemento de seu contradominio).
Contudo, a denominagao fun¢ao multiforme (tradugao livre de
“multiple-valued function” em inglés) ¢ tradicional em livros
texto de Analise Complexa e, por essa razao, nos a utilizaremos
ao longo dessa aula.

Observe, entretanto, que podemos restringir o contradominio
de uma funcao multiforme de modo a torna-la uma funcao.

Por exemplo, podemos restringir o contradominio de F(z) =
arg(z) a intervalos da forma I = (xo,xo + 27, xo € R. Quando
arg(z) € (—m,m], o argumento ¢ chamado principal e sera de-
notado por Arg(z).

Exemplo 10.1.
( )

1. z=14+3i= Arg(z) =

Wiy

=g

2. z=-343i= Arg(z) =

3. z=—i=Arg(z) = —g

4. z=4v3—di= Arg(z) = —g.



RAIZ N-ESIMA DE z

Inicialmente, trataremos do caso n = 2.

No caso real, a fun¢do f(x) = /x, x > 0, é definida como
a funcio inversa de g(x) = x2, logo ha necessidade de restringir
g(x) a um dominio onde essa fun¢do seja injetora. E usual defi-
nir g(x) em [0,0) e, nesse caso, a imagem de g(x) € [0, o), por-
tanto, f(x) = \/x = g~ ! (x) tem dominio [0, ) e imagem [0, o).

No Teorema 10.1 determinaremos subconjuntos X e ¥ de C

. f:X—=Y .
tais que , ¢ bijetora.
fle)=z

Teorema 10.1.

Se X = {zE(C\z:Oou —g < Arg(z) < g}, entdo a
X —C
funcao Y , ¢ bijetora.
fle)=z
Prova

Vamos provar primeiro que f(z) € injetora.

Temos f(0) =0 e sew, z€ X —{0} sdo tais que w? = f(w) =

f(z) = 2%, entiio, escrevendo w = |w|eA8MW) ¢ z = |z]eAT8()
obtemos
|w|22ATEW)i — |7|262A18(2)i =

wl? = |z = [wl = Iz| ().
2Arg(w) = 2Arg(z) +2km = Arg(w) = Arg(z) +km k€ Z =
|Arg(z) — Arg(w)| = km,k € {0, 1,....} (i).

~2 < Arg(w) <

=

< T
Masw, ze X —{0} = 7[2
2

5 < Arg(z) <

- < Arg(z) — Arg(w) < m = |Arg(z) — Arg(w)| < m o que

junto com (ii) implica k = 0 = |Arg(z) — Arg(w)| = 0= Arg(z) =

Arg(w) (iii).
Resulta de (i) e (iii) que w = z 0 que prova a injetividade

de f.
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Provaremos agora que f ¢ sobrejetora, ou seja, que dado
zp € C a equagio f(z) = zo possui solugdo.

Se zp = 0, entdo z = 0 ¢ obviamente solugao.

Se zop # 0, podemos escrever zy = \zoleArg 2 e se
Az Arg(z0) ) 2
2= y/Jole™ 7™, temos /(z) = (y/]z0]e™7*) " = |zoleArECo =
zp 0 que mostra que f € sobrejetora e completa a nossa prova.
OJ
y 1Y
A
X
0 X u
ffl

Na prova do Teorema 10.1, ao resolvermos a equagio f(z) =
zo ainda determinamos a inversa da fungdo f~'(z) = \/z. De
fato, podemos enunciar o

Corolario 10.2.

f:X—C

5 definida no Teorema 10.1

A inversa da fungao {

(z)=z
flCc—-x

¢ a fungdo . JSf(0)=0
! (Z)_{\/E: \z]eiT<,sez7£0.

Prova

Vimos, na prova da sobrejetividade da fungdo f do Teorema
10.1, que f(0) =0 = f! ( )=0 eque dado z # 0, temos

<\/>eAr§32)>—z:>f \/>eAr§3 . O

Observe que f(z) = /z = /|zle"3™7 ¢ obtida da fungdo
multiforme F(Z) = \/E = { ‘Z’ <COS <9+2ﬂ) +1isen <9+22kﬂ)),
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k=0,1,...,n—1}, fazendo k = 0. Chamaremos f(z) = /z
de valor principal da raiz quadrada.

Um raciocinio inteiramente analogo nos permite enunciar o
Teorema 10.2 e o Corolario 10.2, cujas provas sdo, respectiva-
mente, as letras a ¢ b do Exercicio Resolvido 1.

Teorema 10.3.

SeX = {z €Clz=00u — T Arg(z) < E}, entdo a fungdo
n n
X —=C
y ¢ bijetora.
fz)=2"

Corolario 10.4.

f:X—C

flz)=z2"
flc—-x

¢ a fun¢io iy f7(0)=
fE= {\f ||e 0 i, sez#0.

A inversa da fungao { definida no Teorema 10.2

Observe que f(z) = /z = \/> zle =20 ¢ obtida da fungio
multiforme F(z) = /z = {{/|z| (cos (£E22) + i sen (9£242)),
k=0,1,...,n—1}, fazendo k£ = 0. Chamaremos f(z) = /z
de valor principal da raiz n-ésima.

Exemplo 10.2.
[ )

. Sez=-3+4+3i= 3\/_6%1' entdo o valor principal da raiz
quadrada de z é \/z = V/18 8e¥i.

. ; ~ . . . yq .
2. Se z=1i=e2', entdo o valor principal da raiz cubica de z

TR
é \3/22631 = 5(\/§+Z)
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TRANSFORMACOES OU MAPEAMENTOS DE

f(z) =z

Considere o setor circular X ={z€ C| |z] <re 0; < Arg(z) <
6.} e a funcdo f(z) = \/z. A imagem de X pela fungdo f(z) é o
setor circular ¥ = f(X) = {z€ C | |z| < y/re & < Arg(z) < %},

Em particular, a imagem do circulo X ={z€ C | |z| =r} é0
arcode circulo Y ={z€ C| |z| = {/re 0 < Arg(z) < 27”}

X

0, \0

Re

Im

Re Re

/Im\ ' 25
N

LOGARITMO DE z

Dado zp # 0, considere a equagdo ¢ = zp. Se escrevermos
zo= |ZO|eArg(ZO)i, obteremos e = |ZO|eArg(ZO)i —elt |z0|+iArg(z0) =
z=1In|zo| + (Arg(zo) + 2km)i, k € Z, pois vimos, na Aula 7, que
a fungdo g(z) = ¢ ¢ periddica de periodo 27i.

Relembrando que {Arg(zg) + 2k | k € Z} = arg(z),
podemos escrever

& =z9 < z=In|zg| +arg(zp).



Chamaremos esse conjunto de solu¢des da equagdo ¢ = z
de Logaritmo de zg, Log(zy), e, de modo inteiramente analogo
ao que fizemos para a raiz n-ésima de z, definiremos a funcao
multiforme Logaritmo de z, z # 0, por F(z) = Log(z) = {In|z| +
(Arg(z) +2km)i, k € Z}.

Contudo, temos interesse em, como no caso real, definir a
funcao logaritmica complexa como a fung¢do inversa da funcao
exponencial f(z) = €.

Vimos, na Aula 7, que se 4 = {z € C | yp < Im < yo + 271},
f:4—C—{0}
flz)=¢

Fazendo yg = —m, obtemos

entdo a fungao ¢ bijetora.

f:{zeC|—-n<Im<rm}—-C—-{0}
fe)=¢ '

Para obtermos a funcio inversa f~!(z), devemos entdo re-
solver a equagdo € = zp, cujas solugdes sabemos que sdao da
forma z = In|zo| + (Arg(zo) + 2km)i, k € Z. Mas a imagem
de f~'(z) é o dominio de f(z) dada pelo Teorema 10.1, ou
seja, Im(f~!) =Dom(f) ={zcC| —n<Im<rn} = -n<
Arg(zo) +2kn < m = —(2k+ 1)m < Arg(zo) < (1 —2k)wr =
k=0, pois — < Arg(zp) < 7.

Portanto, como fizemos com a raiz n-ésima, podemos definir
o valor principal do logaritmo por Log(z) = In|z| + Arg(z)i,
z# 0, e ele é obtido fazendo & = 0 na fung¢do multiforme F(z) =
Log(z) = {In|z| + (Arg(z) + 2kn)i, k € Z}.
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[ Exemplo 10.3. j

1. Sez=—1=¢€™ entdo o valor principal do logaritmo de z
¢ Logz = mi.

2. Sez=ei=ee?!, entdo o valor principal do logaritmo de z
¢ Logz=1+7i.

3.Sez=—1—+/3i= Ze_zTni, entdo o valor principal do lo-
garitmode z ¢ Logz =1In2 — %’Ti.

TRANSFORMACOES OU MAPEAMENTOS DA
FUNCAO f(z) = LOG(z)

Considere o circulo X = {z € C | |z]| =r}. Como f(z) =
Log(z) = In|z| + Arg(z)i, a imagem de X pela funcdo f ¢é o

segmento vertical aberto o/(t) = Inr+ti, t € (—m, x].

A
\J x Inr u

Seja A = {z € C| Arg(z) = 0} (semirreta aberta na origem
e que faz um angulo 6 com o eixo real), a imagem de A pela
fungdo f ¢ a reta horizontal B(¢) =1Inz+0i, 6 € (—m, 7|, > 0.

Y %
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POTENCIAS GENERALIZADAS

Podemos utilizar a fungdo exponencial f(z) = ¢ e a fungéo
multiforme F(z) = Log(z) para definir a fungdo multiforme
poténcia generalizada G(z) =z, z # 0.

Temos G(Z) = Ffo — eZOLOg(Z) — {eZO~(1n‘Z‘+(Arg(z)+2k”)i),
keZ}.

Analogamente ao que fizemos nas Se¢oes: Raiz n-ésima de z
e Logaritmo de z, definimos a func¢ao poténcia generalizada por

f:C—{0}—-C
flz)=z% = o2o-(Inz|+Arg(2)i)

Também definimos o valor principal da poténcia como
770 = go-(Inlzl+Arg2)) - £ ),

Exemplo 10.4.
[ )

1. O valor principal da poténcia z = if & z = /L08ll) —
G(n1+3i) _ -2

2. O valor principal da poténciaz = (—1)7 ¢ z = ¢L08(-1) =
elnl4mi) _ —m

3. O valor principal da poténcia z = (1 + i)' ¢ z=
eU+ilog(1+i) _ (1+i)(Inv2+5i) _ Jinv2—-F+(Inv2+5)i _

env2-7 (cos (ln\/§+ %) +isen (ln\/§+ %))

EXERCICIOS RESOLVIDOS

1. a. Prove o Teorema 10.2.
Se X = {ZE(C|Z:00L1—£<AI‘g(Z)§
n
f:X—C
flz)=2"

SR

3

entdo a fungao { ¢ bijetora.
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b. Prove o Corolario 10.2.
X—C
A inversa da fungao / 5 definida no
flz)=z

Teorema 10.3 ¢ a fungao

fl.C-x
S = {f o

VZ= \/HeiAr%(Z), sez #0.

Solucio:

a. Vamos provar primeiro que f(z) é injetora.

Temos f(0) =0 e se w,z € X — {0} sdo tais que
w' = f(w) = f(z) =Z", entdo, escrevendo ,w=|w|eAT8W)
Arg(z)i , obtemos |W|n nArg(w) ’n nArg(z)i =

ez=|zle ]z

W™ = [z = [w] = || (&).

2k
nArg(w) = nArg(z) 4+ 2krw = Arg(w) = Arg(z) + —ﬂ,k €Z=
n

|Arg(z) — Arg(w)| = Zan,ke {0,1,....} (i).

Io Arg(w) < T o
Mas w,ze X—{0} = " 7;1 =—-—<
—— < Arg(z) < — "
n

2n 2n
Arg(z) — Arg(w) < — = |Arg(z) — Arg(w)| < —
n n
0 que junto com (if) implica k = 0 = |Arg(z) — Arg(w)| =
0= Arg(z) = Arg(w) (iii).
Resulta de (i) e (iii) que w =z 0 que prova a injetividade
de f.
Provaremos agora que f ¢ sobrejetora, ou seja, que dado
zp € C a equagdo f(z) = zo possui solugdo.
Se zp = 0, entdo z = 0 € obviamente solugdo.

Se zop # 0 podemos escrever zy = ]zoleArg (@) ¢ se

Arg(zg) . Arg(zq)i n
z = {[|lzole™= !, temos f(z) = ( |zole ™ > =
Arg(zo)i _ 4 brei
|zo|e = zp 0 que mostra que f ¢ sobrejetora e
completa a nossa prova. O

b. Vimos, na prova da sobrejetividade da fungdo f da letra
a, que f(0) =0 = f~1(0) = 0 e que dado z # 0, temos

Arg(z) Arg(z)

£ (§/1e™577) = [z[eAT80 = 2 = f1(2) = [l
Il
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2.

3.

Determine as fungdes reais u(x,y) e v(x,y) tais que
f(2) = Log(z) = ulx,y) +iv(x,y).

Solug¢do: Se z # 0, temos f(z) = Log(z) = In|z| + Arg(z)i.
1
Logo, u(x,y) = Inlz| = In(\/x2+)?) = Eln(xz +y2) R

v(x,y) = Arg(z).
A fungao Arg(z) pode ser definida como

T
5,sexz0ey>0

T
5 sex=0ey <0

arctg <X> se x # 0 ez € 1° ou 4° quadrantes
X

7 + arctg <X> se x # 0 e z € 2° quadrante
X

—m+ arctg <X> se x # 0 e z € 3° quadrante
X

a. Calcule o wvalor principal do logaritmo de
z=e*(—V/3+i).
b. Calcule o valor principal z = V2,

Solu¢io:

a. Temos z = 2e2ee! = 22+ ¢ = Log(z) =In2+2+ %i'

b. Temosz:i\[z:e\[zLOg(i):e@izcos(@>+isen(@>.

. Resolva em C a equagao e — 3+ 14+/3i=0.

Solu¢io:
Fazendo w = & temos e** = (¢°)? = w? e obtemos a equagdo do
20 grauwz—\@w—i—l—i—\/?izo, cujoAéA:3—4—4ﬁi:
—1-4V3i.
Se (x+yi)? =—1-4V3i=x> -y’ + 2pi = —1 —4/3i =
x2 _y2 =1
2xy = —4/3
-2
¢do biquadrada cujas raizes sao x
interessa, pois x € R.

=—1=x"4+x>—12=0, equa-
2

Temos y =
=3 ¢ x> = —4, que n3o nos
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Se x> =3 = x = ++/3 = yF 2, portanto as raizes da equagio
iy 3—i
wz—\/§w+1+\/§i:0sﬁow:m:{f !

2 .
1
¢=\3—i=2=z=In2+ (-7 +2kn)i, keZ

F=i=erl=z7= (5 +2km)i, ke Z

EXERCICIOS PROPOSTOS

1. Determine w,z,zq € C tais que

a. Se f(z) =Log(z), entdo Log(w.z) # Log(w) +Log(z).
b. O valor principal de (z*0)" ¢ diferente do valor prin-
cipal de z0".

2. Se zp = xp +yoi e f(z) =20,z # 0, determine |f(z)| e
arg(f(2))-

3. Prove que se |z| = 1 e z¢ ¢ imaginario puro, entdo o valor
0
principal de w = z*0 ¢ um numero real.

4. Se \/z ¢ o valor principal da raiz quadrada, resolva em C
aequagdo z— (142i)/z—1+i=0.

SOLUCAO DOS EXERCiCIOS PROPOSTOS

1. Determine w,z,zy € C tais que

a. Se f(z) =Log(z), entdo Log(w.z) # Log(w)+Log(z).

b. O valor principal de (z*0)" ¢ diferente do valor prin-
cipal de z*0".

Solugao:

a. A propriedade In(w.z) = Inw + Inz ¢ valida para logarit-
mos de numeros reais, contudo ¢ falsa quando
w, z€ C—{0}.
Tomemos, por exemplo, w = —1 e z =1i. Temos w.z =
—i = Log(w.z) = Log(—i) = —%i, mas Log(—1) =mi e
Log(i) = %i=Log(—1)+Log(i) = mi+ %i=Li# —Zi.
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b. A propriedade (z°)" = z*" ¢ valida para poténcias de
nimeros reais, contudo ¢ falsa quando w,z,zy € C — {0}.

Tomemos, por exemplo, z=e, w =i € zy = 27i.
Temos (¢2™)! = 1/, cujo valor principal é ¢/L08! = ¢/0 =

=1 e 2Fi =27

2. Se zo = xp+yoi € f(z) =20,z # 0, determine |f(z)| e

arg(f(2)).

Solucio: Resulta da defini¢do da fungdo poténcia generalizada

que
f(Z) = 770 — eZ()Logz — eZ().(ln |Z|+Arg(z)i) — e(x0+yoi).(ln |z|+Arg(Z)i) —

o Inlz[—yoarg(z)+(voln |z|+xoAre(z))i

Logo, | /()| = e 0ret) e arg(f(2)) = yo In 2| +xoArg(2) +
2k, k€ 7.

. Prove que se |z| = 1 e z¢ é imaginario puro, entdo o valor
principal de w = z** € um numero real.

Solu¢io:
Sejam z e z tais que |z| = | e zy é imaginario puro.

Podemos escrever z = e ¢ zg = ti,t # 0, logo f(z) = 270 =
el‘i.Arg(Z)i — e—l‘Arg(Z) c R

O

. Se y/z € o valor principal da raiz quadrada, resolva em C
aequagdo z— (1 +2i)\/z—14+i=0.

Solucio:

Fazendo a substitui¢do w = /z, como ,/z ¢ valor principal da
raiz quadrada, temos w? = (,/z)> = z e obtemos a equagdo
w? — (14 2i)w—1+i=0, que possui A = (1+2i)> —4(—1+
=1—4+4i+4—4i=1.

Logo, as solucdes sdo

14+2i+1 1+ 14+4)2=2i
ﬁ:W:*'Z’:{i—H:ﬂ:{Q—H) i
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Aula 1 1 _ £

LIMITES, CONTINUIDADE E DERIVADAS

NOCOES SOBRE A TOPOLOGIA DE C

Vimos, na Aula 1, que o corpo dos nimeros complexos C ¢
naturalmente identificado com o espago euclidiano R?.

Podemos, portanto, estender a C as propriedades métricas e
topologicas do R?. Apresentaremos algumas nogdes métricas e
topoldgicas que utilizaremos ao longo dessa aula.

Definicao 11.1.

O disco aberto de centro z( e raio » > 0 € o conjunto

Dy(z0) ={z€ C||z—zo| < r}.

Definicao 11.2.

O disco fechado de centro z( e raio » > 0 € o conjunto

D,(z0) ={z€ C||z—zo| <r}.

Definicao 11.3.

Seja X C C. Um ponto zg € C € ponto interior a X, quando
existe 6 > 0 tal que Dg(z9) C X.

Definicao 11.4.

Um conjunto X C C ¢ aberto, quando todos os seus pontos
sdo interiores.
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Definicao 11.5.

Um conjunto Y C C ¢€ fechado, quando seu complementar
C —Y ¢ aberto.

Definicao 11.6.

Seja X C C. Um ponto zy € C é ponto de acumulagdo de X,
quando todo disco aberto de centro em z( tem intersecao
ndo vazia com X, isto é, D,(zg) N.X # 0, Vr > 0. O conjunto
de todos os pontos de acumulacao de X ¢ chamado derivado
de X e sera denotado por X’.

Definicao 11.7.

Seja X C C. Um ponto zy € C ¢ ponto isolado de X, se z
nao € ponto de acumulacio de X.

Definicao 11.8.

Seja X C C. Um ponto zy € C ¢ fronteira de X se todo disco
aberto de centro em zy contém pontos de X e pontos de
seu complementar C — X. O conjunto de todos os pontos
fronteira de X sera chamado fronteira de X e o denotaremos

por d(X).

Definicao 11.9.

Um conjunto X C C ¢ limitado se existe r > 0 tal que X C
D,(0) e ilimitado, caso contrario.

Definicao 11.10.

Um conjunto X C C ¢ compacto, quando ¢ fechado e limi-
tado.



LIMITES

Recordemos dos cursos de Calculo que a nogao intuitiva de
limite de fungdes f: X — R, X C R, ¢ a seguinte:

“L ¢ o limite da fungdo f(x) quando x tende para a se podemos
tornar f(x) arbitrariamente proximo de L desde que tomemos x
suficientemente proéximo de a.”

Adotando a notagdo consagrada, L = lim f (x), a defini¢ao
de limite para fungdes f: X - R, X CR ¢

Definicao 11.11.

Sejam X C R, f: X -+ Rea € X (aéponto de acumulagdo
de X). Diremos que L ¢ o limite de f(x) quando x tende para
a e escreveremos L = lim /' (x) se, dado € > 0, existe § > 0

tal que

xeXeO<|x—a|l<d=|f(x)—L|<e.

Como |x —a| > 0 = x # a, ¢ totalmente irrelevante o que
ocorre com f(a) e f(x), pode inclusive nem ser definida para
x = a, contudo, ¢ essencial que a seja ponto de acumulacdo de
X, pois, do contrario, existe » > O tal que [x —a| <r=x¢ Xe,
para todos L € R e € > 0, tomando § = r, teremos

xeXeO<|x—a|<r=|f(x)—L|<e.

Logo, todo numero real L seria limite de f(x) quando x tende
para a e a nogao de limite nao teria utilidade.

Por exemplo, se retirarmos da defini¢do de limite de f(x)
quando x tende para a a condi¢do a € X’ (a ponto de acumulagdo
do dominio da fungdo), qualquer nimero real sera limite da
funcao

fi(=eo, =1 U(1,00) U{0} = R
f(x)=In(x*>—1), se x#0 , quando x tende para 0.
J(0)=1
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A Defini¢ao 11.11 pode ser adotada para fungdes f : X — Y
desde que exista a no¢do de distdncia nos conjuntos X e Y para
que faga sentido falar em arbitraria e suficientemente proximo.

Vimos, na Aula 1, que a distancia entre dois nimeros com-
plexos w = a+ bi e z = c+di ¢ definida por

z—w|=la—c+ (b—d)i|=/(a—c)>+ (b—d)>.

Assim, podemos estabelecer a seguinte defini¢dao de limite para
fungdes complexas de uma variavel complexa

Definicao 11.12.

Sejam X C C, f: X — C e a € X' (a é ponto de acumulagdo

de X). Diremos que L ¢ o limite de f(z) quando z tende para

2o ¢ escreveremos L = lim f (z) se, dado € > 0, existe 6 > 0
0

tal que

zeXeO<|z—zo| <6=|f(z)—L| <e.

Exemplo 11.1.
[ )

f:C—C
Seja f(z) =2z+1i, se z#3+1,
fB3+i)=7
Mostraremos que lim 2z+1=6+3i.
z—34i

Dado & > 0 devemos determinar 6 > 0 tal que
0<lz—(3+i)|<d=|f(z) — (6+30)] <e.

Temos | f(z) — (6+3i)| = [2z+i— (6 +3i)| = [2z— 6 —2i| =
2|z—(341i)], logo, | f(z) — (64 3i)| <e=2]z— (3+i)| <e=
€

E £
Portanto, para 6 = 5 segue-se que 0<|z— (34| < 5=
|f(z) — (6+3i)| < € eisso mostra que lim 2z+ 1 =6+ 3.

z—341i

O primeiro resultado sobre limites que estabeleceremos ¢ a
unicidade do limite.



Teorema 11.1.

Sejam X C C, f: X - CezyeX. Se li_{nf(z) =Le
zZ—z(
lim f(z) = M, entdo L = M.

Z—2Z

Prova

Seja € > 0 arbitrario. Como lim =L e lim = M, existem
zZ—Z zZ—Z
01 > 0e & > 0 tais que

£
zeX e 0<]z—zo\<51=>\f(z)—L\<§

£
zeX e 0<|z—zo|<52:>|f(z)—M|<§

Logo, tomando 6 = min{d;, &} (menor dos numeros &, ¢
&), podemos escrever

£ €
zeXe0<|z—zo| <O = |f(z) —L| < ¢ |f(z) —M]| < 3 ().
Segue-se de (i) que

L= M| = |L~ £+ /2) ~ M| < |f(&) ~ LI +1(z) - ] <

§+§:8.

Fazendo € tender a zero, resulta do 7Teorema do Sanduiche
para fungdes reais que

0<|[L-M|<lime=0=|L-M|=0=L=M.
e—0

Uma consequéncia imediata do Teorema 11.1 ¢é:

#£5 Se lim f(z) = L e Y é um subconjunto do dominio de f

Z—rZ()
tal que zo € Y/, entdo o limite da restricio de fa Y, ﬁy,
quando z tende para z( existe e Zli{? S y(z) =L.
0

Essa observagdo ¢ bastante util para provarmos que lim f (z)
0

nao existe - € suficiente obter 2 subconjuntos X ¢ Y do dominio
. / / . .
de f'taisque xp € X'NY ezlg%fp((z) # Zlg%ﬁy(z).
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Exemplo 11.2.
[ )

S f:C—{0}—>C
9 o)<

.z .
Mostraremos que lim - nao existe.
z—02Z

Sejam X =ReY = {ti|t € R}.

t
Sez=teX, temoshme_hmf_hml_l
t=0t =0

t
Sez=tieY,entdo hmfy—hm— =lim—-1=-1.
t—=0—t t=0

~ .z .
Portanto, resulta da observagao que hI% — nao existe.
z—0Z

Exemplo 11.3.
[ )

Mostraremos que ndo existe lim Arg(z),sez <0.
z—z(
Podemos escrever

arcsen*, sex >0,
x2 _|_y2
Y
Arg(z) = n—arcsenm, sex<0ey>0,

— T — arcsen sex<0ey<O.

Y

SeX={ti|t>0}eY ={ti|t <0}, entdo lir%Arg(z)‘X =
z—

tli%LArg(”) =5 ;gl(l)Arg(z)‘Y = tli%l Arg(ti) = - Logo,

ndo existe lim Arg(z).
z—0

Se z = x¢ < 0, considere os conjuntos X = {xo+¢i |t > 0}
e Y ={xo+ti|t <0}

200 CEDERJ



Temos

Z—X( /x(z) + t2

-
e

= —TT.

o

=

)

: : : t 2
lim Arg(z)x = tlir(% Arg(xo+ti) = tLl%lJr T—arcsen———— | =7 S

lim Arg(z)|y = tgl(l)1 Arg(xo+ti) = lim

t
—JT —arcsen———
Z—X( (—0— < /x(z) 4 t2>

Portanto, nao existe Zlg)rcl Arg(z) e isso completa a prova de
0

que ndo existe Zlig}) Arg(z),sez <0.

Outros resultados importantes sdo:

Teorema 11.2.

Sejam X CC, f: X - CezypeX. Se lef(z):L#O,
zZ—2
entdo existe 8 >0talqueze X e 0< |z—z9| <0 = f(z) #0.

Prova

Como lej}(}f(z) =L, existe 6 > 0 tal que z € X e

0<|z—zo| < 8= |f(z)—L| < U£—|
Logo,zeXe0<|z—z)| < 8= |f(2)|=|f(z) —L+L| >
L L
-1 -tz -2 =B os s 20 0

Teorema 11.3.

Sejam X CC, f: X - Cezyge X' Se ZlLrglf(z) = L, entdo
0

existe § > 0 tal que f(z) ¢ limitada para todo z € X e
0<|z—z <.

Prova

Como Zliglof(z) =L, existe 0 >0talqueze X e 0 < |z—
20| <8 =|f(z) - LI <1 =[] = [LI <1/ <[L[+1. O
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Se f(z) ¢ uma fungéo complexa, vimos, na Aula 4, que f(z)
pode ser escrita como f(z) = f(x+yi) = u(x,y) +iv(x,y). Nosso
proximo resultado mostra como calcular Zlgrgl f(z) apartir dos li-

0

mites das fungdes de duas variveis reais u(x,y) e v(x,y) quando
(x,y) tende para (xo,y0)-

Teorema 11.4.

Sejam X CC, f: X 5 Cezo=xo+yoi € X. Se f(z) =
f(x+yi) =u(x,y) +iv(x,y), entdo lim f(z)=L=a+bise, e
z—2(
lim  u(x,y)=a
(e 300 )

lim v(x,y)=5b
B V)

somente se,

Prova

Se z =x+yi, entdo
2 = Va2 42 > Va2 =[x| e 2| = V2 +02 > V2 = ). (

Suponhamos lim f (z)=L=a-+bi.
z—2z(
Dado € > 0, existe 0 > 0 tal que
zeXe0<|z—zo| < 6= |f(z) —L|<e. (if).

Mas |z —zg| = |x +yi — (xo +yoi)| = |x —x0 + (v —»0)i| =

V(x=x0)2+ (v —»0) = | (x,) — (x0,0)|g2, onde |(x,y)|p> € a
norma euclidiana.

Além disso, por (i), temos
[f(2) =L = Julx,y) +iv(x,y) = (a+bi)| = |u(x,y) —a+(v(x,y) =b)i| =

{ru<x,y> —d i@ -Li<e
My =Bl < |f) ~ L <&

Seja X* o conjunto do R? correspondente a X pela identificacdo
natural entre R? e C. Resulta de (iii) que

’u(xay) _a’ <é€

X e0 — 6 '
(x,y) < e UK ‘(x7y) (x07y0)‘]R2 <o0= {]v(x,y) _b’ <€
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hm u(x,y) =a 5
Assim, { )7 (00) . 3
lim  v(x,y)=5b 8
(x.y)= (x0.0) S
lim  u(x,y)=a
Reciprocamente, suponhamos { )7 (030) ‘
lim  v(x,y)=b
(0.9) = (x0.30)

Dado € > 0, existem 0; > 0 e &, > 0 tais que

E
(x,) €X" e 0 <|(x,) = (x0,y0) [p> < &1 = |u(x,) —a| < 5. (i)

(ry) X" € 0<[(x,3) = (x030)lz < & = () —b < 5. ()

Seja 0 = min{ &y, §; }, resulta de (iv) e (v) que

zeXe0<|z—zo|<8=|f(z)—L|=|ulx,y) —a+ (v(x,y) —b)i| <

: € €
ju(x,y) —al +[(v(x,y) = b)i| = [u(x,y) —al +[vx,y) = b <o+ =
Vemos, portanto, que lim f (z) =L =a-+bi. O

Z—2)

Exemplo 11.4.
[ )

Como aplicagdo do Teorema 11.4, mostraremos que
lim & = €.
zZ—2Z
Seja zg = xo + yoi. Se z = x+yi, temos f(z) = & = & =
e*(cosy+iseny) = e*cosy+ ie* seny.
Se u(x,y) =ecosy= lim e‘cosy=e"cosyy e se
(%)= (x0.30)

v(x,y) =€'seny=  lim e"seny = €' senyy.

(x)=(x0.30)

Logo, resulta do Teorema 11.4 que

lime = lim  wu(x,y)+i lim v(x,y) =€ (cosyy+
=50 (x.) = (x0.30) x) (x) = (x0.30) %) (cosyo
isenyg) = €%.
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PROPRIEDADES OPERATORIAS DOS LIMITES

Nessa secao, provaremos o

Teorema 11.5.

Sejam X CcC,YCC, f: X—>C,g:Y -CezpeX'NY.
Se lim f(z) =L e lim g(z) = M, entdo
zZ—Z zZ—Z

a. SeweC :>Zli_>r%(f(z)—|—wg(z)) :Zli_glof(z)—l—w lim g(z) =

Z—rZ()
L+wM.
b. lim (/(2).¢(2)) — lim /(). lim g(c) — L.M.
c. Se limg(z) =M # 0= lim : ! 1
. zZ) = — = —.
Z%Z()g zZ—Z( g(z) le g(Z) M
z—20

lim f(z)
| f2) _ 2 L
e limel) =M#0= ) = mee) M

zZ—Z()

Prova

Admitiremos que o leitor tenha conhecimento de que es-
sas propriedades operatdrias sdo validas para limites de fungdes
reais /1 % — R, % C R

Sejam f(z) = u1(x,y) +v1(x,y), g(2) = ua(x,y) +iva(x, ).

Mostraremos b e as provas de a, ¢ e d sdo deixadas como
exercicios aos leitores interessados.

Sejam Zlg%f(z) =L=a+tbie Zlg%g(z) =M =c+di.
Pelo Teorema 11.4, obtemos

lim  wu(x,y)=a, lim vi(x,y)=0b

(x.y)—=(x0.v0) (x,y)—(x0:30)
lim  wu(x,y)=c¢, lim w(xy)=d
(x.y)=(x0-v0) (x,y)—(x0.v0)

Como a e b do Teorema 11.5 valem para limites de fungdes
U —R,% C R?, temos

Him  (uy(x,p)uz(x,y) —vi(x,p)v2(x,y)) = ac —bd. (i)
(x:)—(x0.30)

lim  (uy (x,y)va(x,») +vi(x,y)uz(x,y)) = ad + be. (ii)
()= (x0.v0)
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Além disso,

lim (f(2).g(2)) = 1im [(u1 (x,p) +v1 (x,0)) (w2 (x,9) +v2(x,9))] =

Z—Z(
= lim (1 (r,y)ua(x,3) = vi(xp)va(x,y) + i(u (xy)va(x.y) +
o). (). -
5
Portanto, resulta do Teorema 11.4, (i), (ii) e (iii) que =

lim (f(z).g(z)) = ac — bd + (ad + bc)i = L.M.

zZ—Z

Exemplo 11.5.
[ )

Se p(z) = apz" +a, 12" ' +.. . +ayz+ap € C[x] (polindmio
com coeficientes complexos), entdo Zlg? p(z) = p(zo).
0

Obviamente, se f(z) = ag, entdo lim f (z) = ao.
0
) €
Além disso, se a; # 0, dado € > 0, temos 0 < |z —zo| < — =
a;
laiz — aizo| = |aj||z —zo| = € = Zlgglo a;z = a;zo.
Em particular, ¢; = 1 = }an}) z = Zz.

Logo, resulta de b do Teorema 11.5 que

lim alz = lim g;z. lim z = a;zy.zg = a,z%
Z—Z() Z—Z( Z—>
lim a,z3 = hm alz lim z = a,z(z) zo = alzg
zZ—2Z —Z0 zZ—Z

. . n—1 . n
lim ¢;z" = lim a;2" . lim z = a;zy " .zo = azj,.
Z—Z() Z—Z() Z—>ZO

Podemos agora aplicar sucessivamente a letra a do Teorema
11.5 para obter

lim (a2 +ay_12" ' +...4aiz = lim a,2" + lim a,_;2""!
Z—2Z( (an ‘I’an 1 _I_ +a1 +a0) zZ—Z an +Z%Zo an 1 _I_
. . o n n—1 _
..—I—leg})alz—{—zlglzloao = anzo—l—an_lzo +...+aizo+ay =
p(20)-
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[ Exemplo 11.6. j

Se f(z) = pgzi (fungdo racional) e zp ndo ¢ raiz de ¢(z),
q(z
I p(20)
tao 1 =—"= .
entéo Jim /(2) = £/ = 1 (z)
De fato, resulta da letra d do Teorema 11.5 e do Exemplo
11.5 que
lim p(2) = p(z0). im g() = g(z0) £0 = Jim 215 - PV20) _ gz
z—20 25z z—2) q(z) Q(ZO)

Para o célculo do limite de fungdes compostas, aplicaremos o

Teorema 11.6.

Sejam X CC, Y CC, f: X —-C, g:Y — C tais que a
imagem de f, Im(f) C Y, zo € X' e wy € Y'. Suponha

Zli_}nzlof(z) =wy e Zl_i}nvgog(z) =L. Se

a. wpeYeL=g(wy) ou

b. z#z9 = f(2) # wo,
entdo Zli_}r% g(f(2)) =L.

Prova

Se lim g(z) = L, dado € > 0 existe &, > 0 tal que

Z—wWo

ze¥ e 0<|z—wy| <= |glz)—L|<e. (i)

Se Zl_1>1vrvlo (z) = wy, existe 6; > 0 tal que

z€X e 0<|z—z29| <81 = |f(z) —wo| < &. (i)

Suponhamos g(wy) = L, quando |f(z) —wp| =0. Temos
f(2) = wo = [g(f(2)) —L| = [g(wo) —g(wo)| = 0 <.
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Assim, segue-se de (i) e (i) que

zeXe0<|z—zo| <81 = |f(z) —wo| < &= |g(f(z))—L| <e.

Portanto, Zlgg) g(f(2) =L.

Se temos como hipétese z # zg = f(z) # wy isso implica
0 < |f(z) —wol e por (i) e (i), obtemos

ze€Xe0<|z—zo| <O =0<|f(z) —wo| < & =
g(f(2)) —L| < &= lim g(f(z)) = L.

O

Como aplicagdo do Teorema 11.6, mostraremos que
lim Arg(z) = Arg(zp), z € C— (—o0,0].
z—2Z(

[ Exemplo 11.7. ]

Sejam {f: C-{0}=C e zop € C— (—e0,0]. Entdo,

f(z) = Arg(2)
ZIL% Arg(z) = Arg(z).

g:C—{0} = [-1,1]
De fato, se g(z) = Im(z) e z0 =X +yoi # 0,
2l X242
entdo, Zlgglo Im(z) =y eZli_gl0 2| = |z0| = \/x3+ 1% #0 e, pord do
I I
Teorema 11.5, temos Zlgg) g(z) = Zliﬁr?0 n|12(|z ) = H|IZ(OZ|O) = g(zo).
hy:[-1,1 -z hy 1,1 0
Sejam 1 [ 7]_>[ 272] e 2 [ ,]—>[,TL'].
hi(x) = arccos(x) hy(x) = arcsen(x)

Sabemos dos cursos de Calculo que % (x) e A, sdo continuas,
logo,seac[—1,1]= )lcglzarccos(x) =arccos(a) e lim arcsen(x) =
arcsen(a).

CEDERIJ 207



Introducio as Funcdes de Variaveis Complexas I | Limites, Continuidade e Derivadas

208 CEDERJ

hyog(z), sex >0,
Vamos definir Arg(z) por Arg(z) =< hyog(z), sey > 0,
—hyog(z), sey <0.

Assim, se xg > 0, ouxg <0eyp>0,ouxg<0ey <0
resulta do Teorema 11.6 (Limite da Fungcdo Composta) que

hy Og(ZO), se xg > 0,
ZIL%Arg(zo) = hyog(z), sexo <0eyp >0, =Arg(zp),

—h Og(Zo), sexo<0eyyp<0

0 que completa a nossa prova.

Quando lim f (z) = lim g(z) = 0, a priori nada podemos
z—2(

O

afirmar sobre lim =~ ——=.
Z—2Z( g(z)

Com efeito, o limite pode ndo existir como mostra o
Exemplo 11.1 ou, tomando f(z) =z¢z e g(z) =z, temos lim zpz =
0

limz = 0, mas lim & = lim = zp e zo ¢ arbitrario. Por
z—20 z—z2( g(Z) z—z20
- - - flz) 0
essa razdo, as expressoes da forma lim ——= = — sdo chama-
Z—Z g(Z) 0

das “indeterminacgdes”.

[ Exemplo 11.8. ]

3_.2
. 2> —z°+12 , : L
O limite lim ¢ uma indeterminagao

= 1tiz2 — (344i)z— 1450
0
do tipo —, pois lim 2> —z2+2 = (14i)(2i))—2i+2=0¢
0 z—14i

lim 22— (34+4i)z—1+5i=2i— (3+4)(1+i)—1+5i=

z—14i
2i — (—1+7i) —1+5i = 0. Vamos dividir p(z) =22 — 22+ 2 ¢
q(z) =z — (3 +4i)z— 1 +Sipor g(z) = z— (1 +1).

Utilizando o Dispositivo Pratico de Briot-Ruffini, temos

I -1 0 2| 1+1
1 7 —-14i 0

Logo, 22 — 22 +2 = (2 4iz— 1 +i)(z— (1 +1)).



I —3—4i —1+5i|1+4i
1 —2-3i 0
Assim, z2 — (3+4i)z—1+5i=(z— (2+30)(z— (1+1)).
Segue-se que
_ 2 —z242 . (P Hiz—1+)(z—(1+1)
lim : .= lim . .
o1+iz2 — (344i)z— 145 z=1+i (z—(2+30))(z— (1 +1))
2yiz—1+i 244 <6+8i>
s )

— 1 _ —
ol z—(2430)  —1-2i

FUNCOES CONTINUAS

A nogao intuitiva de fungdo f: X — R, X C R, continua no
ponto xo € X € a seguinte

“A funglo f(x) é continua em x( se podemos tornar f(x) arbi-
trariamente proximo de f(x) desde que tomemos x suficiente-
mente proximo de xp.”

Desse modo, a definicdo de continuidade da fungao
f:X—R, XCR,nopontoxye X ¢

Definicao 11.13.

Sejam X C R e f: X — R. Diremos que f ¢ continua
em xo € X se, dado € > 0, existe 6 > 0 tal que x € X ¢
[x —xo| < &1 = [f(x) — flx0)| <&

Do mesmo modo que procedemos para ll>m f(z), podemos,
z—2Z(

através da distancia entre wy e zg € C, |zg — wy|, estabelecer a
defini¢do de fungdo continua para fungoes f: X — C, X C C,
no ponto zp € X.
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Definicao 11.14.

Sejam X C C e f: X — C. Diremos que f ¢ continua
em zp € X se, dado € > 0, existe 6 > 0 tal que z€ X e
|z—zo| < 61 = |f(2) — f(z0)| < €. Quando f(z) ¢ continua
em todos os pontos de seu dominio X, diremos que f(z) é
uma funcio continua.

Observe a semelhanca entre as defini¢des de limite de f(z)
quando z tende para zg e f(z) continua em zg. Isso nos permite
definir a continuidade de f(z) em zy usando o conceito de limite
de f(z) quando z tende para z.

De fato, suponha zyg € XN X’ entdo ZlLr? = f(zo) se dado
0

e>0existed >0talquezeXe|z—zo| < 6 = |f(z) — f(z0)] <
€ que ¢ exatamente a defini¢do de fungdo continua em zy. Por-
tanto, também poderiamos ter definido a continuidade da fungao
/ no ponto zp como

Definicao 11.15.

Sejam X C Ce f: X — C. Diremos que f ¢ continua em
20 €EXNX' se lim = f(z).
0

E importante destacar que a continuidade ¢ um fendmeno
local, ou seja, f: X — C é continua em zy € X se, e somente se,
existe um disco aberto D;(z9) tal que f|p, (-, ¢ continua em zo.

Quando zp ¢ um ponto isolado do conjunto X, entdo toda
fungdo f : X — C ¢ continua em z, pois existe 6 > 0 tal que
XNDsg =0 e para € > 0 podemos escrever z € X e
lz—zo| < 6 = |f(z) — f(z0)| =0 < &.

Por exemplo, se X = (C — D;(0)) U {0} toda fungdo
f:X — Cécontinuaem z = 0.

Exemplo 11.9.
[ )

Resulta dos Exemplos 11.4 e 11.5 que f(z) = & e
g(z) = p(z) € C[x| sdo fungdes continuas em C.



[ Exemplo 11.10. ]

f:C—{0}—=>C

Resulta do Exemplo 11.7 que
{f(Z) — Arg(z)

continua em C — (—eo,0].

[ Exemplo 11.11. ]

A fung@o f(z) = |z| é continua em todo ponto zy € C.

De fato, dado € > 0, [z —zo| < € = ||z| —|z0|| < |z—2z0] < €.

Alguns importantes resultados sobre fun¢des continuas sao:

Teorema 11.7.

Se f: X — C é continuaem zg € X e f(zg) # 0, entdo existe
r>0 talque z€ XND,(z9) = f(z) #O0.

Teorema 11.8.

Sejam X C Ce f: X — C. Se f(z) = u(x,y) + iv(x,y)
entdo f(z) é continua em zg = xp +yoi se, e somente se, u(x,y)
e v(x,y) sdo continuas em (xg,0)-

Teorema 11.9.

Sejam X CC,YCC, f: X—C,g:Y -CezpecXNY.
Se f(z) e g(z) sdo fungdes continuas em zp, entdo as fungdes
hi(z) = f(z) +wg(z),w e C e hy = f(z).g(z) sdo continuas em
f(z

g(2)

2. Se g(z9) # 0, entdo h3 = ¢ continua em zj.

Teorema 11.10.

Sejam X CC,YCC,f: X—C,g:Y - CcomIm(f)CY.
Se 1 ¢é continua em zp ¢ g ¢ continua em wy = f(z9), entdo go f°
¢ continua em z.
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As provas dos Teoremas 11.7, 11.8, 11.9 ¢ 11.10 decorrem ime-
diatamente dos Teoremas 11.2, 11.4, 11.5 e 11.6 e sdo deixadas
como exercicios aos leitores interessados.

Como exemplo, demonstraremos o Teorema 11.10.

Prova do Teorema 11.10

Como f é continua em zy e g é continua em wy = f(2),
temos wo = f(zo) = 2152) f(z)eg(wo) = Zl_1>rer10 g(z). Logo, resulta

do Teorema 11.6 que lim g(f(2)) = glwo) = g(f(z0)), 0 que
z—2z(
prova a continuidade de go f em z.

O

RAMOS DA RAIZ N-ESIMA E DO LOGARITMO

Recordemos da Aula 10 que a funcao valor principal da raiz
n-ésima,

f:C—X

J(0)=0
fle) = {\/ \/»e o, sez#0,

¢ a fung¢ao inversa da funcao

g: {zGC]z:O ou —£<Arg(z) gf} —C
n n :
g(z)=2"
Sabemos dos cursos de Calculo que a fungdo real g(x) = /x,

x >0, é continua. Logo, resulta do Exemplo 11.11 e do Teorema
11.10 que a fun¢do composta g|(z) = g(|z|) = {/|z| é continua.

Também vimos, no Exemplo 11.4, que f(z) = ¢ ¢ continua.
iArg(z)
n

em C — (—e,0], logo, novamente pelo Teorema 11.10, con-
cluimos que g»(z) = fog(z) = ) ¢ continua em C — (—eo, 0].

Além disso, pelo Exemplo 11.10, g(z) = ¢ continua

Portanto, segue-se do Teorema 11.9 que f(z) = g1(z).g2(2)
¢ continua em C — (—c,0].



Aimagemde f(z) = gi(z).g2(z) é o conjunto {z eC| - T<
n
T
A — .
re(z) < =}

A funcao continua

f:C— (0= {zeC| —%<Arg(z)<%}

Arg(z)

f(2) =z ="/l

¢ chamada ramo principal da raiz n-ésima.

A fungdo ramo principal da raiz n-ésima ¢ a fungdo inversa
da fungao

g:{zEC| —%<Arg(z)<%}—>@—(—oo,0]
o) ==

Também vimos, na Aula 10, que a func¢ao valor principal do
Logaritmo,

f:C—{0} »{zeC| —n<Im<m}
f(z) =Logz = In|z| + Arg(z)i

¢ a fun¢ao inversa da funcao

{g:{zEC|—ﬂ<Im§ﬂ:}—>C—{0}
g(z)=¢ |

Sabemos dos cursos de Calculo que a fungéo real g(x) = Inx,
x > 0, ¢ continua. Logo, resulta do Exemplo 11.11 e do Teorema
11.10 que a fungdo composta g1 (z) = g(|z|) = In(|z|) € continua.

Além disso, pelo Exemplo 11.10, g»(z) = iArg(z) é continua
em C — (—e,0], logo, segue-se do Teorema 11.9 que
f(z) =g1(z) + g2(z) é continua em C — (—o0,0]. A imagem de
f(z) =g1(z) +g2(z) ¢ o conjunto {z€ C | — 7w < Im < 7}.

A fungdo continua

f:C—(=00,0] > {zeC| —mT<Im< 7}
f(z) =Logz = In|z| + Arg(z)i,

¢ chamada ramo principal do Logaritmo.
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A fungao ramo principal do Logaritmo ¢ a funcao inversa da
func¢ao
{g: {zeC|-m<Im<m}— C—(—o0,0]
glz)=¢

DERIVADA COMPLEXA

Antes de definir a derivada de fungdes f: X — C, X C C,
recordaremos alguns resultados sobre diferenciabilidade de
aplicagdes f; % — R2, % aberto do R.

Sejam f: % — R, % aberto do R? e a = (xq,y0) € % .
Quando existirem os limites

1 - -
i L@HL0) ~fla) L F ) fGon)
1—0 t t—Xxo t— X0
o chamaremos de derivada parcial em relagdo a x no

ponto a e o representaremos por of (a).

ox
i [@HO) 1@ fa) —fo)

t—0 t =)0 r—Yo
o chamaremos de derivada parcial em relacao a y no

il.

af
ponto a e o representaremos por ——(a).

dy
Dado v € R?, se existir o limite
l‘ —
lim S @) f@)eR’
t—0 t

o chamaremos de derivada direcional da funcao f em relacao

ao vetor v no ponto a e o representaremos por 5y
%

Considere uma aplicagdo f: % — R?, % aberto do R%. A
aplicacdo ¢ diferenciavel no ponto a € % se existe uma trans-
formagdo linear 7 : R? — R? tal que

. r(v)
fla+v)—f(a)=T(v)+r(v), com lim—=*=0.

v—0 ‘V‘ a

Aqui assumimos que a +v € % (como 7% ¢ aberto, existe
0>0talque|v|<d=a+veX).



Dado v € R?, se existir o limite

oo St )~ f(a)

e R?,
t—0 t

o
s
o)
a
o
=
o chamaremos de derivada direcional da aplicacao f em H

af
relagdo ao vetor v no ponto a e o representaremos por ——.

dv

Se f(x,y) = (g(x,y),h(x,y)), onde f e g sdo fungdes de %
em R, entdo = = % % e,sev=e; = (1,0)ouv=e, =

v av’ dv

(0,1), a derivada direcional coincide com as derivadas parciais

of of <ag 8h)

dei  dx \ox ox
or o7 _(99m)
dex dy \dy dy

Se f ¢ diferenciavel em a, para todo v € R? e todo r € R
suficientemente pequeno, podemos escrever f(a+tv) — f(a) =
t
T(tv)+r(tv), com zlim r(tv)
_>

0 |tv|

fla+tv)— f(a) _ T(tv) n r(tv). (0

t t t

=0 e,se t #0, temos

Observe que se T ¢ transformagdo linear, entdo 7' (tv) =¢7(v)

rit . r(t . r(t
e que | = 1] = 0 = lim ") — 1m0V gy V)
O]W‘ =0 |t||v] =0 ¢

r(v) eflvl _ ’| 1

=0 |t||v] ¢

= |v| ¢ limitado.

Logo, resulta de (i) que

lim fla+tv)— f(a) — lim tT(v) lim r(tv)
t—0 t t—0 t—0

=T(v)= 5 (a)=T().

Portanto, se f ¢ diferencidvel em a e v € R?, nesse ponto existe
a derivada direcional da aplicagdo f em relagdo ao vetor v.

A tunica transformacao linear 7" da definicao de fungao di-
ferencidvel em a ¢ chamada derivada de f em a e serd deno-
tada por f'(a). A transformagdo linear f’(a) : R? — R? pos-
sui em relacdo a base candnica do R? uma matriz 2x2 chamada
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matriz jacobiana de f em a, que representaremos por Jf(a).

Suas colunas sdo os vetores /' (a).e; = g—ﬁ(a) = ((;—i(a), 3—i(a))

, _df, . (dg, . dh o
e f(a).ex = a—y(a) = (ay(a),ay(a)>, isto é

% Ew
D=1 o0 an

a(a) a*y(a)

Como C é um corpo, se X C C ¢ aberto, a defini¢do de deri-
vada da fungdo f: X — C, em zy € X ¢é semelhante a defini¢ao
de derivada de fungoes reais de variavel real.

Definicao 11.16.

Sejam X um aberto de Ce f: X — C. Se zp € X e existe o

limite
e 7))
zZ—Z Z—2Z

diremos que f ¢ derivavel ou holomorfa em z.

O limite lim £ &) —=/(20)

¢ chamado derivada de f em z,.
Z—2Z( Z—2Z)

[Exemplo 11.12. ]

Obviamente, a fungdo constante, f(z) = wy, definida em um
conjunto aberto de C ¢ holomorfa em todos os pontos de seu
dominio e f7(z9) = 0.

.| f:C=C
Seja .
fz)=woz", n>1, wyeC

Afirmamos que a fungdo f ¢ holomorfa em todo zy € C.

n n
. .. . Woz" — Wozo
De fato, devemos mostrar que existe o limite lim —— .
zZ—Z zZ—2Z

Temos uma indeterminagao do tipo 0
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Relembrando que a férmula da soma dos n primeiros termos

"—1
da progressido geométrica 1 +q+¢>+...+¢" é S, = 1 E
q_
q # 1, podemos escrever
Zn z n
nl— 1 n—1 il _
oo (1) o ((5) )
z—20 z A
w0 (Zo 1) 0
z n—1 z n—2 Z
A ((Z) 7+ () i) e
20 20 20
Logo,
n__ n—1 n—2
lim =% —limz " ((2) +(2) +..4+2+1)=
zZ—Z Z—2Z zZ—Z Z0 Z0 Z0
=nzp!

e, resulta de a do Teorema 11.5 que

. wozZt —wozo” ) " —zp" . 2t —zy"
lim —— = lim wy =wp [ lim =
Z—Z zZ—2Z) Z—Z zZ—2Z) zZ—=zZ) Zz — 20

= wonzi ' = f'(z0).

[Exemplo 11.13. ]

. :C—=C -
Seja / _ . Afirmamos que f(z) néo é holomorfa
fle) =z
em nenhum ponto de C.
- .. . z—7
Devemos mostrar que ndo existe o limite lim para
Z720 Z — Z

todo zg € C.

zZ—z9 z—zp (2—20)2

Sez:x—f—yl',Z() :xO—i—ineg(Z) :Z—ZO _Z—ZO o ’2—20’2

podemos CSCrever
z-7 _ (x—x0— (v —»0)i)’
z—zp  (x—x0)2+(y—yo0)?
T . o o . 2
imZ 20— fim & mzw WMT
7220z —20  (ry)—=(xox) (X —X0)*+ (¥ —0)

=
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Sejam X = {xo+ti|t € R} e Y = {t+yoi | t € R}. Temos

. s —(t—yo)2 o
AT A e
(t—xo)2 -

lim gy = lim =1

z—2(0 t—=Xx0 (l‘ — x0)2

. Z=Z0 . . .
Vemos, portanto, que lim nio existe, ou seja, f(z)
Z—=Z20 7 — )
nao ¢ holomorfa em nenhum ponto de C, o que prova nossa

afirmacgao.

Um resultado util para provarmos que lim JM
Z—Z z— ZO

¢ holomorfaemzy € Cé o

Teorema 11.11.

Sejam X um aberto de C, f: X - Cez)€ X. Se f(z) é
holomorfa em zy, entdo f(z) ¢ continua em z.

Prova

Se f(z) é holomorfa em zj existe o limite lim 12) = /(z0) =
zZ—Z Z—2z

f'(z0), logo resulta de b do Teorema 11.5 que existe o limite

lim (f(2) = f(20)) = lim KM> (Z_ZO)} B

zZ—Z zZ—Z Z—2Z

= (lim M) ) (lim (z—zo)) = f"(20).0=0

zZ—Z() Z—2Z zZ—Z()
= lim /(2) = f(z0). 0

[ Exemplo 11.14. ]

f:C—C
Seja { f(2) :; se z#£0,
£(0) = 0.

Vimos, no Exemplo 11.2, que f(z) néo é continua em z = 0.
Logo, pelo Teorema 11.13, f(z) néo ¢ holomorfa em z = 0.
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Definicao 11.17.

Sejam X um aberto de C e f: X — C. Se f for holomorfa
em todos os pontos de X, diremos que f ¢ holomorfa em
X e, nesse caso, podemos definir a funcao derivada de f,
f": X — C, que associa a cada z € X a sua derivada f'(z).

Se f’ também for holomorfa, podemos considerar a sua de-
rivada (f”)’, que denotaremos por /" € chamaremos de segunda
derivada. Analogamente, se /" for holomorfa, podemos consi-
derar a terceira derivada (/") = /" e, se /" for holomorfa,
podemos considerar a quarta derivada (/") = f4).

Podemos definir indutivamente a n-ésima derivada de f,
que denotaremos por /), por:

Definicao 11.18.

Sejam X um aberto de C e f: X - C. Sen>2c¢e
7.1, ..., £~ s30 holomorfas em X, definiremos a n-ésima
derivada de f por /) = (fI"=1y

[ Exemplo 11.15. ]

Resulta do Exemplo 11.12 que a fungdo f(z) =z",z€Ce
n > 1 ¢ holomorfa em C e temos

.f(k) =nn—1)n-2)(n=3)...(n—k+1)z2"* "

f =n(n—1)(n—2)(n—3)...2.1 =n!
0 =0k>n+1
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No Teorema 11.12, provaremos que as regras operacionais
das derivadas das fungdes reais de variavel real permanecem
validas para fungdes complexas de variavel complexa.

Teorema 11.12.

Se w e C e f e g sdo holomorfas em zg, entdo i} = f(z) +
wg(z) e hy(z) = f(z)g(z) sdo holomorfas em z e

a. 1y(z0) = f'(z0) +wg (20)
b. hy(z0) = f'(20)g(20) + f(20)&’ (z0)

Além disso, se g(zg) # 0, entdo h3 = % é derivavel em zg e
g(z
/ —
o, Hy(z) = /'(20)8(20) fz(Zo)g’(Zo)_
2(z0)
Prova

Demonstraremos a letra b, ¢ as provas de a e ¢ sao deixadas
como exercicios aos leitores interessados.

Como f e g s3o holomorfas em zy existem os limites

e =t PO ¢ g10) = i S ZER)
[(2)g(z) — f(20)g(20)

Devemos mostrar que existe lim .
Z—2Z( zZ—2Z

f(2)g(z) — f(z0)g(20)

Podemos escrever lim =
Z—rZ()

z—2z
i £8(2) ~ f(e0)e(e) + f(e0)e(e) ~ flen)e(zo) _
z—z( z—2z
= i (L) o) 4 e (£EL )

Se g ¢ holomorfa em zy, entdo g € continua em zg, logo,

zanzl = g(z¢) e resulta das propriedades operatorias dos limites
0

do Teorema 11.5 que

lim f(2)g(z) — f(z0)g(20)

Z—rZ() zZ—2Z

= f'(20)g(z0) + f(20)& (z0). O
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[ Exemplo 11.16. ] Q

=)

8

Considere as fungdes f(z) =23 +z+2 e g(z) =z* + 22 +i. p
Resulta do Exemplo 11.15 e do Teorema 11.12 que

f(2)=32241,d(z) =42° +2z ¢, se h(z) = f(2).g(2), <

—

-}

entao <

By (2) = B2+ 1) +224+10) + (22 +2+2)(42° +22) = K (0) = .

Além disso, se Y ¢ o conjunto das raizes de g(z) = z* 4+ 2% +i

/(2

ehy(z) =——=,sez¢Y,entdo

g(z)

B2+ 1)+ 22 +i) — (22 +2+2)(42° + 22)
(24422 +1i)?

hy(z) = = 75(0) = —i.

O proximo resultado que apresentaremos ¢ conhecido como
Regra da Cadeia ou derivada da fungao composta.

Teorema 11.13 (Regra da Cadeia).

Sejam X e Y subconjuntos abertos de C e f: X — C,
g:Y — Ccom Im(f) CY. Se f ¢é holomorfa em zyp e g ¢é
holomorfa em f(zj), entdo h = fog ¢ holomorfa em z, e

(fog)(z0) = f'(20)-g (f(20))-

Prova

Se f ¢é holomorfa em zp e g ¢ holomorfa em wy = f(z),
existem os limites
f(2) = f(z0)

)=l ce V)= i )

g
Considere a fungdo s(z) = { z— f(z0)

Por (i),temos lim s(z)= lim
(¥ z—f(20) ) zf(z0) z— f(20)

5(f(zo)) o que mostra que s € continua em f(zp). (ii)
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Como a igualdade

8(f(2)) —g(f(20)) = s(f(2))(f(2) — f(20))

¢ valida para todo z € C, podemos escrever

UED 0D _ (0 (£ S0

zZ—2Zp zZ—2z

e segue-se de (i), (i) e de b do Teorema 11.5 que

Z—rZ() Z—2Z Z—rZ() Z—Z() Z—2Z

=g (f(20)).f"(20) = (g0.f)'(20) = &'(f(20))-/"(z0). O

[Exemplo 11.17. ]

1
Seja f(z) = > Z % 0. Por ¢ do Teorema 11.11, temos

0z—1.1 1
!
= = —— O.
f(Z) 22 22’ Z7£

Logo, resulta da Regra da Cadeia e do Exemplo 11.15 que se

Y é o conjunto das raizes de g(z) =z*+2z2+i e h(z) = 2@ =
g(z
423 42z

fog(z), z¢ Y,entdo K (z) =g (2).f'(g(z)) = _M'

AS EQUACOES DE CAUCHY-RIEMANN

Nesta secdo, relacionaremos a derivada da fungao

. . .. du du dv dv
f(z) =u(x,y)+iv(x,y) com as derivadas parciais %3y oy

Se % ¢ um aberto do R® e f: % — R?, f(x,y) = (g(x,v),
h(x,y)), sabemos dos cursos de Calculo que f ¢ diferenciavel
em a = (x,y) se, e somente se, g e h sdo diferenciaveis ¢ uma

) . ) ., . ,0f d
condicdo suficiente para g e & serem diferencidveis € 8f , 8f ,
X oy

g 98
dx’ dy

serem continuas em a.
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fiR*—>R?
f(xay) = (xa _y)

os pontos do R?, pois, se f(x,y) = x e g(x,y) = —y, temos
af dof _ | 98 _9¢

= 1, L =

ox dy _°$:8_y

sao fun¢des obviamente continuas.

Por exemplo, { ¢ diferenciavel em todos

= 0 e essas derivadas parciais

Contudo, vimos, no Exemplo 11.13, que f(z) =z=x—yi

nao ¢ holomorfa em nenhum ponto de C e, fazendo a identificacao

natural de C com o R?, podemos escrever f(x,y) = (x,—y), que
é uma aplicacdo diferenciavel de R* em R?. Esse fato evidencia
que ha sensiveis diferencas entre diferenciacao no espago eucli-
diano R? e derivagdo em C.

O objetivo dessa secao € estabelecer as Equagoes de Cauchy-
Riemann que fornecem uma condi¢do necessdria para que a
funcdo f: X — C, X C C, seja holomorfa.

Teorema 11.14 (Equacdes de Cauchy-Riemann).

Sejam X um aberto de Ce f: X — C. Se f(z) = u(x,y) +
iv(x,y) € holomorfa em zy = xo + iyg € X, entdo, no ponto

( ), existem as derivadas parciais du ou Iv Jv das
a = (Xo, , €X v YRR R T
0:)0 P ox’ dy dx’ dy
fungdes reais u ¢ v ¢ elas satisfazem

du  dv

ox dy

du  Jdv

dy  Ox

Além disso, tem-se

du dv _dv  Jdu
f,(ZO):g—I—lg—a—y—la—y.

Prova

Como a fungdo f ¢ holomorfa em zg, temos

(eo) = Jim L)
= lim u(x,y) —u(xo,y0) +i(v(x,y) —v(x0,0))
(x.y)—=(x0:30) (x—x0)+(—yo)i :
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M(X,y) - u(XanO) —|—l(v(x,y) - V(x07YO)) Z 7£ZO
(x —x0) + (v —y0)i ’
Se X={xo+ti|teR}eY ={t+yoi |t € R} existem os

Sejag(z) =

limites
o L . u(xo,t) —u(x0,)0)
L) = JimeGy = lim (t=y0)i "
lim v(xO,t) —V(x07y0) .
t—)0 t_yO
o - o ult,y0) — u(xo,0)
ii. f'(z0) = Zlg?og(z)W = 1 —Xo '
t —
limi(V( ) V(xo’yO))'
t—Xo I —Xp
Vimos que
lim “0:t) ~u(xo.yo) _ou . ultyo) —ulxoy0) _ Ju
=y (t=yo)i dy =% oo o

t—Xo ox’

i Y(0:1) —v(xo.%0) _ 9V 1imi<v<t’y0)_v(x0’y0)> ;v
=y t—yo dy 1=xg

Portanto, resulta do Teorema 11.4, que

du av
gx =Re(f'(20)) = 8ya
u v’
E Im(f"(20)) = o
0 que completa a nossa prova. O

O exemplo abaixo mostra que uma fungéo f(z) pode satisfa-
zer as Equagoes de Cauchy-Riemann em zy e nao ser holomorfa
nesse ponto.

[Exemplo 11.18. j
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Temos u(x Ixy|, v(x,y) =0 e

du Vx.0-0 adv

o —(0,0) = hr% ; =0= ay(O,O) e
du VOoy—0_~ dv
ay(o 0) = lim = = 0=~ 25(0,0)

Logo, em z =0, f satisfaz as Equacgoes de Cauchy-Riemann.

Mostraremos agora que f nao ¢ holomorfa em z =0, ou seja,

xy| im Y [xy|

que lim —— = nao existe.
z—=0 z (x,y)—(0,0) X + yi
Se g(z) = g(x+yi) = o/ z2#£0e X ={t(1+i)|t €R},
xX+yi
I . V2 1 It
entdo lim gy = lim - lim — e sabemos dos cursos
z—0 t—0¢(1 %—l) 1+it—0 ¢

de Calculo que esse limite nao existe (os limites laterais sao
diferentes).

Portanto, satisfazer as Equagoes de Cauchy-Riemann nao ¢
uma condi¢ado suficiente para f ser holomorfa.

Entretanto, se além de satisfazer as Equagoes de Cauchy-

Riemann, as fungdes u € v possuem derivadas parciais continuas,

entdo podemos concluir que f ¢ holomorfa. Mais precisamente,
podemos enunciar o teorema a seguir.

Teorema 11.15.

Sejam X um aberto de C ¢ f: X — C, f(z) = u(x,y) +
iv(x,y). Suponha que em zy € X as derivadas parciais

Ju du dv dv

existem e sdo continuas. Se, além disso,

ga a_ya g: a_y
du du Jdv o
—u, —u, —v, —v, satisfazem as Equagoes de Cauchy-Riemann
dx’ dy’ dx’ dy
@ _dv
ox dy
du __dv
dy  Ox

entdo, f ¢ holomorfa em z.

CEDERJ
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Nao demonstraremos aqui o Teorema 11.14, porque a prova
envolve alguns resultados que usualmente ndo sdao vistos nos
cursos de Calculo. O leitor interessado pode consultar uma prova
desse resultado em Cdlculo em uma Variavel Complexa, Marcio
G. Soares, 5 Edicdo, Colecdo Matematica Universitaria, IMPA.

Podemos aplicar os Teoremas 11.14 e 11.15 para calcular a
derivada de algumas fungdes complexas de variavel complexa.

[Exemplo 11.19. j

Seja f(z) = €&, z € C. Vimos, na Aula 7, que f(z) = ¢ =
e“(cosy+iseny) = u(x,y) = e*cosy e v(x,y) = e*seny. Temos

% = €' cosy, % = —¢"seny, % =é'seny ¢
du _ dv
v ox  dy
a—y—excosy:> du v
dy  ox
Logo, du du 9v 9y satisfazem as Equagoes de Cauchy-

aa jya ga aiy
Riemann e como essas derivadas parciais sdo evidentemente
continuas, segue-se do Teorema 11.14 que f(z) é holomorfa em
todos os pontos de C.

d
Além disso, resulta do Teorema 11.13 que f'(z) = a—u +
x
d d d
AN AN e cosy+ie*seny = ¢*(cosy+iseny) = €.
dx dy dy

Agora, podemos aplicar os Teoremas 11.11 e 11.12 para
calcular as derivadas das fungdes trigométricas e hiperbolicas.

iz —iz iz —iz
L () = cosz = SEET o pe) = (#) _

(eiz + eiz)
= —|—— | = —Ssenz.
2i

iz —iz iz —iz
ii. f(z)=senz= .e = f(z) = e = cosz
2i 2
—z & —e 7
i, f(z) = coshz= ¢ = f(z) = 26 — senhz
_ —z & —z
iv. f(z) =senhz = ¢ f(z)= +2€ = coshz



O proximo resultado ¢ uma condi¢ao necessaria e suficiente
para a existéncia de derivada da fung¢ao inversa.

Teorema 11.16.

Sejam X e Y abertos de C e f: X — Y uma bije¢do. Se
g:Y — X ¢ a fungdo inversa de f, g(z) = f~'(z), entdo, g é
holomorfa em zy € Y se, e somente se, g(z) é continua em zg ¢
f"(g(z0)) = wo # 0. Nesse caso, a derivada de g’(zg) é

, B 1
&)= etz

Prova

Suponhamos g holomorfa em zy. Entdo, pelo Teorema 11.11,
g ¢ continua e, como f ¢ diferenciavel em g(zg) e f(g(z)) =z
resulta da Regra da Cadeia que

ﬁmﬁ@@leéf@%»ZW%o“ﬂm:ﬂ@ém'

Reciprocamente, suponhamos g(z) continua em zy e
1'(g(z0)) = wo # 0.

Temos Lim @) —/(&z0))
zglz0) 2 —g(20)

Como g ¢ uma bijegao continua em zo, entdo lim g(z) =
z—2z(

g(zo) e g(z) # g(z0) se z # zy, logo, se h(z) é definida por
o) — 101 (ez0)

, z # g(zp), a fungdo composta /o g(z),

z—g(z0)
z # zg, esta bem definida e segue-se do Teorema 11.6 que
. flg(z)—flg(z0)) .. z—zo .
wo = f"(g(z)) = lim =lim ———. (i
)= e ) —glen)

Mas f"(g(z0)) = wo # 0, portanto, resulta de (i) e ¢ do Teo-
rema 11.5 que
L) sl)

Flato) —Am=, 0 =€), .

Como aplicagdo do Teorema 11.16, determinaremos as deri-
vadas dos ramos principais da raiz n-ésima e do Logaritmo.

CEDERJ 227



Introducio as Funcdes de Variaveis Complexas I | Limites, Continuidade e Derivadas

[ Exemplo 11.20. j

0 ramo
g(z) = Logz = In|z| + Arg(z)i

principal do Logaritmo.

Seja{g:C—(—w,O]%{zeCl —n<Im<r}

Vimos que g(z) ¢ a inversa de

f_{{zeC| —r<Im<n}— C—(—c,0]
) =< '

Como f'(z) =€ # 0, Vz € C, resulta do Teorema 11.15 que

1 1 1

g (Z) = f/(LOgZ) = elogz = ;7 z §é C—- (—0070]

T T
£ C— (—o0,0] — _ T <A T
g:C—(—o0,0] {zEC[ < rg(z)<n}

8(z) = 2 = izl

ramo principal da raiz n-ésima. Vimos que g(z) é a inversa de

Seja 0

{zec| —§<Arg(z)< %} C— (—o0,0]
flz)=2"

Como f'(z) = nz"~! #0, Vz € C — (—o0,0], resulta do

1 1
Teorema 11.15 que g'(z) = = =
1 &= 7wm T agar
= Arg(z) ? zeC- (_0070]

n({flly-tei %

Terminaremos essa se¢do apresentando a versdo complexa
da Regra de L’Hopital.

Teorema 11.17.

Sejam f(z) e g(z) fungdes holomorfas em z;.  Se
f(z0) =g(z0) =0 e g'(z0) # 0, entdo

L @) 1(z)

=% g(z)  gl(z0)
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Prova
(Z) f(Z)_f(ZO)
Podemos escrever lim —— = lim ——0 .
Z—Z( g(Z) zZ—Z( g(z)—g(zo)
z—2(
Como existem os limites f'(zo) = lim /) = f(z0) e

Z—2Z( zZ—2
g (z0) = lim M, segue-se de ¢ do Teorema 11.5 que

z=20 Z—2Z

f(z) S0 s lim B (20)

z—z( Z—20 Z— 2 f, (ZO)

lim 22 = lim - — O

=2 g(z) 270 8(2)-g(=0) . g(z)—g(z0) £g(z0)

[Exemplo 11.21. ]

Se f(z) = sen’(z), pela Regra da Cadeia, temos f'(z) =
2coszsenz.

Logo, resulta da Regra de L’Hopital que

sen’z . 2coszsenz O

lim =lm-—7—=-=0.
z—zp ¢ — | zZ—z( e? 1

EXERCICIOS RESOLVIDOS

1. Se f(z) = /z é o ramo principal da raiz quadrada, calcule

z— 2
lim —————

zZ—2) \/_ \/7

Solu¢ao: Como f(z) = ,/z ¢ o ramo principal da raiz qua-
drada, temos (1/z)? = z e podemos escrever

lim 270 iy CZVEEVR)

M Vi vE A (VE— VR (Ve va)

= lim (2=20)(v2+ v0) = lim z+ /z0 = 2y/20.

Z—Z( zZ—2Z Z—Z(

2. Determine, caso existam, as descontinuidades da func¢ao
f:C—C
f(r(cos@ +isenB)) =senB, se z#0,
f(0)=0.

CEDERJ 229



Introducio as Funcdes de Variaveis Complexas I | Limites, Continuidade e Derivadas

230 CEDERJ

Solugdo: Se z = x +yi # 0, podemos escrever f(z) =

1 1
Como y = Im(z) e —==—= = — sdo fungdes continuas para

Va2 )2 7]

z # 0, seu produto f(z) é uma fung@o continua para z # 0.

Portanto, a unica possivel descontinuidade de f(z) ¢z = 0.

Seja a(t) = t(1+1i),t # 0. Temos fo() = f(a(t)) = (|1t|_t}2)t

T . ;
e, como nao existe hr% —, segue-se que f(z) é descontinua em
—

7|
z=0.

. Prove que a fung@o f(z) =zRe(z) é holomorfa somente na

origem.

Solu¢ao: Determinemos em que pontos as Equacdes de Cauchy-
Riemann sdo satisfeitas. Temos f(z) = zRe(z) = (x + yi)x =
x? +xyi = u(x,y) = x% e v(x,y) = xy, logo:

ou —2x:@—x:>x20
dx dy
du adv
—=0=—=—=—y=y=0
dy dx y=y
Assim, z =0 ¢ o tinico ponto de C no qual f pode ser holomorfa.
R
Como lim = e) = limRe(z) = 0, segue-se que f'(0) =0. O
z—0 z z—0

4. Determine a derivada das seguintes fungoes

Solucio:

a. Temos f(z) =tgz = SN2 ¢ resulta do Exemplo 11.18 ¢

do Teorema 11.12 que
coszcosz — senz(—senz) 1 )

fl(z) = = = sec”z,

- cos?z cos2z
Z;’é 5 +k7T, ke.




b. Temos f(z) = cotgz = ;:Z% e resulta do Exemplo 11.18
z
e do Teorema 11.12 que

—Senzsenz — Coszcosz 1 5
f/(Z) = 2 - 2
sen-z sen-z

= —cossec” z,
z#n+kr, keZ.

Observacio: Poderiamos também ter determinado f”(z)

1
aplicando a Regra da Cadeia a fungdo f(z) = o
g
1
c. Temos f(z) = secz = —— e resulta do Exemplo 11.18 ¢
do Teorema 11.12 que
0.cosz— (—senz) senz 1
!
= = = t ,
/@ cos?z COSZ COSZ seesigs

zgégwm, kel

Observacio: Poderiamos também ter determinado f”(z)

1
aplicando a Regra da Cadeia a fungao f(z) = ——.
cosz

1
d. Temos f(z) =cossecz = sonz © resulta do Exemplo 11.18
z

e do Teorema 11.12 que
.Senz—Ccosz _ CoSz 1

0
() — _
S sen?z senz senz
z#n+kn, kelZ.

= —cosseczcotgz,

Observacio: Poderiamos também ter determinado f”(z)
1

senz’

aplicando a Regra da Cadeia a fungdo f(z) =

5. Determine a derivada da fungdo f(z) =sen(e +z).

Soluc¢ao: Resulta da Regra da Cadeia que

f(z) = (& +1)cos(ef +z).

1 —cosz

6. Calcule o limite lim 5

z—0 z

Solucdo: Aplicando duas vezes a Regra de L’Hopital, obtemos

. l—cosz . senz . cosz 1
lim 5 = lim = lim = —.
z—0  z z—0 2z =0 2 2
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EXERCICIOS PROPOSTOS

1. Determine a e b € C para que a funcao

f:C—C
1z) = 2taz+b

—.sez# 1—1,
f(l—i)=2

z—1+41i
seja continuaemz=1—1.

2. Determine, caso existam, as descontinuidades da fungao

f:C—C
R
fo) =2 ezx0
z
f(0)=0
3. Prove que a fungdo f(z) = ¢ ndo é holomorfa em nenhum
ponto de C.
4. Determine a derivada das seguintes fungdes
a. f(z) =tghz.
b. f(z) = cotghz
c. f(z) =sechz.
d. f(z) = cossechz
5. Se f(z) = /z ¢ o ramo principal da raiz cubica e

f(z) =Logz é o ramo principal do Logaritmo, determine
a derivada da fun¢@o /(z) = v/ Logz + cosz.

z—senz
6. Calcule o limite 11m 3
=0 ¢ — 1

SOLUCAO DOS EXERCiCIOS PROPOSTOS
1. Determine a e b € C para que a funcao

f:C—=C
1lz) = 2taz+b

—.sez# 1—1,
1) =2

z—1+41i
seja continuaemz=1—1.
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Solu¢ao: Para que f(z) seja continua em z = 1 — i, € necessario é
2
. z*4az+b )
lim =12 — f(1—i)=2.
e i~y — /) é
Se g(z) = 22 +az + b, devemos ter 0 = g(1 —i) = (1 —i)> +

a(l —i)+b=—2i+a(l1—i)+b. (i).

. . .0
Temos uma indeterminagao do tipo 0’ logo, resulta da Regra de é
2 b <
L’Hopital que lim ﬂ = lim 2z+a=2(1—i)+a=
zl—i z— 141 z—1—i

2=a=2i.

Substituindo a = 2i em (i), obtemos b = 2i +a(—1+1i) =
= 2i42i(—1+1i) = —2.

. Determine, caso existam, as descontinuidades da funcao

f:C—C
70 =" ez 20
f(0)=0

Soluc¢ao: Como g(z) = Re(z) e 4(z) =z sdo fungdes continuas
e h(z) # 0 para z # 0, pelo Teorema 11.9, seu quociente f(z) é
uma fungdo continua para z = 0.

Portanto, a unica possivel descontinuidade de f(z) é z = 0.

Seja X{t(1+mi), t # 0}.

t 1 1

Temos fio () = fle(r)) = (I +mi) 1+ mi 7T T

e, uma vez que esse limite depende de m, segue-se que f(z) é
descontinua em z = 0.

. Prove que a fungio f(z) = ¢ nio é holomorfa em nenhum
ponto de C.

Solu¢io: Mostraremos que as Equagdes de Cauchy-Riemann
nio sdo satisfeitas em nenhum ponto de C. Temos f(z) =
e*(cosy —iseny) = u(x,y) = e‘cosy e v(x,y) = —e seny,

logo:
d d
8_u :excosy:a—v =—e'cosy=e‘cosy=0=cosy=0
X Y
d d :
o :—é‘seny:——v =¢'seny = ¢e'seny=0=seny =0
dy ox
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Mas ndo ¢ possivel que seny = cosy = 0, logo as Equagdes de
Cauchy-Riemann nao sdo satisfeitas em nenhum ponto
z=x-+yi € C, donde concluimos que f(z) ndo ¢ holomorfa
em nenhum ponto de C. O

. Determine a derivada das seguintes funcdes

a. f(z) =tghz.

b. f(z) = cotghz

c. f(z) =sechz

d. f(z) = cossechz
Solugao:

senhz
. T =tghz =
a. Temos f(z) =tghz oshs
e do Teorema 11.12 que
Flo) = coshzcoshz — senhz(senhz) _ 1 — sech?,

cosh?z cosh?z

Z#E—Fkﬂ, keZ.

e resulta do Exemplo 11.18

coshz

emos f(z) = cotghz onhis
e do Teorema 11.12 que

senhzsenhz — coshzcoshz 1
f(@)= =

sen?z " senh’z
s ntkn, kel

e resulta do Exemplo 11.18

— — cossech? z,

Observacio: Poderiamos também ter determinado f7(z)
1

tghz’

aplicando a Regra da Cadeia a fungdo f(z) =

c. Temos f(z) =sechz =

e resulta do Exemplo 11.18

e do Teorema 11.12 que
0.coshz — (senhz) senhz 1
"(z)= = hztgh
/@) cos?z Tcoshzcoshz | oA

z#g—i—kn, keZ.

Observacio: Poderiamos também ter determinado f7(z)
1

coshz’

aplicando a Regra da Cadeia a fungdo f(z) =

d. Temos f(z) = cossechz = S e resulta do Exemplo

nhz
11.18 e do Teorema 11.12 que
0.senhz — coshz coshz 1
"(z) = =— =— hzcotgh
/@) senh’ z senhz senhz cossechzeotgnz,

z#n+kr, keZ.



Observacio: Poderiamos também ter determinado f”(z)
1

senhz’

aplicando a Regra da Cadeia a fungdo f(z) =

5. Se f(z) = ¢z é o ramo principal da raiz cubica e

f(z) = Logz é o ramo principal do Logaritmo, determine
a derivada da fung¢do A(z) = v/ Logz + cosz.

Soluc¢ao: Resulta da Regra da Cadeia que

1_senz
W(z)= % l z ] .

(/Logz+ cosz)?

. ... Z—senz
. Calcule o limite lim —5——.
z—=0 27 — 1

1? Solugao: Aplicando a Regra de L’Hopital, obtemos

z—senz . 1—cosz
lim — =lim————.
z—0 & — 1 z—0 372¢%
. . . 1—cosz 1
Provamos no Exercicio Resolvido que lim 5 = — ¢,
z—0 z 2
.1 1
como lim_—5 = —, resulta de b do Teorema 11.5 que
z—0 37 3

| z—senz_ll
N1 23

1
=<
22 Solucao: Aplicando a Regra de L’'Hopital trés vezes, obte-
mos

hmz—3senz _ lim 1 —cosz _ im senz _
250 e —1 250 3z22¢7  z509z%7 + 6z
Cpim—2 L

20272867 + 665 6
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