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NUMEROS INTEIROS

Vocé jd conhece o conjunto dos nimeros naturais, representado pela lefra IN:
IN={1,2,3,4,56.}

Este conjunto & formado pelos nimeros infeiros positivos e que sdo usados
basicamente para contar objetos. Entretanto, existem situacGes numéricas em que
precisamos subtrair ndmeros sem ter um limite inferior. Para situagdes como esta,
precisamos de um novo tipo de ndmero; pois em IN, podemos considerar nimeros
cada vez maiores, sem limite superior, mas ndo podemos subirair indefinidamente.

Sdo exemplos deste fipo de situagdes:

o dividas e saldos bancdrios;
e temperaturcs;
e qltitude (comparagdo com o nivel do mar);
© pontos em um jogo.
Entido, precisamos do conjunto dos nimeros inteiros, representado pela letra Z:
I1={.-6,-5-4,-3,-2,-1,0,1,2,3,4,5,6,.}

Quando aprendemos as operacdes com ndmeros infeiros na escola, estu-
damos algumas “regras”, como “menos com menos é mais”. Porém, para que
entendamos por que essas regras sdo vdlidas, e as apliquemos corretomente, é
importante entender a representaciio dos ndmeros inteiros na reta numérica:

£ importante lembrar que a seta indica o senfido de crescimento da refa.
Assim, se andamos no mesmo sentido da seta, estamos aumentando os valores
dos nimeros; e se andamos no sentido oposto, estamos diminuindo os valores.
Também podemos perceber que se n é um nimero inteiro qualquer, entdo —n cor-
responde ao simétrico desse nimero em relagdo ao 0. Assim, se fizermos —(—n),
estaremos tomando o simétrico do simétrico de n. Qu seja, o prdprio n.

A adictio e a subtragdo de nimeros infeiros também podem ser interprefadas
na reta numérica: somar um ndmero inteiro qualquer com um ndmero positivo
significa andar no sentido posifivo da reta (isto &, para a direita); subtrair de um
niimero infeiro qualquer um nimero positivo significa andar no sentido negativo
da reta (isto é, para a esquerda). Para entender melhor, faga os exercicios de 1 a
5 no final desta seco.

A chamada regra dos sinais que vale para a multiplicacto de nimeros infeiros
ndo é uma “convengto” nem uma “regra arbifrdria”. Podemos entendé-la se pen-

samos na multiplicacdo com nimeros positivos. Suponha que vocé esteja multipli

cando os nimeros naturais por 3 (isto &, escrevendo a “tabuada” de multiplicagdo
por 3). Observe que, sempre que vocd subtrai uma unidade do primeiro fator, o
resultado da mulfiplicagto é subtraido de 3 unidades.

Se quisermos confinuar este processo, mulfiplicando o ndmero 3 por ndmeros
menores que 0, devemos continuar subtraindo 3 unidades dos resultados. Assim,
vamos obter o sequinte.

- 4x3= 123
—lg dxi- 9%—3
_]< 2x3= 6)_3
_-|< ]X3= 3)_3
0x3= 0
-1( (1yx3=-3 )3
1 ()x3= )3
-1( (-3)x3=-9 )3

Como base neste raciocinio, podemos concluir a primeira parte da “regra dos
sinais” para a multiplicagdo: quando multiplicamos um nimero positivo por um
nimero negafivo, o resultado é sempre um ndmero negativo.

Agora precisamos determinar o que acontece quando multiplicamos dois ni-
meros negativos. Pela regra que acabamos de deduzir, jd sabemos multiplicar, por
exemplo, por —3. Observando os resultados desta multiplicacto, vemos que agora,
sempre que diminuimos 1 unidade do primeiro fator, sio somadas 3 unidades ao
resultado. Lembre-se que, para ir de =12 o =9, estamos andando no sentido
positivo da reta numérica (pois —12 & menor que —9). Assim, estamos somando
3 unidades.

_1¢ dx(=3)=-11y 43
_]E3X(—3)=—9 %_'_3
_]CZX(_3)=_6 >+3

1x{=3)=-3
T 029

Para prosseguir nesse processo, devemos confinuar somando 3 unidades ao
resultado. Enttio, obtemos o seguinte.

S BED=-ly g
¢ o ?
e —
_}g lx(—3)=—3§+§
0x(-3)=-07"
Ty 3= 3 2%
“1( (x (3)= 6 243
1 (=Byx =3)= 9 )43

Como base nesse raciocinio, podemos concluir a segunda parte da “regra dos
sinais” para a multiplicagdo: quando multiplicamos um nimero negativo por outro
nimero negativo, o resultado é sempre um ndmero positivo.
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CoONJuNTOS

A ideia de conjunto é uma das mais bdsicas de toda a Matemdtica. Embora
0 conceifo de conjunto tenha sido introduzido na Matemdtica relativamente hd
pouco tempo (sendo muito mais recente que outros conceitos importantes, como
0 de ndmero, por exemplo), essencialmente toda a linguagem da Matemdtica
desenvolvida hoje se baseia na ideia de conjunto.

Podemos pensar em um conjunto como uma reunido de objetos, que o
denominados elementos. Esses objetos podem ser nimeros, figuras geométricas,
pontos no plano ou no espaco, bem como quaisquer outras coisas. Assim, um
conjunto é formado por elementos.

Quando um elemento a estd em um conjunto X, dizemos que este elemento
pertence a X, e usamos o simbolo a& X. Se o ndo estd em um conjunto X, dize-
mos que ndo perfence a X, e usamos o simbolo ag X. Em geral, representamos
um conjunto pondo seus elementos entre chaves. Vejamos alguns exemplos.

Exemplos:

e A={1,2345}

® B={235811}

e N={1,2,3,...} (conjunto dos nimeros naturais)

® P={n e N|némiltiplo de 2} (conjunto dos nimeros pares)

® M= {meses do ano}

® [ = {meses do ano que comecam com a letra }

® (= {meses do ano cuja segunda letra é u}

 H = {meses do ano que comecam com a letra b}

o 71={.-3-2-10,1,2,3,...} (conjunto dos nimeros inteiros)

e Q={a/b|ah e IN, b= 0} (conjunto dos nimeros racionais)

o T = {figuras planas com quatro lados} (conjunto dos quadrildteros)

o R = {figuras planas com quatro lados iguais e quatro dngulos retos}
(conjunto dos quadrados)

UNIAO, INTERSEGAO E
DIFERENGA ENTRE CONJUNTOS

Hd algumas maneiras especiais de combinar os elementos de dois conjuntos
X e Y, formando novos conjuntos. As principais sdo:
o Aunido de X e Y, representada por X Y, que é o conjunto formado
por fodos os elementos que pertencem a X ou perfencem a Y:
XuY={o|aeXoael}

X Y

o A intersectio de X e Y, representada por X ~ Y, que é o conjunto
formado por todos os elementos que pertencem a X e pertencem a Y:
XnY={o|oeXeae}

X Y

o A diferenca de X e Y, representada por X — Y, que é o conjunto
formado por todos os elementos que pertencem a X e ndo pertencem a Y:
o X-Y={]aeXeag V)

X Y

Exemplo

Em uma turma com 30 alunos, todos jogam futebol ou vdlei. Desses, 17
jogam apenas futebol, e 5 jogam futebol e vélei. Quantos jogam apenas vélei?
Soluciio: Sejom F e V, respectivamente, o conjunto dos alunos que jogam
futebol & o conjunto dos alunos que jogam vélei. Entdo, temos:
o [V é o conjunto total, formado pelos 30 alunos;
® [ ~ V& o conjunto dos alunos que jogam futebol e vdlei, formado
por 5 alunos;
o [ —V ¢ o conjunto dos alunos que jogam futebol, mas ndo jogam
volei, formado por 17 alunos;
e V —F é o conjunto dos alunos que jogom vdlei, mas ndo jogam
futebol (cuja quantidade queremos determinar).
Podemos representar esses conjuntos como diagramas da seguinte forma:

f ¥

Exemplo

Em uma turma com 30 alunos, todos jogam futebol, vélei ou basquete. Des:
ses sabemos que: 20 jogam futebol; 15 jogam vélei; 7 alunos jogam futebol e
basquete; 5 praticam apenas volei; apenas 2 praticam simultaneamente os frés
esportes; e nenhum joga apenas basquete. Determine:
a. Quantos alunos jogam apenas futebol?
b. Quantos alunos jogam futebol e vdlei?
¢. Quantos alunos jogam vélei e basquete?
Soluciio: Sejam F, V e B, respectivamente, o conjunto dos alunos que
jogam futebol, o conjunto dos alunos que jogam vdlei e o conjunto dos alunos que
jogam basquete. Entdo, sabemos que:
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e F U VB é o conjunto total, formado pelos 30 alunos;

o [ ¢ 0 conjunto de alunos que jogam futebol, e tem 20 elementos;

* V0 conjunto de alunos que jogam vélei, e tem 15 elementos;

o [ ~ B¢ o conjunto de alunos que jogam futebol e basquete, e tem
7 elementos;

o V—(F U B) é o conjunto de alunos que jogam apenas vélei (isto
¢, jogam volei, mas ndo praticam futebol nem basquete), e tem 5 elementos;

e B—(FU V)= éoconjunto de alunos que jogam apenas basque-
te (isto &, jogam basquete, mas ndo praticam futebol nem vdlei);

® F VB tem 2 elementos.

Podemos representar esses conjuntos em um diagrama, e indicar neste dia-

grama as quantidades que conhecemos e aquelas que queremos descobrir:

avh

Como F ~ B tem 7 elementos, temos que z = 7 — 2 = 5. Como o total
de alunos é 30, podemos concluir que y = 30 — 20 — 5 = 5. Como V tem 15
elementos e y = 5, entiio x = 15 = 5—5—2 = 3. Como F tem 20 elementos,
x=3ez=5entdoa=20-3-5-2=10.
0. 0 ndmero de alunos que jogam apenas futebol é a = 10.
b. 0 nimero de alunos que jogam futebol e volei é x + 2 = 5.
¢. 0 ndmero de alunos que jogam vélei e basquete y +2 =7.

-

EXERCIiCIOS

1) Pedro tinha RS 500,00 na sua conta bancdria.
(A) Ele sacou RS 400,00. Quanto sobrou?
(B)Pedro precisou gastar mais RS 300,00. Qual foi o saldo resultonte?

2) André tinha RS 150,00 na conta bancdria. Um amigo depositou RS 250,00
em sua confa para pagar uma divida, mas André teve que sacar RS 500,00. Que
saldo restou na confa de André?

3) Afigura abaixo mostra parte dos hotdes do elevador de um prédio. A garagem
fica no subsolo. Quantos andares se deve subir para ir da garagem oo 5° andar?

1

T
(Térreo)

T
(Garagem)

4) 0 ponto mais alto da Terra é o pico do Monte Everest, localizado na cadeia
de montanhas do Himalaia, na fronteira entre o Nepal e o Tibet. A alfitude do
pico é de cerca de 8.850m acima do nivel do mar. O ponto mais profundo do
nosso planeta é a Fossa das Marianas, no Oceano Pacifico, com aproximadamente
10.900 m abaixo do nivel do mar. Qual é a diferenca de alfitude entre o ponto
mais alto e o ponto mais profundo da Terra?

5) Uma aeromoca trabatha em uma linha drea que liga Londres ao Rio de Janeiro.
No dltimo voo, ao sair de Londres, a temperatura era de —6°C. Quando o avido
chegou ao Rio, os termdmetros locais marcavam 37°C. Qual foi o aumento de
temperatura experimentado pelo aeromoga?

6) Determine os valores das expressdes.

N 3-2(-4)

(B) - (=5 -(-2-(=3)
O0-5-(=3)+2

(D) (=3) x (=2) - (-4)

(B) = (1) x (= (=2)) x (=3)

(F) 5x(=(=3) - (=3)

(6) (=4) x (=(=3)) = (-3) x2
(H) (=5) x (=3) + (=(=3)) x (= (=2))

7) Se o dobro de um nimero & —12, que nimero é este?

8) Represente por meio de uma expressdo algébrica o perimetro de um quadrado
de lodo X.

9) Expresse em palavras a expressdo algébrica 3a + 4b.

10) Expresse em palavras a expressdo algébrica 5k — 8 = 12.

11) Escreva uma expressdo algébrica para a sentenca “o metade um ndmero
somado ao triplo de outro nimero”.
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12) 0 preco de 6 canetas é RS 12,60. Qual das expressdes abaixo representa o
preco p (em reais) de n canetas?
(M) p=12,60-n
(B)p=210+n
(Op=210-n
(D)p=6-n+12,60
13) Cldudia contratou um pintor para pintar a parede da sala de sua casa. Para
fazer o senvico, o pintor cobra uma toxa fixa de RS 150,00 mais RS 20,00 por
metro quadrado pintado. Qual das expressdes abaixo representa o valor p (em
reais) cobrado pelo pintor por drea pintada s (em metros quadrados) ?
(M p=20-5+150
B)p=150-s+
(Op=20-5s—-150
(D) p=150-5-20
14) Considere as expressoes abaixo. Qual delas se forna uma igualdade verdadei-
ra quando substituimos x por 1 e por —2?
() x2=x=2=0
B)x2+x=2=0
O +1)-x=2)=0
D) x=1)-(x+2)=0

15) Em cada expressiio abaixo, encontre valores para a letra que torem a igual
dode verdadeira.

M a-3=5
(B)
© k2
D)=
16) (UFRJ/2002) Um clube oferece a seus associados aulas de trés modalidades
de esporte: natacio, ténis e futehol. Nenhum associado pade se inscrever simulta-
neamente em ténis e futebol, pois, por problemas administrativos, as aulas destes
dois esportes serdio dadas no mesmo hordrio. Encerradas as inscrigdes, verificouse
que: dos 85 inscritos em natacdo, 50 s6 fardo natagdo; o fotal e inscritos para as
aulas de ténis foi de 17 e, para futebol, de 38; o nimero de inscritos s6 para as
aulas de futebol excede em 10 o nimero de inscritos so para as de ténis. Quantos
associados se inscreveram simultaneamente para aulas de futebol e natagdo?

17) (UER]/2003) Trés candidatos, A, B e C, concorrem a um mesmo cargo
piblico de uma deferminada comunidade. A tabela resume o resultado de um
levantamento sobre a intengdo de voto dos eleitores dessa comunidade.

Numero de eleitores que votaram em...

«.. UM Gnico candidato

... dois candidatos

qualquer Ilenlll-l.l‘ll dos
A | B | ¢ |A-B|B-C|A-C culr':ili:::os candidatos

600 | 1.000 | 1.400 | 100 | 300 | 200 100 1.300

Pode-se concluir, pelos dodos da tabela, que a percentagem de eleitores con-
sulfados que ndo votariom no candidato B é:

(A) 66,0%
(B) 70,0%
(0) 94,5%
(D) 97,2%
18) (UER]/2002) Em um posto de saide foram atendidas, em determinado
dia, 160 pessoas com a mesma doenga, apresentando, pelo menos, os sintomas
diarreia, febre ou dor no corpo, isoladamente ou ndo. A partir dos dados registrados
nas fichas de atendimento dessas pessoas, foi elaborada a tabela abaixo.

Sintomas Frequéncia
diarreia 62
febre 62
dor no corpo 72
diarreia e febre 14
diarreia e dor no corpo 08
febre e dor no corpo 20
diarreia, febre e dor no corpo X

No tabela, X corresponde o ndmero de pessoas que apresentaram, ao mesmo
tempo, os trés sintomas. Pode-se concluir que X & igual a:

A6
) 8
) 10
)

19) (UFRJ/2002) Os 87 alunos do 3 ano do ensino médio de uma certa escola
prestaram vestibular para trés universidades: A, B e C. Todos os alunos dessa
escola foram aprovados em pelo menos uma das universidades, mas somente um
terco do total obteve aprovacto em todas elos. As provas da universidade A foram
mais dificeis e todos os alunos aprovados nesta foram também aprovados em pelo
menos uma das outras duas. Os fotais de alunos aprovados nas universidades A e
B foram, respectivamente, 51 e 65. Sabe-se que, dos alunos aprovados em B, 50
foram também aprovados em C. Sabe-se também que o nimero de aprovados em
Ae em B é igual ao de aprovados em A e em C. Quantos alunos foram aprovados
em apenas um dos rés vestibulares prestados? Justifique.

20) (ENEM) No dia 17 de Maio proximo passado, houve uma campanha de
doacdio de sangue em uma Universidade. Sabemos que o sangue das pessoas
pode ser classificado em quatro tipos quanto a antigenos. Uma pesquisa feita com
um grupo de 100 alunos da Universidade constatou que 42 deles tém o antigeno
A, 36 tém o antigeno B e 12 o antigeno AB. Sendo assim, podemos afirmar que
0 nimero de alunos cujo sangue fem o antigeno O ¢:

(A) 20 alunos
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(B) 26 alunos
(C) 34 alunos 9) 0 triplo de a somado a quatro vezes b.
(D) 35 alunos
(E) 36 alunos 10) 5 vezes k somado a 8 é igual a 12.
M)x=2+3-y
GABARITO 12)C
1) a) 100,00 1b) — 200,00
13)A
2)-100,00
14)D
3) 6 andares
15)
0)19.750m no=8
b)b=-3
dt=2
6)
05 16) 13
b) 10
00 17)A
d) 106
?)) 18 18) A
ﬁ) -6
-6 20) C
8) 4x
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NUMEROS RACIONAIS

Os ndmeros racionais aparecem em situacdes em que precisamos lidar com
quantidades ndo inteiras como, por exemplo, quando:

* tomamos uma parte de um todo;
 comparamos duas quantidades inteiras;
o fazemos uma diviso cujo resultado no & inteiro.

Estes nimeros podem ser representados com fracdes p/q, em que p e q
sdo nimeros inteiros e q é diferente de O (pois divistio por zero ndo existe).
Neste caso, p & chamado de numerador da fragdo e q de denominador da fragdo.
Vejamos alguns exemplos.

Exemplo 1

Se dividimos um chocolate inteiro em 5 partes iguais, qual é o resultado
obtido? £ claro que o resultado deve ser menor do que o praprio chocolate inteiro.
Cada uma das partes serd menor que o inteiro. Representamos cada uma dessas
partes pela fragdo 1/5 para indicar que estamos dividindo 1 inteiro em 5 partes.

Se dividimos 1 infeiro em 5 partes iguais e tomamos 3 partes, como repre-
senfamos o resultado? Para indicar que estamos dividindo por 5 e tomando 3
partes, representamos este valor pela fragdo 3/5.

Se dividimos 3 inteiros em 5 partes iguais, como representamos o resultado?
Uma forma de dividir 3 infeiros em um nimero igual de partes é dividir cada inteiro
separadamente nesse nimero de partes e depois juntar o resultado.

Assim, tomamos 3 pedagos, cada um de 1/5. Isto & outra forma de tomar 3 /5.

Que nimero devemos mulfiplicar por 5 para obter 3 como resultado? Para
responder a esta pergunta, devemos dividir 3 infeiros por 5. Como vimos na situa-
¢o acima, o resultado é 3/5.

Podemos representar a fragdo 3 /5 na reta numérica? Como vimos, a fragdo
3/5 representa uma quantidade menor que a unidade, mas inda assim, podemos

representd-la na refa. Para isto, basta dividir a unidade em 5 partes iguais e tomar
3 destas partes.

|35

v

Exemplo 2

Em uma turma com 30 alunos, 3/5 stio meninos. Isto significa que estamos
dividindo a turma em 5 partes iguais e 3 destas partes correspondem a meninos.
Para calcular 3/5 de 30, faga:

(30+5)x3=6x3=18.

Isto é, a furma tem 18 meninos.
Exemplo 3

Na figura abaixo, o refingulo estd dividido em 5 partes iguais, das quais
colorimos 3. Por isso, a parte colorida representa 3,/5 do total.

Exemplo 4

Na figura abaixo, temos 5 circulos em um total de 9 figuras. Por isso, 0 nime-
o de circulos representa 5,/9 do total de figuras. Por outro lado, hd 4 quadrados
em um fotal de 9 figuras. Portanto, os quadrados representam 4,/9 do total de
figuras.

OO
OO0

Exemplo 5

Em uma turma de 40 alunos, foi feita uma pesquisa para saber a cor favorita
de cada aluno. Os resultados foram representados no grdfico abaixo.

Vermelho




CaAPiTULD 2 I 15

0 grdfico estd dividido em 8 partes iguais. Dessas, 3 correspondem aos
alunos que preferem vermelho; 1 aos t&m verde como cor favorita; 2 aos que
preferem amarelo; e também 2 aos que t€m azul como cor favorita.

Portanto, podemos dizer que: 3/8 dos alunos preferem vermelho; 1/8 pre-
fere verde; 2/8 preferem azul; e 2/8 preferem amarelo.

Exemplo 6

Se uma furma tem 15 meninos e 25 meninas, dizemos que @ razdo entre o
niimero de meninos e o nimero de meninas & 15/25. Além disso, como a furma
tem um total de 40 alunos, dizemos que a razdo entre o ndmero de meninos ¢ o
total de alunos na turma é 15,/40 e a razdo entre 0 nimero de meninas e o total
de alunos na turma é 25,/40.

EXERCcIiCIOS

1) Na figura abaixo, o retiingulo estd dividido em partes iguais. Que fracdo do
retingulo a parte cinza representa?

2) Uma turma é dividida em 5 grupos, tendo cada grupo o mesmo nimero de
alunos. Trés desses grupos sto formados apenas por meninas e o restante dos
grupos, s6 por meninos. Que fracdio do total os grupos formados por meninas
representam? Quantos meninos hd na turma?

3) Carlos recebeu RS 200,00 de presente de aniversdrio de sua tia. Como quer
juntar dinheiro para comprar uma bicicleta, conseguiu guardar 80% do que rece-
beu. Quanto Carlos guardou?

4) Dividi uma barra de chocolate em 6 partes e comi 4 dessas partes. Que fragdo
da barra de chocolate eu comi?

5) Num colar, para cada 3 contas amarelas st colocadas 5 contas vermelhas.
a) Qual é a razdo entre as contas amarelas e vermelhas no colar?
b) Qual a razdo entre as contas vermelhas e amarelas no colar?
¢) Se o colar tiver 56 contas, quantas serdo amarelos?

6) Marcelo dividiu 30 balas entre 6 amigos.
a) Que fracdo do total de balas cada um recebeu?
b) Quantas balas cada um recebeu?

7) Em uma fazenda, sio criados apenas galinhas e porcos em um total de 48
animais. Se 5/6 desses animais sto galinhas, qual é o ndmero de porcos na
fazenda?

8) Ana comprou um saco com 30 balas. Separou 1/3 para si prépria e dividiu o
restante entre 4 amigas. Quantas balas cada amiga recebeu?

9) Em qual das figuras a parte cinza representa 2/5 do retingulo?

11) Marcelo convidou 40 amigos para sua festa de aniversario. Ao final da festa,
ele verificou que somente 4,/5 dos convidados compareceram. Quantos amigos
foram a festa de Marcelo?

12) Ana Paula estava resolvendo os exercicios de Matemdtica de seu dever de
casa. Ao terminar 12 exercicios, verificou que jd tinha completado 3 /4 dos exerci
cios. Qual era o nimero total de exercicios no dever de casa?

13) Joio recebeu RS 400,00 de bdnus em certo més em seu trabalho. Ele conse-
guiu poupar 70% do honus. Quanto Jodo poupou?

14) Considere os nimeros racionais indicados a sequir. Que nimeros so estes?

]

Na=2/5b=1/5¢c=7/10
Ba=1/4,b=1/2ec=1/7

Oa=1/4,b=1/5ec=1/7
)

(
(
(
(D) a=2/5b=1/2¢c=7/10
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15) Considere os nimeros racionais a = 1/2,b=1/5e c¢=3/10. Qual é a
forma correta de localizar esses némeros na reta?

(A'):(:]::i::::l' (B'):(H:?::::'
(('):t:]::(g::c:l:' (D'):l:u:c:l::::'

FRAI;IEIES EQUIVALENTES

Um fato que parece surpreender estudantes de matemdtica é que uma mes-
ma quantidade pode ser representada de diferentes formas. Por exemplo, 1/3 e
2/6 corespondem @ mesma quantidade.

Observe a figura abaixo.

Na primeira representagdo, o inteiro foi dividido em 3 pedagos iguais e foi
tomado um desses pedagos. Na segunda, o inteiro foi dividido em 6 pedacos iguais
e foram tomamos 2 desses. £ dlaro que esses pedagos sdo menores do que os anfe-
riores. Mais precisamente, cada pedaco maior corresponde a dois pedacos menores.
Mas como estamos tomando 2 pedacos menores, obtemos o mesmo resultado.

Assim, as fragdes 1/3 e 2/6 siio formas equivalentes de representar uma
mesma quantidade. Por isto, dizemos que essas so fracdes equivalentes.

Pelo mesmo raciocinio acima, podemos perceber que hd infinitas formas equi-
valentes de representar esta mesma quantidade: 1/3=2/6=3/9=4/12...

De forma mais geral, podemos observar o sequinte processo para obter fra-
¢Bes equivalentes. Se dividimos 1 inteiro em q partes iguais e tomamos p destas
partes, temos como resultado a fragdo p/q. Se dividimos o mesmo inteiro em
k vezes mais partes (isto é, em k.q) mais partes e, em compensacdo, fambém
tomamos k vezes mais partes (isto &, k.p) obtemos o mesmo resultado.

Em outras palavras, se multiplicamos o numerador e o denominador de uma
fracio por um mesmo nimero k, obtemos uma fracto equivalente:

k.

=1

o o
~
=

Da mesma forma, se dividimos o numerador e o denominador de uma fragdo
por um mesmo nomero k e Z, obtemos frages equivalentes.

Exemplo 7

No exemplo 5 (acima), os alunos que prefere a cor azul so representados
por 2,/8 do grdfico. Dividir o grdfico em 8 partes e tomar 2 dessas partes é equiva-
lente a dividir este mesmo grdfico em 4 partes e tomar 1. lsto é:

@ | N
~| —

Exemplo 8

No exemplo 6 (acima), as razdes encontradas correspondem s fracdes
15/25, 15/40 ¢ 25/40. Podemos obter fragdes equivalentes dividindo os nu-
meradores e denominadores destas fracdes por 5:

15 3 15 3 25 5

25 5 40 8 40 8

EXERcIiCIOS

16) Represente 3/5 graficamente de duas maneiras diferentes. Encontre uma
fractio equivalente com denominador 10. Localize este nimero racional na refa.

17) Represente 9/12 graficamente de duas maneiras diferentes. Encontre uma
fractio equivalente com denominador 4. Localize este nimero racional na reta.

18) Que fragdo com denominador 8 é equivalente a 2/4?

19) Que fragdo com denominador 6 ¢ equivalente a 30/18?

20) Considere o nimero racional a indicado abaixo. Que fragdo com denoming-
dor 5 representa este nmero? E com denominador 10?

REPRESENTAGCAO DECIMAL

Quando escrevemos um ndmero natural no sistema de numeracto decimal,
o valor dos algarismos depende da posictio. Por exemplo, quando escrevemos
222, os algarismos so iguais, mas seus valores so diferentes. 0 algarismo 2 da
esquerda representa 2 centenas, isto 6, 200; o do meio, 2 dezenas, isto é, 20; e
0 du esquerda, 2 unidades. Assim, femos:

220=2x100+2x10+2=2x102+2x 10" +2x 100

Assim, os nimeros naturais sdo representados, no sistema decimal, pela

soma de seus algarismos multiplicados por poténcias de 10. Veja outro exemplo:
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6023=6x1000+0x100+2x10+3=6x103+0x102+
2x10" +3x 100
0 sistema de numeracdo decimal permite uma extensdo natural para ndmeros
ndo inteiros. Neste caso, temos que usar os nimeros 0,1; 0,01; 0,001; ... (que
correspondem aos décimos, centésimos, milésimos, e assim por diante). No Brasi,
as cosas decimais inteiras sdo separadas das casas decimais ndo inteiras pela
virgula (na maioria dos outros paises o ponto é usado em lugar da virgula). Veja
0s exemplos:
345=3x10+4x1+5x%0,1
189,27 =1x100+8x10+9x1+2x0,1+7x0,01
Sabemos que os nimeros 0,1; 0,01; 0,001; ... também sto poténcias de
10, mas com expoentes negativos (faremos uma revisto sobre isso no préximo
capitulo). Entdo, as representacdes dos exemplos acima podem ser escritas da
sequinte forma:
345=3x101 +4x100+5x 107!
189,27 =1x 102+ 8101 +9x 100+ 21071 + 7102
Sempre que temos um ndmero racional escrito em forma de fragdio, podemos
encontrar sua representactio decimal. Para isto, basta efetuar a divisdo entre o
numerador e o denominador.
Por exemplo, suponha que queiramos escrever a fragdo 49,/20 na forma
decimal. Fazendo a diviso de 49 por 20, obtemos:

49 1 20
912

Para obter a representactio decimal do nimero, confinuamos o processo de
divisto, acrescentando um 0 ao lado dos restos:

49 20
90 |245
100

0

Assim, temos: 49,/20 = 2,45. Entretanto, pode acontecer que o processo de
divises sucessivas se prolongue indefinidomente. Observe o que ocorre quando
determinamos a representagdo decimal do ndmero 27/11, por exemplo:

27 | N

50 |24545..
60

50

60

Como o processo consiste em acrescentar um 0 ao lado de cada resto encon-
trado, no processo acima, depois da segunda vez que o resto 5 se repetir, todo o
processo se repefird indefinidamente. Neste caso, a representactio do nimero tem
infinitas casas decimais, que representamos das seguintes formas:

%: 2,4545..=2,45

As trés formas acima stio maneiras equivalentes de representar esfe nomero.
0 fraco em cima das casas decimais serve para indicar que estas se repetem
indefinidamente. Neste caso, dizemos que a representagdo decimal do nimero
¢ uma dizima periddica. A palavra dizima se refere oo sistema decimal e a palo-
via peri6dica indica que um algarismo ou um bloco de algarismos se repete(m)
indefinidomente (esse algarismo ou bloco é chamado de periodo). Observe que,
no processo de encontrar a representagdo decimal de uma fraco, sempre que um
resto aparecer pela sequnda vez, o processo todo se repetird indefinidomente.

£ muito importante observar ainda que o fato da representacdo decimal do
nimero ter infinitas casas decimais depois da virgula no significa que o nimero
seja “inexato” ou “aproximado”. As dizimas periddicas representam nomeros fio
exatos quanto quaisquer outros. Como veremos nos exercicios a sequir, estes cor-
respondem a um ponto fixo na reta numérica, como qualquer outro nimero.

Reciprocamente, podemos representar nimeros escritos na forma decimal
como fracGes. Se o nimero em questdio possui uma quantidade finita de casas
decimais, basta expressd-lo como uma fragdo cujo denominador & uma poténcia
de 10. Por exemplo:

32:%:E 125:E:E
105 U100 4

Sempre podemos também representar qualquer dizima periddica sob a forma
de fragdo. Porém, o processo & um pouco mais complicado. Para isto, empregamos
o procedimento exemplificado a seguir.

Exemplo 9

Qual é a representaco do nimero 0,1515... na forma de fracdo?

Para determinar esta representacdo, primeiro usamos uma letra para indicar
0 nimero, por exemplo, x:

x=0,1515..
100 x = 15,1515...

Ao multiplicar o ndmero por 100, obtemos dois nimeros com as mesmas
casas decimais depois da virgula (1515...). lsto ocorre porque o periodo 15 se
repete infinitomente. Entdio se subraimos esses dois nimeros, o resultado é um
numero infeiro: 15 5

—y_1E — R R S A
100x—x=15 99x=15 X=79 33

Exemplo 10

Qual é a representagdo do nimero 1, 7231231... na forma de fragdo?
Comegamos o processo da mesma forma. Mas, neste caso, depois da virgula
0 nimero dado possui uma parte ndo periddica (isto &, que ndo repete), seguida
de um periodo. Como nosso objetivo é obter dois ndmeros com as mesmas casas
decimais depois da virgula (cuja subtragdo resultard em um nimero inteiro), prei
samos fazer duas multiplicacdes por poténcias de 10:
x=1,7231231...
10x=17,231231...
10000x = 17231,231231...
1000x — 10x = 17231,231231...- 17,231231...
9990x = 17214
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L 17214 _ 8607 _ 2869
9990 4995 1665

Por meio do raciocinio exemplificado acima, podemos concluir que:

* Qualguer nimero representado sob a forma de fracto pode ser tam-
bém representado na forma decimal, e a representagdo correspondente tem uma
quantidade finita de casas decimais ou é uma dizima periddica.

* Qualguer nimero representado na forma decimal pode ser também
representado como fragdo.

Em resumo, os ndmeros racionais admitem duas formas principais de repre-
sentacio: fracdo e decimal (finto ou periddico).

Exercicios
21) A que fragdo corresponde o nimero 1,67
() 8/5 (B) 8/6
01/6 (D) 6/10
22) Qual é a representagdo da fragdo 2/5 na forma decimal?
) 0,2 (B) 0,4
015 (D) 2,5

23) Qual é a representacto de 1,2 na forma de fragdio?
w12 (B) 12/5
€ 6/5 (D) 3/2

24) Considere os ndmeros racionaisa=0,12,b=1,5ec=0,6 . Qual é a
forma correta de localizar esses ndmeros na reta?

W o b B) o be
Il l | l | Il ll | |
0 1' é 0 1' é
(O o be ) be 0
L SOV | R S
0 1' 00 1' :

25) Considere os nmeros racionais indicados abaixo. Que ndmeros so estes?
Ma=06,b=1Tec=0,3 B)a=14,b=19ec=0,3
(QOa=04,b=09ec=1,3 D)a=04,b=09ec=17

26) Considere os nomeros racionais 0 = 0,45, b=0,5,c=0,06 e d=0,012.
(A) Localize estes ndmeros na refa.

(B) Escreva estes nimeros na forma de fragdo.

(C) Cologue os ndmeros em ordem crescente.

27) Considere os nimeros racionais a=2/5,b=2/7,¢=7/10ed=1/3.
(A) Localize estes ndmeros na refa.

(B) Escreva estes nimeros na forma decimal.
(C) Cologue os nimeros em ordem crescente.

28) Escreva na forma de fragdo os nimeros racionais abaixo e localize-os
na refa numérica.

29) 0 resultado de (0,333...)2 + (0,666...)2 ¢ menor, maior ou igual a
(0,333... + 0,666..)2 ?

30) Déarazdoentre 1,3¢1,33...

31) D& o resultado da soma infinita 0,4 + 0,04 + 0,004 + 0,0004 + ...

ADICAO E SUBTRAGAO
DE FRAGOES

Para somar ou subtrair duas fracGes a/b e ¢/d, devemos encontrar fracdes
equivalentes a estas com o mesmo denominador. Se encontrarmos fracdes com o
mesmo denominador, significa que estamos dividindo a unidade em um mesmo
nimero de partes, portanto obtemos partes do mesmo tamanho. Assim, devemos
igualar os denominadores de a/b e ¢/d para garantir que estaremos somando ou
subtraindo partes do mesmo tamanho. Observe o exemplo a seguir.

Exemplo 11

Suponha que queiramos somar as fragdes 1/3 e 2/5.

Procuramos entdo fragbes equivalentesa 1/3ea 2/5:

1 2 3 4 5
376 9 12 15
2 4 6 8 10
5710 15 20 5 7

Observe que 5/15 e 6/15 sdo fra¢cdes equivalentes a 1/3 e
a 2/5 que tém o mesmo denominador.

+
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+

Assim, temos . De forma geral, para somar duas fracdes a/b e ¢/d, devemos
encontrar um mdltiplo comum entre os denominadores b e d.

T 2 5 6 1

-t -==—4 — = —

3 5 15 15 15
EXERCiCIOS

32) Em cada item abaixo, some as fracGes representadas.
a)

33) Encontre a soma das fragdes.

o0l

b)

+

0

6
d)

3
!
5
5
+
7
—+
5

N — Wl wrN N —

34) Verifique se %+%+% ¢ menor ou maior do que 1.

11 1 1
35) Efetue ]_§+§ - E-l—g

MULTIPLICAGAD E DIVISAD
DE FRAGOES POR NUMEROS
NATURAIS

Agora aprenderemos como multiplicar e dividir duas frades. Antes disso, serd
atil aprender como multiplicar e dividir uma fragdo por um nimero natural. Por
exemplo, suponha que queiramos mulfiplicar 2,/5 por 3. Para fazer esta operacto,
pensamos exatamente da mesma forma que pensamos quando queremos multipli-
car dois nomeros naturais. Isto &, somar o nimero 2/5 com ele mesmo 3 vezes:

2.3

+ ==
5

(SN
[SoRINY
[SLRY
ol | o~

X 3=

(SN

+

Suponha agora que queiramos dividir 2/5 por 3. A fracdio 2/5 representa
a quantidade que resulta da operagdo de dividir T unidade em 5 partes iguais e
tomar 2 destas partes. Se queremos dividir esta quantidade por 3, podemos dividir
cada uma das 2 partes tomadas em 3 e somar o resultado. Assim, a unidade serd
dividia em 5 x 3 = 15 partes, das quais tomaremos 2. Isto é:
22

f.3=f %

53 15

| EEa
[ T

Por meio deste raciocinio, podemos concluir que:
o para multiplicar uma fraco p/q por um ndmero natural k, devemos
multiplicar o numerador por k, e manter o denominador: P | _ pxk
q q
® para dividir uma fragdo p/q por um nimero natural k, devemos multi-
plicar o denominador por k, e manter o numerador: P .y — P

q gxk

MULTIPLICAGAO DE FRAGOES

Se quisermos multiplicar duas fracGes a/b e ¢/d, podemos pensar que isfo
¢ 0 mesmo que multiplicar a,/b por ¢ e, em seguida, dividir por d. Assim, temos:

Ot = g2 X
b d b b bxd
Assim, para multiplicar duas fracdes, multiplicamos numerador por numerador
e denominador por denominador. Observe que, diferente do que ocorre com a

adigdio e a subtragdo, para multiplicar ndo € necessdrio igualar os denominadores.

Aprofundamentos (Leitura Opcional)

Qutra maneira de entender a multiplicagdo de fragGes é pensar na ideia da
multiplicagdio como drea de rettingulo. Isto &, o drea de um retéingulo é dada pelo
produto dos comprimentos de seus lados. Observe os exemplos a seguir.
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Exemplo 12: multiplicacéo de fraciio por nimero natural

Para representar a multiplicactio 2X3, construimos um retdingulo cujos
lados megam 3 e 2/5 unidades de comprimento. Este retdngulo serd formado
por 6 blocos cvja drea é igual 1/5 da unidade de drea. Porfanto, sua drea total
serd de 6/5.

unidade
de comprimento

unidade
de drea

Exemplo 13: multiplicactio de fracio por fracdo

3
Para representar a multiplicagdo §X§ , construimos um retdngulo cujos

lados megam 5,/2 e 3/5 unidades de comprimento. Este retdngulo serd formado
por 15 blocos com drea de 1/10 (1/2 vezes 1/5) da unidade de drea. Portanto,
sua drea total serd de 15/10, ou, simplificando, 3/2.

unidade
de comprimento
| ————

unidade
de drea

DIVISAO DE FRAGOES

Para duas fracGes a/b e ¢/d, vamos chamar o resultado da divisdo (que
ainda ndo conhecemos) de x/y. Isto é:

o | o
o | o
—-< | =<

Como a multiplicagdio e a divisdo sdo operacdes inversas, quando multiplicar-
mos o resultado x/y por ¢/d, devemos enconfrar novamente a/b. Isto é:

¢ d
Afragdo d/c & chamada fragdo inversa de ¢/d, pois i X P 1.
Assim, para dividir duas fracges, multiplicamos a primeira fragdo pela fragdo
inversa da segunda.

Aprofundamentos (Leitura Opcional)

Qutra maneira de entender a divisdo de fracdes é pensar na ideia da divisto
como medida. Neste sentido, dividir duas quantidades, digamos dividir x por y,
corresponde a determinar quantas vezes y “cabe” em x. Ou, em outras palavras,
determinar qual serd o valor da medida de y se fomamos x como unidade de
medicdo. Observe os seguintes exemplos:

Em quantos sacos de 2 kg podem ser divididos 20 kg de feijdo?

Em outras palavras: Quantas vezes 2 kg cabem em 20 kg?

A resposta é: 20 + 2 = 10 vezes.

Em quantos sacos de 0,5 kg podem ser divididos 10,5 kg de feijdo?
Em outras palavras: Quantas vezes 0,5 kg cabem em 10,5 kg?
Aresposta é: 10,5 + 0,5 = 21 vezes.

Se tomarmos uma tira de papel de 1,5 cm de comprimento como unidade de
medida, quanto medird uma tdbua de 5,25 cm de comprimento?
Em outras palavras: Quantas vezes 1,5 cm cabem em 5,25 cm? A resposta
é: 5,25 + 1,5 vezes. Se jd subemos operar com divisdo de fracGes, podemos
fazer esta conta:
55 15 21 3 01 2 427

2
Hslh=— s = s = X—=—=—=
e TR TR A AR R A

Por outro lado, se ainda ndo sabemos operar com divisdo de fracdes, po-
demos usar esta ideio de medida para entender como se foz isso. Observe os
exemplos 0 seguir.

Exemplo 14

Para efetuar a divisio 2+~ , observamos que o segmento
de comprimento cabe 4 vezes dentro do segmento de
comprimento 2, isto &, se o segmento de comprimento
2 fosse medido tendo o segmento de comprimento 1/2
como nova unidade, sua medida seria 4. Assim 2+l=4 .

unidode de
comprimento

e

I
T

I I I I ]
I T T T 1

47— —— 1 —
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Exemplo 15 3
Para efetuar a divisio 5+ 7, observamos que o segmento de comprimento
1/4 cabe 3 vezes dentro do segmento de comprimento 3,/4, isto 6, se o segmen-
to de comprimento 3/4 fosse medido tendo o segmento de comprimento 1/4
como nova unidade, sua medida seria 3. Assim 3 T _ 3-
44
unidade de
comprimento

Nos dois exemplos acima, o resultado da divisto foi um ndmero natural. Isto
significa que o segundo segmento cabe um ndmero inteiro de vezes no primeiro.
Porém, nem sempre isto ocorre. De forma geral, o resultado da divisdo de dois
nimeros racionais € outro nimero racional, que pode ndo ser inteiro. Os casos em
que este resultado ndo & inteiro requerem um pouco mais de atengdo.

Exemplo 16

Para efetuar a divisio +l , devemos determinar quantas vezes o seg-
mento 1/2 cabe dentro do segmento 3 /4. Na figura a seguir, vemos que 1/2
cabe uma vez e meia em 3/4. lsto é, se o segmento 3 /4 fosse medido tendo
1/2 como unidade, sua medida seria | +l: 3.

unidade de b
comprimento

— % i 7 + me]Tude d]e %

\_/ (]+7)><7

Nos trés exemplos acima, dividimos um ndmero maior por um ndmero menor.
Porém, podemos dividir um nimero maior por um menor. Isto corresponde @ situ-
acdio em que o sequndo segmento “cabe menos de uma vez” dentro do primeiro.
Isto é, o0 resultado da divisdo é um nimero menor que 1.

Exemplo 17

3
Para efetuar o divisio =+, devemos determinar quantas vezes o seg-
mento 3/4 cabe denfro do segmento 1/4. Mas §> l logo 3/4 nio caberd
4

nem uma vez em 1/2. Observando, podemos ver que 3/4 cabe mais de uma
vezem 1/2. Isto &, se 0 segmento 3/4 fosse medido tendo 1,/2 como unidade,
sua medida seria 3/2.

unidade de
comprimento

[T
@D

EXERCIiCIOS

36) Caleular %de %

37) Caleule 12% de 40.

38) Calcule 8% de 30.

39) Calcule 15% de 25%.

40) Defermine a razo entre 1/3 ¢ 2/5.

41) Determine a terca parte de 6/5.
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42) Determine o resultado das sequintes expressdes numéricas.

'
3 1 15
o (4-2)*&4)
2 2
9) (3

43) Em cada expresso abaixo, encontre valores para a lefra que torem a igual

dade verdadeira.

]
y=-
(1)y3

44) A soma do dobro certo nimero com a sua terca parte é igual a 21. Que
nimero é esse?

45) Qual das sentencas abaixo pode é representada pela equactio ? 3x — X_7
(A) 0 triplo de um nimero é 7 vezes maior que a sua metade.
(B) A terca parte de um nimero é 7 vezes maior que o seu dobro.
(C) A diferenca entre o dobro de um ndmero e a sua terca parte é igual a 7
(D) A diferenca entre o triplo de um nimero e a sua metade & igual a 7.

46) (ENEM 2006) Para se obter 1,5 kg do didxido de urdnio puro, matéria-prima
para a produgdo de combustivel nuclear, é necessdrio extrairse e tratarse 1,0
tonelada de minério. Assim, o rendimento (dado em % em massa) do fratamento
do minério até chegar ao didxido de urdnio puro ¢ de

(A) 0,10%
B) 0,15%
() 0,20%
D) 1,5%

(
(
(
() 2,0%

47) (ENEM 2006) No é nova a ideia de se extrair energia dos oceanos aprovei-
tando-se a diferenca das marés alta e baixa. Em 1967, os franceses instalaram
a primeira using “maré-mofriz”, construindo uma barragem equipada de 24 tur-
binas, aproveitando-se a poténcia mdxima instalada de 240 MW, suficiente para
a demanda de uma cidade com 200 mil habitantes. Aproximadomente 10% da
poténcia total instalada sdo demandados pelo consumo residencial.
Nessa cidade francesa, aos domingos, quando parcela dos setores industrial e
comercial pdra, o demanda diminui 40%. Assim, a produgdo de energia correspon-
dente a demanda aos domingos serd atingida mantendo-se:

(I) todas as turbinas em funcionamento, com 60% da capacidade mdxima de
produgdo de cada uma delas.

(Il) o metade das turbinas funcionando em capacidade mdxima e o restante,
com 20% da capacidade mdxima.

(lll) quatorze turbinas funcionando em capacidade mdxima, uma com 40%
da capacidade mdxima e os demais desligadas.
Estd correta a situagdo descrita:

(A) apenas em .
B) apenas em 1.
() apenas em | e lll.
D) apenas em Il e II.
Eyeml llelll

o~ o~ o~ —

48) (ENEM 2004) As “margarinas” e os chamados “cremes vegetais” sdo produ-
tos diferentes, comercializados em embalagens quase idénticas. O consumidor,
para diferenciar um produto do outro, deve ler com atencio os dizeres do rétulo,
geralmente em letras muito pequenas. As figuras que seguem representam rétulos
desses dois produtos.

Peso Liguido 500 g Peso Liquido 500 g
MARGARINA CREME VEGETAL
65% de Lipidios 35% de Lipidios

Vialor energético por porgdo de 10g: 32 Kcal

Valor energético por porgdo de 10g: 59 Keal ) -
Néo recomendado para uso culindrio

Uma funcio dos lipidios no preparo das massas alimenticias é tord-las mais ma-
cios. Uma pessoa que, por desatencdio, use 200 g de creme vegetal para preparar
uma massa cuja receita pede 200 g de margarina, ndo obterd a consisténcia
desejada, pois estard utilizando uma quantidade de lipidios que &, em relagdo o
recomendada, aproximadamente:
() o triplo.
(B) o dobro.
(C) a metade.
(D) um terco.
(E) um quarto.
49) (ENEM 2002) A capa de uma revista de grande circulagdo trazia a seguinte
informacdo, relativa a uma reportagem daquela edicdo:

0 brasileiro diz que é feliz na cama, mas debaixo dos lencdis 47% ndo

sentem vontade de fazer sexo.
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0 texto abaixo, no enfanto, adaptado da mesma reportagem, mostra
que o dado acima estd errado:
Qutro problema predominantemente feminino é a falfo de desejo - 35%
das mulheres ndo sentem nenhuma vontade de ter relacdes. Jd entre os
homens, apenas 12% se queixam de falta de desgjo.
Considerando que o nimero de homens na populaco seja igual ao de mulheres,
a porcentagem aproximada de brasileiros que ndo sentem vontade de fazer sexo,
de acordo com a reportagem, é

(A) 12%. (B) 24%. (€) 29%.

(D) 35%. (E) 50%

50) (ENEM 2001) Em um colégio, 40% da arrecadacto das mensalidades corres-
pondem ao pagamento dos saldrios dos seus professores. A mefade dos alunos
desse colégio é de estudantes carentes, que pagam mensalidades reduzidas. 0
diretor propds um aumento de 5% nas mensalidades de todos os alunos para cobrir
0s gastos gerados por reajuste de 5% na folha de pagamento dos professores. A
associagdo de pais e mestres concorda com o umento nas mensalidades, mas ndo
com o indice proposto. Pode-se afirmar que:

(A) o diretor fez um cdlculo incorreto e o reajuste proposto nas mensalidades
nio é suficiente para cobrir os gastos adicionais.

(B) o diretor fez os cdlculos corretamente e o reajuste nas mensalidades que
ele propde cobrird exatamente os gastos adicionais.

(0) a associagdo estd correfa em ndo concordar com o indice proposto pelo
diretor, pois a arrecadagdo adicional baseada nesse indice superaria em muito os
gastos adicionais.

(D) a associacio, ao recusar o indice de reajuste proposto pelo diretor, ndo
levou em conta o fato de alunos carentes pagarem mensalidades reduzidas.

(E) o diretor deveria ter proposto um recjuste maior nas mensalidades, basec-
do no fato de que o metade dos alunos paga mensalidades reduzidas.

GABARITO

1)4/6

2) As meninas representam 3 /5 da furma. Ndo é possivel saber quantos
500 0S meninos.

3) RS 160,00
84)4/6
5)0)3/5b)5/30 21
6) a) 1/6b) 5 balas.
7)8

8)5

9)(

10) C

11) 32

12) 16

13) RS 280,00
14)D

15)D

16) 6/10

17)3/4

18)4/8

19)10/6
20)3/5¢6/10
21)A

22)8

23)(C
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24) A 3748
25)C 38) 24
26) 0=45/100=9/20;b=5/10=1/2;c=6/100=3/50 ; d = 39)3/80
12/1000 = 3/250 Em ordem: d, ¢, g, b.
40)5/6
27)0=0,4;b=0,285714285714...;c¢=0,7;d=0,333... Em ordem:
b,d,q,c 41) 2/5
28)a=5/3;b=19/75;c=1;d=17/9;e=8/15;f=359/495 42)0) 1415 b 1/6 99/10 d1/7 e1/3
29)5/9<1 3)a)y=1/6 ba=-7/2 Jx=1/2 dw=4/3 e)z=-14/5
30) 39/40 44) 9
31)4/9 45) D
Mol b7/6 71/6 d)13/12 46) B
33)a)5/6 b16/15 o5/2 d)33/20 47) ¢
34) éiguala 1. 48) (
35)47/60 49)8
36)7/10 50)C
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NUMEROS REAIS

No capitulo anterior, aprendemos que os nimeros racionais correspondem ds
fracdes, com numerador e denominador inteiros. De forma equivalente, na forma
decimal os nimeros racionais caracterizam-se por possuirem uma quantidade finita
de casas, ou serem dizimas peridicas.

Entretanto, os ndmeros racionais ndo sdo suficientes para representar fodas
as grandezas numéricas possiveis. £ possivel mostrar, por exemplo, de forma ra-
zoavelmente simples, que existem comprimentos cujos medidas ndo podem ser
representadas por nimeros raciongis.

Por exemplo, consideremos um quadrado de lodo 1. Seja d a diagonal desse
quadrado. Pelo Teorema de Pitdgoras, temos que:

g1= 141222

Portanto, a medida de d é o ndmero cujo quadrado € igual a 2. Chamamos
este nomero de raiz quadrada de 2 e representamos pelo simbolo 2.

Entrefanto, é possivel mostrar que este nimero ndo pode ser racional, isto 6,
que ndo existe nenhum nimero racional cujo quadrado seja igual 2 (veja a secdo
Aprofundamentos a seguir).

Logo, existem grandezas que ndo podem ser representadas por nimeros
racionais. Em outras palavras, para representar todas as quantidades possiveis,
é necessdrio criar outros nimeros, além dos racionais. Esses sdo chamados de
nimeros irracionais. O conjunto formado pelos ndmeros (racionais e irracionais)
necessdrios para representar fodas as grandezas possiveis é chamado conjunto dos
nimeros reais, representado por IR.

Como jd sabemos que os nimeros racionais sto aqueles cuja representa-
¢do decimal ¢ finita ou periddica, podemos concluir que os ndmeros irracionais
possuem representacdo infinita e ndo periddica. Isto é, as casas decimais de um
nimero irracional continuam indefinidomente, sem que nunca apareca um padrdo
de repeficio.

Isto significa que ndo podemos determinar todas as casas decimais de um
nimero irracional. Entretanto, isto ndo quer dizer esses nimeros sejam “inexatos”
ou “aproximados”. Ao contrdrio, assim como as dizimas periddicas, os nimeros
iracionais também correspondem a pontos fixos na reta numérica.

Embora ndo possamos determinar todas as casas decimais de um nimero
irracional, em alguns casos, podemos encontrar aproximacGes para estes nimeros
com tantas casas decimais quanto queiramos. Voltemos ao exemplo do nimero

V2.

Exemplo 1

Tomemos x = V2 . Portanto, x2 = 2. Como 1 < 2 < 4, femos que 1 < V2
<2, isto é, V2 é um ndmero localizado entre 1 ¢ 2.

Ele é menor ou maior que 1,57 Para responder a esta pergunta, com a ajuda
de uma calculadora, observamos que 1,52 =2,25> 2. Logo, 1,5 > 2. Agora,
observamos que 1,42 =1,96 < 2. Entiio, 1,4 < V2 < 1,5. Assim, obtemos uma
primeira aproximacto decimal para o raiz quadrada de 2:

\V2=14...
Para descobrir a segunda casa decimal depois da virgula, confinuamos fazen-
do tentativas:

1412219881
14222, 0164

Portanto, 1,41 < N2 < 1,42. Logo:
\N2=141...

Confinuando, o processo, sempre usando a calculadora, obtemos:
1,412 21,990921
1,4122 21,9374
1,413 =1,996569
1,4142 =1,999396
1,4152 = 2,002225

Portanto, 1,414 < V2 < 1,415. Logo:
\2=1414...

Confinuando este processo, podemos encontrar quantas casas decimais qui-
sermos. Por exemplo, se formos até o 10° casa decimal, obteremos:

\2=1,4142135623...

Da mesma forma que demonstramos que ndo existe um nimero racional cujo
quadrado sejo igual o V2 (veja a sectio Aprofundamentos a sequir), é possivel
mostrar que sto irracionais todas as raizes quadradas dos ndmeros que ndo sio
quadrados perfeitos (isto 6, que ndo correspondem aos quadrados de nimeros
naturais).

Assim, ndo sto nimeros irracionais:

V4=2,V9=3,V16=4
Por outro lado, os ndmeros a seguir so irracionais:
V2,3, 5, V6, T, 8

Também é possivel provar que o importante nimero w, definido como a ro-
z{io entre o perimetro e o didmetro de uma circunferéncia,  um nimero imacional.
No entanto, os argumentos matemdticos necessdrios para esta prova estdo além
dos objetivos deste texto.

Aprofundamentos (Leitura Opcional)

V2 é irracional
yi

p
. P o
Suponhamos que exista uma fragdo X womp g€ IN foque 5 =2.

=

Podemosz supor que esta fragto & irredutivel, isto 6, que ndo podemos simplificd-la.
(Como p_z =17, entdo, pz =2- qz. Entdio, pz ¢ um nimero par. Logo, p também
tem qug ser um niimero par, isto 6, existe um nimero k € IN tal que p=2- k.

Entdo:
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Entio, q2 ¢ um ndmero par. Logo, g também tem que ser um nimero par.
Assim, temos que p e g so ambos nimeros pares. Mas isso confradiz o fato

p
de que a fracto A irmedutivel, pois neste caso poderiamos simplificé-a por 2.

Podemos condluir dai que néio pode existir tal fracdio.

EXERCIiCIO

1) Com a cjuda de uma calculadora, encontre aproximacdes decimais para os
nimeros \'3 e \5 (procedendo da mesma maneira que fizemos no exemplo
acima para V2).

POTENCIAS E RAIZES

Como sabemos, calcular a potenciagio o significa multiplicar o nimero
a por ele mesmo n vezes. Por exemplo: 22=2-2,23=2.2.2,24=2.2
-2 -2, e assim por diante. Assim, de forma geral, temos que, se a € Ren €
INentdo: o= g.0_g

Neste caso, a é chomado de base e n de expoente da operacio de poten-

ciaco. Ndo ¢ dificil verificar que a operagdo de potenciaco satisfaz as seguintes
propriedades, para todo o, b € R; m, n € IN:

um+ﬂ - Gm X (]ﬂ

(]m XN = ((]m)n

(ax b)n=qn x hn

Também podemos calcular uma potenciao a”em que o expoente n é
iqual a 0, ou um ndmero infeiro negativo. Mas como podemos determinar os valo-
res de 20, 2=Tou 22, por exemplo? Para responder a esta pergunta, observamos
0 que acontece quando calculomos 27 com n € IN.

24=16

2=8

2=4

21=2

Como o resultado de 2" corresponde ao nimero 2 multiplicado por ele mesmo

n vezes, cada vez que diminvimos uma unidade no expoente, dividimos o resul
tado da potenciagdo pela base, que no caso é igual a 2. Entio, continuando com
este processo para expoentes menores que 1, feremos:

24=16

2=8

2=4

21=2

20=1

271=1/2

272=1/4

23=1/8

Assim, para calcular 20, devemos dividir 21 = 2 por 2, obtendo 20 = 2.
Pelo mesmo raciocinio, concluimos que, para fodo nimero a € IR*, temos: a0 =
1. Para calcular 20 com n negativo, devemos continuar dividindo sucessivamente
por 2 os resultodos, obtendo 2-1=1/2,2-2=1/4,2-3=1/8,...

Portanto, para n € IR e a € IR*, temos que:
—N_ |
g "=

Gﬂ

Podemos também verificar que sio verdadeiras, param, n € IN e a € IR,
as sequintes propriedades:

Agora que jd sabemos calcular poténcias com expoentes negativos, pode-
mos perguntar como calcular poténcias cujos expoentes sio fracdes. Por exemplo,
como calcular 21/2 ou 21/3?

A resposta desta pergunta estd relacionada com a ideia de radiciacto. Jd
sabemos que Ja &0 nimero que multiplicado por ele mesmo tem a como
resultado. Da mesma forma, dado um ndmero real a > 0, definimos:

o 3/a é o nimero positivo que multiplicado por si mesmo 3 vezes fem a
como resultado, isto é i/a =@ . Este ndmero é chamado de raiz cibica de a.

o 4/a ¢ o nimero positivo que multiplicado por si mesmo 4 vezes tem a
como resulfado, isto 4la - a . Este nimero é chamado de raiz quarta de a.

De forma geral, temos:

o %/a é o nimero positivo que multiplicado por si mesmo n vezes tem a
como resultado, isto é /a " — g . Este nimero é chamado de raiz de ordem
nde a.

Observe que, para cada a > 0, existem dois nimeros que multiplicados
por si mesmos f&m a como resultado. Por exemplo, se @ = 4, temos que 22 =
4¢(=2)2=4 lsto vale para qualquer expoente par. De forma geral, temos:

e Se n 6 impar, enfo para todo real a > 0, existe um dnico nimero
que multiplicado por si mesmo n vezes tem a como resultado. Este nimero é
positivo.

® Se n é par, entdo para todo real a > 0, existem dois nimeros que
multiplicados por si mesmos n vezes t#m a como resultado. Estes nimeros stio
simétricos um do outro, portanto um é positivo e outro negativo.

® Em ambos os casos, o simbolo (raiz de ordem n de a) refere<se
apenas ao nomero posifivo que multiplicado por si mesmo n vezes tem a como
resultado.

Agora voltemos @ pergunta feita anteriormente: como calcular 21/2 ou
21/3? Como devem continuar valendo as propriedades enunciadas acima, teremos:

1 1
22.92 292 2 =9'=9

L L L
93.93.93 2933 3 919
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Assim, 21/2 ¢ o némero que multiplicado por si mesmo 2 vezes tem 2
como resultado e 21/3 & o nimero que multiplicado por si mesmo 3 vezes tem 2
como resultado. Logo, pela definicéio de raiz, concluimos que 21/2 = N2 ¢ 21/3
= 3. De forma mais geral, observamos que, para n € IN* e a > 0 feremos:

T T T e g
—_—

n

logo a!/n = Q/E. Finalmente, param, n € IN, n = 0, e a > 0,
teremos

o

EXERCIiCIOS

2) Determine os valores de:

() 2(32)

® 45
(F) (103-105)0,25

3
6 &
33
) I42.3

3) Simplifique as sequintes raizes:

OING
(B)

P, — — —_
S m = o
[I%) = —-Ql [ R—
~ | ™ w ~ S

<%

4) Calcule
i
[SZJ 65977

5) A metade de 2104
X

4
1
- 2
6) Mostre que [82] a5 g

b m

7) Seb>0; e sen, p e qsio inteiros positivos, entdo [b 9 | vale:

m

m m i) 1
W)y B, O (D)(b)
Ny
8) 0 valor da expressio [(f) (5) ](ﬂ -7,

9) Racionalize:
a) 1
2
]
b) ﬁ
2
0 —\/E+ 7

10) Efetue: /2 —%

11) Em nofagdo cientfica, um némero & escrito na forma p.107, sendo p um né-
mero real tol que T < p < 10 e sendo t um inteiro. A distiincia da Terra ao Sol é
150.000.000 km. Reescreva essa distiincia em metros utilizando a notago cientifica.

12) Em astronomia, é usual medirse as distancios em ano-luz. Um ano-uz cor-
responde a 9.500.000.000.000 quilometros. Utilizando a notactio cientifica,
converta 1 ano—luz para metros.

13) Assim como na vida cotidiana existem quantidades pré-estabelecidas (como
dizia, dezena e resma), na quimica, hd o mol, que corresponde a 6,02 x 1023
unidades. Quantos dtomos hd em 500 mols de Gtomos?
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14) Quando se diz que numa determinada regido a precipitacdo pluviométrica foi
de 10 mm, significa que a precipitactio naquela regido foi de 10 litros de dgua por
metro quadrado, em média.

Volume: 10 litros

10mm¢/ /A

Se numa regido de 10 kmZ de rea ocorreu uma precipitacdo de 5 cm, quantos
litros de dgua foram precipitados?

15) A carga de um elétron é 1,6 x 10719¢. Por um ponto de um condutor
passam 1020 elgtrons por segundo. Qual a carga total, em coulomb, que passa
por esse ponto em 10 segundos?

16) Quando um gds estd a uma temperatura de 0° C & a uma presso de 1 atm,
dizemos que esse gds estd nas condicdes normais de temperatura e pressdo, ou
seja, nas CNTP. Experimentalmente, verificouse que um mol de moléculas de
qualguer substancia no estado gasoso ocupa um volume de 22,4 litros se estiver
nas CNTP. Qual o volume, em millitro, ocupado por 3,01 x 1022 moléculas de
09 nas CNTP?

17) A feriting é uma proteina globular que se localiza essencialmente no figado.
Sua fungdo primordial & acumular o ferro infracelular constituindo uma reserva
de ferro rapidamente mobilizavel. Seu valor normal no sangue varia de 10 a 80
ig/L. Uma pessoa de 100 kg tem 10 L de sangue em seu corpo. Se a faxa de
ferritina no sangue dessa pessoa é 60 pg/L e admitindo que 1 grama de ferriting
estoque 8 mg de ferro, qual o massa de ferro, em gramas, no sangue dessa
pessoa?

18) A densidade da dgua a 259 Cé 1,0 g/mL. A essa temperatura, qual a quan-
tidode aproximada de Gtomos de hidrogénio em 9 litros de dgua?

19) A acidez de uma soluctio é dada pelo seu pH. Quanto menor o pH, maior a
acidez. 0 pH é uma medida relacionada @ concentracto de H+ (representada por
[H+]). Se a concentragdo de H+ em certa solucdo for 10783, pH da solucdo
serd 8,5. Na dgua pura, [H+] = 107, Portanto, seu pH é 7. Certa solucto tem
pH = 9. Para que seu pH fique igual ao da dgua, é preciso que a concentracdo de
hidrogénio seja:

(A) reduzida 1000 vezes.

(B) reduzida 100 vezes.

(C) aumentada 10 vezes.

(D) aumentada 100 vezes.

(E) aumentada 1000 vezes.

20) Qual a cogcemrugﬁo, em mol/L, de ions de H+em uma bebida cujo pH € 5,57
() 10™

21) Em junho de 2013, a populagio mundial atingiv a marca de 7,2 bilhdes de
habitantes. Escreva essa cifra em notagdo cientifica.

22) Aintensidade da forca eletrostdtica entre duas cargas puntiformes no vdcuo
¢ doda por:

F=k 32 em que kg =9 x 107 (no Sistema Infernacional). A distancia
entre o elétron e o préton em um dtomo de hidrogénio é da ordem de 4,8 x 10~ 7
cm. Determine a intensidade da forca de atracto elefrostdtica, em newtons, entre
essas particulas.

23) Duas cargas puniformes Qy = 1,5 1076 Ce Q9 =4x 1070 C esfo fixas
no vdcuo e afastadas uma da outra de 30 cm. Determine a intensidade da forca
de repulsdo em newtons.

24) Segundo a Lei do Gruvimcﬁo Universal dois pontos materiais utmem 58 com

6= 6 7x10~ 11 (no Slstemu Internacional).

As massas da Terra e da Lua, em quilogramas, sio, respectivamente, 6 x 1024 ¢
75x 1022_ A distancia entre elas é 375 mil quilometros. Determine a infensidade
da forca gravitacional entre a Terra e seu satélite natural.

ORDEM DE GRANDEZA

A ordem de grandeza (0.6.) é uma forma de estimativa em que se ufilizam
poténcios de base 10. Sendo assim, a 0.6. de uma medida é dada pela poténcia
de 10 mais préxima dessa medida.

Para se ovalior o ordem de grandeza de uma medida, é preciso que ela
esteja escrita em notagdo cientifica, ou seja, um ndmero entre 1 (inclusive) & 10
(exclusive) multiplicado por uma poténcia de 10.
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N-10P emque 1< N <10
Naturalmente, esse formato é uma convengdo. A ideia por trds do conceito de
notacdo cientifica & que o ndmero seja representado de forma UNICA.
Depois que 0 nimero é escrito em notacdo cientifica, podemos dar a sua
ordem de grandeza. Para isso, basta que a poténcia de 10 que aparece na notagto
cientifica sejo amredondada para o poténcia de expoente natural mais proxima.

Exemplo 1

Dar a ordem de grandeza de 2 - 10°. Comparando o nimero dado com
poténcias de 10, nota-se que 2 - 10 ¢ um ndmero maior do que 10° ¢ menor
do que 10, Assim:

10°< 2-10° <106

Fscrevendo 2- 10° (ou seja, 200.000) como uma dnica poténcia de 10, 0
resultado vai ser 10°:301---_ Perceba que 5,301.... estd mais proximo de 5 do
que de 6. Portanto, diz-se que “2 - 10° ¢ da ordem de 10°".

Exemplo2

Dar o ordem de grandeza de 4 - 10°. Comparando o nimero dado com
poténcias de 10, nota-se que 4 - 10 ¢ um ndmero maior do que 10° ¢ menor
do que 10, Assim:

10°< 4-10° <106

Fscrevendo 4- 102 (ou seja, 400.000) como uma Gnica poténcia de 10, o
resultado vai ser 10:602-.-_ Percehg que 5,602... estd mais proximo de 6 do
que de 5. Portanto, diz-se que “4 - 102 ¢ do ordem de 106",

A chave para entender porque 2 - 10° estd mais préximo de 10° ¢ 4-
10° estd mais préximo de 100 estd na discussiio da raiz quadrada de 10. A raiz
quadrada de 10 6 1005 ¢ esse valor, em decimais, vale aproximadamente 3,16.

Se o ngmero for ~10 - 105, ele serd escrito como uma poténcia dnica de
10 do seguinte forma: 1095,

Porfanto, se o N da expressdo N - 10P for menor do que 3,16 (que é a apro-
ximagio de /10 ), entdo N- 10P estard mais préximo de 10P. Ao contrdrio,
se 0 N da expressdo N - 10P for maior do que 3,16 (ou igual a), entdo N - 107
estard mais préximo de 1071,

25) (UEZ0) Furacdes parecem com tornados, mas sdo mais devastadores e t&m
um poder de destruicio inesquecivel. Em 1992, o furacdo Andrew passou rapide-
mente por Miami deixando um saldo de 62 mortes e um dano ambiental com a
geragdo de 3,5 milhdes de toneladas de lixo. A ordem de grandeza, em kg, da
quantidade de lixo gerada pelo furactio Andrew foi de:

(01010 (B)109 (©)108 (D) 107 (E) 106

GABARITO
1) V3 =1,7320508075... ¢ ~5=2.2360679775...

N0512 bet o-1/3 27 e-1/4 H100 g8 h)8

NN B2 ON3 D3 e Y422

NAN22 9242 0 Jb/2
4)5
5)29

6) 267 _266 :2.266 _266 :266.(2_]):266
no

8)0

N 4B b J§2+1 c)\E;\/

10)V2/2

11) 150.000.000 km = 150.000.000.000 m =1,5- 101 m.

12) 9.500.000.000.000 ki = 9.500.000.000.000.000m=9,5 - 101> m.

13) 500 x 6,02 x 1023 dtomos = 3010 x 1023 gromos = 3,01 x 1026
@dtomos.

14) 5 cm = 50 mm que corresponde a 50 IiTros/mz. Como a drea fem
10km? = 107 m2, entdio a resposta é 5 x 108 liros

15) 160 coulombs

16) 3,01 x 1026mL

17) 4,8 x 1070

18) 6,02 x 1026 domos de hidrogénio.
19)D

20) 8

21) 7,2 x 107 habitantes.

22) 107 N

23) 0,6 N

24) 2,1 x 1020

25)D



SEQUENCIAS
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PROGRESSOES ARITMETICAS

Sdo comuns, na vida real, grandezas que sofrem variacdes iguais em inter-
valos de tempo iguais.

Exemplo 1

Uma fdbrica de automdveis produziu 400 veiculos em janeiro e aumenta
mensalmente sua produgdo em 30 veiculos. Quantos veiculos produziu em junho?

Soluciio

Os valores da producdio mensal, & partir de janeiro, sto 400, 430, 460, 490,
520, 550,... Logo, a fdbrica produziu 550 veiculos em junho.

Poderiamos ter evitado escrever a produgdo més a més, raciocinando do modo
a sequir: se a produgdo aumenta de 30 veiculos por més, em 5 meses ela aumenta
de 5 x 30 = 150 veiculos. Em junho, a fdbrica produziu 400 + 150 = 550 veiculos.

Progressdes aritméticas stio sequéncias nas quais o aumento (ou reducto) de
cada termo para o seguinte & sempre o mesmo.

A sequéncia (400, 430, 460, 490, 520, 550, ...) é um exemplo de progres-
stio aritmética. O aumento constante de cada termo para o seguinte é chamado de
razdio da progressio. A razdo dessa progressdo é igual a 30.

Porfanto, progressio aritmética é uma sequéncia na qual a diferenca entre
cada termo e o termo anterior é constante. Essa diferenca constante é chamada de
razdo da progressio e representada pela letra r.

Exemplo 2

As sequéncias (2,5, 8, 11, ...) e (7,5, 3, 1, ...) sdo progressdes ariméti-
cas cujas razdes valem respectivomente 3 e — 2.

Em uma progressto aritméfica (ay, a9, 03, ...), onde al ¢ o primeiro termo,
a2 o segundo termo, a3 o terceiro termo, & assim por diante, para avangar um termo
a partir de outro basta somar a razdo. Para avangar dois termos, basta somar duas
vezes a razdo, e assim sucessivamente. Por exemplo, : 013 =105+ 8r, pois, ao
passar de ag para a13, avangamos 8 termos; 79 = az + 5r, pois avangamos 5
fermos ao passar de a7 para a19; a4 =017

~13r, pois refrocedemos 13 termos ao passar de al7 para a4 e, de modo
geral, o, = aq+(n - 1)r, pois, ao passar de a1 para an, avangamos (n - 1) termos.

Exemplo 3

Em uma progressdo aritmética, o quinto termo vale 30 e o vigésimo termo
vale 50. Quanto vale o oitavo termo dessa progressdo?

Soluciio

(90 = a5+ 151 pois, o passar do quinto termo para o vigésimo, avancamos
15 termos.

4
Logo, 50 = 30+15re 1= 4 . Analogomente, ag = a5+3r = 30+3 ( 3 )=
34. 0 oitavo termo vale 34.

Exemplo 4
Qual é a razdo da progressdo aritmética que se obtém inserindo 10 termos
entre os nimeros 3 e 257

Soluciio

Colocando 10 termos entre 3 e 25, ficamos com 12 termos sendo 25 o
dltimo deles. Temos a,=3 e ay, =25. Como a;, = a;+11r, temos 25 = 3+11r.
Dai, r=2.

Exemplo 5

0 cometa Halley visita a Terra o cada 76 anos. Sua dlfima passagem por aqui
foi em 1986. Quantas vezes ele visitou a Terra desde o nascimento de Cristo? Em
que ano foi sua primeira passagem na era cristd?

Soluciio

Os anos de passagem do cometa foram 1986, 1910, 1834, ... progresstio
aritmética de razdio —76). O termo de ordem n dessa progressdo é a, = a7+(n-1)
r,isto é, 0, =1986 — 76(n-1) ou, ainda, a, = 2062 - 76n.

Temos a, > 0 quando n < % =2713....

Portanto, os termos positivos dessa progressto sdo os 27 primeiros, a;, a,,
a3, ..., 097. Logo, ele nos visitou 27 vezes na era cristd, e sua primeira visita
nessa era foi no ano: 097 = 2062 - 76 x 27 = 10.

Poderiamos também ter resolvido o problema aproveitando o fato dos termos
dessa progresstio serem inteiros, pois em uma progressio aritmética de termos in-
teiros e razdio ndo nula, todos os termos diio 0 mesmo resto quando divididos pelo
mddulo da razdo. Como 1986 dividido por 76 dd resto 10, todos os anos em que
0 cometa por aqui passou ddo resto 10 quando divididos por 76. A primeira visita
ocorreu entre os anos 1 e 76, inclusive. Entre esses anos, o nico que dividido por
76 dd resto 10 € o ano 10. Para descobrir a ordem desse termo, usamos @, = q,
+(n=T1)r, isto é:

10=1986 + (n—1)(-76) = 1986 — 76n + 76 = 2062 — 76n
ne (2062-10) _ 97
76

Muitas vezes é conveniente enumerar os termos de uma progresso aritméti-
ca a partir de zero, conforme mostra o exemplo a seguir. Em geral, esse artificio é
utilizado quando os termos sdo indexados pelo fempo.

Exemplo 6

0 preco de um carro novo é de RS 15 000,00 e diminui de RS 1 000,00 a
cada ano de uso. Qual serd o prego com 4 anos de uso?

Soluciio

Chamando o prego com n anos de uso de ay, temos ag = 15 000 e queremos
calcular ag. Como a desvalorizactio anual é constante, () é uma progressdo
aritméfica. Logo, ag = ag+4r= 15000+ 4 x (-1 000) = 11 000. 0 valor serd
de RS 11 000,00.

Exemplo 7

0s lados de um tricingulo retGingulo formam uma progressdo aritmética cres-
cente. Mostre que a razdo dessa progressdo € igual o raio do circulo inscrito.

Soluciio
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Chamemos os lados do tridngulo de x-r, X, x+r. Esse é um bom truque
para facilitar as contas; ao representar uma progressio aritmética com um nimero
impar de termos, comegando pelo termo central.

Como a progressdo & crescente, a hipotenusa é o Gltimo termo. Pelo Teorema
de Pitdgoras, (a2 = (e 2 442, Dai, X2 = 4 e, jd que x = 0, pois x é um dos
catetos, x = 4r. Os lados sto entdo 3r, 4r e 5r. O perimetro é 2p = 3r + 4r + 5r

yi
=12readreaé S= (3;& = 6r2. 0 raio do circulo inscrito 6 §:tl)(,:—zr
poobr

Exemplo 8

Determine 4 nimeros em progressdo aritméfica crescente, conhecendo sua
soma 8 e a soma de seus quadrados 36.

Soluciio

Um bom truque, para representar progressoes aritméticas com um nimero
par de termos, é chamar os dois termos centrais de x-y e x+y. Isso foz com que
0 razdio seja (x+y)—(x—y) = 2y. A progressdo entdio serd x-3y, X-y, X+, X+3y.

Temos:

(x=3y)+(x—y)+(x+y)+(x+3y) =8

(x=3y)2 + (= )2 +(x+y) +(x+3y) =36

4x=8
4x* +20y* =36
x=2
y ==l

Como a progressio ¢ crescente, y > 0. Logo, x =2 e y = 1. Os nimeros sdo
-1,1,3,5.

Quando o grande matemitico alemdo Carl F. Gauss (1777-1855) tinha sete
anos de idade, seu professor lhe pediu que calculasse o soma dos inteiros de 1
até 100. 0 professor ficou surpreso quando, depois de poucos minutos, 0 pequeno
Gauss anunciou que o valor da soma era 5 050. A resposta estava correta e, curio-
50, 0 professor lhe perguntou como conseguira fazer o cdlculo o rapidamente.
Gauss explicouthe que somara primeiramente 1+100, 2+99, 3+98,... Assim,
obtivera 50 somas iguais a 101 e a resposta era 50x101 = 5050. Baseados
nessa ideia, podemos calcular a soma dos n primeiros termos de uma progressio
aritmética qualquer.

FORMULA DA SOMA DOS N
PRIMEIROS TERMOS DE UMA
PROGRESSAO ARITMETICA

A soma dos n primeiros termos da progressto aritmética (a;, ay, 0,...) é

(01 +Gn )n
S =———.
! 2
Prova:
Temos:

Sy =0y + 0y + 0y +... + 0,y + 0, 6, escrevendo a soma de trds para frente,
Sy =0+ 0y + Opg +..t 0y + 0.

Dai, 25, = (ay+0,) + (0,+0,,) + (05+0,9) +...+ (0,+0,) + (0,40).

Observe que, 0o passar de um parénteses para o seguinte, a primeira parcela
aumenta de r e a segunda parcela diminui de 1, o que nio altera a soma. Portanto,
todos os parénteses st iguais ao primeiro, (a,+a,).

Como siio n parénteses, temos:
(0,+a,)n

25, =(m+a)n e S = 7

Exemplo 9

Qual & o valor da soma dos 20 primeiros fermos da progressto aritmética
2,6,10,.7

Solucdio

Uy =0 +19r=2+19x4 =78

2+178)-20
gngzgog.
2
Exemplo 10

A soma dos n primeiros nimeros infeiros e positivos é

n 1
2 k:1+2+...+n:n(n+ )
k=1

Exemplo 11
A soma dos n primeiros ndmeros impares &
(T+2n=T)n i

14345+ +(n=-1)= 2

EXERcCIiCIOS

1) Formam-se n tridngulos com palitos, conforme mostram as figuras.

n=1 n=2 n=3
Qual o ndmero de palitos usados para construir n tridngulos?

2) Os dngulos internos de um pentdgono convexo estiio em progressio aritmética.
Determine o Gngulo mediano.

3) Se 3—x, —x, ~/9—x ... é uma progressdo aritmética, determine x e calcule
0 quinto fermo.

4) Calcule a soma dos termos da progressdo aritmética 2, 5, 8, 11,... desde o 25°
até o 41° termo, inclusive.
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5) Calcule a soma de todos os inteiros que divididos por 11 ddo resto 7 e estiio
compreendidos entre 200 e 400.

6) Um bem, cujo valor hoje é de RS 8 000,00, desvaloriza-se de tal forma que
seu valor doqui a 4 anos serd de RS 2 000,00. Supondo constante a desvaloriza-
¢do anual, qual serd o valor desse bem daqui a 3 anos?

7) Determine o primeiro termo e a razdo da progressdo aritmética na qual a soma
dos n primeiros termos é, para todo n:
a) S, = 2n*+n

b) S, = n“+n+1

8) No turno do campeonato brasileiro de futebol, que é disputado por 22 clubes,
quaisquer dois fimes jogam entre si uma dnica vez. Quantos jogos hd?

9) Uma bobina de papel tem raio intemo 5 cm, raio externo 10 cm e a espessura
do papel & 0,01 cm. Qual é o comprimento da bobina desenrolada?

10) Qual é o ndmero mdximo de regides em que n retas podem dividir o plano?

PROGRESSOES GEOMETRICAS

0 problema a seguir, adaptado de uma questiio do Exame Nacional do MAA
(Mathematical Association of America), é interessante e costuma deixar os alunos in-
frigados e os professores desconfiados. Voc@ aceita o desafio? Entdio, vamos comecar.

Exemplo 1

Uma pessoa, comecando com RS 64,00, faz seis apostas consecutivas, em
cada uma das quais arrisca perder ou ganhar a metade do que possui na ocasido.
Se ela ganha trés e perde frés dessas apostas, pode-se afirmar que elo:

(A) ganha dinheiro.

(B) ndo ganha nem perde dinheiro.

(C) perde RS 27,00.

(D) perde RS 37,00.

(E) ganha ou perde dinheiro, dependendo da ordem em que ocorreram suas
vifrias e derrotas.

Comentdrio

Em geral, os alunos escolhem uma ordem para ver o que acontece; alids, essa
¢ até uma boa estratégia. Por exemplo, se ela vence as trés primeiras apostas e
perde as Gltimas trés, 0 seu capital evolui de acordo com o esquema:

64 — 96— 144 — 216 — 108 — 54 — 27.

Se ela comecou com RS 64,00 e terminou com RS 27,00, ela perdeu RS 37,00.
Jd houve um progresso. Sabemos agora que a resposta sd poderd ser (C) ou (E).

Em sequida, os alunos costumam experimentar uma outra ordem, por exem-
plo, ganhando e perdendo alternadamente. Obtém-se:

64— 96 —48 - 72— 36 — 54 — 27.

Nessa ordem, a pessoa também perdeu RS 37,00.

Em uma nova tentativa, experimentam outra ordem, torcendo para que a
pessoa no termine com RS 27,00, o que permitiria concluir que a resposta é
(E). Infelizmente, descobrem que a pessoa novamente termina com RS 27,00 e
permanecem na divida. Alguns se dispdem a tentar todas as ordens possiveis, mas
logo desistem ao perceber que hd 20 possibilidades.

Solucdio

A melhor maneira de abordar problemas nos quais hd uma grandeza varidvel,
da qual é conhecida a taxa (porcentagem) de variagdo, é concentrar a atencdio, ndo
na taxa de variagdo da grandeza - mas, sim no valor da grandeza depois da variagdo.

Nesse problema, devemos pensar assim:

® cada vez que a pessoa ganha, o capital aumenta % (ou seja, 50%)

e passa a valer ]+l:§ do que valia;
2 2
® cada vez que perde, o capital diminui % (ou seja, 50%)
11 .
e pussa a vale ]—5:5 do que valio.

Pensando assim, fica cloro que se a pessoa vence as frés primeiras apostas e
perde as trés lfimas, a evolugdo de seu capital se dd de acordo com o esquema:

3 33 333 3331
4356403 540303 g2 331
A A I I I
33311 333111
4.2.0. 0 g
4299777%977777
333111
Ela 1 64.2.2.2. 0. L 97
0 Termina com 2 2 2 2 2 2 reUIS

Além disso, fica claro também que se as vitdrias e derrotas tivessem ocorrido
em outra ordem, isso apenas mudaria a ordem dos fatores, sem alterar o produto,
e  pessoa também terminaria com RS 27,00.

Se ela comegou com RS 64,00 e terminou com RS 27,00, perdeu RS 37,00.
A resposta é (C).

Exemplo 2
Aumentando em 20% o raio da base de um cilindro e diminvindo de 30% sua
altura, de quanto variard seu volume?
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Soluciio

0 volume ¢é diretamente proporcional ao quadrado do raio e @ altura.
Porfanto,V = krZh, onde k 6 a consfante de proporcionalidade. Sabemos que k =
7, Mas isso & imelevante para o problema.

Depois da variacdo, os valores de r e h serdo: ' = 1,2r Eh’ = 0, 7h, pois 0
que aumenta 20% passa a valer 120% = 1,2 do que valia, e o que diminui 30%
passa a valer 70% = 0,7 do que valio.

0 novo volume serd V' = k(1,22 0,7h = 1,008 ki2h = 100,8%V. 0
volume aumenta 0,8%.

Exemplo 3

A populago de um pais é hoje igual a Py e cresce 2% ao ano. Qual serd a
populacio desse pais daqui a n anos?

Soluciio

Se a populagdio cresce 2% ao ano, em cada ano a populagdo serd 102%
da populacdo do ano anterior. Portanto, a cada ano que passa, a populacdo
sofre uma multiplicacdo por 102% = 1,02. Depois de n anos, a populacdo
serd Py. 1, 02"

Exemplo 4

A torcida de certo clube & hoje igual a P, e decresce 5% ao ano. Qual serd a
torcida desse clube daqui a n anos?

Soluciio

Se a forcida decresce 5% ao ano, em cada ano a forcida serd 95% da torcida
do ano anterior. Portanto, a cada ano que passa, a torcida sofrerd uma multiplico-
¢dio por 95% = 0,95. Depois de n anos, a torcida serd Py. 0, 95"

0 que deve fer ficado claro nesses exemplos é que se uma grandeza tem
toxa de crescimento igual a i, cada valor da grandeza & igual a (1 + 1) vezes o
valor anterior.

Progressdes geométricas stio sequéncias nas quais a taxa de crescimento i, de
cada termo para o seguinte, & sempre a mesm.

Exemplo 5

A sequéncia (1, 2, 4, 8, 16, 32, ...) & um exemplo de uma progressdo
geométrica. Aqui a taxa de crescimento de cada termo para o seguinte é de 100%,
0 que faz com que cada termo seja igual a 200% do termo anterior.

Exemplo 6

A sequéncia (1000, 800, 640, 512, ...) é um exemplo de uma progresso
geométrica. Aqui, cada termo é 80% do termo anterior. A faxa de crescimento de
cada termo para o seguinte é de —20%.

£ claro, enfio, que numa progressdo geométrica, cada termo é igual ao
anterior, multiplicado por 1 + 1, no qual i é a taxa de crescimento dos termos.
Chamamos 1 + i de razdo da progressdo e representamos a razdo por g.

Porfanto, uma progressdo geométrica é uma sequéncia na qual é constante
a razdo entre cada termo e seu antecessor. Esse nimero constante é chamado
razdo da progressdo e é representado pela lefra q. A razdo q de uma progressio
geométrica é simplesmente o valor de 1 + 1, no qual i é a faxa de crescimento
constante de cada termo para o seguinte.

Exemplo 7

As sequéncias (2, 6, 18, 54,...) e (128, 32, 8, 2, ...) siio progressdes geo-
métricas cujas razdes valem, respectivamente, g, = 3 e g, = 1/4. Suas taxas de
crescimento sio, respectivamente, i, = 200% e i, =— 3/4 = ~75%, pois g =1 +1i.

Solucdio

Em uma progressdo geométrica (a1, ag, a3, ...), para avancar um termo a
partir de outro, basta multiplicar este Gltimo pela razdo; para avancar dois termos,
basta multiplicar duas vezes pela razdo, e assim por diante.

Por exemplo, 073 = 05.q8, pois avangamos 8 termos ao passar de ag para
073 017 = 07.q5, pois avangamos 5 termos ao passar de a7 para a79; 04 =
017/q]3, pois 0o passar de 17 para ag, refrocedemos 13 termos. De modo
geral, a, = 0 .q”‘], pois, 0o passar de a1 para ap, avancamos n — 1 termos.

Em muitos casos, & mais natural numerar os termos a partir de zero, como
foi feito nos exemplos 3 e 4; nesse caso, a, = ayqr, pois avancamos n termos o
passar de a, para a,. Isso é comum quando os termos estiio indexados pelo tempo.

Exemplo 8

Em uma progressiio geométrica, o quinto termo vale 5 e o oitavo termo vale
135. Quanto vale o sétimo fermo dessa progressdo?

Soluciio

ag= 05.q3, pois 0o passar do quinto termo para o oitavo, avangamos 3 fermos.

Logo, 135 = 5q3 e q = 3. Analogamente, a7 = (15.q2 =532=45.0
sétimo termo vale 45.

Exemplo 9

Qual é a razdo da progressio geométrica que se obtém inserindo 3 termos
entre os nimeros 30 e 4807

Soluciio

Inserindo-se 3 termos entre 30 e 480, ficamos com 5 termos sendo 30 o
primeiro e 480 o dlfimo deles. Temos a3 = 30 e ag = 480. Como a5 = 0 .q4,
180=30.g% ¢ = 16eq=+2.

FORMULA DA SOMA DOS N
PRIMEIROS TERMOS DE UMA
PROGRESSAO GEOMETRICA

A soma dos n primeiros termos de uma progressiio geométrica (a,) de razdo
qz1,6é
1-¢
—q

S=q

Prova

S =0+ 0+ 05+ ... + 0, +0,

Multiplicando os dois lados por g: qS, = a9 + a3 + 04 +... + 0 + any.
Subtraindo as duas equacdes: Sy, - 4S;, = a7 — an,., isto &, Sp(1 =) =07 -
0,q" ¢, finalmente:

-
I-q°

Sn: Gl
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Exemplo 10
Diz a lenda que o inventor do xadrez pediu como recompensa 1 grdo de trigo
pela primeira casa do tabuleiro, 2 grdos pela segunda, 4 pela terceira e assim por
diante, sempre dobrando a quantidade a cada nova casa. Como o tabuleiro de
xadrez tem 64 casas, o nimero de grdos pedido pelo inventor do jogo é a soma
dos 64 primeiros termos da progressdo geométrica 1,2,4, .....
- -2
,——=1 =21,
I-q¢ 1-2

0 valor dessa soma é S, =0

Calculondo, obtemos um  estupendo  ndmero de vinte digitos:
18446744073709551615.

Nas progressdes geométricas em que |g| < 1, a soma dos n primeiros fermos
tem um limite finito, mesmo quando n assume valores proximos ao “infinifo”...

Nesse caso, o valor de qn tende a 0, e temos o limite da soma dos termos
daPG.:

lim S, =0
n—seo ]_q
Exemplo 11

0 valor do soma 0,3 + 0,03 + 0,003 + .., quando o ndmero de parcelas

’

1 AT
T01-3 . 0 resultado é intuitivo, pois somando
um ndmero muito grande de termos da progressiio, encontraremos aproximada-

mente a dizima periédica 0,333333 ... = % )

tende ao infinito, & igual a

Exemplo 12

Calcule o valor da soma da P.G. infinita %+%+1+l+... .

Soluciio 816
]

o =B 2

o0 ]_q ]
1——
2

0 resultado admite uma inferessante pardfrase. Suponha que Salvador deva
correr Tkm. Iniciolmente, ele corre metade dessa distdncia, isto 8, 1/2 km; em
sequida, ele corre metade da distancia que falta, isto é, 1/4 km; depois, metade

da distdincia restante, isto €, 1/8 km, e assim por diante.

Depois de n dessas etapas, Salvador terd corrido %+%+ % +.+ 1 km.

2I'I

Se n for grande, essa soma serd aproximadamente igual a 1 km.

EXERCiCIOS

11) Aumentos sucessivos de 10% e 20% equivalem a um aumento Gnico de quanto?

12) Descontos sucessivos de 10% e 20% equivalem a um desconto Gnico de quanto?

13) Um aumento de 10%, seguido de um desconto de 20%, equivale a um
desconto dnico de quanto?

14) Aumentando a velocidade em 60%, de quanto diminui o tempo de viagem?

15) Mantida constante a temperatura, a pressdo de um gds perfeito & inversomen-
te proporcional a seu volume. De quanto aumenta a pressdo, quando reduzimos
em 20% o volume?

16) Se a buse de um retiingulo aumenta 10% e a altura diminui 10%, quanto
aumenta (ou diminui) a drea?

17) Um carro novo custa RS 18.000,00 e, com 4 anos de uso, vale RS 8.000,00.
Supondo que o valor decresca a uma taxa anual constante, determine o valor do
carro com 2 anos de uso.

18) Os lados de um tridngulo retngulo formam uma progressdo geométrica cres-
cente. Determine a razdo dessa progresso.

19) Qual é o quarto termo da progressio geométrica \/f i/f, h !

20) A soma de trés nimeros em progressdo geométrica crescente é 19. Subtrain-
do-se 1 do primeiro, eles passam a formar uma progressto aritmética. Calcule-os.

21) Quatro némeros sto tais que os trés primeiros formam uma progressdo arit-
méfica de razdio 6, os trés Gltimos uma progressto geométrica e o primeiro nimero
é igual 0o quarto. Determine-os.
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22) A espessura de uma folha de estanho é 0,1 mm. Forma-se uma pilha de
folhas colocando-se uma folha na primeira vez e, em cada uma das vezes seguin-
tes, fantas quantas i tinham sido colocadas anteriormente. Depois de 33 dessas
operacdes, a altura da pilha serd, aproximadamente:

(A) a altura de um poste de luz.
(B) a altura de um prédio de 40 andares.
(C) o comprimento da praia de Copacabana.
(D) a distdincia entre Rio e Sdo Paulo.
() o comprimento do equador terrestre.
23) Um garrafio com p litros estd completamente cheio de vinho. Refira-se um
litro de vinho do garrafio e acrescenta-se um litro de dgua, obtendo-se uma mis-
tura homogénea; refira-se, a sequir, um lifro da mistura e acrescentase um litro
de dgua, e assim por diante. Qual a quantidade de vinho que restard no garrafdio
apds n dessas operacdes?

24) Determine as geratrizes das sequintes dizimas periddicas:
0) 0,141 414 141...

b) 0, 345 454 545...
0 0,999 999 999...
L7,

25) Determine os limites das somas a seguir:

2 2
) 2+§+§+...
b) l+£+l+£+l+£+...
T r

1

3 9
7+7
2 4

0 +é
8 16 32

B 1+ 2+ +4C +.., —1<x<]

| O A B B
+ +

26) Larga-se uma bola de uma altura de 5 m. Apds cada choque com o solo, ela
recupera apenas 4/9 da altura anterior. Determine a distdncia total percorrida
pela bola.

27) Na figura a seguir, temos uma linha poligonal, de lados ora perpendiculares
a AB, ora perpendiculares o AC. Sendo a e b, respectivamente, os dois primeiros
lados da poligonal, pede-se determinar:

B

A

a) o comprimento dessa linha poligonal;
b) o comprimento do n-ésimo lado poligonal.

28) Uma foculdade recebe, todos os anos, 300 novos alunos no primeiro semes-
tre e 200 no segundo. Trinfa por cento dos alunos sdo reprovados no primeiro
periodo e o repetem no semestre seguinte. Sendo a, e b,, respectivamente, o
nimero de alunos do primeiro periodo no primeiro e no segundo semestres do ano
n, calevle im g, e im b,

29) Seja S, a soma das dreas dos n primeiros quadrados obtidos, a partir de um
quadrado Q, de lado 1, pelo seguinte processo: “Os vértices do quadrado Q,,, sdo
os pontos médios dos lados de Q,”. Determine quais das afimacGes abaixo sdo
verdadeiras:
(A) E possivel escolher S, de modo que S, > 1,9.
(B)  possivel escolher S, de modo que S, > 2.
(C) E possivel escolher S, de modo que S, > 2,1.
(D) E possivel escolher S, de modo que S, = 2.
(F) £ possivel escolher S, de modo que S, = 1,75.

30) Sendo x e y positives, calcule:

U)XXX\/E

V-
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EXERCICIOS DE VESTIBULAR

1) (UFRI /2006) Considere uma escada com infinitos degraus, de alturas a,, a,,
s, ..., efinidas conforme a figura a seguir.
Calcule a altura do escada em functio de o, b e .

O3

0

b C b>c

2) (UFRJ / 2005) Ana e Bia participam de um site de relacionamentos. No dia 1°
de abril de 2005, elas notaram que Ana finha exatomente 128 vezes o nimero de
amigos de Bia. Ana informou que, para cada amigo que tinha no final de um dia,
trés novos amigos entravam para sua lista de amigos no dia sequinte. Jd Bia disse
que, para cada amigo que tinha no final e um dia, cinco novos amigos entravam
para sua lista no dia seguinte. Suponha que nenhum amigo deixe as listas e que o
nimero de amigos aumente, por dia, conforme elas informaram.

a) No dia 2 de abril de 2005, vinte novos amigos entraram para a lista de
Bia. Quantos amigos havia na lista de Ana em 1° de abril?

b) Determine a partir de que dia o nimero de amigos de Bia passa a ser maior
do que o ndmero de amigos de Ana. Se precisar, use log,3 = 1,585.

3) (UEZ0 / 2006) Em um terremoto, ocorreram vdrios tremores. No primeiro

minuto, apenas um; no sequndo, rés; no terceiro, cinco; no quarto, sete... Dessa

forma, podemos afirmar que no décimo minuto o ndmero de tremores foi igual a:
M 13

(B) 17

019

(D) 21

4) (UFRJ / 2004) Filipe comega a escrever nimeros naturais em uma folha de
papel muito grande, uma linha apds a outra como mostrado a seguir:

Considerando que Filipe mantenha em todas as linhas o padrio adotado:
1) determine quantos ndmeros naturais ele escreverd na 50° linha;

b) determine a soma de fodos os ngmeros escritos na 50° linha;

¢) prove que a soma de todos os elementos de uma linha é sempre o quadra-
do de um ndmero impar.

5) (UFRRJ /2003) Jdlio foi a um baile comandado pela Orquestra Boa Mdsica,
que tocava em periodos de 45 minutos e parava 15 minutos. Observe, abaixo,
como Jdlio dangou.

Ritmos
Rodadas Bolero Samba Fox
1 2 1 1
2" 3 2 2
3 4 3 3

E assim dancou, sucessivamente, até o fim do baile, que comecou ds 23h e
terminou ds 4h do dia sequinte. O ndmero de vezes que Jdlio dangou, foi:
(A) 45

6) (CEDER] / 2001) Meu av, que nasceu no dia 29 de fevereiro de um ano
bissexto, tem, na presente data, 77 anos de idade. Determine quantos aniversdrios
de meu avd ocorreram no dio e més do seu nascimento.

7) (UER] / 2007) A figura mostra uma sequéngia de semicirculos. O esquema
abaixo indica quatro desses semicirculos.

A B ( D E F 6

Admita que as medidas dos raios (AB, BC, (D, DE, EF, FG, ...) formem uma
progressdo fal que AB/BC = BC/CD = (D/DE = .. Assim, considerando AB = 2, a
soma AB + BC + (D + DE + ... serd equivalente a:

W2+ 3
(B) 2+ /5
03+
(D) 3+ 5
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8) (PROVAO / 2001) Uma particula se move sobre o eixo dos x, partindo da
origem. No primeiro minuto, ela avana 1 unidade para a direita; no segundo mi-
nuto, retrocede 0,5 unidade; no terceiro minuto, avanca 0,25 unidade; e, assim,
sucessivamente, alternando avancos com retrocessos, as distincias percorridas
formando uma progressiio geométrica. 0 limite da abscissa da particula, quando o
tempo tender para infinito, é

12

9) Durante uma experiéncia em laboratdrio, observou-se que uma bola de 1 kg
de massa, deslocando-se com uma velocidade v, medida em km /h, possui uma
determinada energia cinética E, medida em joules.

NG

Se (v, E, 1) é uma progressto aritmética e ¢ = H—, o valor de v
corresponde a: :

) ¢/2
(B) ¢
© 2¢
(D) 3¢
10) (UER] / 2006) Num experimento para a determinacto do nimero de par-
ticulas emitidos pelo raddnio, foi utilizada uma amostra contendo 0,1 mg desse
radioisétopo. No primeiro dia do experimento, foram emitidas 4,3 x 10 particu-
los. Sabe-se que a emisstio de um dia é sempre 16% menor que a do dia anferior.
0 nimero total de particulas que essa amostra emite, a partir do primeiro dia do
experimento, é aproximadamente igual a:

(W 4,2x10"

(8) 2,6x 10"

(0)4,3x10"

(D) 2,7 10"

11) (UNIRIO / 2004) Passando em uma sala de aula, um aluno verificou que,
no quadro-negro, o professor havia escrito os ndmeros naturais impares da seguin-
te maneira:

1

3 5
79 1
1315 1719

212 25 2729

0 aluno achou inferessante e continuou a escrever, até a décima linha. So-
mando os nimeros dessa linha, ele encontrou
A) 800
B) 900
() 1000
D) 1100

(
(
(
(
(E) 1200

GABARITO

Exercicios
1) 2n+1

2)108°

3)-7¢ -2

4) 1666

5) 5373

6) RS 3500,00

7)0) 3e4 b) No existe tal PA.
8) 231

9) Aproximadamente 236m.

n +n+2
2

11) 32%

10)

12) 28%

13) 12%

14) 37,5%

15) 25%

16) -1%

17) RS 12 000,00

145
2

18)
19) 1
20)4,6¢9

21) -8,-2,4¢-8

22) d
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.| n-1
1—=
)

14 19 77

24) o) % b) W ol d IS
3 2 02
25)0) 3 b)]é 03 d)(0-x 6)7

26) 13 m

9 n-1
Ma L b u-(h]
a—b a
28) 396 ¢ 319, aproximadomente.

29) II(]II e Ilell

30)0)x b) ¥xly

GABARITO

Exercicios de Vestibular

0
b—c

2) 0) 512 b) 13 de abril de 2005

3)(

4)0)99 b)99°=9801 ) demonstragio

5)8

6)19

7D

8)8

9)8

10)D

11) ¢




COMBINATOAORIA
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PRINCiPIOS BASICOS

0 principio fundamental da confagem diz que se hd x modos de tomar uma
decisdio D, e, tomada a decistio D;, hd y modos de tomar a decisto D,, entdo, o
nimero de modos de fomar sucessivamente as decisges D, e D, é xy.

Exemplo 1

Com 5 homens e 5 mulheres, de quantos modos se pode formar um casal?
Soluciio: Formar um casal equivale o fomar as decises:

D;: Escolha do homem (5 modos).

D: Escolha da mulher (5 modos).

Hd, portanto, 5x5 = 25 modos de formar um casal.

Exemplo 2

Uma bandeira é formada por 7 listras que devem ser coloridas usando apenas
as cores verde, azul e cinza. Se cada listra deve ter apenas uma cor e ndo se
pode usar cores iguais em listras adjacentes, de quantos modos se pode colorir
a bandeira?

Soluciio

Colorir a bandeira equivale a escolher a cor de cada listra. Hd 3 modos de
escolher a cor da primeira listra e, a partir dai, 2 modos de escolher a cor de cada
uma das outras 6 listras.

A resposta é 3x2°=192.

Exemplo 3

Quantos sio os nimeros de trés digitos distintos?

Soluciio

0 primeiro digito pode ser escolhido de 9 modos, pois ele ndo pode ser igual
a 0. 0 segundo digito pode ser escolhido de 9 modos, pois nio pode ser igual ao
primeiro. O terceiro digito pode ser escolhido de 8 modos, pois ndo pode ser igual
nem ao primeiro nem ao segundo digitos.

Aresposta é 9x9x8=648.

Vocé jd deve ter percebido nesses exemplos qual é a estratégia para resolver
problemas de Combinatria:

1) Postura: temos sempre de nos colocar no papel da pessoa que deve fazer
a acdo solicitada pelo problema e ver que decisdes devemos tomar. No exemplo
3, nds nos colocamos no papel da pessoa que deveria escrever o nimero de trés
digitos; no exemplo 2, nds nos colocamos no papel da pessoa que deveria colorir
a bandeira; no exemplo 1, nds nos colocamos no papel da pessoa que deveria
formar o casal.

2) Divisio: devemos, sempre que possivel, dividir as decisdes o serem toma-
das em decisoes mais simples. Formar um casal foi dividido em escolher o homem
& a mulher; colorir a bandeira foi dividido em colorir cada listra; formar um ndémero
de trés digitos foi dividido em escolher cada um dos trés digitos.

Vamos voltar ao exemplo anterior - “Quantos sdo os ndmeros de trés digitos
distintos? "~ para ver como algumas pessoas conseguem, por erros de estratégia,
tornar complicadas coisas simples.

Comegando a escolha dos digitos pelo dltimo digito, hd 10 modos de escolher
0 Gltimo digito. Em sequida, hd 9 modos de escolher o digito central, pois ndo
podemos repetir o digito d usado. Agora temos um impasse: de quantos modos
podemos escolher o primeiro digito? A resposta é “depende”. Se nio tivermos
usado o 0, haverd 7 modos de escolher o primeiro digito, pois ndo poderemos usar
nem o 0 nem os dois digitos jd utilizados nos demais cass; se jd tivermos usado
0 0, haverd 8 modos de escolher o primeiro digito.

Um passo importante na estratégia para resolver problemas de Combing-
toria é:

3) Nio adiar dificuldades: pequenas dificuldades adiadas costumam se trans-
formar em imensas dificuldades. Se uma das decises a serem tomadas for mais
restrifa que as demais, essa é a decisdo que deve ser tomada em primeiro lugar.
No exemplo 3, a escolha do primeiro digito era uma decistio mais restrita do que
as outras, pois o primeiro digito ndo pode ser igual a 0. Essa é, portanto, a decisdo
que deve ser tomada em primeiro lugar e, conforme acabamos de ver, postergd-a
50 serve para causar problemoas.

Exemplo 4

0 cGdigo Morse usa dois sinais, ponto e traco, e as letras t&m de 1 a 4 sinais.
Quantas sio as lefras do codigo Morse?

Soluciio

Ha 2 letras de um sinal; hd 2x2=4 letras de dois sinais, pois hd dois modos
de escolher o primeiro sinal e dois modos de escolher o segundo; analogamente,
hd 2x2x2=8 letras de trés sinais e 2x2x2x2=16 letras de 4 sinais. O ndmero total
de letras €, portanto, 2+4+8+16=30.

Exemplo 5

Quantos divisores inteiros e positivos possui 0 nimero 3607 Quantos desses
divisores sdo pares? Quantos sto impares? Quantos sdo quadrados perfeitos?

Soluciio

0) 360=23x32x5. 0s divisores infeiros positivos de 360 sdo os nimeros
da forma 20x 3P x 57, com o € {0,1,2,3}, Be{01,2eye {01} Hd
4x3x2=24 maneiras de escolher os expoentes o, B e y. Hd 24 divisores.

b) Para que o divisor seja par, ot no pode ser 0. Ha 3x3x2=18 divisores pares.

¢) Para que o divisor seja impar, o deve ser 0. Ha 1X3X2=6divisores impares.
Vejo que também poderiomos ter achado essa resposta subtraindo (a)-(b).

d) Para que o divisor seja quadrado perfeito, os expoentes o, 3 & y devem
ser pares. Hd 2x2x1=4 divisores que siio quadrados perfeitos.

Exemplo 6

Quantos sdo os nimeros pares de trés digitos distintos?

Soluciio

Hd 5 modos de escolher o Gltimo digito. Note que comegamos pelo Gltimo
digito, que é o mais restrito; o Gltimo digito s pode ser 0,2,4,6 ou 8.

Em sequida, vamos ao primeiro digito. De quantos modos se pode escolher
0 primeiro digito? A resposta é “depende”. Se no fivermos usado o 0, haverd 8
modos de escolher o primeiro digito, pois ndo poderemos usar nem o 0 nem o digi-
to jd usado na dltima cosa; se jd tivermos usado o 0, haverd 9 modos de escolher
0 primeiro digito, pois apenas o O ndo poderd ser usado na primeira casa. Esse tipo
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de impasse & comum na resolucio de problemas, e hd dois métodos para vencé-o.

0 primeiro método consiste em voltar afrds e contar separadamente. Conta-
remos separadamente os ndmeros que terminam em 0 e os que ndo terminam
em 0.

Comecemos pelos que terminam em 0. Hd 1 modo de escolher o dltimo
digito, 9 modos de escolher o primeiro e 8 modos de escolher o digito central. Ha
1X9X8=72 nimeros terminados em 0.

Para os que ndo terminam em 0, hd 4 modos de escolher o dltimo digi-
to, 8 modos de escolher o primeiro e 8 modos de escolher o digito central. Ha
4X8X8=256 ndmeros que ndo terminam em 0.

Aresposta é 72+256=328.

0 segundo méfodo consiste em ignorar uma das restrigdes do problema, o
que nos fard contar em demasia. Depois descontaremos o que houver sido contado
indevidamente.

Primeiramente, imagine que o O possa ser usado na primeira casa do nimero.
Procedendo assim, hd 5 modos de escolher o dltimo digito (sd pode ser 0,2,4,6
ou 8), 9 modos de escolher o primeiro digito (ndo podemos repetir o digito usado
na dltima casa; note que estamos permitindo o uso do O na primeira casa) e,
portanto, 8 modos de escolher o digito central. Hd 5x9x8 nimeros, ai inclusos os
que comecam por 0.

Agora vamos determinar quantos desses nimeros comecam por zero; sdo
gsses 0s nimeros que foram contados indevidamente. Ha 1 modo de escolher
0 primeiro digito (tem que ser 0), 4 modos de escolher o Gltimo (s pode ser
24,6 0u 8 — lembre-se de que os digitos sdo distintos) e 8 modos de escolher o
digito central (ndo podemos repetir os digitos jd usados). Hd 1x4x8=32 nimeros
comegados por 0.

Aresposta é 360-32=328.

E claro que este problema poderia fer sido resolvido com um trugue. Para
determinar quantos siio os nimeros pares de trés digitos distintos, poderiomos
fazer os nomeros de frés digitos distinfos menos os nimeros impares de frés di
gitos disfintos.

Para os nimeros de trés digitos distintos, hd 9 modos de escolher o primeiro
digito, 9 modos de escolher o sequndo e 8 modos de escolher o dlfimo.

Had 9x9x8=648 nimeros de trés digitos distintos.

Para os nimeros impares de frés digitos distintos, hd 5 modos de escolher
0 Gltimo digito, 8 modos de escolher o primeiro e 8 modos de escolher o digito
central.

Had 5x8x8=320 nimeros impares de frés digitos distintos.

A resposta é 648-320=328.

Hd alguns (poucos) problemas de Combinatdria que, embora sejam aplica-
¢es do principio bdsico, aparecem com muita frequéncia. Para esses problemas,
vale a pena saber de cor as respostas. O primeiro deles é:

PROBLEMA DAS F'ERMLITAI;IEIES
SIMPLES

De quantos modos podemos ordenar em fila n objetos distinfos?

A escolha do objeto que ocupard o primeiro lugar pode ser feita de n modos;
a escolha do objeto que ocupard o segundo lugar pode ser feita de n—1 modos; a
escolha do objeto que ocupard o terceiro lugar pode ser feita de n—2 modos etc.; a
escolha do objeto que ocupard o dltimo lugar pode ser feita de 1 modo.

A resposta é n(n-1)(n-2)...1=n!.

(ada ordem que se dd aos objetos é chamada permutacdo simples dos obje-
tos. Por exemplo, as permutacdes simples das letras a, b e ¢ sdo

(abc), (ach), (bac), (bea), (cab) e (cba).

Portanto, o nimero de permutacdes simples de n objetos disfintos, ou seja, o
nimero de ordens em que podemos colocar n objetos distintos é P.=n!.

Exemplo 1

Quantos sdo os anagramas da palavra “CALOR”? Quantos comecam por
consoante?

Solucdio

Cada anagrama corresponde a uma ordem de colocacio dessas 5 letras. 0
nimero de anagramas é Ps = 5! = 120.

Para formar um anagrama comegado por consoante, devemos primeiramente

escolher a consoante (3 modos) e, depois, arrumar as quatro letras restantes
em seguida a consoante (4!=24 modos). Hd 3x24=72 anagramas comegados
por consoante.

Exemplo 2

De quantos modos podemos arrumar em fila 5 livros diferentes de Matemd-
tica, 3 livros diferentes de Estatistica e 2 livros diferentes de Fisica, de modo que
todos o livos de uma mesma matéria permanecam juntos?

Solucdio

Podemos escolher  ordem das matérios de 3! Modos. Feito isso, hd 5!
Modos de colocar os livros de Matemdtica nos lugares que lhes foram destinados,
3! Modos para os de Estafistica e 2! Modos para os de Fisica.

Aresposta é 3151312!=8 640.

Exemplo 3

Quantos sto os anagramas da palavra “BOTAFOGO"?

Soluciio

Se as letras fossem diferentes, a resposta seria 8!. Como as trés letras
“0" sdio iguais, quando as trocamos entre si, obtemos o mesmo anagrama
e ndo um anagrama distinto, o que aconteceria se fossem diferentes. lsso
faz com que, na nossa contagem de 8!, tenhamos considerado o mesmo
anagrama vdrias vezes, 3! Vezes precisamente, pois hd 3! Modos de trocar
as letras “0” entre si.

|
A resposta é % =6720.
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De modo geral, o nimero de permutacdes de n objetos, dos quais o sdo
iquais a A, B sdio iguais a B, y st iguais a C efc. &
P _ n!

" alpiyl.’

Exemplo 4

De quantos modos podemos dividir 8 objetos em um grupo de 5 objetos e
um de 3 objetos?

Soluciio

Um processo de fazer essa divisio é colocar os objetos em fila; os 5 primeiros
formam o grupo de 5 e os 3 ltimos formam o grupo de 3.

Ha 8! modos de dispor os objetos em fila.

Entrefanto, note que filas como abcdelfgh e badce|ghf stio filos diferentes e
geram a mesma divisio em grupos. Cada divisdo em grupos foi contada uma vez
para cada ordem dos objetos dentro de cada grupo. Ha 5!3! modos de arrumar os
objetos em cada grupo. Cada divisdio em grupos foi contada 513! vezes.

|

A resposta é 8 =56.
5131

0 sequndo problema importante ¢ o:

PROBLEMA DAS
SIMPLES

COMBINAGCOES

De quantos modos podemos selecionar p objetos disfintos entre n objetos
distintos dodos?

Cada selecio de p objetos & chamada combinaco simples de classe p dos n
objetos. Assim, as comhinagdes simples de classe 3 dos objefos @, b,c,d,e e sto
{ob,c}, {o,b,d},{0,be}, {u,cd}, {o,c.e, {o,d.e}, {b,cdb, {b,c.el, {bdede{cdel.
Representamos o nimero de combinacges simples de classe p de n elementos
por C° ou "\ Assim, ¢ = ’ =10.

P 3

Para resolver o problema das combinades simples, basta notar que selecionar

p entre os n objetos equivale o dividir os n objetos em um grupo de p objetos

selecionados, e um grupo de n—p objetos, que sdo os ndo selecionados. Esse é o

problema do exemplo 4, e a resposta é € = )
pl(n—p)!

Exemplo 5

Com 5 homens e 4 mulheres, quantas comissdes de 5 pessoas, com exato-
mente 3 homens, podem ser formadas?

Soluciio

Para formar a comissdo, devemos escolher 3 dos homens e 2 das mulheres.
Hi C-C2 =10x6=60 comisses.

Exemplo 6
Com 5 homens e 4 mulheres, quantas comissdes de 5 pessoas, com pelo
menos 3 homens, podem ser formadas?

Soluciio
Hd comisses com 3 homens e 2 mulheres, 4 homens e 1 mulher, 5 homens.
Aresposta & CC-C2 +C; -, +C = 10x6+5x4+1=81.

Exemplo 7

Tem-se 5 pontos sobre uma reta r e 8 pontos sobre uma reta s paralela a r.
Quantos tridingulos e quantos quadrildteros convexos com vértices nesses pontos
existem?

Soluciio

Para formar um friingulo ou vocé foma um ponfo em r e dois pontos
em s, ou foma um ponto em s e dois pontos em r. O ndmero de tridngulos é
5-G+8-C =140+80=220 .

Também se poderia pensar em tomar 3 dos 13 pontos e excluir dessa con-
tagem as escolhas de pontos colineares, o que daria (ji‘l3 _(jg _(jg =286 —58
-10=220.

Para formar um quadrildtero convexo, devemos tomar dois pontos em r e dois
pontos em s, o que pode ser feito de (% -C2 =10-28 =280 modos -

Exemplo 8

De quantos modos 5 criangas podem formar uma roda de ciranda?

Soluciio

A primeira vista, parece que para formar uma roda com as cinco criancas
basta escolher uma ordem para elas, o que poderia ser feito de 5! = 120 modos.

Entretanto, as rodas ABCDE e EABCD sdo iquais, pois na roda o que importa
¢ a posicdo relativa das criangas entre si, e a roda ABCDE pode ser “virada” até
formar a roda EABCD. Como cada roda pode ser “virada” de cinco modos, a nossa
confagem de 120 rodas contou cada roda 5 vezes, e a resposta é 120,/5 = 24.

Em geral, 0 ndmero de modos de colocar n objetos em circulo, de maneira que
disposicdes que possam coincidir por rotagdo sejam consideradas iguais, isto 6, o

|
ndmero de permutagdes circulares de n objetos & (PC), = T -
n

0 exemplo a sequir mostra um tipo de raciocinio que, apesar de inesperado,
pode ser muito eficiente.

Exemplo 9

Quantos sdo os anagramas da palovra “BULGARO” que ndo possuem duas
vogais adjacentes?

Soluciio

Vamos primeiramente arumar as consoantes e, depois, entremear as
vogais. O nimero de modos de arrumar em fila as consoantes B, L, G, R é
P, = 41 = 24. Amumadas as consoantes, por exemplo na ordem BLGR, devemos
colocar as vogais U, A, 0 nos 5 espacos da figura. Como ndio podemos colocar duas
vogais no mesmo espago, trés dos espaos serdo ocupados, cada um com uma
vogal, e dois dos espagos ficardio vazios. Temos C2 =10 modos de escolher os
trés espagos que serdo ocupados e P, = 3! = 6 modos de colocar as vogais nos
espagos escolhidos.

Aresposta é 24x10x6=1 440.
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Exemplo 10

Quantas sdo as solucdes infeiras e ndo negativas do equacdo
X+ X, +o X =p?

Soluciio

Aresposta deste problema é representada por (R” .

Para determinar o valor de CR? , vamos representar cada solugdo da equagdo
por uma fila de sinais + ¢ | . Por exemplo, para a equacio x-+y+2=5, as solugGes
(2,2,1) e (5,0,0) seriam representadas por ++ | ++ | + & +++++ | |, respecti
vamente. Nessa representaciio, as barras sdo usadas para separar as incognitas e
a quantidade de sinais + indica o valor de cada incGgnita.

Para  equagdo X, +x, +...+X, =p , cada solugdo seria representada por
uma fila com n—1 barras (as barras sdo para separar as incdgnitas; para separar n
incdgnitas, usamos n—1 barras) e p sinais+. Ora, para formar uma fila com n—1
barras e p sinais +, basta escolher dos n+p—1 lugares da fila, os p lugares onde
serfio colocados os sinais +, o que pode ser feifo de (7., modos.

Exemplo 11

Um bar oferece 6 sabores diferentes de sorvete. De quantos modos podemos
comprar 3 sorvetes desse bar?

Soluciio

A resposta ndo € (¢ =20 Cg seria o nimero de modos de comprar 3
sorvetes diferentes.

Chamando de x, 0 nimero de sorvetes do k-6ésimo sabor que vamos comprar,
devemos determinar valores inteiros e ndo negativos para x, , k=1,2,3,4,5,6, tais
QU X;+Xg+..+X = 3. Isso pode ser feito de (R} =C} =56 modos.

EXERcCIiCIOS

1) Quantos sdo os gabaritos possiveis de um teste de 10 questdes de maltipla
escolha, com 5 opcGes por questdo?

2) Se um conjunto possui n elementos, quantos sdo os seus subconjuntos?

3) De quantos modos 3 pessoas podem se sentar em 5 cadeiras enfileiradas?

4) De quantos modos 5 homens e 5 mulheres podem se sentar em 5 bancos de
2 lugares, considerando-se que, em cada banco, deva haver um homem e uma
mulher?

5) De quantos modos podemos colocar 2 reis diferentes em casas ndo adjacentes
de um tabuleiro 8x8? E se os reis fossem iguais?

6) De quantos modos podemos colocar 8 torres iguais em um tabuleiro 8x8, de
modo que ndo haja duas torres na mesma linha ou na mesma coluna? E se as
torres fossem diferentes?

7) De um baralho comum de 52 cartas, sacam-se, sucessivamente e sem repo-
sigdio, duas cartas. De quantos modos isso pode ser feito, considerando-se que a
primeira carta deva ser de copas e a segunda ndo deva ser um rei?

8) 0 conjunto A possui 4 elementos, ¢ o conjunto B, 7. Quantas funcges :A—B
existem? Quantas delas sdo injetivas?

9) Dispomos de 5 cores distintas. De quantos modos podemos colorir os quatro
quadrantes de um circulo, cada quadrante com uma s6 cor, se quadrantes cuj
fronteira é uma linha ndo puderem receber a mesma cor?

10) De quantos modos podemos formar uma palavra de 5 letras de um alfabeto
de 26, se a letra A deve figurar na palovra mas ndo pode ser a primeira lefra? E
se a palavra devesse ter letras distintas?

11) As placas dos veiculos sdo formadas por frés letras (de um alfabeto de 26)
sequidas por 4 algarismos. Quantas placas diferentes podem ser formadas?

12) Um vagdo de metrd tem 10 bancos individuais, sendo 5 de frente e 5 de
costas. De 10 passageiros, 4 preferem sentar de frente, 3 preferem sentar de
costas e os demais ndo t8m preferéncia. De quantos modos eles podem se sentar,
respeitadas as preferéncias?



46 :: MATEMATICA MdburLo 1

13) Quantos sdo os infeiros positivos de 4 digitos nos quais o algarismo 5 figura?

14) Em uma banca hd 5 exemplares iguais da Veja, 6 exemplares iguais da £poca
e 4 exemplares iguais da Isto £. Quantas colecdes ndo vazios de revistas dessa
banca podem ser formadas?

15) Uma turma tem aulas ds segundas, quartas e sextas, das 13h ds 14h e das
14h ts 15h. As disciplinas sto Matemdtica, Fisica e Quimica, cada uma com duas
aulas semanais, em dias diferentes. De quantos modos pode ser feito o hordrio
dessa turma?

16) Quantos sio os anagramas da palavra “capitulo”:
1) possiveis?

b) que comecam e terminam por vogal?

¢) que t8m as vogais e as consoantes intercaladas?

d) que t&m as lefras ¢,a,p juntas nessa ordem?

e) que t8m as letras ,a,p juntas em qualquer ordem?

f) que t&m a letra p em primeiro lugar e a letra @ em segundo?

g) que t&m a letra p em primeiro lugar ou a letra a em segundo?

h) nos quais a letra a é uma das letras @ esquerda de p e a letra ¢ é uma das
letras a direita de p?

17) Se A é um conjunto de n elementos, quantas sdo as funcdes f:A—>A bijetoras?

18) De quantos modos é possivel colocar 8 pessoas em fila de modo que duas
dessas pessoas, Vera e Paulo, no fiquem juntas?

19) De quantos modos é possivel colocar 8 pessoas em filo de modo que duas
dessas pessoas, Vera e Paulo, ndo fiquem juntas e duas outras, Helena e Pedro,
permanegam juntas?

20) De quantos modos ¢ possivel dividir 15 atletas em trés fimes de 5 atletas,
denominados Esporte, Tupi e Minas?

21) De quantos modos é possivel dividir 15 atletas em trés times de 5 atletas?

22) Um campeonato € disputado por 12 clubes em rodadas de 6 jogos cada. De
quantos modos é possivel selecionar os jogos da primeira rodada?

23) Permutam:se de todas as formas possiveis os algarismos 1, 2, 4, 6, 7 ¢
escrevem-se 0s nimeros assim formados em ordem crescente. Determine:
a) que lugar ocupa o ndmero 62 417.

b) que nimero que ocupa o 66° lugar.

¢) qual o 166° algarismo escrito.

24) De quantos modos é possivel colocar r rapazes e m mogas em fila de modo
que as mocas permanecam juntas?

25) Quantos dados diferentes é possivel formar gravando nimeros de 1 a 6 sobre
as faces de um cubo?
a) Suponha uma face de cada cor.

b) Suponha as faces iguais.
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¢) Suponha que as faces stio iguais & que a soma dos pontos de faces opostas
deva seriguala 7.

26) Quantos so os anagramas da palavra ESTRELADA?

27) 0 conjunto A possui n elementos. Quantos sto os seus subconjuntos com p
elementos?

28) Uma faculdade realiza seu vestibular em 2 dias de provas. Este ano a divisto
foi: Matemdtica, Portugués, Biologia e Inglés no primeiro dia e Geografia, Histdria,
Fisica & Quimica no segundo dia. De quantos modos pode ser feito o calenddrio
de provas?

29) Quantas diagonais possui:
a) um octaedro regular?

b) um icosaedro regular?

¢) um dodecaedro regular?

d) um cubo?

e) um prisma hexagonal regular?

30) Sejom |y, = {1,2,...m} e |, = {1,2,...n}, com m < n. Quanas sdo as
funges f: I, — |, esfritamente crescentes?

31) Quantos sdo os nimeros naturais de 7 digitos nos quais o digito 4 figura
exatamente 3 vezes e o digito 8 exatomente 2 vezes?

32) Quantos sdo os subconjuntos de {a, ay,...,a,}, com p elementos, nos quais:
a) g, figura;

b) @, nio figura;

0) 0, e a, figuram;

d) pelo menos um dos elementos a;, a, figura;

e) exatamente um dos elementos a, & a, figura.

33) De um baratho de péquer (7,8,9,10, valete, doma, rei e ds, cada um
desses grupos aparecendo em 4 naipes: copas, ouros, paus, espadas), sacam-se
simultaneamente 5 cartos.

a) Quantas sdo as extraces possiveis?

Quantas siio as extracdes nas quais se forma:
b) um par (duas cartas em um mesmo grupo e as outras trés em trés outros
grupos diferentes) ?

¢) dois pares (duas cartas em um grupo, duas em outro grupo & uma em um
terceiro grupo) ?

d) uma trinca (trés cartas em um grupo e as outras duas em dois outros
grupos diferentes) ?

e) um “four” (quatro carfas em um grupo e uma em outro grupo) ?

f) um “full hand” (trés cartas em um grupo e duas em outro grupo)?

g) uma sequéncia (5 cartas de grupos consecufivos, ndo sendo todas do
mesmo naipe) ?

h) um “flush” (5 cartas do mesmo naipe, ndo sendo elas de 5 grupos
consecutivos) ?

i) um “straight flush” (5 cartos de grupos consecutivos, fodas do mesmo
naipe)?
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i) um “royal straight flush” (10, valete, doma, rei e ds de um mesmo
naipe) ?

34) 0 conjunto A possui p elementos e o conjunto B possui n elementos. Determi-
ne 0 nimero de fungdes f: A — B sobrejeforas para:
ap=n

b) p=n+l;

35) Considere um conjunto C de 20 pontos do espago que tem um subconjunto
(, formado por 8 pontos coplanares. Sabe-se que toda vez que 4 pontos de C stio
coplanares, entdo eles sdo pontos de C;. Quantos sdo os planos que contém pelo
menos trés ponfos de C?

36) Formam-se as combinagdes simples de classe 5 dos elementos a;, a,...,0;,
as quais so escritas com os elementos em ordem crescente de indices. Quantas
stio as combinacGes nas quais o elemento a; ocupa o 3° lugar?

37) De quantos modos é possivel colocar em fila h homens e m mulheres, todos
de alturas diferentes, de modo que os homens entre si e as mulheres entre si
fiquem em ordem crescente de alfuras?

38) Em uma escola, x professores se distribuem em 8 bancas examinadoras de
modo que cada professor participa de exatamente duas bancas e cada duas bancas
t8m exatamente um professor em comum.

a) Calcule x.

b) Determine quantos professores hd em cada banca.

39) De quantos modos podemos formar uma roda de ciranda com 5 meninos e 5
meninas de modo que pessoas de mesmo sexo ndo fiquem juntas?

40) De quantos modos podemos formar uma roda de ciranda com 6 criancas, de
modo que duas delas, Vera e Isadora, ndo fiquem juntas?

41) Quantas siio as solucdes infeiras e positivas de x-+y+z=7?
42) Quantas sio as solucdes infeiras e ndo-negativas de x+y+z < 67

43) Uma indistria fabrica 5 tipos de balas que sto vendidas em caixas de 20
balas, de um s6 tipo ou sortidas. Quantos tipos de caixas podem ser montados?

EXERCICIOS DE VESTIBULAR

1) (UFRJ / 2007) Nove pessoas serdio distribuidas em trés equipes de trés para
concorrer @ uma gincana. O nimero de maneiras diferentes de formar as trés
equipes & menor do que 3007

2) (UEZ0 / 2006) Dentre 8 pessoas, deverdo ser formadas equipes de 3 pessoas
para auxiliar nos servicos de ajuda aos desabrigados. O nimero de equipes diferen-
tes que poderdo ser formadas é:

(A) 24
(B) 40
(€) 48
(D) 56
3) (UEZ0 / 2006) 0 conjunto dos 11 jogadores fitulares de uma selegdo prepara-
-se para entrar em compo. Essa enfrada ndo obedecerd nenhuma ordem prees-
tabelecida. Tanto poderd entrar primeiramente o camisa 7, como o goleiro, o
camisa 10, como o camisa 5... 0 ndmero de maneiras distintas desse conjunto de

jogadores entrar em campo & representado pela seguinte expressdo:
M1

(B)111/8!
©111-3!
(D) 111/813!

4) (UFRRJ /2003) Caroline vai todos os dias a sorveteria para saborear um “sor-
vefio” (um sorvete formado por duas bolas de sabores diferentes). Sabe-se que
hd um fotal de 15 tipos de sabores diferentes de sorvetes. Se Caroline saborear
apenas um “sorvetio” por dia, e se considerarmos que a ordem das bolas ndo
importa, ela terd experimentado todos os possiveis “sorvetdes” em:

(A) 15 dias (B) 30 dias

() 90 dias (D) 105 dias

(E) 110 dias
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5) (CEDERJ / 2001) Para disputar a final do campeonato de futebol, um técnico
formard seu time de onze jogadores com um goleiro, dois laterais, dois zagueiros,
dois atacantes e quatro no meio-campo. Sabe-se que o técnico conta com um
grupo de vinte e dois jogadores especializados em suas respectivas posicdes, sen-
do: dois goleiros, quatro laterais, quatro zagueiros, quatro atacantes e oito para
0 meio-campo. 0 ndmero de maneiras distintas que esse técnico, respeitando a
especialidade de cada jogador, poderd formar seu time é:

(h) 1024
(B) 5806080
(0) 5670
(D) 30240
(E) 32
6) (CEDER) / 2002) Em uma cidade, o nimero de cada linha telefdnica é forma-
do por oito algarismos, sendo que os algarismos zero e nove nio figuram dentre
as quatro primeiras posicdes. O primeiro algarismo do ndmero ¢ dois, quando o
segundo algarismo & trés ou oito, e o primeiro algarismo ¢ trés nos demais casos.
A maior quantidade possivel de linhas telefdnicas para essa cidade é:

(A 8 x 10*
(8) 9 x8"x 10'
() 14x8 x 10°
(D) 8'x10°
() 2x8 x10°
7) (CEDERJ / 2002) Determine quantos nimeros de quatro algarismos distintos,
escolhidos de 1 a 9, podem ser formados, respeitando-se, para cada nomero, a
sequinte condic@o: se o algarismo 1 pertencer ao nimero, enttio o algarismo 9 ndo
pode pertencer a esse nimero.

8) (FAETEC / 2005) Numa comunidade, foram recrutadas 25 pessoas para o
combate @ dengue. Essas pessoas vio trabalhar em duplas, para visitar as residan-
cios. 0 ndmero maximo de duplas diferentes é:
(h) 52

(B) 104

(0) 300

(D) 750

9) (UERI / 2007) Sete diferentes figuras foram criadas para ilustrar, em grupos

de quatro, o Manual do Candidato do Vestibular Estadual 2007. Um desses grupos
estd apresentado a sequir.

Considere que cada grupo de quatro figuras que poderia ser formado é distinto
de outro somente quando pelo menos uma de suas figuras for diferente. Nesse

caso, 0 nmero total de grupos distintos entre si que poderiam ser formados para
ilustrar o Manual é igual a:
(A) 24
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36) 126

37) (m+h)!
mlh!

38)0)28 b)7

39) 2880

40) 72

41) 15

42) 84

43) 10626

GABARITO

Exercicios de Vestibular

1) menor (280)

2)D

3)A

4D

5)D

6) A

7) 2520

8)(

9)8



PROBABILIDADE



52 I MATEMATICA MdburLo 1

Em palavras simples, & um ndmero que expressa a chance de alguma coisa
acontecer.

0 termo experimento significa fazer ou observar alguma coisa sob certas
condicdes. Um experimento é difo deterministico quando fomece sempre os mes:
mos resultados, desde que repetido em condicdes semelhantes. Por exemplo, se
observarmos o nimero de jogadores com que se comega uma partida oficial de
futebol, o resultado é sempre 11. Ao contrdrio, se um experimento ¢ realizado
nas mesmas condicdes e, mesmo assim, seus resultados ndo podem ser preditos,
dizemos que esse experimento é aleatdrio. Nesses casos, justamente por ndo po-
dermos dizer antecipadomente qual serd o resultado do experimento, trabalhamos
simultaneamente com duas informacdes:

* o conjunto de todos os possiveis resultados do experimento, o chomado

espaco amostral;
* q chance que cada um desses resultados tem de acontecer, denominada

probabilidade.

Exemplo 1

Uma uma contém 5 bolas numeradas de 6 a 10. Uma bola serd refirada
10 0Caso0.

Espaco Amostral: {6,7,8,9,10}

ATENCAO: o espago amostral é o conjunto e no a quantidade de elementos
do conjunto. Ndo diga que o espaco amostral é 5.

Note, por exemplo, que 7 é uma possibilidade e que essa possibilidade tem
probabilidade igual o % )

Exemplo 2

Na sala estdo Jodo, José e Pedro. Um deles deve ser escolhido para i &
cozinha.

Espaco Amostral: {Jofio, José, Pedro}

Note que José é uma possibilidade e que essa possibilidade tem probabilidade
iqual a 3

Exemplo 3

Uma moeda serd langada 2 vezes.

Espaco Amostral: {(cara,cara), (cara, coroa), (coroa, cara), (coroa, coron)
]

Note que (coroa,coroa) & uma possibilidade cuja probabilidade vale .
4

A probabilidade é a razdo entre o nimero de casos favordveis e o
nomero de casos possiveis.

A probabilidade, portanto, tem que ser um nimero racional com valor minimo
0 e valor médximo 1.

CUIDADO: ndo confunda problemas de probabilidade com problemas combi-
natdrios.

E facil fozer a distincdo.

Problemas de Andlise Combinatéria

e em geral, hd na pergunta o expressdo “de quantas maneiras”, ou “de
quantos modos”, ou ainda, “de quantas formas”;

o g resposta SEMPRE serd um nimero inteiro, jd que nio é possivel fazerse
algo de 3 formas e meia.

Problemas de Probabilidade

© em geral, hd na pergunta a expressdo “qual a probabilidade”, ou “qual o
chance”;

o g resposta SEMPRE serd 0, 1 ou um nimero fraciondrio entre eles;

o ¢ probabilidade serd 0 quando for impossivel acontecer o evento;

® ¢ probabilidade serd 1 quando o evento sempre acontecer.

Exemplo 4

Um dado comum serd lancado 2 vezes.

Espaco Amostral:

{(1,D,(1,2),(1,3),(1,4),(1,5),(1,6),(2,1),(2,2),(2,3),(2,4),(2,5),
(2,6),3,1),(3,2),(3,4),(3,5),(3,6),(4,1),(4,2),(4,3),(4,4),(4,5),(4,6),
(5,1),65,2),(5,3),(5,4),(5,5),(5,6),(6,1),(6,2),(6,3),(6,4),(6,5),(6,6)}

Note que qualquer das 36 possibilidades listadas tem probabilidade igual a 1

Ainda com relacio ao exemplo 4, vamos responder ds sequintes perguntas:

1° Pergunta

Qual a probabilidade de que se obtenha 3 no 1° langamento & 5 no 2°
lancamento?

Casos favordveis: (3,5)

Casos possiveis: Todo o espaco amostral

Probabilidade = 1
34

2° Pergunta

Qual a probabilidade de que se obtenha 5 no 1° langamento ¢ 3 no 2°
lancamento?

Casos favordveis: (5,3)

Casos possiveis: Todo o espaco amostral

4 ]
Probabilidade = %

3" Pergunta

Qual a probahilidade de que se obtenham, nesses lancamentos, os nimeros
Jeh?

Casos favordveis: (3,5),(5,3)

Casos possiveis: Todo o espago amostral
2 1
Probabilidade = — =—
36 18
Quem comeca a estudar probabilidade, frequentemente pensa que (3,5) é o
mesmo que (5,3). Isso ndo ¢ verdade, como podemos observar na resposta dada

a 3 pergunta.
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A possibilidade de permutar os resultados aumenta a probabilidade.

Nota

A confusdo entre problemas de combinatdria e problemas de probabilidade
acontece porque muitas vezes utilizamos a andlise combinatdria para calculor os
valores do numerador e do denominador. No exemplo 4, o denominador poderia
ser calculodo através do sequinte procedimento combinatdrio:

© a0 lancarse o dado pela 1° vez, podem ser obtidos 6 resultados diferentes;

® g0 lancarse o dado pela 2° vez, novamente podem ser obtidos 6 resultados
diferentes.

TOTAL=6x6=36

Exemplo 5

Uma prova tem 5 questdes de milfipla escolha. Cada questio tem 4 altema-
tivas (A, B, Ce D) e apenas uma resposta correta. Uma pessoa marca as respostas
das 5 questdes aleatoriamente, ou seja, no “chute”.

1) Qual a probabilidade de que essa pessoa acerte APENAS a 1¢ questio?

Nem todos percebem sozinhos que implicitamente o problema nos “diz” que
haverd erro nas 4 dltimas questdes. Vamos, entiio, resolver esse problema questdo
a questio.

Esqueca, por enquanto, as outras 4 questdes e pense somente na 1° questdo.

Pergunta: qual a probabilidade de que essa pessoa acerte a 1° questdo?

Resposta: como hd quatro altemativas na questdo e apenas uma delas é
a certa, hd uma chance em quatro (1/4) de se acertar a 1° questdo (alids, a
probabilidade de acerto serd a mesma para qualquer outra questo).

Agora pense somente na 2° questdo.

Pergunta: qual o probabilidade de que essa pessoa erre a 2* questdo?

Resposta: como hd quatro alternativas na questio e trés delas estdo erradas,
hd trés chances em quatro (3,/4) de se errar a 2° questdo (alids, o probabilidade
de erro serd a mesma para qualquer outra questiio).

A pessoa nio acertard as questdes 3, 4 e 5. Portanto, 0 mesmo acontecerd
nessas questdes.

Assim, a probabilidade de que essa pessoa acerte apenas a 1° questo é:

1Y (3)(3)(3)(3) (1) (3) 8l

HOBOR-E -

Nota

Muitos alunos se perguntam se as probabilidodes devem ser multiplicadas
(como no cdleulo que acabamos de fazer) ou somadas. A resposta é: depende!

No cdlculo feito acima, queremos que a pessoa

(acerte a 1° questdo) e (erre a 2° questio) e (erre a 3° questdo) e (ere a
4° questdo) e (ere a 5° questdo).

Portanto, todas as probabilidades devem ser multiplicadas. Veremos, no item
abaixo, um exemplo em que se deve somar.

b) Qual a probabilidade de que essa pessoa acerte APENAS uma das 5
questdes?

A comparagio entre os itens (a) e (b) é de extrema importincia. E preciso
que o estudante de probabilidade entenda que o item (b) engloba todas as 5
possibilidades existentes na letra (a), ou seja:

8l
1024
81
1024
1
1024
1
1024
81
1024

® gcerfar apenas a 1° questio, cuja probabilidade é
® qcertar apenas a 2° questio, cuja probabilidade é
® qcerfar apenas a 3° questdio, cuja probabilidade é
® gcerfar apenas a 4° questio, cuja probabilidade é
® qcertar apenas a 5° questio, cuja probabilidade é

Portanto, a probabilidade de que essa pesson acerte apenas uma das 5 ques:
toes é:

LI LN LI I '3

1024 1024 1024 1024 1024 1024 1024

Nota

Como vimos, o item (b) serd satisfeito em qualguer dos seguintes casos:

® qcertar apenas a 1° questdio;

® qcertar apenas a 2° questdo;

® qcertar apenas a 3° questdio;

® qcertar apenas a 4° questdo;

® qcerfar apenas a 5° questdo.

Portanto, é IMPOSSIVEL que a fal pessoa:

(acerte APENAS a 1° questdo) e (acerte APENAS a 2° questdo) e (acerfe
APENAS a 3° questdo) e (acerte APENAS a 4° questdo) e (acerte APENAS a 5°
questdo).

Na verdade, o que precisa acontecer para que esse individuo acerte APENAS
uma das 5 questdes é que elo:

(acerte APENAS a 1° questdo) ou (acerte APENAS a 2° questio) ou (acerfe
APENAS a 3° questdo) ou (acerte APENAS a 4° questdo) ou (acerfe APENAS a
57 questio).

Portanto, todas as probabilidades devem ser somadas.

¢) Qual a probabilidade de que essa pessoa acerte EXATAMENTE 2 questdes?

Algo que é preciso diferenciar: uma coisa stio as possibilidodes. Outra, as
probabilidades. Para resolver este item, vamos inicialmente listar as possibilidades:

acerfar a 1° questdo e a 2° questio.

acerfar a 1° questdo e a 3° questio.

acerfar a 1° questdo e a 4° questio.

acerfar a 1° questdo e a 5° questio.

acerfar a 2° questdo e a 3° questio.

acerfar a 2° questdo e a 4° questio.
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acertar a 2 questo e a 5° questdo.

acerfar a 3 questdo e a 4° questdo.

acerfar a 3 questdo e a 5° questdo.

acerfar a 4° questtio e a 5° questdo.

Note que existem, ao todo, 10 possibilidades de se acerfar exatamente 2
questdes em 5.

Em sequida, vamos calcular as probabilidades de cada uma das 10 possibi-
lidades. Para fazer o cdlculo da probabilidade, ndo devemos esquecer que quem
acerta exatamente duas questdes erra as outras trés.

Probabilidade de acertar a 1° questdio e a 2° questio:

N (1) §).(§).(§)_ l)z. §)3_i
4)\4)\4)\4)\4) \4) L4) 1024
Probabilidade de acertar a 1° questdo e a 3° questio:

N (3). l).(ﬁ).@_ l)z. §)3_i
4)\a)\4)\4)\4) \4) \4) 1024

a

Probabilidade de acertar a 1° questdo e a 4° questio:
2

JOOECH () -

Probabilidade de acertar a 1° questdio e a 5° questio:
2

JOOEEH () -

Probabilidade de acertar a 2° questdio e a 3° questio:
2

JOOECH () -

Probabilidade de acertar a 2° questdo e a 4° questio:
2

IORC-I -5

Probabilidode de acertar a 2° questdo e a 5° questio:
2

OO () -

Probabilidade de acertar a 3° questdo e a 4° questio:
2

JOOECH () -

Probabilidade de acertar a 3° questdo e a 5° questio:

JOOEEH () -

Probabilidade de acertar a 4° questdio e a 5° questio:

JOOEEH () -

Finalmente, para que esse individuo acerte EXATAMENTE duas das 5 ques-
tdes, & preciso que ele:

(acerte apenas a 1° & a 2° questdo) ou

(acerte apenas a 1° e a 3° questdo) ou

(acerte apenas a 1° e a 4° questdo) ou

(acerte apenas a 1° & a 5° questdo) ou

acerfe apenas a 2° e o 3° questdo) ou
acerfe apenas a 2° e a 4° questiio) ou
acerfe apenas a 2° e o 5* questiio) ou
acerfe apenas a 3° e 0 4° questdo) ou
acerfe apenas a 3° e a 5° questiio) ou
acerfe apenas a 4* e o 5* questiio)

Portanto, todas as probabilidodes devem ser somadas. Como todas as probo-
bilidades a serem somadas st iguais, podemos substituir essa enorme soma por
uma simples multiplicaco:

27270 135
10241024 512

Agora que o item (c) estd resolvido, vamos a outra discussdo. Vimos que o
nimero de possibilidades de se acertar exatamente 2 questdes em 5 é igual a 10.
Era possivel saber isto sem ter que listar todas essas possibilidades?

A resposta é SIM.

Vamos representar os acertos pela letra A e os erros pela letra E. No nosso
problema, hd 5 questdes e queremos que haja exatomente 2 acertos (consequen-
temente, 3 erros). Assim:

acerfar a 1° questdo e a 2° questdio pode ser representado por AAEEE.

acerfar a 1° questdo e a 3° questiio pode ser representado por AEAEE.

acerfar a 1° questdo e a 4° questiio pode ser representado por AEEAE.
acerfar a 1° questdo e a 5° questdio pode ser representado por AEEEA.
acerfar a 2° questdo e a 3" questiio pode ser representado por EAAEE.
acerfar a 2° questdo e a 4° questdio pode ser representado por EAEAE.
acerfar a 2° questdo e a 5° questdio pode ser representado por EAEEA.
acerfar a 3° questdo e a 4° questiio pode ser representado por EEAAE.
acerfar a 3° questdo e a 5° questdio pode ser representado por EEAEA.
acerfar a 4° questdo e a 5° questdio pode ser representado por EEEAA.

£ interessante perceber que cada anagrama de AAEEE (o todo, sto 10 anc-
gramas) corresponde a uma das possibilidades de se acertarem 2 questdes em 5.
Na realidade, ndo precisamos saber quais sio esses anagramas. £ preciso saber
quantos sdo.

No capitulo de Andlise Combinatdria, aprendemos a calcular a quantidade de
anagrams, utilizando Permutagdo com Repetico.

—~ o~ o~ o~ —~ —

. 51 4. :

Quantidade de Anagramas de AAEEE = R EEN R 10

d) Qual a probabilidade de que essa pessoa acerte PELO MENOS 2 questdes?

Esse problema junta quatro problemas do mesmo tipo que o apresentado no
item (c). Mais uma vez, comegaremos listando as possibilidades para s depois
calcular as probabilidades. A pessoa deverd acertar pelo menos duas questdes. Isso
pode aconfecer de uma das seguintes formas:

- acertando exatomente 2 questdes, ou

- acertando exatamente 3 questdes, ou

- acertando exatamente 4 questdes, ou

- acertando todas as 5 questdes.

Deve-se calcular o probabilidade de ocorrer cada uma dessas quatro possibili
dades. Essas probabilidades deverdo, em sequida, ser somadas.
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Probabilidade de acertar exatomente 2 questdes:

i.(l)?(ﬁ)lm.(ﬂ)_m
23004 ) \4) T \1024) 1024

Probabilidade de acertar exatomente 3 questdes:

i.(l)a.(ﬁ)lm.(i)_ﬂ
32t \a) \a) " \1024) 1024

Probabilidade de acertar exatomente 4 questdes:

i.(lf.(ﬁ)]_5.(i)_£
f\a) \4) “L1024) 1024

Probabilidade de acertar todas as 5 questdes:

i.(l)S.(ﬁ)o_gg.(L)_L
s.0004) \4)  T\1024) 1024
Probabilidade de acertar PELO MENOS 2 questdes:

270 90 15 5 380
ettt ——=———
1024 1024 1024 1024 1024

Exemplo 6

Um casal desejo ter dois filhos. Qual a probabilidade de que PELO MENOS um
dos filhos seja uma menina?

Viamos representar por SIM o nascimento de uma mening, e por NAQ o nasci-
mento de um menino. Dessa forma, a lista de possibilidades é:

SIM - SIM

SIM - NAO

NAO  SIM

NAO  NAO

A probabilidade de ocorrer um SIM é a mesma de ocorrer um NAQ e vale 1/2.
Assim, podemos calcular a probabilidade de cada uma das possibilidades:

1" Possbidade: S s 1.1 =1
22 4
Ndo se esqueca de que queremos que o primeiro nascimento seja de uma
menina e 0 segundo nascimento também. Por isso, as probabilidades sio mulfipli
cados. O mesmo se aplicard para as outras possibilidades.

111

2* Possibilidade: SIM~ NAQ: == =—
ossibilidade: S 0 7777
3" Possihilidade: NAO ~ SIM: 111
' 22 4

4° Possibilidade: NAO  NAO: 111
272 4

A probabilidade de que PELO MENOS um dos filhos seja uma menina serd a

soma das probabilidades relativas as 3 primeiras possibilidodes, ou seja:
1 113

4444

Mais uma vez, é necessdrio perceber que ndo é possivel que ocorra a
(1° Possibilidade) e o (2° Possibilidade) e a (3° Possibilidade), ou seja, fodas
a0 mesmo tempo. Por esse motivo, as probabilidades ndo sdo multiplicadas. Na
verdade, é necessdrio que acontesa a (1° Possibilidade) ou a (2* Possibilidade)

ou a (3" Possibilidade), ou seja, que ocorra uma dentre as trés. Por tal motivo, as
probabilidades devem ser somadas.

Hd outra maneira bem interessante de resolver este problema. Das 4 possi-
bilidades apresentadas, apenas a 4° é indesejoda. Para calcular o probabilidade
pedida:

o calculo-se a probabilidade de ocorrer essa 4a possibilidade;

o subtrai-se essa probabilidade de 1 (que é a probabilidade TOTAL).

A probabilidade de ocorrer NAO NAO & % .

Probabilidade de que pelo menos um dos filhos seja uma menina:
1 41 3

444

Exemplo 7

Uma pesquisa foi feita com 50 adultos, dos quais 64% eram mulheres, para
saber se eram ou ndo casados. A pesquisa constatou que 66% dos entrevista-
dos eram casados e que, entre as mulheres entrevistadas, 75% eram casadas.
Sorfeando-se, ao acaso, um dos entrevistados:

a) Qual a probabilidade de que essa pessoa sejo um homem ndo casado?

£ provivel que vocé esteja com aguela sensacdo desagradavel de quem no
sabe por onde comegar. Isso & natural e acontece porque os dados ndo estdo
tabulados de forma légica. Vamos entiio, antes de responder d pergunta, tabular
0s dados.

£ muito importante notar que os dados podem ser classificados de 2 maneiras
diferentes;

® quanto ao sexo (masculino ou feminino);

® quanto ao estado civil (casado ou ndo casado).

Nota

Uma pessoa que ndo sejo casada ndo serd necessariamente solteira. Pode
ser, por exemplo, vidva. Ndo é correto dizer que o contrdrio de CASADO é SOLTEN-
RO. 0 correto é dizer que o contrdrio de CASADO é NAO CASADO.

Ndo tomamos esse cuidado ao classificar quanto ao sexo porque ndo hd uma
3 opgdio. Porfanto, uma opcdo exclui a outra. Nesse caso, dizemos que as duas
(masculino & feminino) sdo “opcdes auto excludentes”.

Para tabular os dados, é habitual organizd-os em uma tabela na qual as op-
cOes referentes a primeira classificagdo virdo em colunas, ao passo que as opgdes
referentes d sequnda clossificagdo virdo em linhas. Essa tabela é conhecida como
TABELA DE DUPLA ENTRADA.

No nosso problema, colocaremos as opdes relativas o sexo em colunas e as
opedes referentes ao estado civil em linhas.

Masculino Feminino Total

Casado

Ndo casado

Total
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Vamos preencher, passo a passo, a tabela.
0 total de pessoas entrevistadas é 50.

Se, das 32 mulheres entrevistadas, 24 sto casadas, existem 8 mulheres ndo
casadas entre os enfrevistados.

Masculino Feminino Total Masculino Feminino Total
(osado Cosado 24 33
Ndo casado Ndo casado 8 17
Total 50 Total 18 32 50

Dos 50 entrevistados, 64% sdo mulheres. Entdo, a quantidade de mulheres
entrevistadas é

64
0 50=32
Masculino Feminino Total
(asado
Niio casado
Total 32 50

Se existem 32 mulheres entre os entrevistados, a quantidade de homens é 18.

Masculino Feminino Total
(osado
Ndo casado
Total 18 32 50

Dos 50 entrevistados, 66% stio pessoas casadas. Portanto, a quantidade de
pessoas cosados é

66
0 50=133
Masculino Feminino Total
(asado 33
Niio casado
Total 18 32 50

Se existem 33 pessoas casadas entre os entrevistados, a quantidade de ndo
casados & 17.

Masculino Feminino Total
(asado 33
Ndo casado 17
Total 18 32 50

Entre as 32 mulheres entrevistadas, 75% stio casadas. Logo, a quantidade
de mulheres casadas é

75
0 32=24
Masculino Feminino Total
(asado 24 33
Ndo casado 17
Total 18 32 50

Se, dos 33 entrevistados casados, 24 sio mulheres, os outros 9 sdo homens.

Masculino Feminino Total
Casado 9 24 33
Ndo casado 8 17
Total 18 32 50

Se, dos 18 homens enfrevistados, 9 sdo casados, os outros 9 so ndo casados.

Masculino Feminino Total
Casado 9 24 33
Ndo casado 9 8 17
Total 18 32 50

Finalmente, os dados enconfram-se tabulados. Podemos agora responder d
pergunta.

Sorteando-se, ao acaso, um dos entrevistados, qual a probabilidade de que
essa pessoa seja um homem ndo casado?

Resposta: Hd 9 homens ndo casados em um total de 50 pessoas. Logo, a
probabilidade é 9/50.

b) Qual a probahilidade de que essa pessoa seja uma mulher?
Resposta: Hd 32 mulheres em um total de 50 pessoas. Logo, a probabilidade
¢ 32/50.

¢) Qual a probabilidade de que essa pessoa ndo seja cosada?

Resposta: Hd 17 pessoas ndo casadas em um total de 50 pessoas. Logo, a
probabilidade 6 17 /50.

d) Qual a probabilidude de que essa pessoa sejo casada sabendo-se que é
uma mulher?

Este item apresenta uma novidode: a expressdo “sabendo-se que é uma
mulher”. Tal expresstio ndo pode ser negligenciada, pois ela indica que o espaco
amostral (ver definigdo no inicio do capitulo) deixou de ser o conjunto de PESSOAS
ENTREVISTADAS e passou a ser o conjunto de MULHERES ENTREVISTADAS. Isso
significa dizer que a pessoa serd sorteada somente entre as mulheres.

Como, nesses casos, a probabilidade estd sujeita a uma condicdo, dizemos
que é uma PROBABILIDADE CONDICIONADA.

Podemos agora responder d pergunta.

Resposta: Ha 24 mulheres casadas em um total de 32 mulheres. Logo, a
probabilidade é 24/32.



CAPiTULD 6 @ 57

Exemplo 8

Uma urna tem 6 bolas brancas e 3 bolas pretas. Trés bolas serdo retiradas
sucessivamente e sem reposictio. Qual a probabilidade de que exatomente duas
delas sejam brancas?

Listemos as possibilidades:

* possibilidade 1: (1 branca) e (2* branca) e (3" preta) cuja probabilidade é

653 5

987 128

© possibilidade 2: (1° branca) e (2* preta) e (3" branca) cuja probabilidade é

635 5

987 28
© possibilidade 3: (1° preta) e (2* branca) e (3" branca) cuja probabilidade é
365.5
987 128

Para que exatamente duas delas sejom brancas, & preciso que ocorra a pos:
sibilidade 1 ou a possibilidade 2 ou o possibilidade 3. Logo, devemos somar as
probabilidades.

Probabilidade de que exatamente duas bolas sejam brancas:

ERNEINE L]

28 28 28 28

Nota

0 que hd de especial no problema 8 ¢ que, cada vez que uma bola € reti-
rada, o probabilidade de sorteio da préxima bola sofre alteracdo. Perceba que os
denominadores véo se reduzindo, pois as bolas vio sendo sacadas da vma, mas
ndo sio repostas. Da mesma forma, a probabilidade de se refirar uma bola branca
pela 1° vez € diferente da probabilidade de se retirar uma bola branca pela 2° vez.
Essa modificacdo nas probabilidades NAO ACONTECERA caso a retirada das bolas
seja feita com REPOSICAD.

EXERCICIOS RESOLVIDOS

1) (CEDERJ,/2008.1) Uma caixa contém quatro bolas azuis com didmetros me-
dindo 1 cm, 2 cm, 4 cm e 5 cm e trés bolas verdes com diémetros medindo 2 cm,
4 eme 7 em. Escolhe-se, aleatoriamente, uma bola da caixa.

a) Determine a probahilidade de a hola escolhida ser azul.

b) Qual a probabilidade de a bola escolhida ser verde ou ter didmetro maior
quedcm?

Soluciio:

1) Casos favordveis: 4 bolas azuis
Casos possiveis: 7 bolas (que é o tofal)
Portanto, a probabilidade é 4,/7

b) Casos favordveis:

- 2 bolas stio verdes e tém o didmetro maior do que 3 cm;

- 1 bola tem didmetro menor do que 3 cm, mas & verde e, portanto,
também serve;

- 2 bolas sdo azuis, mas tém o didmetro maior do que 3 cm. Essas também
nos servem.

Ao todo, temos 5 casos favordveis em um total de 7 holas.

A probabilidade procurada é 5,/7.

2) (CEDERJ/2008.2) Uma pesquisa revelou os seguintes dados a respeito dos
estudantes matriculados em um curso de Licenciatura em Matemdtica a Distdncia:
4/5 dos estudantes do sexo masculino trabalham e 3,/10 dos estudantes do sexo
feminino no trabalham. Sabendo que 3/5 dos estudantes matriculados no curso
sio do sexo feminino, determine a probabilidade de que um estudante escolhido
a0 acaso dentre os que trabalham seja do sexo masculino.

Soluciio:

Suponha, para facilitar, que o classe tenha 100 alunos.

Sabe-se que 3/5 dos infegrantes da classe sdo do sexo feminino, o que
corresponde a 60 mulheres. Hd, portanto, na classe, 60 mulheres e 40 homens.

Sabe-se que 4/5 dos homens trabalham. Logo, 32 homens trabalham e 8
homens ndo trabalham.

Sabe-se que 3/10 das mulheres ndo trabalham. Assim, 18 mulheres ndo
trabalham e 42 mulheres trabalham.

Para calcular a probabilidade requerida, verifiquemos que:

1%) entre homens e mulheres, hd 74 pessoas que trabalham (32 homens +
42 mulheres);

2°) entre aqueles que trabalham, hd 32 homens.

Assim, a probabilidade procurada é 32/74 = 16/37

3) (CEDER]/2009.1) Uma loja de roupas colocou seus artigos em promocio
dentro de um cesto. Apds alguns dias de promogdo, o cesto confinha 5 blusas
vermelhas, 7 blusas brancas e 8 blusas amarelas.

a) Considere, nessas condicdes, que uma blusa do cesto seja escolhida ao
acaso. Determine a probabilidade de que o blusa escolhida seja bronca.

b) Suponha que duas blusas do cesto sejam escolhidas ao acaso. Determine
a probabilidade de que as duas sejam da mesma cor.

Soluciio:

a) Casos favordveis: 7 blusas brancas.

Casos possiveis: 20 blusas, ao todo (5 vermelhas, 7 brancas e 8 amarelas)
Portanto, a probabilidade é 7 /20

b) ATENCAO: NAQ TENTE FAZER QUESTOES COMO ESSA EM UMA TACADA S0.

£ prudente dividir em possibilidades!

1% possibilidade: ambas serem vermelhas.

Probabilidade de a primeira blusa sorteada ser vermelha: 5,/20

Probabilidade de a segunda blusa sorteada ser vermelha: 4/19

Probabilidade de ambas serem vermelhas: 5/20 . 4/19 = 20/380

Nota: quando vocé tiver que calcular mais de uma possibilidade, ndo sim-
plifique denominadores, pois, logo depois, vocé precisard iguald-los para somar.
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2" possibilidade: ambas serem brancas.

Probabilidade de a primeira blusa sorteada ser branca: 7,/20 (cdlculo feito
na letra )

Probabilidade de a segunda blusa sorteada ser branca: 6,/19

Probabilidade de ambas serem brancas: 7,/20 . 6,/19 = 42/380

3" possibilidade: ambas serem amarelas.

Probabilidade de a primeira blusa sorteada ser amarela: 8,/20
Probabilidade de a segunda blusa sorteada ser amarela: 7/19
Probabilidade de ambas serem brancas: 8,/20 . 7/19 = 56/380

Probabilidade de que as duas sejam da mesma cor: 20/380 + 42/380 +
56/380 =118/380 =59/190

EXERCICIOS DE FIXAGAD

1) Um juiz de futebol possui trés cartes no bolso. Um é todo amarelo, outro é
todo vermelho e o terceiro é vermelho de um lado e amarelo do outro. Num dado
lance, o juiz retira, 0o acaso, um carfdo do bolso e mostra ao jogador. Qual a
probabilidade do juiz ver a face vermelha e o jogador ver a face amarela ?

2) Duas cartas sdo extraidas simultaneamente, ao acaso, de um baralho comum
de 52 cartas. Qual é a probabilidade de que pelo menos uma seja de ouros?

3) Um casal possui dois filhos. Se um deles & menino, qual é a probabilidode de
0 outro filho ser uma menina?

4) Uma caixa contém onze bolas numeradas de 1 a 11. Retirando-se uma delas
10 acaso, observa-se que a mesma fraz um ndmero impar. Determine a probabili
dade de esse ndmero ser menor que 5.

5) Numa maratona estavam inscritos 20 corredores, dentre os quais os amigos
Jofio, Carlos e Pedro. Sabendo-se que todos os inscritos correram, completaram a
prova ¢ tinham as mesmas oportunidades, de vitdria individualmente, qual era a
probabilidade de os trés amigos subirem ao pddio juntos?

6) Um dado no viciado é lancado 5 vezes sobre uma mesa. Qual é a probabilide-
de de sair o “6” somente nas trés primeiras vezes?

7) Um fiscal deverd visitar aleatoriamente uma dentre cinco lojas de um shopping-
-center. Qual é a probabilidade de que uma determinada dessas lojas ndo seja a
visitada?

8) De um tomeio de voleibol participam cinco clubes sendo que quatro deles
tém probabilidades iguais de vitéria, enquanto o outro é considerado favorito com
chance de vitdria igual ao dobro dos demais. Qual a probabilidade de que o favorito
niio ganhe este tomeio?

9) Em um saco existem, em grande quantidade, pares de meias (arrumadas jun-
tas) de 5 cores diferentes. Qual é o menor nimero de pares de meias que se deve
retirar sem olhar para garantir a obtengdo de dois pares de meias da mesma cor?

10) Uma umna tem 3 bolas vermelhas e 5 azuis. Outra urna tem 2 bolas verme-
lhas e 3 azuis. Passa-se uma bola da primeira umna para a segunda uma e refira-se
entdio uma bola da segunda uma. Qual a probabilidade desta bola ser vermelha ?

11) Jogamsse dois dados honestos. Qual é a probabilidade de se obfer resultados:
a) cuja soma é ndo superior a 77

b) cujo produto é par?

12) Uma umna tem 7 bolas pretas e 3 brancas. Refirando simultaneamente 4
bolas, qual o probabilidade de que:
a) as trés primeiras sejam pretas e a Gltima seja branca?

b) apenas duas sejom brancas?

13) Admitindo que o aniversdrio de uma pessoa possa cair com igual probabilida-
de em qualguer dos dias do ano, num conjunto de 40 pessoas, qual é a probabili-
dade de que duas delas tenham nascido no mesmo dia do ano?

14) Uma Loteria consiste na extragdo semanal de um bilhete dentre 1000 bilhe-
tes numerados de 0001 até 1000. Jaime compra 10 hilhetes para uma extragdo
da referida Loteria, enquanto Luiz compra um bilhete, da mesma loteria, s que



CAPiTULD 6 @@ 59

para 10 extragdes diferentes. Ambos gastam a mesma quantidade de dinheiro.
Qual deles tem maior probabilidade de ganhar 0 jogo?

15) Numa turma de 32 alunos, hd 18 homens e 12 alunos loiros dos quais 6
sdo mulheres. Escolhendo um aluno o acaso, qual é a probabilidade de ele ser
loiro ou mulher?

16) (FGV / 2008) Uma caixa tem 5 bolos azuis e 3 vermehas. Tirando-se, ao
mesmo tempo, duas bolas o acaso, a probabilidade de que as duas sejom de
cores diferentes é:
(h) 15/56
(B) 56,/59
(0 15/28
(D)7/10
(E) 15/64
17) (FGV / 2008) Numa uma siio colocadas 5 bolas brancas, além de certa
quantidade de bolas azuis e prefas. Retirando-se o acaso uma bola dessa uma,
a probabilidade de essa bola ser preta é %, enquanto a probabilidade de ela ser
azul é 2/3. Entdo, o nimero total de holas das 3 cores, colocadas nessa urna,
éigual a:

(A 35

18) (CEDER] / 2007-1) Escolhidas, ao acaso, trés arestas de um octaedro regular
(poliedro regular com oito faces), a probabilidade de elas pertencerem a mesma
face é:
(h) 2/55
B) 3/55
) 6,/55
)

(

(C

(0) 8/55 V/
(B)12/55

19) (UERJ / 2008) Um RNA sintético foi formado apenas pelas bases citosina e
guaning, dispostas ao acaso, num tofal de 21 bases. O esquema abaixo mostra o
RNA mensageiro, formado a partir da infroducdo dos cédons de iniciacGio AUG e de
terminagto UAA nas extremidades do RNA original. Nesse esquema, B representa
as bases C ou G.
AUG.BBB.BBB.BBB.BBB.BBB.BBB.BBB.UAA

Sabe-se que:

— os cdons correspondentes oo aminodcido arginina sto AGA, AGG, CGA,
(6, (66 e CGU;

— 0 aminodcido mefionina correspondente ao c6don de iniciactio AUG & remo-
vido do peptideo sintefizado pela tradugdio desse RNA mensageiro.

A probabilidade de que a arginina apareca pelo menos uma vez na estrutura
final deste peptideo é de:

-I 7
N 1-] -
(A) (3J
7
w)(l)
8 7
3
Q1-f{=
i
7
0) (1)
4
20) (UER) / 2009) Um pesquisador possui em seu laboratdrio um recipiente

contendo 100 exemplares de Aedes aegypti, cada um deles contominado com
apenas um dos tipos de virus, de acordo com a seguinte tabela:

Tipo Quantidade de mosquitos
DEN 1 30
DEN 2 60
DEN 3 10

Refirando-se simultaneamente e ao acaso dois mosquitos desse recipiente,
a probabilidode de que pelo menos um esteja contaminado com o tipo DEN 3
equivale o:

(A) 8/81
(B) 10/99
(€ 11/100
D) 21/110

21) (UEZ0 / 2006) Cem voluntdrios apresentaram-se para prestar ajuda aos de-
sabrigados em consequéncia de um terremoto. De acordo com a ordem da chega-
da, receberam uma senha. O primeiro recebeu o nimero 1, o segundo, o nimero
2, e assim por diante, até completar 100. Todas as senhas foram colocadas numa
urna. A probabilidade de numa primeira refirada de urna sair um ndmero menor
que 21 é:

(A) 15%

(B) 20%

(0) 25%

(D) 30%

22) (UFRI / 2009) Jotio criou uma senha de 4 algarismos para o segredo de
seu cofre. Mais tarde, quando foi abrir o cofre, Jodo percebeu que ndo lembrava
mais qual era a senha, mas sabia que os algarismos eram 1, 3, 8 ¢ 9. Ele, entiio,
resolveu escrever fodos os ndmeros possiveis formados pelos 4 algarismos e, em
sequida, tentar abrir o cofre sorteando ao acaso, um a um, os nimeros de sua lista,
sem repetir ndmeros jd testados.

a) Determine quantos nimeros Jodo escreveu.
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b) Calcule o probabilidade de que ele abra o cofre na 12° tentativa.

23) (FGV / 2006) Trés pessoas, A, B e C, disputam um prémio. Para determinar
0 ganhador, joga-se um par de dados. A ganha se a soma dos nimeros dos dados
for menor que 6, B ganha se a soma for maior que 7, e C ganha se a soma for
boul.

a) Determine a probabilidade de A ganhar o jogo.

b) Determine a probabilidade de A ganhar o jogo sabendo que C ndo ganhou.

24) (FGV / 2005) Duas arestas distintas de um cubo so escolhidas ao acaso. A
probabilidade de que elas sejam reversas é:

25) (UFRJ / 2006) Uma caixa contém bombons de nozes e hombons de passas.
0 ndmero de bombons de nozes é superior ao nimero de bombons de passas em
duas unidades. Se retirarmos, ao acaso, dois bombons dessa caixa, a probabilidade
de que ambos sejom de nozes é 2/7.

1) Determine o nimero total de bombons.

b) Se retirarmos, ao acaso, dois bombons da caixa, determine a probabilidade
de que sejom de sabores distintos

26) (FESO / 2005) Escolhidos ao acaso dois vértices de um hexdgono, qual é a
probabilidade de eles serem adjacentes?

27) (FESO / 2005) Um dado ndo-fendencioso é langado 2 vezes. Qual € a
probabilidade de o resultado do segundo lancamento ser maior que o do primeiro?

28) (BNDES / 2008) A tabela abaixo apresenta as idades, por classes, dos
integrantes de uma furma preparatdria para um concurso e suas respectivas
frequéncias absolutas acumuladas.

Idades (anos) Frequéncia Acumulada
20-24 20
24-178 52
28-32 78
32-36 90
36— 40 100

Uma dessas pessoas serd escolhida ao acaso. Qual a probabilidade de que a
idade dessa pessoa esteja entre 28 anos e 36 anos, dado que a pessoa escolhida
tem 24 anos ou mais?

() 11/40

(B) 13/32

(0 19/40

(D) 19/32

(E) 29/40

29) (PROMINP / 2007) Duas moedas honestas serdo jogadas para cima simul-
taneamente. Pode-se afirmar que a probabilidade:

(A) de o resultado ser duas caras é maior do que a probabilidade de o resul
tado ser duas corogs.

(B) de o resultado ser duas caras & menor do que a probabilidade de o
resultado ser duas coroas.

(C) de o resultado ser uma cara e uma coroa é maior do que a probabilidade
de o resultado ser duas caras.

(D) de o resultado ser uma cara e uma coroa é igual a probabilidade de o
resultado ser duas caras.

(E) de o resultado ser uma cara e uma coroa é menor do que a probabilidade
de o resultado ser duas caras.

30) (PROMINP / 2008) Em uma uma, hd cinco bolas distinguiveis somente pela
cor. Duas delas so pretas e trés, brancas. Um dado comum, ou seja, cdbico, com
suas faces numeradas de um a seis, serd langado aleatoriamente. Se o resultado
do langamento for seis, retirar-se-6 uma bola da uma. Caso o dado fornega quak
quer outro resultado, nenhuma bola serd extraida dessa urna. Sabendo-se que
0s resultados do dudo stio equiprovdveis, qual a probabilidade de que, apds o
lancamento, uma bola branca NAO seja refirada da una?
(R 5/6

() 9/10
0 1/15
(D) 23/30
(E) 5/36
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31) (TERMOACU / 2008)

/

A figura acima ilustra um TANGRAN, quebra-cabecas composto por 7 pegas
que podem ser posicionadas de maneira a formar um quadrado. Suas pegas sto:

- 2 triangulos grandes idénticos;

- 1 tritingulo médio;

- 2 tridingulos pequenos idénticos;

-1 quadrado e

- 1 paralelogramo.

Essas pecas foram numeradas de 1 a 7 como ilustrado na figura abaixo.

Sorteiam-se simulfaneamente, de maneira aleatdria, duas dessas pecas pelo
nimero. Sabendo-se que fodas as pecas t8m a mesma probabilidade de serem
sorteadas, a probabilidade de que a soma das dreas das pegas escolhidas seja
MAIOR do que o quarta parte da drea do Tangran completo é:

w12/
®) 11/2
010/

D) 9/2

() 8/

32) (TRANSPETRO / 2008) Um candidato fard uma prova com 5 questdes de
milfipla escolha. Cada questdo possui 4 altemativas sendo apenas uma destas
a correta. O candidato marcard apenas uma alternativa em cada questdo e ndo
deixard questiio em branco.

A figura ilustra duas maneiras diferentes de o candidato preencher
cartoes-respostas dessa prova.

1@ ® O O 1 6 @& 0
2 B O @ 720 @O O
3N B @& 0 3@ B O O
4 M 6 @& 0 4@ B O O
5@ ® O O 5@ B O O

Se o candidato decidir preencher as alternativas dessa prova de forma fotak
mente aleatdria, qual a probabilidade de que ele acerte exatamentivas 4 questdes?
(A) 15/1024
(B) 3/1024
(0 3/512
(D) 3/256
(E) 1/256
33) (CEDERJ/2008.2) Em certo cromossomo, um loco pode ser ocupado por dois
alelos. 0 alelo A é autossomico dominante e os individuos portadores desse alelo
sio normais. O alelo a é autossdmico recessivo e € letal em homozigose, ou seja,
os individuos aa morrem antes de nascer.

(40

?

A probabilidade de que o casal representado na figura acima gere um descen-
dente vivo com o gendtipo Aa é igual a:

34) (UERJ/1° Exame de 2011) A doenca de von Willsbrand, que atinge cerca
de 3% da populactio mundial, tem causa hereditdria, de natureza autossomica
dominante. Essa doenca se caracteriza pela diminuigo ou disfundo da proteina
conhecida como fator von Willebrand, o que provoca quadros de hemorragia. 0
esquema abaixo mostra o heredograma de uma familia que registra alguns casos
dessa doenga.

O
H O ® O

% presenca da doenga

Admita que os individuos 3 e 4 casem com pessous que ndo apresentam
a doenca de Von Willebrand. As probabilidades percentuais de que seus filhos
apresentem a doenga sdo, respectivamente, de:

(A)50e0
(B) 2525
(0 70e30
(D) 100 ¢ 50
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GABARITO 17)E
18) A
1)1/6 19) C
2) 15/34 20) D
3)2/3 21)8
4)1/3 22)a) 24 b) 1/24
5)1/1140 23)a) 10/36 b) 2/5
6)5/1296 24)D
7)4/5 25) 1) 22, sendo 10 de passas. b) 20/77
8)2/3 26) (
9) 6 pares 27)D
10) 19/48 23)(C
11)0)7/12 b)3/4 29)C
12)0)1/8 b)3/10 30)B
13) Cerca de 90%. 31)8
14) Jaime com 1% de “chance” contra 0,99% de Luiz. 32)A
15)5/8 33)D
16) ( 34)A




GRAFICOS
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Grdficos siio ferramentas de apresentagdo de dados. Seu objetivo é proporcio-
nar ao leitor uma exibicdo simples, tomando rdpida a visualizagto desses dados,
afim de que se possam perceber tendéncias e/ou relacGes. Em resumo, grdficos
precisam ter simplicidade e clareza.

Os tipos mais populares de grdficos so:

© (rdfico de Segmentos (fambém chamado Grdfico de Linhas);

® (rdfico de Barras ou de Colunas;

® (rdfico de Setores e

® Grdfico Cartogrdfico (representacto grdfica que contém figuras).

Neste capitulo, faremos andlises de grdficos, extraindo vdrias informacGes
deles. Daremos preferéncia aos grdficos do tipo Grdfico de Segmentos.

GRAFICOS DE SEGMENTOS

Geralmente sdo usados para representar a relagdo entre uma grandeza e o
tempo.

Abaixo estd apresentado um grdfico de segmentos com as quantidades men-
sais de carros alugados em uma locadora de veiculos nos meses de janeiro a junho.

Més Automéveis locados
Jan 250

Fev 210

Mar 80

Abr 110

Mai 200

Jun 90

Automéveis Locados
300

z:s \ 210 200
100 \ % 0 \
B0 °

50

90

Jan Fev Mar Abr Mai Jun

Nesse grdfico, é possivel perceber que janeiro foi um més de forte movimento
na locadora (250 locagdes), mas a quantidade de locacdes foi caindo rapidomente
até marco, més mais fraco (80 locacdes). A partir dai, houve uma recuperagdo
quase total nos dois meses seguintes, atingindo a marca das 200 locacdes para,
em seguida, sofrer nova queda.

GRAFICOS DE BARRAS OU COLUNAS

Ambos sequem a mesma ideia, sendo clussificados em grdfico de colunas
quando na vertical ou de barras quando forem horizontais. Sdo geralmente usados
para apresentar séries categdricas ou cronoldgicas (ou seja, de tempo).

Abaixo, temos um grdfico de colunas que apresenta o consumo de energia eléri
ca de uma residéncia no decorrer do ano. Nele, pode-se ver que os maiores consumos
ocorreram nos meses de janeiro, fevereiro, junho, julho e dezembro, meses em que
as pessoas estio mais em casa por ser periodo de férias, festas ou camaval.

Més Kwh
Jan 260
Fev 240
Mar 130
Abr 110
Mai 100
Jun 160
Jul 190
Ago 110
Set 90
Out 120
Nov 130
Dez 210
kWh
300
250
200
150
100 A
50
04

Jan Fev  Mar Abr Mai  Jun  Jul  Ago  Set  Out  Nov  Dez

Abaixo temos as mesmas informagdes na horizontal (grdfico de barras)

kWh

Mai

Mar

Jan

m kWh
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0 grdfico abaixo apresenta o quantidade de scios de um clube A nos
dltimos 4 anos.

Clube A
Ano Sacios
2007 270
2008 310
2009 370
2010 490
Sacios
600
500 490
400 370
0 270 310
200
100 -
0 , , ,
2007 2008 2009 2010

0 clube A parece estar fazendo sucesso, pois, ndo sd o nimero de associados vem
aumentando, como esses aumentos vém sendo cada vez maiores. Yamos entender:

* de 2007 para 2008, houve um aumento de 40 sdcios;

* de 2008 para 2009, houve um aumento de 60 sécios e

* de 2009 para 2010, houve um aumento de 120 sdcios.

Portanto, a sequéncia de acréscimos estd aumentando: (40, 60, 120). Esse
comportamento cria uma expectativa de que o aumento de 2010 para 2011 seja
maior do que 120 sécios.

Observe, a sequir, o grdfico do clube B nos Gltimos 4 anos.

Clube B

Ano Sacios
2007 560
2008 605
2009 650
2010 695

0 Sdcios

700 0 6%

600 %0 2L

500

400 4

300 -

200

100

0 4

2007 2008 2009 2010

No clube B, o nimero de associados vem aumentando a um ritmo constante.
Observe:

® de 2007 para 2008, houve um aumento de 45 sécios;

o de 2008 para 2009, houve um aumento de 45 sécios e

® de 2009 para 2010, houve um aumento de 45 sGcios.

Portanto, a sequéncia de acréscimos estd constante: (45, 45, 45). Esse
comportamento cria uma expectativa de que o aumento de 2010 para 2011 sejo
também de 45 scios.

GRAFICOS DE SETORES

Tém por obietivo expressar as informacdes em um circulo fracionado. £ um
grdfico muito usado na demonstraciio de dados percentuis.

0 grdfico a sequir mostra a distribuicdo dus acGes de um grupo de investidores
por setores da economia.

Empresa Quantidade de acoes
Petréleo 230
Siderurgia 280
Bancos 210
Alimentos 110
Informdtica 70
Total 900

Quantidade de Aces

B Petrdleo

[] Siderurgia
Bancos
B Alimentos

B Informdtica

No grdfico, é possivel ver que siderurgia e petroleo sdo os setores preferidos
por esse grupo de investidores. Mesmo que os percentuais ndo estivessem informa-
dos, seria possivel estimar, por exemplo, que cerca de Y4 das acdes correspondem
ao sefor de petrdleo, pois o setor correspondente a essa categoria ocupa aproxima-
damente Y do circulo, ou seja, 25%.
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EXEMPLO

CEDERJ 2010.1 - Fisica (Adaptado)

Certa quantidade de uma substéncia desconhecida, contida em um recipien-
te de capacidade térmica desprezivel, encontra-se inicialmente no estado sélido.
Um aquecedor, a partir do instante t = 0, fornece-lhe calor a uma poténcia
constante. Em um deferminado instante, o aquecedor é desligado. O grdfico
a seguir descreve o comportamento da temperatura (T) dessa quantidade da
substtincia em relagdo ao tempo (1).
1C0

50
40

30 /
20
10

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50  t(min)

1° grupo de perguntas:

Com base no grdfico, responda aos itens abaixo a respeito do comportamento
da substtincia nos primeiros 5 minutos.

a) Qual a temperatura inicial da substdncia?

b) Qual a temperatura da substancia apds 5 minutos?

¢) Qual a taxa de variactio do temperatura com relaco d variagdo de tempo?

d) Qual a temperatura da substincia quando t = 3 minutos?

&) Qual a funcio que, nesse intervalo, associa a temperatura ao tempo?

Soluciio:

Esse grdfico relaciona duas grandezas: temperatura (T) e tempo (1). A tem-
peratura estd em graus Celsius (° ) e serd lida no eixo vertical. O tempo estd em
minutos (min) e serd lido no eixo horizontal. Diz-se, assim, que “o grdfico dd o
temperatura da substancia em funcdo do tempo”.

Observe que o ponto (20,50) pertence ao grdfico. lsso quer dizer que, quan-
do o tempo era igual a 20 minutos, a temperatura da substdncia era 50° C.
Outro exemplo € o ponto (35,30), que também pertence ao grdfico e indica que,
quando o tempo era igual a 35 minutos, a temperatura era 30° C.

Um exemplo contrdrio é o ponto (20,40), que no representa nada para o fal
substtincia, pois esse ponto ndo pertence ao grdfico.

A sequir, responderemos ds perguntas com base nos primeiros 5 minutos.
Portanto, neste momento, sd nos interessa o trecho destacado.

10

50
40
30
20
10

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 t(min)

Note que o frecho do grdfico que estd destacado é um segmento de reta que
comega no ponfo (0,10) e termina no ponto (5,30). Costumamos dizer, de ma-
neira descuidoda, que é uma reta. Entretanto, sabemos que as retas sio infinitas,
ndo comegam e nem terminam em pontos.

Saber que esse trecho & um segmento de refa é muito importante, pois serd,
em breve, uma vantagem.

a) Qual a temperatura inicial da substéincia?

0 termo “inicial” normalmente significa que o tempo vale zero (t = 0).
Lembre-se de que o tempo deve ser lido no eixo horizontal e siga as instrucdes:

® procure, sobre o eixo horizontal, a marca correspondente a zero;

* coloque o ldpis sobre esso marca;

 movimente o |dpis na verfical, neste caso para cima/ para esquerda, até
encontrar o grdfico;

© 10 encontrd-lo, marque sobre ele um ponto;

® agora movimente o |dpis na horizontal, para a esquerda, até encontrar o
eixo vertical. Isso acontecerd na marca correspondente a 10. Assim, a temperatura
inicial (t = 0) da substdncia era 10° C.

b) Qual o temperatura da substiincia apds 5 minutos?

Mais uma vez, o tempo deve ser lido no eixo horizontal. Siga as instruces:

® procure, sobre o eixo horizontal, a marca correspondente a 5;

® coloque o ldpis sobre esso marca;

* movimente o ldpis na vertical, para cima, até encontrar o grdfico;

® (0 encontrd-lo, marque sobre ele um ponto;

® agora movimente o ldpis na horizontal, para a esquerda, até encontrar
0 eixo vertical. Isso acontecerd na marca correspondente a 30. Assim, quando
t=5 minutos, T=30° C.

¢) Qual a faxa de variagio da temperatura com relagio & variaco de tempo?

Ndo devemos nos esquecer de que estamos estudando apenas o segmento
destacado no grdfico acima. Note que, no inicio do segmento, o tempo valia 0 e
no final, 5 minutos.

Representaremos essas informagdes da seguinte forma:

o =0

toye = 5 minutos

Chamamos de variactio do tempo @ diferenca tryy — tyqy. O simbolo
utilizado para representar variagdes é A (delta). Assim, a variagdo de tempo é
At =t = tya = 5= 0 — At =5 min.

No inicio do segmento, a temperatura valia 10° C e no final, 30° C.

Representaremos essas informagdes da sequinte forma:

TINI(IAL =10°C

Tiw =30°C

Chamamos de variactio da temperatura @ diferenca Ty, — Ty Assim,
variagdo de temperatura & AT = Tryy — Ty = 30 — 10 = AT =20 °C.

0 termo “faxa” corresponde sempre @ variacdo de uma grandeza em relagdo a
variacdo de outra grandeza. A taxa é obtida através de uma divisdo. Calcular o taxa de



CAPiTULD 7 i 67

variacdo da temperatura com relacio & variactio de fempo é simples. Siga os passos:
1) Variaco de temperatura(AT) = 20 °C
2°) Variacdo de tempo(At) =5 min
3%) Taxa da “primeira” com relacto & “segunda” = AT/ At=20°C /5
min = 4°C/min

Logo, a taxa de variacto da temperatura com relagdo & variacto do tempo é
4 graus Celsius por minuto. Essa taxa nos informa que, a cada minuto, a tempe-
ratura aumenta 4 graus Celsius.

d) Qual a temperatura da substéncia quando t = 3 minutos?
Com o auxilio da concluso acima, vamos montar uma tabela.

Temperatura (T) Tempo (1)
10 0
14 1
18 2
22 3

Explicando:

© ¢ femperatura inicial (ou seja, quando o tempo é zero) era 10°C;

e como a temperatura qumenta 4 °C a cada minuto, quando t = 1,
T=10+4=14°C

e como a temperatura aumenta 4 °C a cada minuto, quando t = 2,
T=10+4+4=18C

e como a temperatura aumenta 4 °C a cada minuto, quando t = 3,
T=10+4+4+4=22°C

A resposta é 22 °C.

e) Qual a fungdio que, nesse intervalo, associa a femperatura ao tempo?

Antes de responder ao item (a), foi dito que “saber que esse trecho é um
segmento de refa é muito importante, pois serd, em breve, uma vantagem”. Pois
hem, quando os grdficos sdo retas ou segmentos de retas, a fungdo procurada é
uma functio polinomial de 1° grau, ou sejo, y = a.x +b

Jamais esquega:

® a e b sdo ndmeros fixos. Chamamos esses ndmeros fixos de coeficientes;
® a é a faxa de variacdo de y com relagdo a variagdo de x;

o b é o valor inicial da voridvel y.

No nosso exemplo, x 6 t e y & T. Assim: T=a.t + b em que:

© T 6 a temperatura (em °C) e t € 0 tempo (em minutos);

® 6 o toxa de variagdo de T com relacGio d variagdo de 1. Esse valor é 4 ¢
id foi calculado no item (c);

b é 0 valor inicial da varidvel T. Esse valor é 10 e jd foi calculado no item ().

Logo, a funcio que, no infervalo que vai de t =0 a t = 5 minutos, associa a
temperatura ao tempo 6 T =4t + 10

Para treinar, vamos refazer o exercicio em outro frecho do grdfico.

2° grupo de perguntas:

Com base no grdfico, responda aos itens abaixo  respeito do comportamento
da substaincia no infervalo que vai de t = 15 minutos a t = 20 minutos.

a) Qual a taxa de variagdo da temperatura com relacdio d variagdo de fempo?

b) Qual a temperatura da substdncia quando t = 17 minutos?

¢) Qual a temperatura da substdncia quando t = 19 minutos?

d) Qual a funciio que, nesse intervalo, associa a femperatura ao fempo?

Soluciio:

a) Qual a taxa de variacdo da temperatura com relacdo ¢ variacdo de tempo?
No inicio do segmento, o tempo vale 15 minutos e no final, 20 minutos.
tyn = 15 minutos

towa = 20 minutos

Variacdo de tempo: Af =ty — fyaw = 20 — 15 — At =5 min,

No inicio do segmento, a temperatura valia 30 °C e no final, 50 °C.

TINI(IAL =30°C

To = 50°C

Variacto da temperatura: AT = Ty — Tyaw = 50— 30 — AT=20°C.

Taxa de variagto = AT/At=20°C / 5 min =4 °C/min

b) Qual o temperatura da substincia quando t = 17 minutos?
¢) Qual a temperatura da substéincia quando t = 19 minutos?

Temperatura (T) Tempo (1)
30 15
34 16
38 17
42 18
46 19
50 20

Observa-se na fabela que:
o quando t = 17 minutos, T = 38 °C.
e quando t = 19 minutos, T =46 °C.

d) Qual a funcdio que, nesse intervalo, associa a temperatura ao tempo?

Como o trecho & um segmento de refa, a funcdo procurada é uma functo
polinomial de 1% grou: T=a.t + b

o T ¢ a temperatura (em °C) e t € o fempo (em minutos);

® 0 ¢ a taxa de variactio de T com relagdio & variagdo de t. Esse valor é 4 ¢
id foi calculado no item (a);

b ¢ o valor inicial da varidvel T. Entretanto, ndo temos esse valor. Néo
pense que o valor inicial é o mesmo calculado no trecho de 0 a 5 minutos, pois
0s segmentos de reta nesses dois frechos ndo pertencem G mesma reta. Basta
prolongar um deles e notar que um no passa por cima do outro.
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E preciso outra forma para se calcular b. Como id sabemos que a vale 4,
podemos, provisoriamente, escrever T= 4t + b

Para calcular b, vamos nos lembrar de que quando t = 17, T = 38. Substitui-

remos esses valores na expressdo acima: 38 = 4.17 + b
Passamos a ter uma equagdo. A resolucdo dessa equacdio vai nos dar o valor de b.
38=417 +b
38=68+h
—-30=h, ousejo, b=-30

Logo, a funcio que, no intervalo que vai de t =15 a t = 20 minutos, associa
0 temperatura ao tempo é T = 4t — 30

Observe que, substituindo t por 19, obtém-se T = 46 (valor obfido no item (c))

Viejamos agora um caso um pouco diferente.

3* grupo de perguntas:

Com base no grdfico, responda aos itens abaixo a respeito do comporfamento
da substtincia no intervalo que vai de t = 20 minutos a t = 35 minutos.

a) Qual a temperatura da substéincia quando t = 20 minutos?

b) Qual a temperatura da substdncia quando t = 35 minutos?

¢) Qual a taxa de variactio da temperatura com relaco d variago de tempo?

d) Qual a temperatura da substéincia quando t = 22 minutos?

¢) Qual o temperatura da substdncia quando t = 30 minutos?

f) Qual a functio que, nesse intervalo, associa a femperatura ao tempo?

a) Qual a temperatura da substiincia quando t = 20 minutos?

Basta observar o grdfico: T(20 min) = 50°C

Note que apresentamos uma maneira diferente de se escrever a informagdo.
Funciona da seguinte forma:

* sahemos que a temperatura depende do tempo. Em linguagem matemti-

€, isso é escrito assim: T(1);

© quando escrevemos T(20), estamos representando, em linguagem mate-

mdtica, a temperatura no momento em que o tempo é igual a 20 min.

b) Qual a temperatura da substiincia quando t = 35 minutos?
Basta observar o grdfico: T(35) = 30 °C.

¢) Qual a taxa de variaciio da temperatura com relacio d variacio de tempo?
No inicio do segmento, o tempo vale 20 minutos e no final, 35 minutos.
twau = 20 minutos

t = 35 minutos

Variagdo de tempo: At = tryy — fyaw = 35 — 20 — At =15 min.

No inicio do segmento, a temperatura valia 50 °C e no final, 30 °C.
T\NICIAL =50°C

TFINAL =30°C

Variactio da temperatura: AT = Teyy — Tyaw = 30— 50 = AT=-20"°C.
Taxa de variagio = AT/At=—20°C / 15 min=—4 °C/ 3 min

Note que, dessa vez, a taxa de variagdo foi negativa. Note ainda que, apds a
simplificacto da fracdo 20,/15, o denominador é 3. Isso quer dizer que: a cada 3
minutos, a temperatura diminui 4 graus Celsius.

Essa informagdo obedece @ proporcdo. Assim, ao longo desse trecho:
® ¢ cada 6 minutos, o temperatura diminui 8 graus Celsius.

® ¢ cada 1,5 minuto, a temperatura diminui 2 graus Celsius.

® ¢ cada minuto, a temperatura diminui 4,/3 de grau Celsius.

d) Qual a temperatura da substiincia quando t = 22 minutos?
e) Qual o temperatura da substiincia quando t = 30 minutos?

Temperatura (T) Tempo (1)
50 20
50-4/3=146/3 21
146/3-4/3=142/3 22
142/3-4/3=138/3 =46 23
46-4/3=134/3 24
134/3-4/3=130/3 25
130/3-4/3=126/3=42 26
42-4/3=122/3 27
122/3-4/3=118/3 28
118/3-4/3=114/3 =38 29
38-4/3=110/3 30

Observa-se na fabela que:
® quando t = 22 minutos, T =142/3 °C = 47,33 °C
@ quando t = 30 minutos, T=110/3 °C = 36,67 °C

f) Qual a funcio que, nesse intervalo, associa a temperatura ao tempo?
Como o trecho & um segmento de refa, a funcdo procurada é uma functo
polinomial de 1° grav.

T=at+h

® T ¢ a femperatura (em °C) e T é o fempo (em minutos);

® 1 6 a faxa de variacdo de T com relacdo @ variaco de 1. Esse valor é —4/3
¢ G foi calculado no item (c);

© Como jd sabemos que a vale — 4,/3, podemos, provisoriamente, escrever
T=—4/3+b

Para calcular b, vamos nos lembrar de que quando t = 20, T = 50. Substitu
remos esses valores na expressio acima: 50 = —4.20/3 + b

Passamos a ter uma equagdo. A resolugdio dessa equagdo vai nos dar o valor de b.
50+80/3=h
230/3=b
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Logo, a funcio que, no intervalo que vai de t =20 a t = 35 minutos, associa
a temperatura ao tempo é T = —41/3 + 230/3

Observe que, substituindo t por 35, obtém-se:
T=-4.35/3+230/3=-140/3 +230/3 = 90/3 = 30 (valor obfido
no item (b))

4° grupo de perguntas:

Com base no grdfico, responda aos itens abaixo a respeito do comportamento
da substincia no intervalo que vai de t = 5 minutos a t = 15 minutos.

a) Qual a temperatura da substdncia quando t = 5 minutos?

b) Qual a temperatura da substancia quando t = 15 minutos?

¢) Qual o taxa de variactio da temperatura com relagdo @ variagdo de tempo?
d) Qual a temperatura da substéncia quando t = 10 minutos?
e) Qual a funciio que, nesse intervalo, associa a femperatura ao fempo?

a) Qual a temperatura da substéncia quando t = 5 minutos?
Basta observar o grdfico: T(5) = 30 °C.

b) Qual a temperatura da substiincia quando t = 15 minutos?
Basta observar o grdfico: T(15) = 30 °C.

¢) Qual a taxa de variacdo da temperatura com relacdio & variaco de tempo?
No inicio do segmento, o tempo vale 5 minutos e no final, 15 minutos.
tyw = 5 minutos

tany = 15 minutos

Variagdo de tempo: At =ty - ey = 15— 5 — At =10 min.

No inicio do segmento, o temperatura valia 30 °C e no final, 30 °C também.
TINICIAL =30°C

TFINAL =30°C

Variacto da temperatura: AT = Teyy - Tyew = 30 = 30 &> AT=0°C.

Taxa de variacto = AT/At=0°C / 10 min = 0 °C/min

Nesse caso, a faxa de variagdo é nula. Isso quer dizer que a temperatu-
ra, nesse trecho, ndo aumenta e nem/ e nio diminui, seu valor permanece
constante.

d) Qual a temperatura da substéincia quando t = 10 minutos?
Se a temperatura permanece constante (e igual a 30 °C), entiio a tempera-
tura valerd 30 °C quando o tempo for igual a 10 minutos. Assim, T(10) = 30 °C.

¢) Qual a fungdio que, nesse intervalo, associa a temperatura ao tempo?
A resposta é simplesmente: T () = 30

Porfanto, nesse trecho, qualquer que seja o valor de 1, a temperatura valerd
30 °C. Dizemos, nesses casos, que a temperatura independe de t. Na verdade,

para que a femperatura dependa de t de alguma forma, é preciso que a varidvel t
apareca na expressto que estd a direita do sinal de igual.

Também & importante saber que essa functio ndo é uma funciio de 1° grau
ainda que o trecho seja um segmento de refa. E uma funcdo constante.

No entanto, imaginemos que vocé ndo fivesse percebido que o trecho ndo
corresponde a uma fungdo de 1° grou e resolvesse esta questdo exatamente da
mesma maneira que resolveu as anteriores. Vejomos como ficaria:

® ¢ funcio procurada seria uma fungdo polinomial de 1° grau: T=a.t + b

o T ¢ a temperatura (em °C) e t € o fempo (em minutos);

® a ¢ a taxa de variacdo de T com relago d variagGo de t. Esse valor é 0 e
id foi calculado no item (c);

* (omo G sahemos que a vale 0, podemos, provisoriamente, escrever T =
0.+h, ousejo, T=h.

Para calcular b, vamos nos lembrar de que quando t = 5 min, T = 30°C.
Substituiremos esses valores na expressdo acima: 50 = b.

Perceba que ndo hd como substituir o valor do tempo (1), pois ele ndo apare-
ce na equagdo. Podemos subsfituir apenas o valor da temperatura (T).

Logo, a functio que, no intervalo que vai de t =5 a t = 15 minutos, associa
a temperatura ao tempo & T = 500(

Interpretactes adicionais

50
40 <
30
20

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 t(min)

Acima, o grdfico foi repetido para que possamos extrair mais algumas informacdes.

Esse grdfico mostra para o leitor que a substdncia estava inicialmente a 10 °C,
quando o aquecedor foi ligado. Sabe-se que a substiincia estava no estado sélido
(ver enunciado). A temperatura dessa substncia sobe até 30 °C. Nesse ponto, a
temperatura permanece constante, formando, no grdfico, um patamar.

Em grdficos de temperatura, esse patamar corresponde a mudangas de es-
todo. Quando as substincios mudam de estado, a sua temperatura permanece
constante, voltando a variar depois que toda a transformagdo & concluida.

Portanto, dos 5 aos 15 minutos, o substncia foi passando do estado sdli
do para o estado liquido (fusdo). Depois, esse liquido continuou aumentando de
temperatura até atingir os 50 °C, quando, de repente, a temperatura comega o
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cair. Essa temperatura passa a cair porque o aquecedor foi desligado exatamente

quando o tempo era de 20 minutos. A temperatura desce até voltar, aos 35 minu-

tos, para a temperatura de fusdo (30 °C). Em seguida, volta a ocorrer mudanca de
estado, de liquido para sdlido (solidificagdo).
0 grdfico ndo deixa claro 0 que acontece depois.

EXERCICIOS DE FIXAGAO
1) Um estudo sobre o problema do desemprego na Grande Sdo Paulo, no periodo

1985-1996, realizado pelo SEADE-DIEESE, apresentou o seguinte grdfico sobre
toxa de desemprego.

Médias Anuais da Taxa de Desemprego Total
Grande Siio Paulo - 1985 - 1996

16,0%
14,0%
12,0%
10,0%
8,0%
6,0%

85 8 87 88 89 90 91 92 93 94 95 9

Fonte: SEP, Convénio SEADE-DIEESE.

Pela andlise do grdfico, no periodo considerado, é correto afirmar que:

(A) a maior taxa de desemprego foi de 14%.

(B) a taxa de desemprego no ano de 1995 foi a menor do periodo.

(C) a partir de 1992, a taxa de desemprego foi decrescente.

(D) no periodo de 1985 a 1996, a taxa de desemprego esteve entre
8% e 16%.

(E) a taxa de desemprego foi crescente no periodo compreendido entre
1988 ¢ 1991.

0 enunciado a sequir se refere ds questdes 2 e 3.

Uma pesquisa de opinido foi realizada para avaliar os niveis de audiéncia de alguns
canais de televisdo, entre 20h e 21h, durante uma deferminada noite. Os resulto-
dos obtidos estdio representados no grdfico de barras abaixo:

. N
gma—\&t— §
= TN N N\

TV TV T wp  Nenhum
Canal

2) 0 nimero de residéncias afingidas nessa pesquisa foi aproximadamente de:
(A) 100
(B) 135
(0 150
(D) 200
(F) 220
3) A percentagem de entrevistados que declararam estar assistindo a TvB ¢ apro-
ximadamente:

(A) 15%
(B) 20%
(€ 22%
(D) 27%
(E) 30%
4) Boa parte du dgua utilizada nos mais diversas atividades humanas ndo retoma
ao ambiente com qualidade para ser novamente consumida. O grdfico mostra
alguns dados sobre esse fato, em termos dos setores de consumo.

Consumo e restituiciio de dgua no mundo
(em bilhdes de m3 / ano)

3500
3000

2500

2000

1500

1000

0 .

I e .
Consumo Restituictio sem qualidade

’ (olefividade M Indistria e energia [ Agricultura M Total

Fonte: Adaptado de MARGAT, Jean-Francois. A dgua ameagada pelas afividades humanos.
In WIKOWSKI, N. (Coord.) Ciéncia e tecnologia hoje. Sto Paulo: Ensaio, 1994.

Com base nesses dados, é possivel afirmar que:

(A) mais da metade da dgua usada ndo é devolvida ao ciclo hidroldgico.

(B) as atividades industriais sdo as maiores poluidoras de dgua.

() mais do metade da dgua restituida sem qualidade para o consumo
contém algum teor de agrotdxico ou adubo.

(D) cerca de um terco do total da dgua restituida sem qualidade é prove-
niente das atividades energéticas.

(E) o consumo doméstico, dentre as atividades humanas, é o que mais
consome e repde dgua com qualidade.
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EXERCICIOS DE VESTIBULAR

1) (Cederj / 2009.2 — Matemdtica)
0 grdfico a seguir mostra as temperaturas médias anuais (em °C) na superfi-
(ie ferrestre no periodo de 1860 a 2000.

04

02
1860 1870 1880 1890 1900 1910 1920 1930 1940 1950 1960 19701980

‘—0,3| | s LJ s dyl U0y w00

-0,4 =035 -0,

Fonte: http: / /www.memorial.sp.gov.br/memorial

Com relacdio as temperaturas apresentadas no grdfico, € correfo concluir que:

(A) a média aritmética de todas as temperaturas apresentadas no grdfico é
iqual a zero;

(B) a média aritmética das temperaturas apresentadas de 1860 a 1930 é
maior do que a média das temperaturas apresentadas de 1940 a 2000;

(C) o média aritmética das temperaturas apresentadas de 1940 o 1970 é
iqual @ média das temperaturas apresentadas de 1900 a 1930;

(D) a média aritmética das temperaturas apresentadas de 1910 a 1940 é
menor do que a média das temperaturas apresentadas de 1940 a 1970;

(E) a média aritmética das temperaturas apresentadas no grdfico de 1900 a
1940 é igual o média das temperaturas apresentadas de 1940 a 2000.

2) (Cederj / 2009.2 — Matemdtica)

Um programa de computador apresentou parte do grdfico de uma funciio
polinomial de segundo grau com coeficientes reais, f: R — R, como mosfrado
na figura o seguir:

Pode-se, entdio, concluir que a funcio f :
(A) tem duas raizes reais distintas;

(B) tem apenas uma raiz real;

(C) tem duas raizes reais negativas;

(D) no possui raizes regis;

(E) possui uma raiz complexa.

3) (Cederj / 2009.2 — Fisica) (Adaptado)

Da varanda de seu aparfamento, a uma certa altura do solo, um garoto joga
uma pedra verticalmente. O grdfico da figura representa como a altura h da pedra
em relagdo ao solo varia em funciio do tempo entre o instante do langamento (=
0) e o instante em que a pedra chega ao solo.

20

]5-/

Todo o movimento da pedra se processa na direcio vertical.
a) De que altura a pedra foi lancada?

b) A pedra foi lancada para cima ou para baixo? Por qué?

¢) Em quantos segundos ela atinge a altura mdxima?

d) Qual a altura mdxima atingida?

¢) Quanto tempo a pedra leva na descida?

f) Quanto tempo franscorre entre o lancamento e o momento em que ela
cai no solo?

g) Qual a distiincia total que ela percorre entre o instante do lancamento e o
instante em que chega ao solo?

4) (Cederj / 2009.2 — Fisica) (Adaptado)
Afigura representa o grdfico presso x volume para um ciclo termodindmico de
um gds ideal. O ciclo é composto de 5 processos numerados como I, Il, Ill, IV e V.

patm) &

28 W) ()

2

(I
‘ <
W (I
05
o 04 08 12 15 s
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a) No ciclo I, qual a variacdio da pressdo em relacdo @ variacdo do volume?

b) No ciclo |, qual a fungdio que relaciona a pressdo ao volume?

¢) No ciclo V, qual a variacto da pressio em relagdo d variagdo de volume?

d) No ciclo V, qual a funcdo que relaciona a pressdo ao volume?

e) Quando o volume varia de 1,2 ¢ para 1,6 ¢, qual a variagdo de pressdo?

f) Quando o volume varia de 1,2 ¢ para 1,6 ¢, qual a taxa média de variagdo
de pressdo em relagdio d variagdo de volume?

g) Qual dos processos pode representar a etapa do ciclo em que a tempera-
fura permanece constante?
Essa questiio exige conhecimentos de quimica (consta inclusive no gabarito).

5) (Cederj / 2009.2 — Fisica) (Adaptado)

Considere dois corpos A e B que interagem com as vizinhancas apenas pelo
recebimento de calor. O grdfico da figura mostra como suas temperaturas variam
em funcdio das quantidades de calor por eles recebidas.

T00)
B
18 L
15 3
104 A
> Q(cal
of 1 35 49 b

a) Qual o taxa de variacto da temperatura em relagdo @ variacto do calor,
para o corpo B, no intervalo [0,4]?

b) Qual a fungdo que, nesse intervalo, associa a temperatura do corpo B a
quantidade de calor recebida por ele?

¢) Considere que o grdfico referente ao corpo A seja, no intervalo [3,5; 4,0],
paralelo ao grdfico do corpo B. Qual a fungdo que, nesse intervalo, associa a
temperatura do corpo A & quantidade de calor recebida por ele?

d) Qual a temperatura final do corpo A?

6) (Cederj / 2009.1 — Geografia) (Adaptado)

0 grdfico abaixo representa a descarga fluvial (quantidade de dgua de um
rio, em metros cGbicos por segundo, ao passar por um determinado ponto do seu
curso) do rio Paraiba do Sul em Resende no periodo de um ano.

3
900 me / seq
800 PN
L1 \_\
600
400 J
200 &
JEMAM I AS|OND
Verdo | Qutubro | Inveno | Primavera

Fonte: Carlos de Castro Botelho, Hidrografia, in IBGE. Geografia do Brasil. Regido Sudeste, p.30.

0 gabarito dessa questiio faz aproximacdes “forcadas”, como V(8) = 150.
Poderia ser evidenciada a leitura de dois pontos: “Considere que maio e novembro
apresentam descarga fluvial igual a 500 m3/seg e agosto, 150m3 /seg.”

Entre os meses de maio e novembro, o grdfico pode ser aproximado por uma
pardbola. D& a fungdio que associa a descarga fluvial do rio Paraiba do Sul a0 més.

7) (Cederj / 2009.1 - Biologia) (Adaptado)

A velocidade da fotossintese pode ser calculoda medindo-se a quantidade de
oxigénio liberada durante o processo. O grdfico  seguir representa uma planta que
inicialmente estd no escuro (ponto 1) e depois vai sendo gradativamente iluminada.

producdio
de oxigénio

A

0 » intensidade
2 [uminosa

Assinale V ou F.

a) No ponto 1, o planta ndo produz oxigénio e sim o consome. ()

b) Do ponto 1 ao ponto 3, a intensidade luminosa aumenta. ( )

¢) Do ponto 1 ao ponto 3, a taxa de variagdo da producto de oxigénio com
relagdo  variacto da intensidade luminosa aumenta. ( )

d) A partir do ponfo 3, a producdio de oxigénio permanece constante. ( )
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e) A partir do ponfo 3, a taxa de variacio da producdo de oxigénio com
relagdio  variacto da intensidade luminosa qumenta. ( )

8) (Cederj / 2009.1 — Matemdtica)

0 grdfico da fungdio real f abaixo é formado pelos segmentos de reta MN
e NP e por duas semirretas paralelas ao eixo das abscissas conforme mostra
figura a sequir:

VA
5..
i

M b}
’ P
2
14

A N X
N

Sabendo que M= (-3, 3), N=(1,-1) e P= (4, 2), pode-se afirmar que:
(A) £ é positiva no infervalo (0, 2);
(B) f nio possui raizes redis;
(C) o conjunto imagem de f é o intervalo [- 1, 3];
(D) existe um dnico volor de x tal que f (x) = 3.
(E) nio existe nomero real x tal que f (x) = 1.
9) (Cederj / 2009.1 — Geografia) (Adaptado)

Paises como os Estados Unidos da América e a China se recusam a assinar
o protocolo de Kyoto. Esse protocolo determina a reductio das emissdes de gds
carbéinico para os niveis de 1990. Esses dois paises continuam aumentando as
emissdes de gds carbnico e sdo os principais poluidores da atmosfera. Avalie
agora os grdficos a sequir, que relacionam o consumo de petrdleo com a riqueza
do pais (grdfico 1) e com as emissdes de gds carbdnico (grdfico 2).

grdtico 1

Riqueza do pais

_
Consumo de petrdleo

grdfico 2

Emissiio de
gds carbdnico

_—
Consumo de pefrleo

Assinale S para as conclusdes que podem ser tiradas exclusivamente da and-
lise dos grdficos. Assinale N em caso contrdrio.

a) Os paises mais ricos consomem mais pefrdleo do que os paises mais pobres. ( )

b) Os paises mais ricos emitem menor quantidade de gds carbénico. ( )

¢) A quantidade de gds carbdnico emitido é proporcional & quantidade de
petrdleo consumido. ( )

d) 0 aumento na emissdo de gds carbonico é proporcional ao aumento no
consumo de petréleo. ( )

10) (Cederj 2009.1 — Biologia) (Adaptado)

Os grdficos abaixo mostram a quantidade de matéria orgdnica (carbono orgd-
nico) em duas florestas. A quantidade de matéria orgdnica no solo e na madeira
apresenta percentagens diferentes em cada regido.

Floresta na regico temperado Floresta na regio tropical

Solo m Madeira

Solo m Madeira

Assinale V (verdadeiro), F (falso) ou N (nada pode ser afirmado).

a) Nas florestas fropicais, a porcentagem de matéria orgdnica no solo é maior
do que na madeira. ( )

b) Nas florestas temperadas, a quantidade de matéria orgdinica no solo é maior
do que na madeira. ( )

¢) A quantidade de matéria orgdnica no solo é maior nas florestas temperadas
do que nas fropicais. ( )

d) A porcentagem de matéria orgdnica no solo é maior nas florestas tempera-
das do que nas florestas tropicais. ( )

11) (Cederj / 2008.2 — Fisica) (Adaptado)

Da janela de seu aparfamento, a uma altura h do solo, um garoto lanca uma
pedra verticalmente para cima. A pedra chega ao solo 3,0 s depois de langada. A
figura representa como a velocidade escalar da pedra varia em fungdo do tempo entre
o instante em que foi lancada (t = 0) e o instante em que chega ao solo (t=3,0's).

V(m/s) A

a) Com que velocidade a pedra foi lancada para o alto?
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b) Quanto tempo transcorreu desde o lancamento até o momento em que a
pedra atingiu seu ponto mais alto?

¢) Com que velocidade a pedra atingiu o solo?

d) Qual a funcio que associa a velocidade da pedra ao tempo transcorrido?

e) Apds ser langada, quantos metros a pedra subiu?

f) Apds atingir a altura mdxima, quantos metros a pedra desceu?

g) Qual o valor de h?

12) (Ceder / 2008.1 — Histéria) (Adaptado)
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— Valor do comércio intermacional em bilhdes de ddlares-ouro
——  Indice de producdo industrial no mundo (1927—100)
==~ Porcentagem de desemprego no mundo

ARRUDA, J.1. de. Nova histéria modema e contempordnea. S.P.: Bandeirantes, 2004

Com relacdo s informagdes contidas no grdfico, assinale V (verdadeiro)
ou F (falso).

a) Em 1932, afingiu-se o maior indice mundial de desemprego que corres-
pondeu a 30%. ( )

b) 0 maior indice mundial de desemprego coincide com o menor indice mun-
dial de produco industrial. ( )

¢) 0 valor do comércio infernacional feve seu mdximo em 1929, quando
atingiu a casa de aproximadamente 70 bilhdes de délares-ouro. ( )

d) De 1929 a 1932, a taxa de variagdo do indice de produgdo industrial foi
negativa e constante. ( )

e) De 1929 a 1932, a taxa de variagto do valor do comércio internacional foi
de, aproximadamente, 10 bilhes de ddlares-ouro por ano. ( )

13) (Cederj 2008.1 — Matemdtica)
0 grdfico a sequir mostra as taxas anuais de crescimento da producdo indus-
trial, em porcentagem, de alguns estados brasileiros, em 2004, 2005 e 2006.

w7006

Fonte: IBGE 2007

Pode-se concluir que:

(A) todos os estados apresentaram crescimento em cada um dos frés anos
considerados;

(B) a produgdo do Parand (PR) decresceu em cada um dos trés anos con-
siderados;

(0) a productio de Minas Gerais (MG) cresceu apenas em 2004 e em 2005;

(D) a produgdo do Rio Grande do Sul (RS) cresceu em cada um dos trés
anos considerados;

(E) a produgdo do Rio de Janeiro (RI) cresceu em cada um dos frés anos
considerados.

14) (Cederj / 2008.1 — Biologia) (Adaptado)

Afigura a sequir mostra a agdio de trés fipos de selecdo natural: a selecdo
natural direcional, que favorece individuos inicialmente pouco frequentes, a
selectio natural estabilizadora, que favorece os individuos de maior frequén-
cia, e a selecto natural disruptiva ou hidirecional, que favorece dois fendtipos
inicialmente pouco frequentes. O valor adaptativo de um individuo é medido
pelo nimero de descendentes desse individuo comparado com o nimero de
descendentes dos demais individuos da populagdo. Aqueles que deixam mais
descendentes t&m valor adaptativo igual o um e os que ndo deixam descen-
dentes tém valor adaptativo zero.
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o A ] B ] C
0 fendtipos | 0 fendtipos 1 0 fenofipos 1
1 A ] B I
= | .
0 fonglipos 1 0 fendfipos 1 0 fenofipos 1
1 A 1 B 1 (
0 fongtipes 0 fendtipos 1 0 fenotipos 1

Com relagdio Gs informagdes contidas no grdfico, assinale V (verdadeiro) ou
F (falso).

1) O grdfico A do valor adaptativo pode ser aproximado pela funcio y = x — XL ()

b) 0 grdfico B do valor adaptativo pode ser aproximado pory=x+1( )

0) 0 grdfico C do valor adaptativo pode ser aproximado por y = X=x+1()

15) (Cederj / 2008.1 — Matemdtica)
Afigura a seguir representa o grdfico da funcio f: R — R definida por:

ey XAk =3, sex> 1
y_f(x)_{2—|x+1|,sex2]

Determine:
a) aimagem de f;

b) as raizes de f;

¢) o nimero de solucdes distintas da equacdo f (x) = 1;

d) o conjunto solugto da inequagdo f (x) > 1.

16) (UFRJ / 2011 Prova 2 — Quimica) (Adaptado)

A figura a seguir apresenta projecdes, resultantes de simulagdes computacio-
nais, da concentracto de didxido de carbono, em ppm, na afmosfera terrestre até
0 ano de 2200.

As projecdes dependem do aumento anual da velocidade de emissdo de
didxido de carbono.

E 900 FEE=S: Aumento anual da
= 800 AR velocidade de

3 0 > / emissdo (%)

= ere=st 0%

2 600 ZS7SE: 1%

g 500 e 2%

S 400 = — 3

(===

2000 2050 2100 2150 2200 Ano

a) Determine a taxa de variagdo média anual da concentragdo de didxido de
carbono entre os anos de 2020 e 2050 para o pior cendrio de emissdo apresen-
tado no grdfico.

b) D& a fungdio que associa a concentracto de diéxido de carbono ao tempo
para o melhor cendrio.

GABARITO

Exercicios de fixaciio
N0 220 3)KW 4O

Questoes de vestibulares

1) D)

2) (N

Uma fungdo polinomial de grau N tem sempre N raizes. Essas raizes podem
ser reais ou complexas. Se uma raiz é real, o grdfico corta o eixo horizontal exata-
mente nesse valor. 0 grdfico apresenta parte de uma funcio de 2° grau. Portanto,
a funcdio terd 2 raizes.

0s grdficos de funcdes de 2° grau sio pardholas. Se esta pardbola esfd cor-
tando o eixo horizontal em um ponto, cerfamente ela descerd um pouco mais
e voltard a subir, cortando, novamente, o eixo horizontal em um ponto mais @
direita. Esses dois pontos correspondem a raizes reais diferentes (disfintas).

3) a) 15 metros, pois a altura inicial é corresponde ao instante t = 0.

b) para cima, pois, imediatamente apds o langamento, a altura & maior do
que 15 m.

01s

d)20m



76 it MATEMATICA I MdbuLo 1

e) 2's, pois a pedra comega a descer quando t = 1 s e termina a sua queda
quando t=3s.

f) 3s="15s (subindo) + 2 s (descendo)

g) 25m=5m (para cima) + 20 m (para baixo).

4) q) Inicio: (p=2,8atm;V=0,81)

Final: (p=2,0atm;V=1,21)

Ap=2,0-28=-0,8 atm

AV=12-08=041L

Ap/AV=-08/04=—2am/L

b) Sabemos que o coeficiente a é a taxa de variagdo. Logo, p(V) =— 2V + B

Substituindo o ponto (0,8;2,8), obtemos:

2,8=-2.(08)+8

28=—16+8

44=8

pV)=—2V+4,4

¢ Inicio: (p=2,0atm;V=0,41)

Final: (p=2,8 atm; V=0,8 L)

Ap=2,8-20=0,8atm

AV=08-04=041

Ap/AV=0,8/0,4=2atm/L

d) Sabemos que o coeficiente a é a taxa de variacgo. Logo, p(V) = 2V + B

Substituindo o ponto (0,8 ; 2,8).

2,8=2.(08)+8

28=16+8

1,2=B

pV)=2V+1,2

e) — 1,0 atm, pois a pressdo varia de 2,0 atm para 1,0 atm.

f) Ap/AV=-1,0/04=—25atm/L.

g) 0 enunciado diz que o gds estudado é ideal. Gases ideais obedecem d
equacdo PV = nRT, em que:

o P Ve Tsiio, respectivamente pressdo, volume e temperatura;

11 é o quantidode de gds em moles;

o R & uma constante especifica para gases.

Em processos isotérmicos, a temperatura é constante. Assim, em processos
isotérmicos, PV = valor constante. Em grdficos de presstio x volume, processos
isotérmicos nunca correspondem a segmentos de reta.

Observe o processo II:

Inicio: (p=2,0atm;V=1,21)

Final: (p=1,0atm; V=161

20.12=10.1,6

Concluise que Il ndo pode ser um processo isotérmico.

Observe o processo V:

Inicio: (p=0,5atm;V=1,61)

Final: (p=2,00atm;V=0,41)

05.1,6=20.04

Concluise que Il é um processo isotérmico.

0s processos |, lll e V ndio podem ser isotérmicos porque sdo segmentos de

reta. Em particular, o processo Ill € isovolumétrico (ou isocdrico, quando o volume
é constante).

5) a) Para o corpo B, no intervalo [0,4]:

Inicio: (T=10°C; Q=0 cal)

Final: T=18°C; Q=4 cal)

AT=18-10=8"C

AQ=4-0=4al

AT/AQ=8/4=2°C/ul

b) Sabemos que o coeficiente a é o taxa de variagdo. Logo, T(Q) = 2Q + B

Substituindo o ponto (0,10), obtemos.

10=2.(0) +B

10=0+8B

10=8

TQ)=20+10

¢) Quando refas ou segmentos de retas sdo paralelos, elas representam fun-
¢oes de mesma taxa de variagdo. Assim, o grdfico de A tem taxa de variacto
também igual a 2. Logo, T(Q) = 2Q + B

Substitua o ponto (3,5 ; 15).

15=2.3,5) +B

15=7+8B
8=8
TQ)=2Q+8

d) Conseguiremos responder porque agora temos a funcdio que associa a
temperatura do corpo A & quantidade de calor recebida por ele. Busta substituir
Q=4 na funcio. T(4) = 2.4 + 8 =16 °C.

6) Vamos fazer a sequinte associagdo:
t=1 (para janeiro)

t =2 (para fevereiro)

t=3 (para marco)

t=4 (para abril)

t="5 (para maio)

t= 6 (para junho)

t=17 (para julho)

t=8 (para agosto)

t=9 (para setembro)

t=10 (para outubro)

t=11 (para novembro)

t=12 (para dezembro)

A pardbola comeca em maio, 0 que corresponde ao ponto (5,500) e termina
em novembro, o que corresponde ao ponto (11,500). O ponto mais baixo dessa
pardbola é (8,150).

Pardbolas sdo representages grdficas de funcdes do 2° grau. As funcges do
2° grau siio da forma y = Ax? + Bx + C.

No nosso caso: V = A2 + Bt + C, em que V é o volume (em m*/seg) e té o
tempo em meses como definimos acima.

Vamos substituir os 3 pontos conhecidos no modelo acima.

[) Ponto (11,500)
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500=A112+B.11 +C,0quenosdd121A+ 118+ C=500

II) Ponto (8,150)

150=A82+838 +C, 0 que nos dd 64A + 8B + (=150

[1I) Ponto (5,500)

500=A52 485+ (, 0 que nos dd 25A + 5B + (=500

Faremos, agora, a diferenca entre as duas primeiras equagdes obtidas:
121A+11B + (=500

64A+ 8B+ C=150

57A+ 38 =350

Em sequida, faremos a diferenca entre as duas dlimas equacGes obfidas:
64A+ 8B+ C=150

25A+ 5B + (=500

39A+3B=-350

Finalmente, faremos a diferenca entre as duas equagdes obtidas.
57A + 3B =350

39A+3B=-350

184=700

A=700/18=350/9

Sabendo que A = 350,/9, podemos achar B substituindo o valor de A na
equacdo 39A + 38 =—350

39.350/9 + 3B =—-350

13650/9 + 3B =—350

13650 + 278 =— 3150

27B=—23150 — 13650

278 =— 14800
98 =— 5600
B=— 56009

Sabendo que A= 350/9 ¢ B =—5600/9, podemos calcular C substituindo
os valores de A ¢ B na equagdo 25.(350/9) +5.(—5600/9) + (=500

8750/9 —28000/9 + C= 500

-19250/9 + (=500

—-19250 + 9C= 4500

9C=4500+19250

9C=23750

(=23750/9

V=3501/9 - 5600t/9 + 23750/9

T)VVEVF

8) (0

9)SNNS

Nota: Quando duas grandezas sdo proporcionais, o grdfico que as relaciona é

uma reta que passa pela origem.

10) FVNV
Nota: ndo podemos comparar as quantidades em florestas tropicais com as
quantidades em florestas temperadas porque o grdfico s nos informa percentuais

e ndo quantidades. Dessa forma, s6 podemos comparar solo com madeira em um
mesmo fipo de floresta.

11) o) 10 m/s, pois é a velocidade corresponde ao instante t = 0.

b) 1's. Quando a pedra sobe, a velocidade ¢ positiva. Essa velocidade vai
diminuindo até chegar a zero. No momento em que a velocidade vale zero, a
pedra para de subir e comeca a descer, ou seja, estd no ponto mais alto de sua
trajetdria. Na descida, a velocidade é negativa.

¢) 20 m/s. A velocidade estd representada no grdfico com sinal negativo para
indicar que é uma queda.

d) Taxa de Variacto = — 10 m/sZ. Logo, v=—10t + 10

e) ATENCAO: em grdficos de velocidade x tempo, a drea entre o grdfico e o
eixo horizontal corresponde ao deslocamento. Note que o deslocamento (AS)
procurado corresponde d drea do tridngulo. Assim, AS = (10.1)/2 =5 m.

) Pelo mesmo raciocinio, AS = (2.20) /2 = 20 m.

g) Apds o lancamento, a pedra subiu 5 metros até atingir o ponto mais alto.
Em sequida, do ponfo mais alfo até o chdo, a pedra desceu 20 metros. Logo, a
altura de lancamento (h) & 20~5=15 metros.

12)

a) Falso. £ verdade que, em 1932, atingiv-se o maior indice mundial de
desemprego, mas esse indice foi de pouco mais de 20%.

b) Verdudeiro.

¢) Verdadeiro.

d) Verdadeiro. 0 grdfico segue um segmento de reta decrescente.

e) 0 grdfico segue um segmento de reta decrescente. O inicio do segmento é
o ponto (1929,70) e o final do segmento é (1932,28). Falso. Taxa de Variacdo
=(70-28)/(1932 —1929) = 42/3 = 14 bilhges de ddlar-ouro por ano.

13) b)

14) o) Falso. Se'y = x — X%, entdio:

y(0) =0, que corresponde ao ponto (0,0);

y(1) =0, que corresponde ao ponto (1,0) e

y(0,5) = 0,25, o que corresponde ao ponto (0,5 ; 0,25)

Os dois primeiros pontos pertencem ao grdfico. O terceiro ponto, ndo.

b) Falso. Sey = x + 1, entdo:

y(0) =1, que corresponde ao ponto (0,1). Esse ponto nio pertence ao grdfico.

¢) Falso. Sey = x* —x + 1, entdo:

y(0) =1, que corresponde ao ponto (0,1);

y(1) =1, que corresponde ao ponto (1,1) e

y(0,5=025-0,5+1=0,25+0,5=0,75, 0 que corresponde ao ponto
0,5;0,75)

Os dois primeiros pontos pertencem ao grdfico. O terceiro ponto, ndo.

15) a) Todos os valores de 2 para baixo, ou sej, (—o0,2).

b) Basta ver onde o grdfico corta ou encosta no eixo horizontal. Isso acontece
emx=—3,x=1ex=3.

¢) Trace uma reta horizontal passando por y = 1. Vocd perceberd que a
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reta corfa o segmento de reta ascendente em um ponto e o segmento de refa
descendente em outro ponto. Essa reta horizontal ainda toca o ponto mais alto da
pardbola (2,1). Assim, f (x) =1 tem 3 solugdes.

d) A expressto f (x) > 1 é a forma matemdtica de perguntar “para quais
valores de x a funcdio f assume valores maiores do que 1?”

Observe que f(— 2) = 1 e £(0) = 1. Entre esses dois valores de x, o functo
f assume valores maiores do 1. Observando-se o grdfico, percebe-se que isso ndo
acontecerd para outros valores de x. Assim, o conjunto soluctio é (-2,0).

16) Cada trago no eixo horizontal corresponde a 10 anos.

Cada traco no eixo vertical corresponde a 20 ppm.

a) O pior cendrio corresponde ao aumento de 3% ao ano na velocidade de
emissio. Nesse grdfico, o ano de 2020 estd associado a 480 ppm e o ano de
2050 estd associado a 780 ppm. A taxa de variacio média anual da concentracdo
de didxido de carbono é dada por AConcentractio/Atempo = (780 — 480)/
(2050 — 2020) = 300,/30 = 10 ppm/ano.

b) O melhor cendrio corresponde a ndo ter aumento na velocidade de emis-
stio. Nesse caso, o grfico  uma semirreta que passa pelos pontos (1980,300) e
(2190,560). Logo, C(t) = A.t +B.

A = taxa de variagdio = AConcentractio/Atempo = (560 — 300) /(2190 —
1980) = 260/210=26/21

Em sequida, substituimos o ponto (1980,300) na funcio.

300=26.1980/21 +B

300=26.660/7+8

300=17160/7 +B

2100=17160+78

- 15060 =78

=—15060/7
C(t) = 26t/21 —15060/7
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INTRODUGAD — FUNGCOES NA VIDA
DIARIA

Em muitas situacdes do dia a dia, lidamos com elementos de um conjunto
que estdo relacionadas com elementos de outro conjunto. Em particular, muitas
vezes lidamos com quontidades varidveis que dependem dos valores de outras
quantidades. Observe o exemplo a seguir.

Exemplo

Considere o conjunto formado pelos alunos na sua turma. Todos os alunos
tém uma idade, e cada aluno tem uma Gnica idade. Ndo pode haver ninguém sem
idade, nem ninguém com duas idades. Por isso, dizemos que sabemos a idade em
fungdio da pessoa.

Funcdes representam formas de relacionar elementos de dois conjuntos X e Y,
com duas propriedades especiais:

i) todo elemento de X estd associado a um elemento de Y;

ii) nenhum elemento de X estd associado a mais de um elemento de Y.

Assim, no exemplo anerior, podemos dizer que a idade & funcdio da pessoa,
pois: (i) cada pessoa tem uma idade; (i) nenhuma pessoa tem mais de uma
idade. Por outro lado, ndio podemos dizer que a pessoa é funcio da idade, pois
uma mesma idade pode corresponder a mais de uma pessoa.
EXERCICIOS
1) André anda de bicicleta a uma velocidade constante de 5 km/h.

1) Que distdincia André percorre em Th?

b) E em 2h?

¢) Escreva uma expressto algébrica que represente a distiincia percorrida (em
km) por André em fungdo do tempo (em horas) que ele anda de bicicleta.

2) Um cademo custa RS 3,00.

a) Escreva uma expressdio que represente o preco pago em fungdo da quanti-

dade de cademnos comprados.

b) Quantos cadernos podem ser comprados com RS 102,00?

¢) Ecom RS 152,007

3) Uma companhia de elefricidade cobra RS 0,50 por cada kwh consumido.
a) Expresse algebricomente o valor a ser pago em fungdo da quantidade de
kwh consumida.

b) Qual é o valor a ser pago por uma residéncia que consumiu 120 kwh em
um certo més?

¢) Quantos kwh foram gastos por um consumidor que recebeu uma confa no
valor de RS 40,007

4) Uma companhia de telefonia celular cobra, mensalmente, RS 30,00 de assina-
tura, mais RS 0,50 por minuto de conversacio.

a) Expresse algebricamente o valor a ser pago em funciio dos minutos de
conversacdo.

b) Qual o valor da conta a ser pago por um dliente que ndo faz chamadas
durante o més?

¢) E por outro que fala durante 20 minutos?

d) Quantos minutos falou um consumidor que pagou uma conta no valor de
RS 100,00?

5) Uma papelaria faz fotocGpias cobrando:

RS 0,10 por cGpia, para quantidades inferiores a 1000 copias;

RS 0,05 por copia, para quantidades maiores ou iguais a 1000 cdpias.

a) Expresse algebricamente o preco a pagar em fungdo do nimero de copias
tiradas.

b) Quantas cGpias uma pessoa que pagou RS 100,00 firou?

¢) ERS 50,007

d) ERS 200,007

6) Juntando palitos de fdsforos, um menino forma quadrados, como indica a
figura.
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1) Complete a tabela abaixo

nomero de | nomero de
quadrados palitos

1

2

3

4

5

6

b) Quantos palitos sto necessdrios para formar 50 quadrados?

¢) Expresse o nmero de palitos necessdrios para formar k quadrados.

O PLAND CARTESIANDO

Para representar funcdes que associam nimeros a outros ndmeros, & impor-
tante entender bem a estrutura do plano cartesiano, chamado IR2.

Construimos dois eixos ortogonais se interceptando em um ponto, cada
um dos quais representando a refa real. Isto nos fornece um sistema de
localizacdo em que ¢ possivel representar qualquer ponto do plano por meio
de um par de nimeros reais (x,y), que chamamos de um par ordenado. Os
valores x e y sio chamados de coordenadas do par ordenado (x,y). Dado
um par ordenado (x,y), localizamos a coordenada no eixo horizontal e o
coordenada y no eixo vertical. Em sequida, tragamos a reta vertical passando
pela coordenada x e a refa horizontal passando pela coordenada y. Neste sis-
tema, as coordenadas horizontais sdo chamadas abscissas e as coordenadas
verticais de ordenadas. O ponto no plano dado pelo encontro dessas duas
refas representard (x,y) .

v

Veja, por exemplo, a representacdo do ponto Q = (2, 3/2).

Yy a4

Observe que o termo par ordenado se deve ao fafo de que é a ordem em que
escrevemos os nimeros que indica qual deles corresponde d coordenada horizontal
e qual corresponde a coordenada vertical. Assim, por exemplo, os pares ordenados
correspondem a ponfos no plano diferentes.

Este tipo de representagdio tem uma importante propriedade, que permite que
localizemos qualquer ponto de forma inequivoca:

Cada ponto no plano representa um nico par ordenado e cada par ordenado
¢ representado por um dnico ponto.

EXERcCIiCIOS

7) No jogo “Batatha Naval”, o objefivo de cada jogador é afundar a frota naval do
adversdrio. 0 campo de batalha é representado por um quadriculado em que as linhas
stio representadas por lefras e as colunas por ndmeros, como mostra a figura abaixo.

12345 6 78 911112131415

ToOoO = =M s T XTI Mmoo o o >
ToOoO = = — T To Mmoo o >

12 345 6 78 9101112131415
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Os navios de cada frota siio representados por conjuntos de quadradinhos
pintados em configuracdes especificas, como as exemplificadas abaixo. Cada
jogador posiciona sua frota sem que o outro vejo. Este deve tentar adivinhar
a localizagto da frota do adversdrio, anunciando, em cada jogada, uma lo-

calizagdio escolhida.
[ [

1. in___HB _i - B

a) Se um jogador anunciar, por exemplo, a posicdo F9, o adversdrio terd
alguma divida sobre que ponto do tabuleiro foi escolhido?

b) Se um jogador quiser anunciar o ponto que estd na 2° linha (de cima para
haixo) e na 3 coluna (du esquerda para o direita), como ele deve identificd-lo?
Existe mais de uma maneira de identificar o ponto no sistema do jogo?

¢) Por que é necessdrio que as linhas e colunas sejam identificadas por letras
& nmeros para que o jogo possa ocorrer?

8) Nos mapas do mundo, usamos o sistema de localizacio por latitudes e longi
tudes para localizar pontos. Nesse sistema, cada ponto é representado por duas
coordenadas, sendo que a primeira representa o lafitude e a sequnda a longitude.
Os pontos de latitude O correspondem  linha do equador, os pontos a norte do
equador sio identificados pela lefra N e os ao sul pela letra S. Os pontos de lon-
gitude 0 correspondem ao meridiano de Greenwich (que passa pelo observatdrio
astrondmico de Greenwich, em Londres, Inglaterra), os pontos a leste de Greenwi-
ch sdo identificados pela letra E e os pontos a oeste de Greenwich pela letra W.
Por exemplo, as coordenadas (64N, 58W) representam o ponto de lafitude 64°
norte e longitude 58° oeste.

a) Encontre as coordenadas da cidade de Brasilia neste sistema. Existe
mais de uma forma de representar a cidade de Brasilia no sistema de latitudes
¢ longitudes?

b) Localize no mapa o ponto correspondente as coordenadas (575, 22E).
Existe mais de um ponfo no mundo que corresponda a estas coordenadas?

9) 0 que os sistemas de localizagdo usados no jogo de Batalha Naval e nos mapas
do mundo t&m em comum com o sistema de localizacGo por coordenadas do plano
cartesiano?

0 plano em que representamos este sistema de localizagdo é chamado
de plano cartesiano. O eixo horizontal é chamado de eixo das abscissas e
o vertical de eixo das ordenadas. Podemos ainda dividir o plano cartesiano
em quatro regides determinadas pelos eixos. Estas regides sdo chamadas
quadrantes.

\
eixo das ordenadas

1° quadrante
x>0ey>0

2° quadrante
x<0ey>0

»

»
0 eixo das abscissas

4° quadrante
x>0ey<0

3° quadrante
x<0ey<0

Como no plano cartesiano cada ponto é representado de forma dnica,
este sistema nos permite representar subconjuntos de IR%. Observe os exem-
plos a seguir.

Exemplos

® Seja A < IR? o conjunto formado pelos pontos (x,y) tais que Y > x.

Devemos representar fodos os ponfos do plano cartesiano cujas ordenadas
sio maiores ou iguais ds respectivas abscissas.

AR
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 Seja K IR2 0 conjunto dos pontos (m,n) taisque m € INen=m+ 1.
Devemos representar fodos os pontos com estas caracteristicas.

N

EXERcCICIOS

10) Represente geometricamente no plano IR2 os seguintes conjuntos:
1) dos pontos cuja coordenada horizontal é igual a 0.
b) dos pontos cuja coordenada vertical & igual a —1.
¢) dos pontos (x,y) tais que x = 2.
d) dos pontos (x,y) tais que x = y.
&) dos pontos cuja coordenada vertical é positiva.
) dos pontos cuja coordenada horizonfal é menor ou igual a 1.
g) dos pontos (x,y) tais que x > 1.
h) dos pontos (x,y) tais que y > x .
i) dos pontos (x,y) fais que x - y = 0.
i) dos pontos (x,y) tais que x >y =0.
11) Determine uma condicto algébrica que garanta que um ponto (x,y) esteja
localizado:
a) No eixo horizontal.
b) No eixo vertical.
¢) No primeiro quadrante.
d) No segundo quadrante.
e) No terceiro quadrante.
f) No quarto quadrante.
g) No primeiro ou no segundo quadrantes.
h) No primeiro ou no terceiro quadrantes.

12) 0 que podemos afirmar sobre a posicdo de um ponto (x,y)  IR? se:
0x>0

b) x<0

gx.y<0

hx.y=0

13) Em cada um dos itens abaixo, determine os valores reais de a e b tais que os
pares ordenados dados sejom iguais.
0) (20=1,b+2) e (Ba+2,2b-6)

b) (a,b) e (b +1,20)

0 (g, 4) e (b2, 0)

O CONCEITO DE FUNI;AD

Como jd observamos, uma fungdo é uma maneira especial de associar ele-
mentos de dois conjuntos X e Y, que satisfaz duas condicGes fundamentais:

i) todo elemento de X estd associado a um elemento de Y;

ii) nenhum elemento de X estd associado a mais de um elemento de Y.

0 conjunto X é chamado de dominio e o conjunto Y de contradominio da
fungdio. De forma geral, podem ser quaisquer conjuntos, sem qualquer restricdo,
mas neste texto abordaremos funcGes cujo dominio e contradominio sdo subcon-
juntos de IR.

Desta forma, uma fungdo & uma relagdo entre elementos desses dois conjun-
tos em que cada elemento do dominio estd associado o um e somente um elemen-
to do contradominio. Como jd vimos, este fipo especial de relactio é importante
para estudar fendmenos de vrios fipos, em diversas dreas do conhecimento, como
fisica, biologia, economia, efc.

Os diagramas a seguir ilustram alguns exemplos de relagdes que so fungdes
& outras que ndo sdo fungdes.
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A B
é fungo

A B
¢ fungio

A B

no ¢ funciio, pois satisfoz a condigdo (i),
mas ndo safisfaz a condigdo (i)
A B

nio & fungdo, pois satisfaz a condigto (i),
mas ndo satisfoz a condicto (i)

Consideremos uma fungdio representada pela letra f, com X e contradominio
Y. Dado um elemento, o (Gnico) elemento que estd associado a x é chamado de
imagem de x e representado por f(x). Assim, para cada x em X a fungio f associa
um Gnico elemento y = f(x) em Y.

0 conjunto de todos os elementos do confradominio Y que stio imagem de algum
elemento do dominio X é chamado de conjunto imagem de f, ou simplesmente ima-
gem de f, e representado por Im(f). Assim: Im(f) = {y € X | Ix e A fx) =y} =¥

Aimagem de uma functio pode ser menor que o seu contradominio, pois pode
haver elementos do contradominio que ndo so imagem de nenhum elemento
do dominio. Observe também que, uma functio deve associar cada elemento do

dominio a um elemento do contradominio, mas ndo é preciso que todo elemento
do contradominio corresponda a algum elemento do dominio. Veremos exemplos
de funcdes com estas propriedades nos exercicios a sequir.

Para representar uma fungdo, em geral usamos a sequinte notacdo, que indica
claramente o dominio, o contradominio & a forma como seus elementos sio associados:

X - Y
X - fx

Entretanto, aqui em geral, usaremos a notacto simplificada y = f(x).

EXERcCIiCIOS

14) Cada um dos diagramas abaixo representa uma relaco entre os conjuntos
A={-1,0,1,2teB={-2-1,0,1, 2, 3}. Determine quais deles represen-

tam funcdes com dominio em A e contradominio em B. Justifique sua resposta.

0 A . B

b)
0 A : B
d A y B
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15) (UFF/1993) Considere a relacio f de M em N, representada no diagrama
abaixo.

Para que f seja funcdio de M em N, bsta:

a) Apagar a seta (1) e refirar o elemento s.

b) Apagar as setas (1) e (4) e refirar o elemento k.
¢) Retirar os elementos k ¢ s.

d) Apagar a seta (4) e refirar o elemento k.

e) Apagar a seta (2) e retirar o elemento k.

16) Considere a fundo f: IR — IR dada por f(x) = x2—x.
a) Determine f(=2), f(]/Z),f(ﬁ) e f(]—\/§).

b) Determine todos os elementos de f: IR — IR cuja imagem por f vale 2.

17) Considere a funcdo f: IR — IR definida por:

fx)=x! se x>1

fx)=x=1 se x<I

a) Determine £(0), f(1/2), (1) e f(2).

b) Determine a imagem de f.

2
X —x+1
. Deter-

18) Considere a fungo f: [0, +oo [ — IR definida por f=

mine(0), 01/2) e (2 -1). K]

19) Como observamos acima, uma funcdo é definida por trés elementos: do-
minio, contradominio e lei de associacio. Nos itens abaixo, determine o maior
subconjunto D < IR tal que seja possivel definir uma funcio f: D — IR, y = f(x),
com a lei de formagdo dada.
-3
0y= )
X+2

b) y= 1

0y=~x+2

20) (UFMG) A funcio f: IR — IR associa a cada nimero real x o menor infe-
10 maior que x. Determine os valores de f(=1), £(0), f(2), f(=3/2), £(1/3),
f(5/4) ¢ f(V2 ).

21) (UFMG) A funciio f: IR — IR associa a cada ndmero real x o menor inteiro
maior que 2x. Defermine o valor de f(=2) +f(=1/5) +£(2/3).

22) (FGV-SP) Considere a sequinte fungdo de varidvel real:
f(x) = 1 se x & racional
f(x) = 0 se x & irracional

Podemos afirmar que:

M f23)=0

(€) 0<f(a) +f(b) +f(0) <3
(B) f(0) +f(1) =1

(B) f(3,1415) =0
(D) f(f(@) =1

23) (FUVEST) Seja f uma funciio tal que f(x + 3) = x2 para todo x real. Entdo
¢ igual a:
) x2 =2
(0) -3x2+6x + 10
(D) x2 + 6x—10

(B) 10— 3x
(D) x2—6x+10

GRAFICOS DE FUNGOES

Com base na definiciio de funciio, podemos verificar que alguns subconjuntos
do plano cartesiano podem representar grdfico de fungdo e outros ndo. Para que
isto seja possivel, é preciso que o cada coordenada no eixo das abscissas s6 corres-
ponda uma Gnica coordenada no eixo dos ordenadas. Observe os exemplos abaixo.

Podem representar grdficos de funcges:

y YA

Podem representar grdficos de funcges:

Y ¥

v
4
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Existem vdrias técnicas para tracar grdficos de funcdes, quando siio dadas o fér-
mulos algébricas. Em alguns casos, a construcio de uma tabela de valores convenien-
temente escolhidos pode ajudar. Veremos alguns exemplos nos exercicios a seguir.

EXERCIiCIOS

24) Afigura abaixo representa graficamente a distiincia percorrida em funcdio do
tempo num passeio de bicicleta.

d
(km)

30+
251
20T
15T
101
5 +

10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 (minutos)
a) Quanto tempo durou o passeio?

b) A certa altura o ciclista parou para descansar. Quanto tempo durou essa
parada?

¢) O ciclista foi mais rdpido antes ou depois da parada? Vocé é capaz de dizer
qual o sua velocidade em cada uma das duas partes do passeio?

25) A presstio atmosférica diminui @ medida que a alfitude aumenta. O grdfico
sequinte traduz, de modo aproximado, essa variagdo, estando a pressio
atmosférica indicada em milibares e a altitude em metros.

1000
— 800+
E

£ 60T
&

S 400 T
£ 900+

| | | | |
(0,00 2000 4000 6000 8000 10000
Altitude (m)

Retirado da Revista Fducacdo e Matemitica, n® 23

a) Qual & a pressio atmosférica a uma alfitude de 2000 m? E de 4000 m?
b) A partir de que altitude a pressiio se toma inferior a 700 mb? E a 400 mb?

¢) Descreva, em poucas linhas, com suas prdprias palavras, a variagdo de
presso atmosférica em relacto a alfitude.

26) Eshoce o grdfico correspondente d funciio que vocé determinou no exercicio (1).
27) Eshoce o grdfico correspondente  funcio que vocé determinou no exercicio
(2). Neste exemplo faz sentido ligar os pontos? Justifique sua resposta.

28) Eshoce o grdfico comespondente d fungdio que vocé determinou no exercicio (4).
29) Indique quais dos grdficos abaixo podem representar funcdes da forma y =f(x).

Wy (B) y4
*IXLX _#.x

o v (D) y4
[//\/ X //\/ » X

B ya (F y
_ ) ]ézzziii.x

G vya H oy
N

0y () y
X JLQVL
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30) (UFRJ / 1993) Uma funciio f tem o seguinte grdfico:

Considere uma nova fungdo definida por g(x) = f(x + 1).
a) Determine as raizes da equagdo g(x) = 0.

b)Determine os intervalos do dominio de g nos quais esta funcio & estrite-

mente crescente.

31) (UFF / 1994) O grdfico que melhor representa a funcdo polinomial
p(x):(x—l)z(x—4)(x+:) é

A v

| va

\
<

1/

v .

32) Nos ifens a sequir, as expressdes dadas representam funcdes cujos dominios
sio subconjuntos de IR. Em cada um deles, determine um conjunto compativel
para ser o dominio da fungdo e esboce o grdfico da fungdo:

o) f(x)=1-x

Aprofundamentos (Leitura Opcional)

Funcdes Injetoras e Sobrejetoras

Dois tipos de funciio sdo particularmente importantes em matemdtica.
Sabemos que, para que uma relacto seja uma fungdo, & preciso que todo ele-
mento x e A do dominio esteja associado a um, e ndo mais que um, elemento
x e B do contradominio. Entretanto, como vimos nos exemplos anteriores,
pode acontecer que um elemento y € B do contradominio no corresponda
nenhum elemento do dominio, ou entdo a mais de um elemento do dominio.
Se uma fungdio satisfaz a uma destas condicGes para os elementos do contra-
dominio, entdio a classificamos pela definicdo a seguir.

Seja f: A — B uma fungo.

(i) Se todo elemento de B corresponde a pelo menos um elemento de A,
dizemos que f & sobrejetora.

(ii) Se nenhum elemento de B corresponde a mais de um elemento de A,
dizemos que f é injetora.

(iii) Se cada elemento de B corresponde a um, e ndo mais que um, elemento de
A (isto &, se f &, ao mesmo tempo sobrejefora e injetora), dizemos que f é bijetora.

Os diagramas abaixo ilustram estas propriedades. Se f: A — B é sobrejetora,
entdio todo elemento do contradominio B recebe pelo menos um, mas pode receber
mais elementos do dominio A. Se f: A — B ¢ injetora, entdo nenhum elemento
do contradominio B pode receber mais de um elemento do dominio A, mas algum
elemento de B pode ndo receber nenhum elemento de A.
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Assim, se f: A — B é sobrejetora e injefora ao mesmo tempo, entdo cada
elemento do contradominio B recebe um Gnico elemento do dominio. Neste caso
dizemos que f ¢ bijetora, e podemos definir a funcdo inversa de f, denotada por f ™.
Ninversa de f é  fungto ™' B — A, cujo dominio é o contradominio de f, cujo con-
tradominio é o dominio de f, e cuja lei de formagdio “reverte” a lei de formacio de f.

A B

é sobrejefora, mas ndo & injefora

A B

é injetora, mas ndo é sobrejefora

é injetora e sobrejefora, portanto é bijetora

EXERCIiCIOS

33) Em cada um dos itens abaixo, verifique se a fungdo dada é sobrejetora,
injefora ou bijetora. Caso a funcdio seja bijetora, defina a sua inversa.

0f: R — [0+

=]
~ 1
8
U
=]
%
8

df: N - IN
n = M
ef: IN = N
n = n+3
ht: 1 - 1
n — n+3
0f: I > 1
n - n
i N — {0,1,2,3,4}

N — resfo do divisito n-+5

34) D& outros exemplos de funcdes que sejam injetoras e ndo sobrejetoras e de
fungdes que sejam sobrejetoras e ndo injetoras.

35) Considere f: A — B. Responda as perguntas a sequir.
Sugestiio: observe os diagramas acima.

a) Se f é sobrejetora e A tem 5 elementos, o que se pode afirmar sobre o
nimero de elementos de B?

b) Se f & injetora e A tem 5 elementos, o que se pode afirmar sobre o nimero
de elementos de B?

¢) Se & bijetora e A tem 5 elementos, o que se pode afirmar sobre o nimero
de elementos de B?

36) Seja f uma funciio de Z em Z, definida por:
f(x) = 0 se x é par f(x) = 1 se x & impar
Podemos afirmar que:

A) f & injetora e ndo sobrejetora
B) f é sobrejetora e injefora

0 #=5).12) =1
D) f(f(x)=0Vxel

(
(
(
(
(E) Aimagem de f é o conjunto {0,1}
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PUC / 1993) Entre s funcdes T: IR — IR abaixo, ndo é injetora a definida por:
N T, y)=(x,0)

B) Tx, y) = (y, x)

0T, y) = (2x, 2y)

D) T(xy) = (=y, %)

BTy =0+T,y+1)

37)

(x,
(X,
(x,
(x,

—~ o~ o~ o~ o~ —

I
T
I
:
I

38) (UFF / 1996) Para a funcio T: IN* — IN*, que a cada nimero natural ndo
nulo associa 0 seu nimero de divisores, considere as afirmativas:

1) Existe um némero natural ndo nulo fal que f(n) =

II) f & crescente.

[II) f é ndo injefiva.

Assinale as opcdes que contém a(s) afirmativa(s) corretas:
(A) apenas I (B) apenas I e Il

©1 el (D) apenas |

(E) apenas | e |l

EXERCICIOS DE VESTIBULAR

1) Considere a funco f: IN — IN definida da seguinte forma:
f0) =1
fm=20" vn>1

Caleule f(3).

2) (CESGRANRIO) Seja f a fungdio que associa, a cada nimero real x, o menor dos
nimeros x + 1 e 5 —x. Entdo, o valor maximo de f(x) é:

M1 (B)3
Q4 D)5
()7

3) Chama=se ponto fixo de uma funciio f: D < IR IR um ndmero real  fal que
f(x) = x. Os pontos fixos da fungdo f: IR* — IR definida por f (x) 1+ 1/x sio:
W x=+1

145
7

B) x=

(O) f ndo tem pontos fixos
(D) f tem infinitos pontos fixos

4) (BMEC / 1998) Considere a fungio f, de IR em IR, tal que
flx+ 1) =f(x) + 2 e #(2) = 3. Entiio, £(50) & igual:

(A) 105 (B) 103
(@101 (D) 99
() 97

5) Se, fn+l):f(n)+%,v nelNef(l)=2 entio, f(101) é igual:

6) (FUVEST / 1982) Uma funcio de varidvel real safisfiz @ condigdo
fx + 1) = f(x) + (1), qualquer que seja o valor da varidvel x. Sabendo que
f(2) =1, podemos concluir que f(5) & igual a:

M1/2

B)1
0
D)
3)

(&)

/2

0

(O]

,\,\,\,\
j—

7) (FUVEST / 1983) Um nimero real é solugtio das equagdes f(x) =0 e g(x) =0 se
& somente se é raiz da equagdo:

M) f(x) +g(x) =0

( W1*=0
(
(
(

8) (PUC / 1992) Um reservatdrio tem a forma de um cone de revolugdo de eixo
vertical e vértice para baixo. Enche-se o reservatdrio por intermédio de uma tornei-
ra de vazdio constante. O grdfico que melhor representa o nivel da dgua em fungdo
do tempo, contado a partir do instante em que a tomeira foi aberta é:

(A) nivel (B) nivel

_L fempo —/—> fempo

Q) nivel (D) nivel

—— fempo —L fempo

(E) nivel

tempo

GABARITO

Exercicios

a)5km b)10km ¢ d=51
ay=3 b3 50

3) o) p=0,5q b)RS 60,00 ¢ 80 kwh
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4)0)y=05.+30 b)RS30,00 <) RS40,00 d) 140 minutos 13)0)a=-3 eb=8
5)a) y=0,Txse 0 <x<1000 bo=—leb=-2
0,05 se 1000 < x Oo=4eb=-2;00a=4eb=2
b) 2000 cpias <) 500 ou 1000 cGpias  d) 4000 cGpias 14) a) Nio é funcio, pois no satisfaz a condicdo (i) da definicdo.
6) ) b) No ¢ fungdo, pois ndo satisfaz a condicdo (ii) da definido.
1 4 ) E funcio, pois satisfaz ambas as condicges da definicio.
9 7 d) £ funcdio, pois satisfaz ambas as condicdes da definicdio.
3 10 150 N1
; = 16) 0) f( 6f(2) - (ﬁ):2-ﬁef(1-\/§)=3—\/§
b)-1e 2.
Z 1: M0 f0=-1,f 1=, H0)=1 & f(1)=4
b) 151 palitos b) J=o0, 0w [+ ol
0 n=3k+l 18)f(0)=1,f(1/2)=1/2¢
: ) 576
7)0)Nio  b) B3. Neo. 1900 0=txeRx=2 f(V2-1)=""—
¢) Para que s jogadas possam ser comunicadas entre os jogadores de forma b)D=fx e R|x=—1,x=1}
que ndo haja ombiguidades. 9D={xeR|x>-2
8) ) Aproximadamente (15S,47W). Nio. 20) f(=1) = 0,f(0) = 1.(2) = 3, f(—3/2) -1 f(]/S), f(5/4 =9
b) 0 ponto fica no mar, ao sul do continente africano. Ndo. e ( ﬁ):?
9) Os pontos podem ser localizados sem ambiguidade, isto &, cada par de

21)£(=2) +1(=1/5) +1(2/3) =5

22) Sio verdadeiras apenas as afirmacdes C, D e .

23)D

24) 1) 100 minutos

b) 20 minutos

¢) Antes: aproximadomente 0,42 km/min. Depois: 0,25 km/min.

coordenadas corresponde a um Gnico ponto, e cada ponto estd associado a um
dnico par de coordenadas.

10) a) Eixo vertical.

b) Reta horizontal y = 1.

¢) Reta vertical x = 2.

d) Diagonal do 1° & do 3° quadrantes.

) 176 2 quadrantes (excludo o eixo vertical). 25) 1) Aproximadamente 800 mb e aproximadamente 600 mb
1) Regido stuada & esquerda da reto vertical x = 1. b) Aproximadamente 3000 m e aproximadamente 7000 m.

g) Regido situada a direita ou sobre a reta vertical x = —1. 26)

h) Regito situada acima ou sobre a diagonal do 1° ¢ do 3° quadrantes. 10k - - - -- - :

i) Eixos horizontal e vertical.

i) 1*& 3 quadrantes.

Il)uy 0 L

b) x = '

0x> 0 ey>0 : :

dx<0ey>0 Th 2

e)x<0ey<0

Hx>0ey<0 27) Neste caso, nio faz sentido ligar os pontos, pois ndo podemos comprar
9y>0 uma quantidade ndo inteira de cademos.

hx-y>0 }g

12) a) (x,y) estd no 1° ou no 4° quadrantes 1

b) (x,y) estd no 2° ou no 3° quadrantes 10

9
o) (x,y) estd no 3" ou no 4° quadrantes

d) (x,y) estd no 1° ou no 4° quadrantes, ou sobre o eixo verfical
e) (x,y) estd no 1% ou no 2° quadrantes, ou sobre o eixo horizontal

f) (x,y) estd no 1° ou no 3* quadrantes, sobre o eixo horizontal ou sobre o
eixo vertical

g) (x,y) estd no 2° ou no 4° quadrantes

h) (x,y) estd sobre um dos dois eixos

O — M W s Lo~

01234567 891011121314




CAPiTULDOD 8 ::

91

28)

R$100,00

R$40,00 [--=
R$30,00 i

20 min 140 min
29) ltens: A, C, D, H, 1, ).

30)0)-2,0e3 b)[-31]el0,1]

31)D

32) 0) y

—_ N W i~

e I I R Z
=)
-3

—_ N W =~

483215401 2 3 4
-2
-3
—4

—_— N W &~ U o~
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i v
4
3
2
1
X X
- 3 4 4 i 7 3
-2
-3
—4
i v
4 33) a) Sobrejefora e ndo injetora. Porfanto, no bijetora.
3 b) Nio sobrejetora e injetora. Portanto, ndo bijetora.
f ¢) Sobrejetora e injetora. Portanto, bijetora. Inversa:
o040l —  [0,400
B i 0 (el Ot
x> W
'g d) Ndo sobrejetora e injetora. Portanto, ndo bijetora.
: 4 e) Ndo sobrejetora e injetora. Portanto, ndo hijetora.
f) Sobrejefora e injetora. Portanto, bijetora. Inversa:
0. Z - Z
k) n = n-3
4 g) Ndo sobrejetora e ndo injetora. Portanto, ndo bijetora.
3 h) Sobrejetora e ndo injetora. Portanto, ndo bijetora.
: 34) Resposta varidvel.
35) a) B tem no mdximo 5 elementos
I I T R B o) tem no
b) B tem no minimo 5 elementos
_g ¢) B tem exatamente 5 elementos
4 36)E 37)A 38)8B
Exercicios de Vestibular
l) N3 =16 2)8 3)B 4)B 5)D0 6)C 7)B 8)B
4
3
2
]
X
- 5 4 -4 i
-2
-3
-4
Im
4
3
2
]/'
X
- 3
-2
=3
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DEFINIGAD

Uma functio f : R —> R dada por f(x) = ax+b, onde a & b sdo nimeros reais
e a0, é chamada de funcdio polinomial do 1° grau (ou fungdo afim am). 0
nimero a é chamado coeficiente angular e b coeficiente linear da funcdo.

REPRESENTAGAO GRAFICA

Sejoy =f(x) = ax +b.
ffiox=0—>y=b=x= (—E,O) —y =0 ¢ os pontos (0, b)
a

g b , 0 definem uma reta no plano. Esta reta é o grdfico de . Suponha para o
a

representagdo abaixo que a> 0 e b > 0.

A

Observe na figura os tridngulos retiingulos AOB e BPQ, ambos com @ngulo
agudo ©. Nés ainda nio revisamos trigonometria, mas provavelmente vocé sabe
que podemos calculor a tangente do Gingulo © usando os tritingulos.

. 0b Qp
Assim tg9=— e g0 =—.
T
|ST0é,tg6:%:u eth:yT_b-
0

- y—
Juntando as equacdes, vemos que 0= BFEind il +b

Nota:

(i) Segundo o grfico da fungdo afim f(x) = ax + b, o coeficiente linear b da
refa grdfico de f é o valor da ordenada do ponto de intersecdo da reta com o eixo Oy.

(ii) O valor a dd origem @ equagdo a = tg ©, onde © ¢ a inclinacdo do grdfico
de f. Temos dois casos a considerar:

1) 0<0<90= 190> 0, 0useja, a> 0 logo f & fungdo crescente.

b) 909 < 0 < 180% = tg 6 <0, ou seja, a < 0 logo f é funcio decrescente.

y=f(x) y=f(x)

//X 8 X

a>0 a<0

EXERCICIOS RESOLVIDOS

(i) Construa o grdfico da funcdo afim f(x) = —x + 3.
Solucdio:

Precisamos determinar apenas dois pontos (x, y) do grdfico
y=f(x)=—x+3

x=0=y=3

x=3=>y=0

Entdio (0,3) e (3,0) sdo pontos do grdfico.

Yy 4

. 3\;X

(ii) Determine a equagdo da reta y = ax+b cujo grdfico estd abaixo.

Y a

30°

/ "

?

Soluciio:
Como tg 30° = ﬁ este & o valor de . Logo, y =f(x) = ﬁ X+b.
3 3

Para achar b, usamos que (0, — 3) é ponto do grdfico.

Emﬁo—3:£.0+beb:—3.
3

Logo f(x)=£x—3.
3
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ESTUDO DO SINAL DE Y = F(X) = AX+B

Queremos estudar a variacto do sinal de y = f(x) = ax+b quando x varia.
Vamos dividir em dois casos.

Caso 1:a>0
y:ax+b:0<:>x:—a

y:(1x+b>0<::>x>—E
a
b
y=mx+b<0 <> x< —
a

0 grdfico a sequir mostra que para x > —E o valory =f(x) é positivo e para
a
x<-b/a “ovalor” y =f(x) < b , ¥ =Tf(x) é negativo.
a

Ya

atlll_.

=

Caso2:a<0

y=mx+b=0<>x= —=
a

y=mx+b>0x< b
a

y=mx+b<0<x> _b
a

" ) b
0 grdfico a seguir mostra y = f(x) = ax + b, mostra que para x < —— o valor
a

y =f(x) é positivo e para x > —E o valor y = f(x) é negativo.
a

y=1(x)4

My,

=

EXERCICIOS RESOLVIDOS

Resolva as inequagdes abaixo:
0) x=2<0
b)—x+1>0

) (3x+6)(=2x+8) <0

X+3
—2>7
0 x+1

Soluciio:

() 3x—2<0<:>3x<2,x<§

0 conjunto solugdo S = {x eRlx< %} = (—w%)

b —-x+1>0-x>-1<x<1.
0 conjunto solugio 6 S={x € R| x< 1} = (-0, 1).

() Ainequagdo é um produto e para resolvé-a é eficiente fozer uma tabela.
Primeiro encontramos as raizes de y = 3x+6 (raiz: x = 2) e de y =-2x+8 (viz:
x = 4). Em sequida, construimos a tabela de estudo do sinal de cada fator do
produto:

y=—2+8—>mizx=4

2 4
316 —lils ] X+6>0x>-2
K+b<le=x<-12

-2x+8 t |-
-%+8>0=1x<4
(3x+6)(=2x +8) TFIT ] % 48<0 x4

Com os dados anteriores, & usando que o produto de ndmeros de mesmo sinal
é positivo e o produto de ndmeros de sinais contrdrios é negativo, completamos
a tabela.

Logo o conjunto solucdo S = (— 0o, —2) W (4, o0)

(d) Antes de resolver temos que reduzir o segundo membro a zero:

X+3 X+3-22x+1)
R - >
TS v aa

—3x+12
x+1

Esta Gltima inequagdo é equivalente & inequaco proposta inicialmente e tem
forma prdpria para resolvermos como no item anterior. Construindo a tabela:

—3x+]>0<:>—3x>—1<:>x<%

—3x+]<0<:>—3x<—1<::>x>l

3
1
2x+1>0<:>x>—§
2x+1<0c>x<_%

/113
=3x+1 + [+ |-
2x+1 - |+ |+
=3x+1 _ 1]
M+ 1

+1
20 procuramos os valores de x que for-
2x+1

- . . . 11
nam o primeiro membro positivo ou nulo. O conjunto solucio é S = (_55 )

Na inequacdio quociente
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Nota:
1 - 1
0 valor x = = anula o numerador e é solucgo. 0 valor x = —— anula 0
3 2
denominador. Como o denominador nunca pode ser zero, este valor deve ser

excluido do conjunto solugdo.

EXERCIiCIOS

1) (UFRJ /1998) 0 grdfico a sequir descreve o crescimento populacional de certo
vilarejo desde 1910 até 1990. No eixo das ordenadas, a populagdo é dada em
milhares de habitantes.

populagdo &
[ S e e e T P
9
8

I
3 --=-=--- |
I

I
1910 1920 1930 1940 1950 1960 1970 1980 1990

» (N0

a) Determine em que década a populagdo atingiv a marca de 5.000 habi-
fantes.

b) Observe que a partir de 1960 o crescimento da populacio em cada década
tem se mantido constante. Suponha que esta taxa se mantenha no futuro. Deter-
mine em que década o vilarejo terd 20.000 habitantes.

1
2) Determinar o valor de m para que o grdfico da fungio y = f(x) = 3 (2x+m)
passe pelo ponto (= 2, 1).

3) (IBMEC / 2001) Na figura %buixo, esfdo representadas as fungdes reais:
fx)=ox+2eg)="3x+b

Y A

v
>

Sabendo que AC x OB = 8, entio a reta que representa a fungdo f passa
pelo ponto:

4) Determine f(x), dado o grdfico:

a)
Yy 4

v
>

60°

45°

v
>




CAPiTULD 9 1 97

5) Resolva as inequacdes do 1° grau:
0) 4x+40>0

b) 12-6x>0

0 2x+3<13

d) x+1<2x

e) T+ 2x<1—-2

f2x=1)=1-3(1-x

6) (UERI / 1993) O conjunto solugdo da inequacio gx
intervalo:
(d) (~o0,-1)

(-]
3
2

(D) [=1, )

2
® (5,1}

7) (CESGRANRIO) O conjunto de todos os nimeros reais x < 1 que satisfazem o

2 >1 é o seguinte

inequagio —— <1 &
x—1

(A) 303

(B) {0, ¥}
OxeR|-T<x<1}
D) x € R|x< 0}

() xeR|x<1}

8) (FUVEST-SP) A funciio que representa o valor a ser pago apds um desconto de
3% sobre o valor x de uma mercadoria é:
) f(x) =x—=3

9) (CESGRANRIO) Os valores posifivos de x, para os quais (x — 1) « (x—2) « (x
+3) <0, constituem o intervalo aberto:

10) (UFSC) Seja f(x) = ax + b uma fungdo afim. Sabe-se que f(— 1) = 4 e f(2)
=7. 0 valor de f(8) &:

11) (UFF / 1993) A soma do coeficiente angular com o coeficiente linear da refa
representada no grdfico a sequir é:

(h) -3 '

> X

12) (PUC / 1991) A raiz da equacdio XT_3= XT_] é:

,-\
=
=

N il w|ou

,_\
—

13) (UNIFOR-CE) Seja a fungdo f de R em R, definida por f(x) = 3x — 2. A raiz
da equacdio f(f(x)) = 0 safisfaz:

M x<0

1
B)0<x< -
(B) 0<x 3
0 <x<1

8
D)1 -
D) <x<3
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14) (PUCRI - Adaptado) Uma encomenda, para ser enviada pelo correio, tem um
custo C de 10 reais para um peso P de até 1 kg. Para cada quilograma adicional,
ou fracto de quilograma, o custo aumenta 30 centavos. A fungio que representa
0 cusfo de uma encomenda de peso P > 1 kg é:

(M) C=10+3P

(B)C=10P+0,3
(©C=10+0,3(P-1)
D) (=9+3P

(E) C=10P-7

15) (PUC) Em uma certa cidade, os taximetros marcam, nos percursos sem para-
do, uma quantia inicial de 4 UT (Unidade Taximétrica) e mais 0,2 UT por quilome-
tro rodado. Se, ao final de um percurso sem paradas, o taximetro registrava 8,2
UT, o total de quilémetros percorridos foi:

16) Sejo a funcio f: R —> R, tal que f(x) = ax + b. Se os pontos (0, —3) e
(2, 0) pertencem ao grdfico de f, entdio a + b é igual a:

B -1

17) (UNICAMP /1992) Calcule a e b posifivos na equagdo da reta ax+by = 6
de modo que el passe pelo ponto (3, 1) e forme com os eixos coordenados um
triingulo de drea igual a 6.

18) (UFRJ / 1991 - Adaptado) Suponha que as ligacdes telefonicas em uma ci
dode sejom apenas locais e que o tarifa telefdnica seja cobrada do seguinte modo:
19 uma parte fixa, que é assinatura;
2 uma parte varidvel, dependendo do nimero de pulsos que excede 90

pulsos mensais. Assim, uma pessoa que fem registrados 150 pulsos na conta men-

sal de seu telefone pagard somente 150 — 90 = 60 pulsos, além da assinatura.

Em cerfo més, o preco de cada pulso excedente era RS 2,00 & o da assinatura
era RS 125,00. Um usudrio gastou nesse més 220 pulsos. Qual o valor cobrado
na confa telefdnica?

19) (UFRJ / 1995) Uma fdbrica produz dleo de soja sob encomenda, de modo
que foda a producdo é comercializada. O custo de producdo é composto de duas
parcelas. Uma parcela fixa, independente do volume produzido, corresponde a
gastos com aluguel, manutengdo de equipamentos, saldrios, efc., a outra parcela
é varidvel, dependente da quantidade de dleo fabricado. No grdfico abaixo, a refa
1, representa o custo de produgdo e a refa r, descreve o faturamento da empresa,
ambos em functo do nimero de litros comercializados. A escala é tal que uma
unidade representa RS 1.000,00 (mil reais) no eixo das ordenadas e 1000 L /
(mil litros) no eixo das abscissas.

y (RS &

0 F--m-mmmmmm -

) A

a) Determine, em reais, o custo correspondente & parcela fixa.

b) Determine o volume minimo de dleo a ser produzido para que a empresa
ndo tenha prejuizo.

20) Resolva as seguintes desigualdades:
0) =D 2x+1) <2x(x—3)

b)

x+1 x+2

—+—>0
2 3

0

-1 1 t

———<—(t-1
2 42( )

21) (UFPI) Se m, n e p sdo os nimeros infeiros do dominio da funciio real
fx) = /(3= 2%)x (2x+3) , entdo m’ + n? + p? é igual a:
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22) (CESGRANRIO) Dada a inequagdo (3x — 2)*(x — 5)%(2 = x) x > 0 tem-se
que a solucio é:

(A) {x|x<§ 0u 2<x<5}

(B) {x|§<x<2 ou x<0}

) §<x<5

(E) diferente das quatro anteriores

T+x
— ¢

23) (PUC-RS - Adaptado) O dominio da fungdo real dada por f(x) = ]
X —

M xeR|x>-Tex<4}

B) {x € R|x<-1oux>=4}
OxeR|x>=-Tex<=4}

D) x e R|x<—=Toux>4}

(E) {x “pertence 0" R | x>=-1 e x < 4}
24) (UNICAMP) Duas torneiras sdo abertas juntas, a 12 enchendo um tanque
em 5 horas, a 2* enchendo outro tanque de igual volume em 4 horas. No fim de
quanto tempo, o partir do momento em que as forneiras sio abertas, o volume que
falta para encher o 22 tanque é 1,/4 do volume que falta para encher o 1° tanque?

25) (ESPM-SP) Uma empresa de bicicletas possui um custo unifdrio de produgdo
de USS 28,00 e pretende que este valor represente 80% do preco de venda ao
lojista. Esta, por sua vez, deseja que o valor pago ao fabricante seja apenas 70%
do total que custard ao consumidor final. Quanto o consumidor final deverd pagar
por uma bicicleta?

26) (PUC-MG) Seja f: R —> R uma funcdio definida por f(y) = ? .0 valor

de x na equaciio f~'(x) _! é:

7
n g

®) g

© ;

0) —g

® -2

EXERCICIOS DE VESTIBULAR

1) (UFRJ / 2004) Um video-clube propde a seus clientes trés opcdes de paga-
mento;
Opcdio I: RS 40,00 de taxa de adesio anual, mais RS 1,20 por DVD alugado.
Opcdio II: RS 20,00 de taxa de adesto anual, mais RS 2,00 por DVD alugado.
Opgdo I1: RS 3,00 por DVD alugado, sem taxa de adesdio.
Um dliente escolheu a opcdo II e gastou RS 56,00 no ano. Esse cliente
escolheu a melhor opcdio de pagamento para o seu caso? Justifique sua resposta.

2) (UERJ / 2005) Sabe-se que, nos pulmdes, o ar atinge a temperatura do corpo
e que, ao ser exalado, tem temperatura inferior & do corpo, jd que € resfriado nas
paredes do nariz. Através de medicGes realizadas em um laboratdrio foi obtida o
fungio T,= 8,5 +0,75.Ty, 12° < T, < 30° em que T, e T, representam, respec-
tivamente, a temperatura do ar exalado e o do ambiente. Calcule:

a) a femperatura do ambiente quando T, = 25°C;

b) o maior valor que pode ser obtido para T_A

3) (UFF / 2004) Um reservatdrio, contendo inicialmente 400 litros de dgua,
comega a receber dgua a uma razdo constante de 3 lifros por segundo, ao mes-
mo fempo que uma forneira deixa escoar dgua desse reservatdrio a uma razdo,
também constante, de 1 litro por segundo. Considerando o instante inicial (t = 0)
como 0 instante em que o reservatdrio comegou a receber dgua, determine:

a) o volume de dgua no reservatdrio decorridos dez segundos (t = 10) a
partir do instante inicial;

b) uma expresso para o volume (V), em litro, de dgua no reservatdrio em
fungdo do tempo decorrido (t), em segundo, a partir do insfante inicial.

4) (UFF / 2004) Um grande poluente produzido pela queima de combustiveis
fésseis & o SO, (diéxido de enxofre). Uma pesquisa realizada na Noruega e pu-
blicada na revista “Science” em 1972 concluiv que o nimero (N) de mortes por
semana, causadas pela inalacio de SO,, estava relacionado com a concentracio
média (0), em mg/m3, do SO, conforme o grdfico a seguir: os pontos (C, N)
dessa relagdio estdo sobre o segmento de refa da figura.

0] 100 700
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Com base nos dados apresentados, a relacto entre N e C (100 < C < 700)
pode ser dada por:
(M) N=100-700.C
B)N=94+0,03.C
(ON=97+0,03.C
D)N=115-94.C
E) N =97 +600.C

= L =

(
(
(
(

-

5) (UFF /2002) A CerGimica Marajd concede uma gratificacio mensal a seus fun-
ciondrios em fungdo da produtividade de cada um convertida em pontos; a relaco
entre a grafificagdo e 0 nimero de pontos estd representada no grdfico a sequir.

gratificacio 4
(em real)

310
110

: AL » nimero de pontos
0 30 5 90100
Observando que, enfre 30 e 90 pontos, a variacio da gratificacdo

¢ proporcional @ variacio do nimero de pontos, determine a gratifica-
¢do que um funciondrio receberd no més em que obtiver 100 pontos.

6) (UERJ / 2002) Lea o texto a sequir:

Hd mais de 5.000 anos os egipcios observaram que a sombra no chdo
provocada pela incidéncia dos raios solares sobre um gndmon (um fipo de
vareta) variava de tamanho e de direcdo. Com medidas feitas sempre ao
meio dia, notaram que a sombra, com o passar dos dias, aumentava de
tamanho. Depois de chegar a um comprimento mdximo, ela recuava afé
perfo da vareta. As sombras mais longas coincidiam com dias frios. F as mais
curtas, com dias quentes.

(Adaptado de Revista Galileu, janeiro de 2001.)

Sol
A
Vareta
Comprimento da
sombra ao meio-dia
T I . — 1B
Inicio do verdo  Qutono ou primavera  Inicio do inverno

(sombra mais curta) (sombra mais longa)

Um estudante fez uma experiéncia semelhante & descrita no texto, utilizando
uma vareta OA de 2 de comprimento. No inicio do inverno, mediu o comprimento
da sombra OB, encontrando 8. Utilizou, para representar sua experiéncia, um

sistema de coordenadas cartesionas, no qual o eixo dos ordenadas (y) e o eixo
das abscissas (x) continham, respectivamente, os segmentos de reta que repre-
senfavam a vareta e a sombra que el determinava no chdo. Esse estudante pode,
assim, escrever a seguinte equaco da refa que contém o segmento AB:

() y=8-4x

(B)x=6-23y

Ox=8-4y

(D) y=6-3x

7) (UERJ /2001) 0 balanco de cdlcio é a diferenca entre a quantidade de cdlcio
ingerida e a quantidade excretada na urina e nas fezes. £ usuclmente positivo du-
rante o crescimento e a gravidez e negativo na menopausa, quando pode ocorrer
a osteoporose, uma doenca caracterizada pela diminuicio da absorgdo de cdlcio
pelo organismo.

A baixa concentracto de fon cdlcio (Ca™) no sangue estimula as glindulas
paratireoides a produzirem horm@nio paratireoideo (HP). Nesta situaco, o hormd-
nio pode promover a remocio de cdlcio dos ossos, aumentar sua absorgdo pelo
intestino e reduzir sua excrecto pelos rins.

(Adaptado de ALBERTS, B. et al.. Biologia Molecular da Célulo. Porto Alegre: Arfes Médicas, 1997.)

Admita que, a partir dos cinquenta anos, a perda da massa dssea ocorra de
forma linear conforme mostra o grdfico abaixo.

= = = homens
e mulheres

100

A toxa de perda dssea é maior entre as mulheres.
(Adaptado de Galifeu, janeiro de 1999.)

Aos 60 e aos 80 anos, as mulheres t8m, respectivamente, 90% e 70% da
massa dssea que tinham aos 30 anos. O percentual de massa dssea que as mu-
lheres jd perderam aos 76 anos, em relacio a massa aos 30 anos, é igual a:

(A) 14
(B
(C
(

) 18
) 22
D) 26
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GABARITO

Exercicios
1) o) a década de 40 b) 2040 < A< 2050

2)m=7

3)8B

4) o) f(x) = (3/5) x—3
X)=—2x+6
(X) =/3x+12

=

)

o

5)0)S={x € R|x>=10}= (10, o0)
b) {x e R|x<2}=(-00,2]
0{xeR|x<5=(-o,5)
d) x e R|x>1}=(1,00)
e) xeR|x< 0}=(-0,0)
f){x € R|x<0} = (=00, 0]
6) (

7)E

8)8B

9)E

10) C

1)¢E

12)A

13)C

14)C

15)B

16)D

17)a=1,b=3

18) RS 385,00

19) o) RS 10.000,00

b) 10000 litros

23)D
24) 3h45min
25) US$50,00

26) B

GABARITO

Exercicios de Vestibular

1) Ndo, pois a melhor opcto para este cliente seria a opedo IIl. A opcdo
feita corresponde ao aluguel de 18 DVDs mais RS 20,00 de taxa. Nestas con-
dices, na opgdo I, o cliente gastaria 40 + 1,2 . 18 = RS 61,60 ¢, na opgdo
lll, 3. 18 =RS 54,00.

2)0)T;=22°C b)T_A=31°C

3) o) 420 litros  b) V(t) =400 + 2t

4)8B

5)R$ 710,00

6)C

no
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DEFINIGAO

Dados os nimeros reais a, b e ¢ (com a = 0), afungio f:R—>R, x>y
= ax + bx + ¢, é chamada fungdo quadrdtica ou funcdo polinomial de grau dois.
GRAFICO NO SISTEMA CARTESIANO

Toda fungdo quadrtica é representada graficamente por uma pardbola. Te-
mos duas observaes importantes:

(i) As pardbolas, que sdo grdficos de fungdes quadrticas, tém eixo paralelo
0o eixo vertical Oy

(ii) Se a >0, a concavidade da pardbola é para cima. Se a < 0, a concavi-
dade é para baixo.

EXEMPLOS

Abaixo temos os grdficos de f(x) = x* — 2x+1 & g(x) == x* +x,
respectivamente.

a>0

a<0

|hd1'EJQE§EH;;&EJ com os EIXOas

COORDENADOS

(1) Intersecéio com Ox .

Os grdficos anteriores mostram exemplos em que as pardbolas inferceptam,
uma ou duas vezes, o eixo Ox . No caso de apenas um ponto de intersegio, a
pardbola ¢ fangente ao eixo Ox .

Para encontrar genericamente os ponfos de intersegdo com m, fozemos
o+ bx+c=0:
+y/A

N . —bh+
As solugdes dessa equacio sto x = 3
a

, A=b"—4ac ()

a) Se A > 0 = temos duas raizes x, e x, distintas em (*) => o grdfico
corfa 0 eixo Ox nesses pontos.

a>0 a<0

b) Se A = 0 => temos apenas uma raiz x, em (*) => o grdfico tangencia
0 eixo Ox.

a>0 a<0

¢) Se A < 0 = ndo existe solucdo para (*). Neste caso a pardbola ndo
corta 0 eixo 0x.

v
>

a<0

a>0

1l Infersecdo com o eixo Oy

Fazendo x = 0, temos que y = a - 02+ b« 0 + c. Logo y = c. Portanto,
(0, ¢) é 0 ponto de intersecto com o eixo y.

Exemplos:

Determine o valor de m para que a funcdo quadrdtica f(x) = x* — 4x + m
POSSUa apenas uma raiz.

Soluciio:
Devemos ter A = b? — 4ac = 0.
-4.T.m=0<=16-4m=0,m=4.

DETERMINAGAO DAS RAIZES

Para ux2+bx+c:0,x:_bi;\/K.
a

sy - YA b=V
U seja x, = ex, =
20 20

sdo as raizes.
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(I) Soma e produto das raizes

_heVA hVA b b

X, +X, ==
2a 20 20 20

o _b+JA VA _(b+A)b-A) _

b 20 2 4q?

b —A b (" —40) doc ¢

4 T4l

X, +X, = b XOX—c
174 P A

Nota: b
Sef(x) =y=ax"+bx+c= y:a(x2+—x+£)
¢ 0

Entio chamando de S o soma dos raizes e de P o produto das raizes, encon-
framos y = a(x? = Sx + P):

(Il) Fatoragdo da fungdo quadrdtica

Mirmamos que y = f(x) = ax? + bx + ¢ = alx — x,) (x — x,). De fato,
a0k = X)) (X = X2) = 00 = XX = XX + XpX) = QX2 = () + X)X + XpXo] =
u(xz +Ex+£):ux2 +hx+c

o a

(Ill) Pontos de mdximo (a > 0) ou de minimo (a < 0) para uma fungdo
quadrdtica.

Vamos denotar por (x,, y,), as coordenadas do ponto mdximo (a > 0) ou
ponto minimo (a < 0) da pardbola.

(a) Identificagdo da coordenada x,.

Devido & simetria da pardbola, no caso em que A >0, o ponto médio x, do
segmento cujos extremos stio os ponfos X, e X, (raizes da equacdo) é onde ocorre
0 valor minimo da funcio.

X, +X
Como x, =2

, enconframos X, = —2—0.
No caso em que A < 0, é possivel provar que x, = —E ¢ ainda o ponto
onde ocorre 0 mdximo ou minimo. ¢
Porfanto nesse ponto, ocorre o valor y, minimo para y (caso a > 0) e o valor
¥, mdximo paray (caso a < 0). Veja, a sequir, os grdficos das duas situacdes.

A A

% ittt

Nota:

Conforme dito, quando A > 0, o valor X, que fomece o minimo representa a
X, +X, b

média aritméfica dos raizes x; e x,, x, = 7
a

(b) Cdlculo de y,

0 ponfo VV = (x,, y,) identifica o vértice da pardhola:

yA

Y9

Eixo da
pardbola

=ox! +bx +c—u(_—b)2+b(_—b)+c—ﬁ—ﬁ+c—
V=BT ) 4o

b" — 20" +4ac  —b” +4ac

_—A

4a

4g :yv_ﬁ

¢) Dominio e conjunto imagem
0 dominio y = f(x) = ax” + bx + ¢ & foda a refa real R.
0 conjunto imagem depende do sinal do coeficiente a.

1°caso: a> 0
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EXEMPLOS

1) Determinar as raizes da funcdio definida pela equagdo y = x*— 2x — 8 e fazer
um eshoco do grdfico.

Soluciio:
X =2%—-8=0
A =b? = dac
A=(E=D-4(1)+(-8)=4+32=36
XZ—biJZ

20
(D3 146,
‘ 201 2
B o L S
! 201 2

Grafico da Pardbola
a=1>0=> concavidade voltada para cima
A =36 >0 => a pardbola intersecta o eixo x em dois pontos.

yA

2) Determinar as raizes da fungdo definida pela equactio y = — X2 + x — 4 e fazer
um eshoco do grdfico.

Soluciio:

- +x=4=0

X=x+4=0

A=(E=12=4(1) -4 =1-16==15,

A <0 (ndo tem raizes reais).

Grdfico da Pardbola
0=—1<0=> concavidade voltada para baixo
=—15 <0 => nio intersecta o eixo x

3) Dada a equagdo y = x — x — 6, determinar o vértice da pardbola e construir
0 seu grdfico.
Soluciio:
y=xXt=x—6
X =x—6=0
A=1+24=125
o 14425 145
2ol 2
1-4/25 1-5

==
201 2

=3

Raizes: 3 e —2

vt i)_(l —_?5)
2040 ) \2" 4

Grdfico da Pardbola

a=1=> 0> 0=> concavidade para cima
A=125=>A>0=>infersecto o eixo Ox em dois pontos

ESTUDO DO SINAL DA FUNGAO
QUADRATICA

No estudo do sinal da funciio y = ax” + bx + ¢, temos 6 casos a considerar.
(osol:A<0ea>0

(os02: A<0ea<0

0s grdficos das pardbolas nesses casos ndo intersectam o eixo Ox.

Entdio y > 0 no caso 1 e y < 0 no caso 2.

y yI
> X
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(oo 3: A>0e0>0

Coso04:A>0e0<0

Os grdficos das pardbolas nesses casos inferceptam o eixo )y em dois pontos
(as raizes x; € x,)

yA

y 6 positivo para x € (00, X;) U (x,,00)
y € negativo para x € (x;, x,)

yA

X Xy

y € negativo para x € (— 00, x;) U (x,, 00)
y € positivo para x € (x;, X,)

(os05:A=0,0>0
(oso 6: A=0,0<0

A A

X1 =X

Xy =X

Entdio y é positivo para todo x = X, no caso 5 e y & negativo para todo x #
¥; N0 €S0 6.

REGRA SINTESE PARA A RUESTAD
DO SINAL

(i) Se A <0 osinal de y é o mesmo de o

(ii) Se A =0 osinal de y é o mesmo de a (exceto para x = x, = X, , quando
y=0)

(iii) Se A> 0.

mesmo de o confrdrio 0o a mesmo de a

v
>=<

0 sinal de y nos intervalos (00, x;), (x,, X,) & (X, ©0) obedecem o esquema
acima.

EXEMPLOS

1) Resolva a inequacdio 5x* — 3x— 2 > 0
Soluciio:
A =h—4dac
A=9-(4.5.-))
A=49>0
_bi\/X:x—E:x .
20 I T
b 3

X

verie _% 10
A 49

Yierice = _E _ﬁ

Conjunto solucdio § = {x eRlx>Tox< —%}

yA

20

2) Sendo y = x? — 4x + 4, defermine o conjunto S={x € R | y> 0}
Soluciio:
A= B2 =4. ) ()
A=16-16=0
A=0
‘e —(=4) _
2¢]
0 conjunto solugdo é: S={x € R| x# 2}

y A
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EXERCICIOS
1) Determinar m, de modo que a pardbola definida pela funcdo:
a) f(x) = (— 2m + 3)x” + 3x — 2 tenha concavidade voltada para baixo

b) y = (5= 3m)x’ + 16 tenha concavidade voltada para cima

2) Determine a funcio quadrdtica cujo grdfico é:

3) Determine em cada caso os sinais de g, b, c e A.
(]) y A

4) (UFRJ / 1992) Afigura abaixo é o grdfico de um frindmio do segundo grau.

Determine o frinémio.

5) Resolver as seguintes inequagdes:
0)x'+2x=3>0

b) —4x"+ 11x-6<0
O X —6x+1>0

d) x*=5x<0

e) x(x+4) >—4(x+4)
) (x=12>3-x

6) (PUC / 1990) 0 nimero de pontos de intersecdio da pardbolay =— 4 + 3x + 1
comaretay=5x—2¢

7) (UFF / 1995) Considere m, n e p nimeros redis e as funcdes reais f ¢ g de
varidvel real, definidas por f(x) = mx? + nx +p e g(x) = mx + p. A alternativa
que melhor representa os grdficos de f e g é:

n v (B)Y

S
[
B

8) (PUCRIO / 1999) O nimero de pontos de infersecdo das duas pardbolas y =
xey=0-1¢

Mo

(B) 1
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9) (VEST-RIO / 1993) 0 valor minimo da funcio real f(x) = x* + x + 1 &
m -1
(80

— —

—
rm
-
Slow wlrNo N —

10) (UFF) Para que a curva representativa da equacio dada por y = px? — 4x + 2
tangencie o eixo dos x, o valor da constante p deve ser igual a:
(-6

11) (UNIFICADO / 1993) 0 vértice da pardbola y = x” + x é o ponto:
A (=1,0

X vale:

13) (FUVEST-SP)

] 1
0) Se x+—-=b, calewle x* + =
X X

b) Resolva a equagio x* —5x +8—§+l2:0
X X

14) (UFF / 1995) Determine o dominio da funcdio real f(x) definida por:

f(x):,/x—@
X

15) (UERJ / 1997) Numa partida de futebol, no instante em que os raios solares
incidiam perpendicularmente sobre o gramado, o jogador Chordo chutou a bola
em diregdo ao gol, de 2,30 m de altura interna. A sombra da bola descreveu uma
reta que cruzou a linha do gol. A bola descreveu uma pardbola e quando comecou
a cair da altura maxima de 9 metros, sua sombra se encontrava a 16 metros da
linha do gol. Apds o chute de Chordo, nenhum jogador conseguiu tocar na bola
em movimento. A representacto grdfica do lance em um plano cartesiano estd
sugerida na figura o seguir:

j

A

N

16m

2
A equacdio da pardbola era do fipo:Y = —)3(—6+C

0 ponto onde a bola tocou 0 gramado pela primeira vez foi:
(A) na baliza

(B) atrds do gol

(C) dentro do gol

(D) antes da linha do gol

16) (UFF / 1990) Duas fungdes f e g definidas por f(x) = x” + ax + b e g(x)
= ox? + 3x + d inferceptam-se nos pontos (0, — 2) e (1,0). Determine os valores
dea,b,ced

PUC / 1991) Se]—i+iz=0,entﬁozvule:
N1/2 X X

B) 1/4
01

D)2
B-1ou?

17)

—

o~ o~~~ —

18) (PUC / 1988) Um quadrado e um retiingulo, cujo comprimento é o triplo
da largura, sio construidos usando-se fodo um arame de 28 cm. Determine as
dimensdes do quadrado e do rettngulo de forma que a soma de suas dreas sejo
a menor possivel.
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19) (UFRJ / 1990) Resolva a inequacio x* — 9x* + 8 < 0.

EXERCICIOS DE VESTIBULAR

1) (UFF / 2005 - adaptada) A relagdo entre o prego p de determinado produto e
a quantidade g disponivel no mercado obedece & sequinte lei: 5q = p? + 2p — 3,
sendo p e q quantidades posifivas e q e [1, 91. Determine uma expressdo que
defina p em functio de g;

2) (UER] / 2005) Considere as sequintes funcdes, relativas a uma ninhada de
pdssaros:

C=5+10n;

( = custo mensal, em reais, para a manutengdo de n pdssaros.

V==5n?+100n - 320;

V' = valor arrecadado, em reais, com a venda de n pdssaros, 4 <n < 16.

Sabe-se que o lucro mensal obtido é determinado pela diferenca entre os
valores de venda V e custo C.

a) Determine os possiveis valores de n, para que haja lucro nas vendas.

b) Calcule o valor de n que proporciona o maior lucro possivel e o valor, em
reais, desse lucro.

3) (UFRJ / 2004) Para quantos ndmeros reais x, 0 ndmero y, sendoy = —x +
6x =1, é um ndmero pertencente ao conjunto IN={1, 2, 3, 4, ...}?

4) (UFR) / 2004) Cintia, Paulo e Paula leram a seguinte informagdo numa revis-
to: conhece-se, hd mais de um século, uma férmula para expressar o peso ideal
do corpo humano adulto em fungdo da altura: P = (h—100) — [(h - 150) /K]
sendo P o peso, em quilos, h o altura, em centimetros, k = 4, para homens, e
k =2, para mulheres.

a) Cintia, que pesa 54 quilos, fez rapidamente as contas com k = 2 e cons-
tatou que, segundo a farmula, estava 3 quilos abaixo do seu peso ideal. Calcule
a altura de Cintig.

b) Paulo e Paula tém o mesma altura e ficaram felizes em saber que estavam
ambos exatamente com seu peso ideal; segundo a informacto da revista. Sabendo
que Paulo pesa 2 quilos a mais do que Paula, determine o peso de cada um deles.

5) (UERJ / 2004) Trés corredores, A, B e C, treinam sobre uma pista refilinea. As
posicdes ocupadas por eles, medidas a partir de um mesmo referencial fixo, sio
descritas pelas funcdes S, = 5t + 3, Sy =2t + 9 e Sc=12- 2t + 9. Nestas funcdes,
a posicdo S & medida em metros e o tempo t & medido em segundos. Durante a
corrida, 0 nimero de vezes em que a distncia entre os corredores A e B é igual
distincia entre os corredores B e C corresponde a:
M1

(B) 2
03
(D) 4
6) (UFRJ / 2003) Seja f a funcdio real dada por f(x) = ax2 + bx + ¢, com a >
0. Determine a, b e ¢ sabendo que as raizes da equacdo | f (x) | = 12 sdo — 2,
1,2 e 5. Justifique.

7) (UFF / 2002) Um muro, com 6 metros de comprimento, serd aproveita-
do como PARTE de um dos lados do cercado retangular que certo criador precisa
construir. Para completar o contorno desse cercado o criador usard 34 metros de
cerca. Determine as dimensdes do cercado retangular de maior drea possivel que
o criador poderd construir.

8) (UERI / 2002) Um fruticultor, no primeiro dia da colheita de sua safra anual,
vende cada fruta por RS 2,00. A partir dai, o preco de cada fruta decresce RS 0,02
por dia. Considere que esse fruticultor colheu 80 frutas no primeiro dia e a colheita
aumenta uma fruta por dia.

a) Expresse o ganho do fruticultor com a venda das frutas como fungdo do
dia de colheita.

b) Determine o dia da colheita de maior ganho para o fruficultor.

9) (UFRJ / 2001) Um grupo de 40 moradores de uma cidade decidiv decorar
uma drvore de Natal gigante. Ficou combinado que cada um terd um nimero n
de 1 a 40 e que os enfeites serdio colocados na drvore durante os 40 dias que
precedem o Natal da sequinte forma: o morador nimero 1 colocard 1 enfeite por
dia a partir do 1° dio; o morador némero 2 colocard 2 enfeites por dia a partir do
2° dia e assim sucessivamente (o morador ndmero n colocard n enfeites por dia a
partir do n-ésimo dia).

a) Quantos enfeites terd colocado ao final dos 40 dias o morador nimero 13?
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b) A Sra. X terd colocado, oo final dos 40 dias, um fotal de m enfeites. So-

bendo que nenhum morador colocard mais enfeites do que a Sra. X, determine m.

10) (UERJ / 2001) A figura a seguir mostra um anteparo parabdlico que ¢
representado pela funco:

f(x)=—?x2 +24/3x

f(x) A

> X

0

Uma bolinha de ago é lancada da origem e segue uma frajetdria refilinea. Ao
incidir no vértice do anteparo & refletida e o nova trajetdria é simétrica  inicial, em
relagdio ao eixo da pardbola.

0 valor do dngulo de incidéncia o corresponde a:

(A) 30°
(B) 45°
(€) 60°
(D) 75°

GABARITO

Exercicios :
Noms ; /m<3

2) y:%(xz—Zx—S)

3)a)a<0,b>0,¢>0,A>0. b)a>0,b<0,¢>0,A>0

4)y=—%xz+%x+g

5)0) {xeR|x<=3owx>1}

b) {XER|XS%0U 22}

0 1
{xeR|x¢3}

d)fxeR|0<x<5}

e) (x eR|x=—-4}
fiixeR|x<-Twx>2}
6) (

ne

8)(C

9)E

10)D
11)B
12)C

13)0) b= 2 b) {Lsiﬁ}

2

14) D(f) = {x €R |30 <x<0oux>30}

15)C

160)a=1,b=-2,c=-1,d=-2

17)C

18) lado quadrado = 3, retiingulo: altura = 2, comprimento = 6
19) -2V2 <x<-lou 1<x< 22

GABARITO

Exercicios de Vestibular

1o p=—1+m,comq e [1,9]
2)a)nelflqe5<n<l3

b) 9 filhotes gerando 80 reais de lucro.
3) 15

4) a) A altura de Cintia é 164 cm.

b) Paulo pesa 56 quilos e Paula 54 quilos
5)(C

6)9

7) 10m

8) a) 160 + 0,4n - 002n?

b) 10° dia

9) o) P); =364

b) m =420

10)A
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