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POTENCIAGAO DE
EXPOENTE REAL

Sabemos que a operagdo de potenciacto para base a < IR ¢ expoente n €
IN é definida por meio de multiplicaces de fatores iguais, isto é:

" =ax0x...xqQ

n vezes

Para definir esta operagdo para a < IR e expoente n < 7, isto é para estendg-
|a para expoentes negativos, ndo podemos usar esta mesma caracterizago, pois
nio faz sentido dizer, por exemplo, que a~ é igual ao nimero a mulfiplicado por
simesmo “— 3 vezes”! Entiio, observamos que o comportamento da potenciacto
de expoente n < IN apresenta uma regularidade. Observe o exemplo abaixo,
para a base 2.

2'=16 \ =2
23=8 > .2
y )+
9= )+!

Isto é, cada vez que diminuimos uma unidode do expoente, dividimos
por 2 o resultado da potenciagdo. Se confinuarmos subtraindo uma unidade do
expoente, chegaremos aos nimeros negativos. Para manter a regularidade acima,
devemos prossequir dividindo por 2 o resultado da potenciacto. Desta forma,
obtemos o sequinte resultado:

4— .

33_: ]é) )Tz

7_ >+2
7= 4

7= 7 )+l
2= 1 >+2
7'=1/2 N .
27=1/4 )+l
7P-1/8 )+l
Para uma base o < IR qualquer, temos:
u:: 0.0.0.0 =g
= 0.00 .
i’= a0 AL
0= q >+0
001: 1 )+a
a“ =1/a ]
0’=1/(0.0) )0

0*=1/(0.0.0) )+

Assim, a dnica maneira de definir o potenciagdo para expoentes infeiros de
forma que a regularidade da operaciio seja preservada é fazer:

0’”:ln VYaelR* nelN
a

Se quisermos agora estender  operacGo para expoentes racionais, de forma
que as propriedades conhecidas sejom preservadas, como devemos proceder?
Observe o exemplo a sequir, para o expoente 1/2 :

ottt i =g

Por definicdo de raiz quadrada, a Gnica forma disto acontecer é se:
e

De forma mais geral, para um expoente na forma 1/q, com q € IN,

qualquer, devemos ter:

q vezes o s

Y BV A R

Portanto:
1
=t

Se tomamos um nimero racional p/q qualquer, respeitando as propriedades
da potenciacdio, devemos ter:

St (¢} =4

Observe que agora ndo podemos mais tomar qualguer nimero a < IR como
base, pois se a for negativo, a raiz pode ndo estar definida. Assim, devemos fazer
a restrigdo a > 0. A definictio da potenciacio para expoente racional é portanto:

0%:WVO>0, p,qelN

A extenstio da potenciacdo para um expoente x e IR qualquer é um pouco
mais delicada, pois devemos ser capazes de definir o*, para a > 0, no caso em
que x é um nimero irracional. Por exemplo, como calculamos o valor de 277

Para isto, devemos lembrar que 7t é um ndmero iacional, portanto sua
representacdo decimal & finita e ndo periédica: w = 3,14159265... Para
fazer aproximacdes para o ndmero 7, em geral usamos truncamentos de sua
representagdo decimal:

n=p =31
n=p,=3,14
n=p, =3,141
n=p, =3,1415
n=p, =3,14159

Observe que todos os nimeros p,, p,, p,, P,,... st racionais (por qué?).
Além disso, quanto maior o némero de casas decimais do truncamento, melhor
a aproximacdo de 7. Ou seja, quanto maior o indice n, mais préximo de 7
estd o ndmero p,. Se qumentarmos suficientemente o indice n, a disténcio



entre p, e 7t pode ficar téio pequena quanto queiramos. Assim, podemos dizer
que os nimeros p, formam uma sequéncia que se aproxima indefinidamente
de m, ou seja, tende a 7. Este fipo de aproximagdo corresponde ao conceito
matemdtico de limite. Usamos a seguinte notacéio: p. — m ou limp = 7

Podemos usar esta sequéncia tendendo a 7t para obter o valor de 2% por
aproximaggo:

, 2

p=31 gn — 981 _ 9o
p,=3,14 O
p,=3,141 on _ g8 _ 231%00
p,=3,1415 Qe g _ 2314%),,
p.=3,14159 P _ s _ 231415%)5

Observando a tabela acima, vemos que, como p, & um ndmero racional,
entdio os valores 2 podem ser calculados por meio da definigdo de potenciacio
de expoente racional, que jd conhecemos. Os valores da coluna da esquerda se
aproximam de 7, enquanto que os valores da coluna da direita se aproximam de
um certo valor, que ainda ndo conhecemos. Este valor serd definido como o valor
da poténcia 2~.

De forma mais geral, definimos:

Sejam a um ndmero real positivo, x um ndmero iracional e p, uma sequéncia
de nimeros racionais tendendo a x. Entdo definimos o* = lim g,

Assim, a operagtio de potenciagdo fica definida para todo expoente real.
A aproximagdo por limite garantenos que as propriedades jd conhecidas sto
preservadas:

ia=dadVva>0xyelR

e =L vas0xyeR
(]Y
(i) = (@) Vo>0,xy R

EXERcIiCIOS

1) Use uma calcwladora para fazer aproximagdes para 2%, determinando os
valores de 2" na tabelo acima.

2) Use o mesmo procedimento do exercicio anterior para fazer aproximacGes para
o valor do ngmero 37 .

3) Use as propriedades da potenciacto para encontrar todos os valores de x e R
tais que 3*~'+ 3**'= 30. Sugestdio: ponha 3* em evidéncia.

CapPiTULD 1 it 9

4) Use as propriedades da potenciactio para resolver a equacto 4*— 3. 2~ 4 =0,
para x e IR. Sugestdio: faga 4* = (22)*= (2)2=0.

5) (PUCSP) 0 valor de x < IR que é solugdio de 4**% = 8™+ 2¢:

8) (Mackenzie:SP) 0 valor de m, m e IR, que safisfoz a equacio (8"+%)° =210 ¢:
A -8/9

o~

10) (CESGRANRIO) O nimero de raizes de 22¢-7x+5= 1 é:
() 0 (B) 1 (02
D)3 (E) maior que 3

X Y —

11) (CESGRANRIO) Se (x, y) € solucdio do sistema {; 3= asomax+yé:
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A Funcdio Exponencial

Uma vez definida a operagdo de potenciagdo para expoentes reais, somos
capazes de definir a fungdo exponencial com dominio em IR, com base a > 0:
f:IR—IR
X B—a

Observamos que, qualquer que seja a bose a > 0, temos que f(0) =’ =1 ¢
que f(x) >0 ¥x e IR, sendo positivo ou negativo. O resultado de uma potenciacdo
pode ser um ndmero entre 0 e 1, mas nunca igual a O ou negativo. Assim, sto
propriedades imediatas das fungdes exponenciais de qualquer base:

o f(0) =

of(x) >0 vx e R

Por outro lodo, as fungdes exponenciais apresentam comportamentos
diferentes nos casos em que a> 1 eemque O <a<1 (o casoemquea=16
trivial, pois a funco serd constante igual a 1. Vejamos os exemplos a sequir, das
fungdes definidas por f,(x) = 2 e f,(x) = (1/2)*. Vamos construir tabelas de
valores para estas fungdes, tomando vulores positivos & negativos para .

x |tw=2 f00) = 1/2x
3 =y ma1/8 | 0/20=

2 | =ea14 [0/20-

O |e=12-1 (1/2)‘ 2
0 |21 (1/20=1

1 222 (1/2'=1/2
7 |2=4 (1/22=1/4
3 |2-8 (1/29=1/8

Observe que, no caso de f, (x) = 2*

* cada vez que somamos uma unidade ao valor de x, o valor de y é
multiplicado pela base 2;

© cada vez que subtraimos uma unidade do valor de x, o valor de y  dividido
pela base 2.

Assim, quando x cresce indefinidomente, tendendo o + oo, y também fende a
+00; & quando x decresce indefinidamente, tendendo a — oo, y se aproxima de 0.

No caso de f,(x) = (1/2)*

* cada vez que somamos uma unidade ao valor de x, o valor de y é
multiplicado pela base 1/2, isto , y & dividido por 2;

© cada vez que subtraimos uma unidade do valor de x, o valor de y é dividido
pela base 1/2 , isto 6, y é multiplicado por 2.

Portanto, quando x cresce indefinidamente, tendendo a + oo, y tende a 0;
quando x decresce indefinidamente, fendendo o — oo, y tende a + oc.

Desta forma, os grdficos das funcdes f, e f, tém o seguinte aspecto:

=0/ 4

<o

0 mesmo raciocinio vale para uma funciio exponencial de base a > 0 qualquer:

* cada vez que somamos uma unidade ao valor de x, o valor de y é
multiplicado pela base a;

© cada vez que subtraimos uma unidade do valor de x, o valor de y é dividido
pela base a.



Em resumo, sdo propriedades da fungdio exponencial:

Sea>0: Sel0<a<1:
fx)>0vxelR fx)>0vxelR

f(x) < Tparax <0 f(x) < 1parax>0

f(x)>1 para x >0 f(x)>1 para x < 0

f(0) = f(0) =

f(x) = 0 quando x = - 0 f(x) = + oo quando x — — 0
f(x) = + oo quando x — + 0 f(x) — 0 quando x — + o0

f & estritamente crescente f  estritamente decrescente
Im(f) =]0, + oo Im(f) =]0, + oo[

EXERcIiCIOS

12) Considere a progressiio aritméfica x = 3 + 2n, com n < IN, cujo fermo inicial
¢ 3 e arazdo é 2. Considere ainda a fungdo exponencial f: IR — IR, definida por
oo . ) R
f(x) = 5 Seja y, a sequéncia formada pelas imagens de x_por f, isto é, x =f(x).
Verifique que y & uma progressiio geométrica e identifique seu termo inicial e sua
n
razdo.

13) Sejom x =x,+r.n, comn & IN, a progressio aritméfica com termo inicial X,
e Rerazior € Ref: IR — IR afuncdo exponencial definida por f(x) = a*, com
a> 0. Sejo'y_a sequéncia dada pory, =f(x ). Verifique que y, & uma progressdo
geométrica e identifique seu termo inicial e sua razdo.

14) Eshoce os grdficos das funcdes a sequir.

of: R - R

x = 3=
hf: R — IR

X = |2-2]
of: R - R

X = 27741
Of: R - IR

TN
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gf: R - R

X = 2.3
Ht: R — IR

X = =327

15) Sejoa e IR, a> 0. Qual é relacio entre os grdficos das fungdes f, f,: R — IR
definidas por f, (x) = a* e f, (x) = (1/0)*? Justifique sua resposta.

16) Em cada item abaixo, defermine o maior subconjunto D < IR tal que seja
possivel definir uma functo f: D — IR, y = f(x), com a lei de formagdo dada.

ay=vx'-1

b.y=/3—1

RVTT

17) (CESGRANRIO) O grdfico que melhor representa a funciio f(x) = e é:

y
LN

| |

O vy D) y
M R,
| ‘ -

(E) y
: :

0 (B)
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18) (UNESP/1994) A figura mostra os grdficos de uma funciio exponencial
y = a* e da refa que passa pelo ponto (0, 5/13) e tem inclinagto 10/7. Pelo
ponto C = (1/2, 0) passouse a perpendicular ao eixo X, que corta os grdficos,
respectivamente, em B e A.

Supondo-se que B estejo entre A e C, conforme mostra a figura, e que a
medida do segmento AB é dada por 8,/21, determine o valor de a.

19) Eshoce os grdficos de y = 2= 1 e y = x. Verifique se a equagio 2 — 1 = x
tem solucdo.

20) (FUVEST/1999) A equagdio 2* =-3x + 2, com x redl,
A) niio tem solugdio.

) fem uma Gnica solugdo entre 0 e 2/3.

) tem uma dnica solugdo entre —2/3 ¢ 0.

) tem duas solugdes, sendo uma negativa e outra positiva.
) tem mais de duas solucdes.

(
(B
(C
0
(E

21) Encontre todos os valores de x tais que 2* < 16.

22) (UNIRI0,/2000) O conjunto solugdo da inequacio 0,5 < 0, &:

W10,1[ U] 3, +oof B {xeR|0<x<1}
() [3, +oo[ (D) IR

((38%;

23) (FESP) A solugdo da inequagdio 5 *-* é:

M x<0

(B) x>0

Ox<-Tox>1

D 0<x<I

) x>1/3

24) (UFF/1995) Em uma cdode, o populacdo de pessous é dada por
P(t) = P,. 2" e a populagdio de ratos é dada por R(t) =R . 4', sendo o tempo
medido em anos. Se em 1992 havia 112.000 pessoas e 7.000 ratos, em que
ano o nimero de ratos serd igual ao de pessoas?

EXERCICIOS DE VESTIBULAR

1) (UERJ/2006) Durante um periodo de oito horas, a quantidade de frutas
na barraca de um feirante se reduz a cada hora, do seguinte modo:

- nas +primeiras horas, diminui sempre 20% em relacGio ao nimero de frutas da
hora anterior;

- nas 8 — 1 horas restantes, diminui 10% em relagdio ao nimero de frutas da
hora anterior.

Calcule:
a. o percentual do ndmero de frutas que resta ao final das duas primeiras horas
de venda, suponto t = 2.

b. o valor de # admitindo que, ao final do periodo de oito horas, hd, na barraca,
32% das frutas que havia, inicialmente. Considere log 2 = 0,30 e log 3 = 0,48.

2) (UER] /2005) Umaluno, paracalcularopHdadgua, sabendo queseuproduto
ionico, a 25° C, corresponde a 10", utilizou, por engano, a sequinte formula:
pH = log, ,, [H*]. O valor encontrado pelo aluno foi igual a:

3) (UERJ/2005) Um pesquisador, inferessado em estudar uma determinada
espécie de cobras, verificou que, numa amostra de frezentas cobras, suas
massas M, em gramas, eram proporcionais ao cubo de seus comprimentos .,
em metros, ou sejo M = a - L3, em que a & uma constante positiva. Observe
0s grdficos abaixo.

= =
/
log L log L



log M
log M

log L log L
1 l]

Aquele que melhor representa log M e functio de log L é o indicado pelo nimero:
Wl

4) (UER]/2004) Segundo alei do resfriamento de Newton, a temperatura Tde um
corpo colocado num ambiente cuja temperatura é T, obedece d seguinte relagdo:
T=T, + Ke. Nesta relagtio, Té medida na escala Celsius, ¢ o tempo medido
em horas, a partir do instante em que o corpo foi colocado no ambiente, e k e
¢ so constantes a serem determinadas. Considere uma xicara contendo café,
inicialmente a 100° C, colocada numa sala de temperatura 20° . Vinte minutos
depois, a temperatura do café passa a ser de 40°C.

a. Calule o temperatura do café 50 minutos apds a xicara ter sido colocada na
sala.

b. Considerando In 2 = 0,7 e In 3 = 1,1, estabeleca o tempo aproximado em
que, depois de a xicara fer sido colocada na sala, a femperatura do café se reduziu
( metade.

5) (UERJ / 2004) Seja B a altura de um som, medida em decibéis. Essa altura
B estd relacionada com a intensidade do som, /, pela expressdo abaixo, na qual
a intensidade padrdo, /,, é igual a 107 W/m?.

B=10-log [1]
|0

Observe a tabela a seguir. Nela os valores de /foram aferidos a distdncias idénticas
das respectivas fontes de som.

Fonte de som 1(W/m?)
turbing 1,0.102

amplificador de som 1,0
triturador de lixo 1,0.10°
v 3,2.10°

CapPiTuLo 1 it 13

Sabendo que hd risco de danos ao ouvido médio a partir e 90 dB, o nimero de
fontes da tabela cuja intensidade de emissiio de sons estd na faixa de risco é de:
)1

(B) 2
03
(D) 4
6) (UERJ/2003) 0 logaritmo decimal do nimero positivo x é representado por
log x. Entdio, o soma das raizes de log? x — log x* = 0 & igual a:

)1

(B) 101
(0) 1000
(D) 1001

7) (UFRJ/2005) O ndmero de bactérias em uma certa cultura dobra a cada
hora. A partir da amostra inicial, sdo necessdrias 24 horas para que o nimero de
bactérias atinjo uma certa quantidade Q. Calcule quantas horas sdo necessdrias
para que a quantidade de bactérias nessa cultura atinjo @ metade de Q.

8) (UFRI/2005) Considere a:log(x—lj e bzlog(x +l—]j,
X X

com x> 1. Determine Iog(x2 —X +l—lzj em funciio de a e b.
X X

9) Em uma certa cultura, hd 1000 bactérias num determinado instante. Apds 10
minutos, existem 4000 bactérios. Quantas bactérias existirdo em 1 h, sabendo
que elos aumentom através da férmula P = P, . €, em que P é o nimero de
bactérias, t & o tempo e k a velocidade de crescimento. Determine também a
velocidade de crescimento.

10) Quando se administra um remédio, sua concentragdo no organismo deve
oscilar entre dois niveis, pois ndo pode ser fGo baixa o ponto de ndo fazer
efeifo (Ce) e ndo pode ser to alta a ponto de apresentar efeitos indesejdveis
(toxicidade) ao paciente (Cp). Quando, apds um certo tempo de ministrado o
remédio, o nivel de concentractio no organismo atinge Ce, toma-se mais uma
dose do mesmo, a fim de elevar o nivel de concentracdio para Cp. Um veterindrio
deve realizar uma cirurgia em um cachorro com duragdo estimada em 1 h. 0
animal pesa vinte e um quilogramas e sabe-se que vinte miligramas do anestésico
sddio pentobarbital por quilograma de peso corporal sdo necessdrios para manter
o animal anestesiado. Em cachorros, a meia-vida desta droga é de 5 horas. Qual
deve ser a dose inicial do anestésico para manter o animal dormindo enquanto a
operacdo se realiza? Considere 3/2 =1,15.
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11) (UERI/2008) Para analisar o crescimento de uma bactéria, foram
inoculadas 1 x 10° célulos a um determinado volume de meio de cultura
apropriado. Em seguida, durante 10 horas, em intervalos de 1 hora, era medido
0 ndmero total de bactérias nessa cultura. Os resultados da pesquisa esto
mostrados no grdfico abaixo.

nimero de células

243x105—----------

o
~
o
~ ]
(S .
o~
~
oo —

T
910
tempo (horas)

Nesse grdfico, o tempo 0 corresponde ao momento do indculo bacteriano. Observe
que a quantidade de bactérias presentes no meio, medida a cada hora, segue uma
progresstio geométrica até 5 horas, inclusive.

0 ndmero de bactérias encontrado no meio de cultura 3 horas apds o indculo,
expresso em milhares, € igual a:

() 16

12) Em uma calevladora eletronica foi digitado, nesta ordem, 0 3 & o X. Em
sequida, foi digitada a teclo 2 e a tecla X repefidas vezes até que o resultado no
visor fosse 786432. Quantas vezes o 2 foi digitado?

13) 0 volume de um liquido voldtil diminui 20% por hora. Apds um tempo t, seu
volume se reduz & mefade. Qual o valor de t? Considere log2 = 0,3

14) Numa fdbrica, o lucro originado pela produgdo de x pecas é dado em milhares
de reais pela funcdio L(x) = log,, (100 + x) + k. Sabendo que ndo havendo
producio ndo hd lucro, determine k. Qual o ndmero necessdrio de pecas para que
0 lucro seja igual o mil reais?

15) Uma empresa acompanha a producto didric de um funciondrio recém-
admitido, utilizando uma fungdo f(d), cujo valor corresponde ao ndmero minimo de
pecas que 0 empresa espera que ele produza em cada dia (d), a partir da data de
sua admissdo. Considere o grdfico auxilir abaixo, que representa a funcdio y = &

A y=¢

Utilizando f(d) = 100 — 100 - &% ¢ o grdfico acima, a empresa pode prever
que o funciondrio alcangard a producdo de 87 pecas num mesmo dia, quando d

forigual a:

)5

(B) 10

015

(D) 20

GABARITO :: EXERCICIOS

1)
P, 2
D = 8574187700
D, = 8,815240927
D, = 8,821353305
D, = 8,824411082
A = 8,824961595

2)
Y, 2h
y,=14 =4 655536722
y,= 1,414 ~ 4,706965002
y,=1,4142 = 4,727695035
y,=14142 = 4,728733930
y,= 141421 = 4,728785881

3)x=2

4)x=2

5) (D)
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6) (O d. !
4
7) (B) 3
2
8) MW 1 )
-4 -3 - 1_] 1 2 3 4
9) (B) N
_3\’
10) (O -
11) D)
e. L
12)y =125.25"é uma progressiio geométrica de termo inicial 125 e razdio 25 :
2
13) y = . (¢)"é uma progresstio geométrica de termo inicial a* e razio ' {
33 9 4 o3 i !
14) -
a. y B
‘ =3
—4
3
2
1 X [ y
—4—3—2—_11234 4
3
-2
2
1

b K x
. Y B R 1
-l
4
-2
3
-3
,\f\ /
RN B A

-1
=3
-4

15) Os grdficos das funcdes sdo as imagens simétricas um do outro, em relacdo
00 eixo verfical, pois f,(x) = 1/a*=07*=1, (- x).

16)a.D=]-o0, =11 U [, + o[

. ' b.D =0, + o[
4 ¢D=IR*
3
I~ 17) (0
3 3 O 5 3 i

- 18)a=4
-
-3
-4
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19) 11)B
1! 12) 18
13) 3 horas

14) k = - 2900 pecas

15) B

A equacdio 2* - 1 = x tem solucdio.
20) (8)

21) x<4

22) (N

23) (D)

24) 1996

GABARITO

Exercicios de Vestibular

1) . 64%; b. 3 horas
2)B

3)(

8)0.22,5°C b.5/21 h
5)8

6)D

7) 23h

8) a+h

9) 4096000

10) 483
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DEFINII;AI:I DE LOGARITMO

Considere uma exponenciacdo x = ay, de base a > 0. Chamamos o expoente
de logaritmo de x na buse a, denotado por y = loga , isto é: x = ay <>y =loga x

Em outras palavras, o logaritmo de um ndmero x na base o é o expoente
y ao qual devemos elevar a base o para obter o resultado x.

Para entender o significado do logaritmo, bem como para deduzir propriedades
e resolver exercicios envolvendo este conceito, & importante ter sempre em mente
que a notagdio y = log, x nada mais é que uma forma diferente de escrever uma
exponenciagtio x = a'. Assim, quando escrevemos y = log, x, devemos lembrar
que os nimeros envolvidos sdo termos de uma exponenciaciio: a é base, y & o
expoente e X é o resultado.

Desta forma, as propriedades do logaritmo, que deduziremos a sequir,
decorrem diretamente das propriedades da exponenciacio. Antes disso, cabem duas
observacdes importantes. Em primeiro lugar, se y = log, x, como x é o resultado de
uma exponenciagdo, entdo x ndo pode ser negativo nem igual a 0. Logo, devemos
ter x > 0. Em segundo lugar, fomando a base a = 1, se elevamos a a qualquer
nimero y IR, obtemos sempre 1 como resultado. Neste caso, ndo é possivel
obter um resultado x qualquer. Logo, devemos restringir a base a: a >0, o = 1.

Uma das propriedades da exponenciagdo diz o seguinte: a". "= o'+

Isto 6, o expoente de um produto & a soma dos expoentes dos fatores.
Em linguagem de logaritmos, podemos dizer que o logaritmo de um produto é
a soma dos logaritmos dos fatores. Podemos verificar algebricamente que esta

propriedade de fato é vdlida.
Tomemos dois ndmeros reais positivos x,, x, > 0 & consideremos seus logaritmos:

¥, = |0gu X,
¥,= |0gu X

Entido, pela definictio de logaritmo, temos que:
—aq vy ="
x=0" x,=0

e . . Y ¥ Y14V
Multiplicando as igualdades anteriores, temos: x . x, =a". a”=q'""
Novamente pela definito de logaritmo, temos: log, (x,. x,) =y, +Yy,
Portanto: log, (x, . x,) = log, x,+ log, X,

. .o~ ky N3
Qutra propriedade da exponenciacio afirma que: 0 = (a')

Desta decorre mais uma propriedade de logaritmos. Tomemos um ndmero
real positivo x> 0 e consideremos seu logaritmo: y = log, x

Pela definicto de logaritmo, temos: x = o”

Elevando a igualdade acima a outro nimero real positivo k > 0, obtemos:

x= (0 = 0¥
Novamente pela definicio de logaritmo, temos: log, () =k .y
Logo: log, (x) =k log, x

Qutra propriedade importante é a chamada mudanca de base de logaritmos.
Tomemos um ndmero real posifivo x > O e consideremos seus logaritmos em
relagdo a duas bases diferentes a, b >0, a,b= 1:

Entiio, pela definictio de logaritmo, temos que:
y,=log, x
y,=log, x

Logo:
x=a"
x=b"

Elevando o igualdade acima a 1/y,, obtemos:

o=ty
u% =b

Novamente pela definicto de logaritmo, femos:

| b:V
09, Y,

Entdio:
log, b= log, x

log,
Em resumo, stio propriedades dos logaritmos:
elog, (x .x)=logx+logx Va>0,0-1,x,x>0
elog, (X)=k.logxVa>0,a=1,xk>0
® log, x

=log,a vV 0,b>0,0,b, T, x>0
log, x

Uma inferprefagdo importante é a estreita relacdo entre o logaritmo de um
nimero e a ordem de grandeza desse nimero. Na discusso a seguir, consideraremos
0 logaritmo de base 10, chamado logaritmo decimal. Para o logaritmo decimal,
omitimos o indice na notagdo, isto é, escrevemos simplesmente log, x = log x.
Diretamente da definigdo de logaritmo, segue que log 10=1, log 100 = 2, e assim
por diante: log (10) =k

Consideremos agora, por um exemplo, um nimero natural x com dois algarismos,
isto é 10 < x < 100. Como log 10 =1 e log 100 = 2, temos que 1< log x <2, isto
¢, a parte inteira de log x é igual a 1.

De forma mais geral, consideremos um nimero natural x com k algarismos.
Enfio, 105" < x < 10%. Como log10 =1 ¢ log 100 = 2, femos que 1 <logx < 2,
isto é, a parte infeira de logx & igual a k - 1. Desta forma, o logaritmo de um nimero



natural nos dd a informagdo de quantos algarismos esse nimero possui, isto é, sua
ordem de grandeza no sistema de numeragto decimal.

Evidentemente, podemos generalizar este fato para um ndmero real positivo x. Se
x é um ndmero real positivo cuja parte inteira fem k algarisms, isto & 107 <x < 10,
entiio k — 1 <log x < k. Logo, a parte inteira de log x é igual a k 1.

Assim:

Se a parte inteira de um nomero real posifivo x tem k algarismos, entio a
parte inteira de log x € igual ak — 1.

EXERCIiCIOS

1) Caleule:

a. log, (%7)

b. log, 125

. |ogy 64

4
d. log,, 13 . log,, 1
e. log,, 10

f. log,,, 125

2) Considere x, y < IN dois nimeros, com m e n algarismos, respectivamente. 0
que se pode afirmar sobre o nimero de algarismos do produto x . y ? Justifique
sua resposta com base nas propriedades do conceito de logaritmo.

3) Se x & um nimero real tal que log x = 4,329, quantos algarismos tem a parte
infeira de x?

4) Quantos algarismos tem o nimero 2°°? Use log2 = 0,301

5) Quantos algarismos tem o ndmero 9”7 Use log 3= 0,477
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6) Use as aproximagdes log 2 = 0,301, log 3 = 0,477 e log 5 = 0,699 para
obter uma aproximao para

a. log9

b. log 200

¢. log 40

d. log 3000

e. log 0,003

f. log 0,81

7) Sejo o e IN. Considere a decomposicgio em fatores primos a = p,'s ... ps .
Determine uma relacio entre o logaritmo de a e os logaritmos de seus fatores primos:

8) Seja x um ndmero real posifivo e seja y = 10x , comk < IN.
a. Mostre que log y — log x = k.

b. Do item anterior, conclua que log x e log y possuem a mesma representacdo
decimal depois da virgula.

9) Resolva as equacdes para x < IR:
0. log, (4x—4) =2

b. log, (2x—1) = log, (5x+3) =~

10) (UER1/1992) 0 valor de 42" &

12) (PUC / 1990) Se log a +log b = p, enttio o valor de log (1/a) + log (1/b) é:

M 1/p
(B) -p



22 i MATEMATICA I MdbuLo 2

Qp
Dp-1
B p+1

13) Se a=log, 225 e b =1log, 15, entdio:

14) (UFF/1995) Sejom x, y e p, nimeros reais positivos p = 1. Se Iogp (X+y)=m

e Iogp (x) + Iogp (y) =n, entolog, (mj éigual a:
Xy

15) (UNICAMP/1993) Calcule o valor da expressdo log, {log, M) onde n
¢ um ndmero infeiro, n > 2. Ao fazer o cGlculo, vocé verd que esse valor é um
nimero que ndo depende de n.

16) Selog, x =4 ¢ log, , x = 8, determine x ¢ 0.

A FUNGAD LOGARITMICA

Para definir a funcio logaritmica de base a > 0, a = 1, devemos observar que
s6 podemos calcular o logaritmo de ndmeros positivos (como jd comentamos).
Portanto, esta functio deve ser definida no dominio 10, +oo[:

g 10,+0f — R

X > log x

Atfuncdo logaritmica g(x) = log, x é a funcdio inversa da exponencial f: IR — IR,
f(x) = 0" De fato, como por definicio, log, x é o expoente ao qual se deve elevar a base
a para obter o resulfado x, temos que:

flg(0) =d*%* =x

g(f(x)) = log, () =x

Qualquer que seja a base a, temos que f(1) = log, =0, pois a’= 1, e que
f(a) =loga=1, pois o' = .

Observemos s diferencas de comportamento das fungdes logaritmicas para
bases o> 1 ¢ 0.<a < 1. Consideremos os exemplos das funcdes g,, g, : IR — IR
definidas por g, (x) = log, x e g, (x) =1og, , x & vamos construir tabelas de valores.

P18 |log, (9=-3 | log,, @) =g, ((1/2)9=3
71/t g, (T=-2 | log,, @) =g, ((1/2)) =2
P'21/2 g @) =-1 |y, @) =g, ,(1/2)=1
=1 log, (1) =0 log, , (1) =0

7'=2 log, (2)=1 log,,, (1) =log , ((1/2)7) =1
=4 log, (2%) =2 log, , (2) =log, , ((1/2)") =-2
2’=8 log, (2°) =3 log, , (2°) =log, , ((1/2)) =-3

X g,(x) = log, x g, (x) = log, , x

No caso de g, (x) = log, x, temos:

* cada vez que multiplicamos pela base 2 o valor de x, somamos uma
unidade ao valor de y;

* cada vez que dividimos pela base 2 o valor de x, subtraimos uma unidade
do valor de y.

Assim, quando x cresce indefinidomente, tendendo o +oo, y também tende
0 +oo; ¢ quando x tende a 0, y tende 0 —oo.

No caso de g, (x) = log, , x:

* cada vez que multiplicamos pela base 1/2 o valor de x (isto 6, que
dividimos x por 2), subtraimos uma unidade ao valor de y;

e cada vez que dividimos pelo base 1/2 o valor de x (isto é, que
multiplicamos x por 2), somamos uma unidade do valor de y.

Logo, quando x tende a +oo, y tende a —oo; e quando x tende 0, y tende a
+o0. Desta forma, os grdficos das fungdes g, e g, t8m o seguinte aspecto:




0 mesmo raciocinio vale para uma funcio logaritmica de base a > 0 qualquer:

o cada vez multiplicamos pela base a o valor de x, somamos uma unidade
ao valor de y;

® cada vez que dividimos pela base a o valor de x, subtraimos uma unidade
do valor de y.

Em resumo, so propriedades da fungdio logaritmica:

Sea>0: Se0<a<l:

g(x) <Opara 0 <x<1 f(x) > 1 para x>0

g(x) >0 para x> 1 f(x) <1 parax>0

g(1)=0 g(1)=0

glo) =1 g(o) =1

g(x) = —oo quando x — 0 g(x) = +oo quando x — 0

g(x) = +oo quando x — +o0 g(x) — —oo quando x — +o0

g é estritamente crescente g é estritomente decrescente

Im(g) = R im(g) = R

EXERcCIiCIOS

17) Considere a progressio geoméfrica x = 3 . 2"com n < IN, cujo termo
inicial é 3 e a razdo é 2. Considere ainda a functo logaritmica g: IR — IR,
definida por g(x) = log, x. Sejay_ a sequéncia formada pelas imagens de x_ por
g, isto &,y =g(x ). Verifique que y, € uma progressio aritméfica e identifique
seu termo inicial e sua razdo.

18) Sejom x = x, . ', com n < IN, a progressiio geométrica com fermo
inicial x, € IN e razdio r  IN e g: IR — IR a fungdio exponencial definida
por g(x) = log, x, com a > 0, a # 1. Seja y, a sequéncia doda por y =
g(x ). Verifique que y é uma progressdo aritméfica e identifique seu termo
inicial e sua razdo.
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19) Considere as fungdes f, g: 10, +oo[ — IR definidas por f(x) = 3" e
g(x) = log, x. Caleule f(g(2).

20) Determine o maior subconjunto D < IR tal que sej possivel definir uma
funciio f: D — IR, y = (x), com a lei de formacio y = log, (x'= 3x +2).

21) 0 pH de uma soluciio & o logaritmo decimal do inverso da concentracdo de
H". Qual o pH de uma solucio cuja concentragdo de H* é 3,16 x 107> mol/L?
Dado: V10 = 3,16

22) Um aluno, para calcular o pH da dgua, sabendo que seu produto idnico, a
25°C, corresponde a 107", utilizou, por engano, a sequinte formula:
pH=-1log ,,, (H)

0 valor encontrado pelo aluno foi igual a:

23) (UNIRIO/94) Um explorador descobriu, na selva amazénica, uma
espécie nova de planta e, pesquisando- durante anos, comprovou que 0 seu
crescimento médio variava de acordo com a formula A = 40 . (1,1)’, onde @
altura média A é medida em centimetros e o tempo t em anos. Sabendo-se que
log2=0,30¢log 11 = 1,04, determine:

a. a altura média, em centimetros, de uma planta dessa espécie aos 3 anos de
vida;

b. uidade, em anos, na qual a planta tem uma alfura média de 1,6 m.

24) (UER)/2008) Admita que, em um determinado lago, a cada 40 cm de
profundidade, a intensidade de luz & reduzida em 20%, de acordo com a equacdo
I=1,.0,87%. 1 ¢ a infensidade da luz em uma profundidade h, em centimefros, &
|, o intensidade na superficie. Um nadador verificou, ao mergulhar nesse lago, que
a intensidode da luz, em um ponto P, é de 32% daquela observada na superficie. A
profundidade do ponto P, em metros, considerando log 2 = 0,3, equivale a:

(h) 0,64

(B)
()
(

1,8
20
D)3,2
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25) 0 acidente do reator nuclear de Chernobyl, URSS, em 1986, lancou na
atmosfera grande quantidade do isdtopo radioativo estroncio-90, cuja meiavida
¢ de vinte e oito anos. Supondo ser este isGtopo a dnica contaminacdo radioativa
e sabendo que o local poderd ser considerado seguro quando a quantidade de
estroncio-90 se reduzir, por desintegracdo, a 1/16 da quantidade inicialmente
presente, em que ano o local poderd ser habitado novamente?

26) Pelos programas de controle de tuberculose, sabe-se que o risco de infeccdo
R depende do fempo t, em anos, do seguinte modo: R = R, e em que R, é0
risco de infecgdo no inicio da contagem do tempo t e k & o coeficiente de declinio.
0 risco de infeccdo atual em Salvador foi estimado em 2%. Suponha que, com a
implantagdo de um programa nesta cidade, fosse obfida uma redugdo no risco de
10% ao ano, isto é, k = 10%. Use a tabela abaixo para os cdlculos necessdrios:

X= 2,1 2,2 2,3 24 25
[ 8,2 9.0 10,0 11,0 12,2

Qual é o fempo em anos para que o risco de infeccdo se tome inferior a 0,2%?

27) 0 corpo de uma vitima de assassinato foi encontrado @s 22 horas. As
22h30min, o médico da policia chegou e imediatamente tomou a temperatura do
caddver, que era de 32,5°C. Uma hora mais tarde, tomou a temperatura outra vez
e encontrou 31,5°C. A temperatura do ambiente foi mantida constante a 16,5°C.
Admita que a temperatura normal de uma pessoa viva seja 36,5°C e suponha que
0 lei matemdica que descreve o resfriamento do corpo é dada por: D(f) =D, 27",
Em que t & o tempo em horas, D, é a diferenca de temperatura do caddver com
0 meio ambiente no instante t = 0, D(t) & a diferenca de temperatura do caddver
com o meio ambiente num instante t qualquer e ot é uma constante positiva. Os
dados obtidos pelo médico foram colocados na tabela seguinte:

Temperatura | Temperatura | Diferenca de
Hora
docorpo | doquarto | temperatura
t="? morte 36,5° 16,5° 20,0°
t=0 22h30min 32,5° 16,5° 16,0°
t=1 23h30min 31,5° 16,5° 15,0°

Considerando os valores aproximados log, 3 = 1,6 € log, 5 = 2,3, determine a
hora em que a pessoa morre.

28) (UER! / 2006) Aintensidade | de um terremoto, medida pela escala Richter,
¢ definida pela equacio abaixo, na qual E representa a energia liberada em kWh.

I—zlo £
R

0 grdfico que melhor representa a energia E, em fungto da intensidade I, sendo
E,= 107* kWh, estd indicado em:

(A) Ea (B) ta
0 T 0 1
(0 ta )} EA/
of / b 1

29) (UNESP/92) A curva da figura representa o grdfico da fungdo y = log x (o> 0).
Dos pontos B = (2, 0) e C = (4, 0) saem perpendiculares ao eixo das abscissas, as
quais interceptam a curva em D e E, respectivamente. Se a drea do trapézio retangular
BCED vale 3, provar que a drea do tridngulo ABD, onde A= (1,0), vale 1/2.

y y =log,

30) (UFRJ/1998) Sejam x ey duas quantidades. O grdfico abaixo expressa a variagto
de log y em fungto de log x, onde log é o logaritmo na base decimal. Determing uma
relacdio entre x e y que no envolva a fungiio logaritmo.

log y
6

log x




31) s grdficos a seguir foram desenhados por um programa de computador, em
eixosx'y” com escalas logaritmicas decimais. Isto €, se xy é o sistema de coordenadas
cartesionas convencional, enfdox’ =logxey'=logy. Ajonelogrdficaé 0,1 <x<100
e0,1<y<100.

a. 0 grdfico acima & esquerda representada a fomiliay =k . x, em que k < IN varia
de 1 a 10. Explique por que as curvas tém este aspecto.

h. 0 grdfico acima @ direita representada a fomilia y = ', em que k < IN varia de
10 10. Explique por que as curvas tém este aspecto.

¢. Observe que os infervalos escolhidos para ambos os eixos nessa escala
comecam em 0,1. Como vocé justificaria essa escolha? Faria sentido comegar
0s eixos em 07

d. Nesses eixos, cada unidade linear corresponde a uma multiplicactio por 10.
Explique essa afirmagdo.

e. Pesquise situacGes em que o uso de eixos em escalas logaritmicas & Gtil
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Exercicios

1)

e.-3 b)3/2 -1 d0 e-1/2 £-15

2) Considere x tem m algarismos e y tem n algarismos, entdio 10" <x<
10" 10" <y < 10" Enfiom— 1 <logx<men—1 <logy <n. Logo:
m+n-2<logx+logy<m+n

m+n-2<log (x.y)<m+n

10" <xy< 10"

Portanto, x . y femm +n -1 oum+n.
3)5
4) 16
5)24

6) Observaciio: se as aproximagdes dadas forem usadas de forma diferente, os
valores obtidos abaixo podem variar.

a. log 9=0,954

b. log 200 = 2,0301

¢ log40=1,602

d. log 3000 = 3,477

e. log 0,003 =-2,523

f. log 0,810,092

7) loga =k, logp, +...+k, logp, = Zﬂ:ki logp;
i=1
8)
a. logy=log (10 = log (109 + log(x) =k +log(x) = logy —log(x) =k

b. Como a diferenca entre log x & log y & um nimero natural, entio log x e log y
possuem a mesma representacio decimal depois da virgula.

9

13) (D)

14) ()

15)log (logn Yh ): )
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16) x=9'=6561ea=9.

17) y, = log 3 + nlog, 2 & uma progressio aritméfica de termo inicial log, 3 e
raziio log 2.

18) y, = log, x; + nlog, r é uma progressdo aritmética de fermo inicial log, x, e
raziio log, r

19)f(g(2)) =3

20)D=] -0, 1[U]2, +o0]
21)5-log (3,16) = 4,5
22) (O

23)
a. 53,24 im

b. 2log? =15 (em anos)
log11-1

24) (O

25) Depois de 2098.

26) Aproximadamente 23 anos.

27) Aproximadamente, 3 horas antes das 22h30min, isto &, s 19h30min.
28) (B)

29) ComoB=(2,0) e C=(4,0), entdio B= (2, log, 2) e C= (4, log, 4). Logo,
a drea BCED é dada por S, =1/2 .2 (log, 4 +log, 2) =2 . log, 2 + log, 2 = 3
-log, 2. Como S, =3, entio log, 2 = 1, portanto, a = 2 . Segue que a drea de
ABD & dada por 1/2 (2 1) log, 2

30)y=100.x

31)

a. Sey=k.x entdo logy = log (k. x) =log x + log k. Portanto log y'= x" +
log k. Por isso as curvas t8m este aspecto no sistema x'y".

b.Sey= xk, entdio log y = log (x). Portanto y'=k . x". Porisso as curvas tm
este aspecto no sistema.

¢. Os eixos ndo podem comecar em 0 pois o logaritmo o estaria definido.

d. Sejax," um ponto fixado sobre o eixo X" e sejax,'=x," + 1. Se x e x, sio 0s
pontos correspondentes a X, ¢ X," no sistema cartesiano, enfdo log x, = log x; +
1. Entdio, log x, =log (10 ), e x, = 10.x

e. Resposta varidvel.
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INTRODUGAD

No estudo da Geometria Plana, o ponto de partida sdo os elementos
primitivos e os postulados (ou axiomas).

Elementos primifivos sdo objetos que fazem parte de nossa intuicdo, como
pontos, refas, planos.

Postulados sio enunciados envolvendo os elementos primifivos que
aceitamos como verdadeiros, sem discussdo em virfude de suas evidéncias.

Usaremos as letras mindsculas r, s, t,... para representar refas, letras
maidsculas A, B, C... para representar pontos e a letra grega o para representar
0 plano. Na figura 3.1, no plano c, estiio representados pontos pertencentes a
uma reta r e pontos fora de .

o
//B

A
oD

[

Figura 3.1: 0 plano, refa e pontos.

Para produzir a figura 3.1 usamos um dos postulados bdsicos da Geometria:
“Dois pontos do plano definem uma Gnica refa.”

Notacgio: Dados dois pontos A e C do plano, representamos por AC a énica
reta que passa por estes ponfos.

SEGMENTO DE RETA

Dois pontos A ¢ B de um plano definem um segmento de refa cuja notagdo
¢ AB. 0 segmento AB & o conjunto de todos os pontos da reta AB que estio
entre Ae B.

Figura 3.2: P é um ponto do segmento AB.

MEDIDA DE UM SEGMENTO

Para medir segmentos, tomamos um segmento como unidade e a partir dai,
podemos medir qualquer outro segmento. Veja na figura 3.3, as medidas dos
segmentos AB e (D, usando um segmento unitdrio.

Figura 3.3: Medidas de segmentos.

Nota Importante: Neste texto usamos a notagdo (D tanto para representar o
segmento de refa cujos extremos so os ponfos C e D, quanto para representar a
medida do segmento. Veja a figura 3.3.

CONGRUENCIA DE SEGMENTOS

Dois segmentos de reta AB e (D sdo congruentes se possuem o mesma
medida. A notacio rigorosa para representar congruéncia é AB = CD. No entanto,
comumente escrevemos simplesmente AB = CD.

Notas
1) Se um ponto C pertence a um segmento AB, em termos de medidas resulta

que, A C B AC+(B=1B

Figura 3.4: Aditividode da medida.

2) Escolhendo uma reta 1 e dois pontos O e A, de modo que 0A = 1, podemos
fazer uma correspondéncia entre pontos da reta r e o conjunto dos nimeros reais
R. Vejo a figura 3.5. A todo ponto de r corresponde um Gnico nimero real e a
todo ndmero real corresponde um Gnico ponto da reta r. Acompanhe por meio de
dois exemplos como associar aos pontos da reta nimeros reais. Por exemplo,
sobre o ponfo B assimilamos o nimero real 7 porque a medida do segmento
0B & igual a 7t. Sobre o ponto C associamos o nimero — 2, porque a medida do
segmento OC & iqual a 2. Isto &, para pontos da reta situados d esquerda do ponto
0 (origem), associamos nimeros reais negativos e para pontos situados d direita
de 0, associamos nimeros reais positivos. Note que tem comprimento 1 qualquer
segmento em cujos extremos estiio marcados dois inteiros consecutivos.

-2 -1 0 1V
C 0o A

p QO

SoR =]

Figura 3.5: A refa e os ndmeros redis.

SEMIRRETAS

Um ponto A sobre uma reta r define duas semirretas com origem comum
neste ponto. Escolha agora dois novos pontos B e C sobre a reta, sendo um ponto
em cada semirrefa. Veja a figura 3.6. As semirretas entdo podem ser denotadas
por ACe AB, respectivamente.

B A (

Figura 3.6: Semirretas com origem comum.

Nota: Como conjuntos AC'U AB = e AC ™ AB = {A}. Observe também
que o ponto A perfence ao segmento BC. Esta Gltima propriedade é imporfante.
Observe as sequintes propriedades:



1) se dois pontos B e C distintos de A estio em semirrefas distintas, entdio
0 segmento BC definido por estes dois pontos contém o ponfo A. Em simbolos,
A e BC

2) se dois pontos B e D distintos de A estiio na mesma semirreta, entio o
segmento BD definido por estes dois pontos ndo contém o ponto A. Em simbolos,
A & BD.

SEMIPLANOS

Uma refa r confida no plano ot divide o plano em dois semiplanos o, € o
(at, € o, st 0s “lados do plano definidos por r"). Veja a figura 3.7.

2

-..’B C

Figura 3.7: Semiplanos.

Podemos fazer trés importantes afimacGes:

1) Como conjuntos: o, U a, = a€ o, M at, =T.

2) Se dois pontos A e B estdio fora da reta e situados em semiplanos distintos
entio o segmento AB definido pelos pontos intersecta r (veja a figura 3.7 onde
MBAr={P})

3) Se dois pontos B e C fora de r estdo no mesmo semiplano entdo o
segmento definido ndo infersecta r (exemplo BC ~r=@ , figura 3.7).

ANGULOS

Angulo é o figura formada no plano por duas semiretas de mesma origem.
Veja a figura 3.8.

Figura 3.8: fingulo de vérice 0.

0 ponto 0 é o vértice do Gngulo e as semirretas OA e OB os lados do dngulo.
Usamos a notagdo AOB para representar o dngulo. As vezes é comum também o
uso de letras gregas o, B,... para representar dngulos.

INTERIOR DO ANGULO AﬁB

£ o conjunto do plano obtido pela intersegdo de dois semiplanos: o primeiro
sendo o semiplano definido pela reta OA e que contém o ponto B e o segundo
sendo o semiplano definido pela reta 0B e que contém o ponto A.
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T Interior do dngulo

Figura 3.9: Interior de um dngulo.

ANGULEIS ADJACENTES

Sdo dngulos que possuem um lado comum e este lado comum estd no interior
do dngulo formado pelos dois outros lados. Na figura 3.10, AOB = o, BOC = B,
EOF =y e E0G = 6.

aep yeo0
sdo dngulos adjacentes nio siio Gngulos adjacentes

Figura 3.10: Angulos adjacentes e ndo adjacentes.

MEDIDA E CONGRUENCIA
DE ANGULOS

Todo dngulo tem uma medida em graus que & um nimero compreendido
entre 0 e 360°. 0 dngulo formado por duas semirretas coincidentes mede zero
grau e o dngulo formado por duas semirretas opostas mede 180°. O dngulo de
180° ¢ dito dngulo raso e o dngulo de 0° é dito dngulo nulo.

CONGRUENCIA DE ANGULOS

Dois dngulos o e 3 sdio congruentes se possuem a mesma medida. Usamos
a notagdo o = B ou simplesmente, o = .

PERPENDICULARISMO E DISTANCIA

Duas refas 1 e t concorrentes sdo perpendiculares se os dngulos formados
pela infersecto sdo todos iguais. Nesta situacdo, os dngulos medem 90°. Veja
a Figura 3.11.

Figura 3.11: Retas perpendiculares.
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A distincia de um ponfo P a uma reta 1 é dada pelo comprimento do
segmento PE onde E & um ponto de r e as retas re PE sdo perpendiculares. Veja
a figura 3.12.

Figura 3.12: Distincia de ponto a reta.

Portanto, PE é a distincia de P ar.

BISSETRIZ DE UM ANGULO

E a semirreta que divide um dngulo em dois Gngulos adjacentes congruentes.

A bissefriz O
010 ( >/

0

Figura 3.13: Bissetriz.

Nota: Se um ponto P estd sobre a bissetriz de um dngulo, P equidista dos
lados do dngulo. O contrdrio (ou reciproca) também é verdadeiro: se um ponto
equidista dos lodos de um dngulo, o ponto pertence a bissetriz. Este resultado serd
melhor compreendido quando estudarmos congruéncia de fridngulos.

PA = PB

Figura 3.14: Bissefriz & equidistincia.

MEDIATRIZ DE UM SEGMENTO

A mediatriz do segmento AB & a reta perpendicular @ refa AB  passando pelo
ponto médio do segmento AB. O ponto médio M de AB é o ponto tal que AM = MB.
Veja a figura 3.15, onde um ponto P é representado sobre o mediatriz.

4— mediatriz do segmento AB

e
A B
' M & ponto médio de AB

Figura 3.15: Mediatriz do segmento.

Nota: Se P é um ponto qualquer da mediatriz entdo PA = PB (a distincia
de P até A e até B coincidem). A reciproca é também verdadeira: se um ponto é
equidistante de A e B ento o ponto pertence a mediatriz. Estes resultados serdo
melhor compreendidos no estudo de congrugncia de tridingulos.

ANGLILI:IS AGUDO, RETO E OBTUSO

Segundo suas medidas um dngulo é dlassificado como:
- tingulo agudo se sua medida é menor que 90°%

- Gingulo reto se sua medida é 90°;

- tingulo obtuso se sua medida é maior que 90°.

/A(/// . B
G’ o

reto: ©=90°  obtuso: B > 90°

agudo: o < 90°

Figura 3.16: Clossificagdo de dngulos.

ANEULDS OPOSTOS PELO VERTICE

Sdo aqueles dngulos cujos lados stio definidos por semirretas opostas duas a
duas. Veja a figura 3.17.

o e 3 so opostos pelo vértice
0 ey siio opostos pelo vérice

o=p,6=y
o+06=180°
B+y=180°

Figura 3.17: Propriedade do dngulo oposto.

Propriedades importantes

1) Angulos opostos pelo vértice sio congruentes.

I1) A soma de Gngulos consecutivos que se podem formar do mesmo lodo de
uma reta com um mesmo vértice é 180°.

/b
A A A
d 0 Q+b+C+d=180°

0
Figura 3.18: Angulos somando 180°.



IlI) A soma de dngulos consecutivos que se pode formar ao redor de um
ponto & 360°.

A
a

(=1
o>

A A
A Qb+ c+d=360°

Figura 3.19: Aingulos somando 360°.

ANGULOS COMPLEMENTARES

Sdo dois dngulos cujn soma das medidas & 90°. Dizemos que um dos
dngulos é complemento do outro. Note que ndo é exigido que os dngulos sejam
adjacentes. A figura 3.20 mostra Gngulos complementares adjacentes. Temos que
o +0=90°e 0 complemento de 6 =90° — 0 = a..

Figura 3.20: Aingulos complementares adjacentes.

ANGLILI:IS SUPLEMENTARES

Sdo dois Gngulos cujo soma das medidos é 180°. Cada um deles & o
suplemento do outro. Note que a definigo ndo exige que os dngulos sejom
adjocentes. No figura 3.21 estdo representados dngulos  suplementares
adjacentes. Temos que o + 0 = 180°.

i,

Figura 3.21: Aingulos suplementares.

EXERcCIiCIOS

1) Se (x + 10)° e (3x — 10)° sdo medidas de dois dngulos complementares,
calcule suas medidas.

2) Pelo vértice O de um dngulo AOB de 100° fracase uma semirreta s com
origem no vértice do Gngulo e no interior do dngulo. Considere as bissetrizes 1 e t
dos dngulos cujos lados s, respectivamente, formados por AG e s e por OB e s.
Calcule o Gngulo cujos lados sdo r e t.
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3) (CEDER]/2006-2) Afigura a seguir apresenta uma circunferéncia de raio 2 cm,
um tridngulo CDE rettingulo com hipotenusa CE e altura DH relativa @ hipotenusa.

A
B

v

Sabendo que C & o ponto médio de AB e que (D & paralelo a AE, pode-se afirmar
que sen(EDH) vale:

4) (CEDERI/2008-2) Ao dobrarmos ao meio uma folha de papel A4 (figura
abaixo) obtemos um refingulo semelhante d folha inteira.

Se L e K indicam, respectivamente, a medida do maior lado da folha de papel A4
e o medida do maior lado do retiingulo obtido por meio da dobra, pode-se concluir
que L/K & igual a:
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5) (UERJ/2006)

No esquema acima esfdo representadas as trajetdrias de dois atletas que, partindo
do ponto X, passom simultaneamente pelo ponto A e rumam para o ponto B
por caminhos diferentes, com velocidades iguais e constantes. Um deles seque a
trajetdria de uma semicircunferéncia de centro 0 e raio 2R. O outro percorre duas
semicircunferéncias cujos centros sio P e Q. Considerando ~/2 = 1,4, quando
um dos atletas tiver percorrido 3/4 do seu trajeto de A para B, a distdncia entre
eles serd igual a:

(NO4R

(B) 0,6 R

(©08R

(D) 1,0R

6) (UER1/2007) 0 esquema abaixo representa a vela da asa-delta, que consiste
em dois tridngulos is6sceles ABC e ABD congruentes, com AC = AB = AD. A medida
de AB corresponde ao comprimento da quilha. Quando esticada em um plano,
essa vela forma um dngulo CAD = 26

Suponha que, para planar, a relacto ideal seja de 10 dm? de vela para cada 0,5
kg de massa fotal. Considere, agora, uma asa-delta de 15 kg que planard com
uma pessoa de 75 kg. De acordo com a relacdo ideal, o comprimento da quitha,
em metros, é igual d raiz quadrada de:

(A) 9cos 6

(B)18sen©

R
0sO

©

18
seno

0)

7) (UERI/2007) As trajetdrias A e B de duas particulas langadas em um plano
vertical xOy estdo representadas abaixo.

A
y

»
>

0 X
I . 1, 1,
Suas equagdes siio, respectivamente, y =— ix +3x e y= —ix +X

nas quais X  y estdo em uma mesma unidade u. Essas particulas afingem, em
um mesmo instante t, o ponto mais alto de suas trajetdrias. A distdncia entre as
parficulas, nesse instante t, na mesma unidade u, equivale a:

NG
®) 8
0~10
D) V20

8) (UERI/2007) A molécula do hexafluoreto de enxofre (SF,) tem a forma
geométrica de um octaedro regular. Os centros dos dtomos de flior correspondem
aos vérfices do octaedro, e o centro do dtomo de enxofre corresponde ao centro
desse sdlido, como ilustra a figura abaixo.
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Considere que a distdncia entre o centro de um dtomo de fldor e o centro do Gtomo
de enxofre seja igual a 1,53 A. Assim, a medida da aresta desse octaedro, em A,

¢ aproximadamente igual a:
(A) 1,53

®) 1,79
02716
(D) 2,62

9) (UER] / 2008) A ilustragdo abaixo mostra um instrumento, em forma de V,
usado para medir o didmetro de fios elétricos.

Para efetuar a medida, basta inserir um fio na parte interna do V e observar o
ponto da escala que indica o tangéncia entre esse fio e o insfrumento. Nesse
ponto, l&-se o didmetro do fio, em milimetros. Considere, agora, a ilustragdo a
sequir, que mostra a secto reta de um fio de 4 mm de didmetro inserido no
instrumento.

Se o dngulo BAC do instrumento mede 12°, a distdncia d, em milimetros, do
ponto A ao ponto de tangéncia P é igual a:

2
0s12°

senl2°

0s6°

2
tan6°

10) (UERJ/2009) Um piso plano é revestido de hexdgonos regulares
congruentes cujo lado mede 10 cm. Na ilustracdo de parte desse piso, T, M e
F sdo vértices comuns a frés hexdgonos e representam os pontos nos quais se
encontram, respectivamente, um torrdo de agdcar, uma mosca e uma formiga.

eoes
=
s

Ao perceber o actcar, os dois insetos partem no mesmo instante, com velocidades
constantes, para alcancd-lo. Admita que a mosca leve 10 segundos para afingir
o ponto T. Despreze o espacamento entre os hexdgonos e as dimensdes dos
animais. A menor velocidade, em centimetros por segundo, necessdria para que a
formiga chegue ao ponto T no mesmo instante em que a mosca, & igual a:

(h) 3,5

11) (UEZ0/2006) Apds um terremoto foi preciso reconstruir uma rampa nas
condicdes definidas na figura abaixo.

Zm‘j

0 comprimento da rampa, em metros, equivale, aproximadamente, a:

5m

12) (UEZ0/2006) O campo de futebol tem a forma de um retdngulo. As suas
medidas oficiais podem ser 120 m de comprimento ¢ 90 m de largura. Em
cada um dos quatro cantos do campo € fincada uma bandeirinha. A medida do
perimetro desse campo, em metros, & igual a:

(M) 210

(B) 420
(0) 5400
(D) 10800

13) Com relogio ao enunciado da questdo 12, a distincia x entre duas
bandeirinhas, diametralmente opostas é, em metros, igual a:
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14) (UFRJ/2009) 0 tricingulo ABC da figura a sequir tem dngulo reto em B. 0
segmento BD é a altura relativa a AC. Os segmentos AD e DC medem 12 cm e
4 cm, respectivamente. O ponto E perfence oo ludo BC e BC = 4EC. Determine o
comprimento do segmento DE.

15) (UFRJ/2008) Uma prateleira de um metro de comprimento e 4,4 cm de
espessura deve ser encaixada entre duas paredes planas e paralelas. Por razdes
operacionais, a prateleira deve ser colocada enviesada (inclinada), para depois ser
girada até a posico final, como indica a figura. Se a distdncia entre as paredes é
de um metro e um milimetro, é possivel encaixar a pratelsira?

16) (UFRJ/2008) Seja abede o pentdgono regular inscrifo no rettngulo ABCD,
como mostra a figura a seguir.

A g D
a d
B b C (

ABCD é um quadrado?

GABARITO
1)225°

2) 50°

3)D

)

5)8

6)D

no
8)C
9)D
10)D
11)8
12)8
13)D
14) 2.3

15) Concluimos que h* = 1,002001, logo d < h. Portanto, é possivel colocar a
prateleira corretamente.

16) Como os segmentos ad e AD sdo paralelos, tm o mesmo comprimento.
Logo, ndo pode ser um quadrado, visto que AD = ad = ec > BC









CONGRUENCIA DE TRIANGULOS
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INTRODUGAD

Um triéingulo AABC ¢ definido por rés pontos ndo alinhados A, B e C /(go plulpo.
triﬁﬂguloAAABg ¢ 0 unido dos segmentos AB, AC e BC. Os dngulos A = BAC,
= ABC e C = ACB sfio os éingulos internos do tridngulo. Veja a figura 4.1.

>0

A

Figura 4.1: AB, AC e BC sdo os lados do tridngulo.

CLASSIFICAGADO

* Quanto aos lados, os tridingulos séo classificados como:
- equildtero se possuem os trés lados congruentes;

- is6sceles: se possuem dois lodos congruentes;

- escaleno: se possuem os frés lados diferentes.

Isdsceles Escaleno
A A

Equildtero

B ¢ B (

Figura 4.2: Clussificagto de fridingulos quanto aos lados.

Nota: Os pequenos tracos cortando os lados, que aparecem na figura 4.2,
servem para identificar lados de mesmo comprimento.

* Quanto aos dngulos, os tridngulos sio cassificados como:
- retdingulos quando possuem um dngulo reto;

- acuttingulos quando possuem os trés dngulos agudos;

- obtuséingulos quando possuem um dngulo obtuso.

Na figura 4.3 estdo representados, respectivamente, tridngulos retingulo,
acutdngulo e obtusdngulo.

C  Hipotenusa Fog
/ q
(ateto —»
. (i b g
A ! B D E S T
(ateto a, b, q: agudos g: obtuso

Figura 4.3: Clossificacdo de fridngulos quanto aos dngulos.

Na figura 4.3, aproveitamos para identificar num triGingulo retdngulo
(desenho mais d esquerda) a hipotenusa como o lado oposto ao dngulo reto e
aos outros dois lados reservamos a denominacto de catetos.

DESIGUALDADES IMPORTANTES

Vamos admitir como verdadeiras trés importantes propriedades elementares
dos tritingulos.

Propriedadel:

0 maior lado de um tridngulo opde-se sempre ao maior dngulo;

Propriedade 2:

0 maior dngulo de um tridingulo opde-se sempre ao maior lado;

>
oo >,

A

Figura 4.4: Lados e dngulos num tridngulo.

Na figura 4.4 temos que

(1) Se 0> b/\jﬁ>§
(I SeA>B=a>b

Propriedade 3:

Desigualdade triangular: Em todo tridngulo cada lado fixado é menor que
a soma dos outros dois lados. Veja estas relacdes explicitadas a esquerda da
figura 4.5.

A
a<b+c b
b<a+c ¢
c<a+b
B i C

Figura 4.5: Comparagdo de lados de um fridingulo.

Para um lado fixado do tringulo, por exemplo, o lado cujo medida é a, as
relages entre os lados de um tridngulo identificadas na propriedade 3 podem ser
resumidas como: a<h+c e |b—¢/<a.

Veja por qué. As desigualdades triangulares implicam que,

b<a+ceb-c<a

(<o+bec-b<a

Em resumo, se dois lados de um tricingulo sdo b e ¢, a medida do terceiro lado
x deve ser fal que, [b—c| <x<b+¢

Nota: Esta lfima desigualdade é uma equacto de compatibilidade para que
3 segmentos possam ser lados de u m tricingulo. Por exemplo, trés segmentos a,
b e ¢ cujos medidas sdo a = 6 cm, b=3 cm e ¢ = 2 cm ndo podem ser ludos de
um friéngulo. De fato, ndo vale a desigualdade |b—a| < c<a+b

< |b—c<a



RETAS PARALELAS E
RETAS CONCORRENTES

Duas refas r e s do plano sio paralelas se ndo possuem nenhum ponto em
comum.
rms=g
Duas retas r e s sdo concorrentes se sua inferseciio é exatomente um
ponto P.
rovs={P}

RETAS PARALELAS CORTADAS
POR TRANSVERSAL

Quando duas retas paralelas r e s sdo cortadas por uma transversal t, damos
nomes particulares aos pares de dngulos formados. Na figura 4.6, identificamos
como alternos internos os pares de dngulos(c, e) e (d, f), como lternos externos
os pares de dngulos(a, ) e (b, h) e como correspondentes os pares(a, e), (d,

h), b, f) e (c g.

b <o ,
4

f Le
gfh
Figura 4.6: fingulos altemos e correspondentes.

Propriedade 1: Angulos correspondentes siio congruentes.
Propriedade 2: Angulos alteros sio congruentes.

TEOREMA 1 (TEOREMA DE TALES)

“A soma dos dngulos infemos de um triingulo é igual a 180°.”
Prova: Considere 0 AABC, a reta s que contém BC, a reta r paralelo a s
passando por A e os dngulos indicados na figura.

0o >
o>

B C

Figura 4.7: Teorema de Tales.

Como r || s, Us/gndo que dngulos alteros sdo Ii\guuis, temos que ﬁzB
e (=0.Como B +A+0=180° enconframos que A + B + C=180°.
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ANGULOS EXTERNOS DE
UM TRIANGULO AABC

Sdo dngulos cujos vértices coincidem com os vértices do fridngulo. Cada
vértice do tridingulo dd origem a dois dngulos extemos congruentes. Por exemplo,
os dngulos externos do AABC com origem em A sio os ngulos formados por AB e
AE ( AF éseminetaopostaa AC )epor AC e AF (AF ésemirrefoopostaa AB ).
Estes dngulos sio indicados, respectivamente, por B e o, na figura 4.8.

De modo semelhante se definem os outros dngulos externos. Veja a
figura 4.8.

Figura 4.8: Aingulos exteros.

Note que o = B (opostos pelo vértice). Devido a esta igualdade,
denominamos simplesmente por e, 0 dngulo externo ao vértice A.
A A A A A
Note que o+ (AB=ou +A= 180°:>eA+A:180°.C0m0AA+B
a dif(/e\reng/g entre as duas dlfimas igualdades mostra que e, — (B +
e,=B+C
A A AN A
Do mesmo modo vale que e, =A+C e e.=A+B.

A
(=180°,

+
A
0=0=>

As dlfimas igualdades provam a seguinte proposicdo:

Proposicdo 1: A medida de um dngulo externo € igual a soma dos dngulos
internos ndo adjacentes.

Também podemos provar outra proposicdo:

Proposicéo 2: A soma dos dngulos externos de um tridingulo é 360°.

Prova: Considere um tridngulo AABC, onde e, , e; e e, sdo medidas dos
dngulos externos aos vértices A, B e C, respectivamente. Entio

A A A A A A
eA=B+(,eB=A+C,e(=A+B.

Portanto, e, + e + & = Z(IAX By (/f)= 360°.

Congruéncia

Antes de definir congruéncia de tridngulos, vamos revisar congrugncia de
segmentos e Gngulos.

Segmentos

Dois segmentos AB e (D do plano sdo congruentes se possuem a mesma
medida (mesmo comprimento).
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ANGULOS

. ~ A A ~ ’ .
Dois dngulos AOB e CDE sdo congruentes se possuiiem a mesma medida
(mesma abertura).

TRIANGULOS

Dois tringulos sdo ditos congruentes, se for possivel estabelecer
uma  correspondéncia enfre seus vértices de tal modo que os pares
de lados correspondentes sejam congruentes, e os pares de dngulos
comespondentes  sejam  congruentes.  Por exemplo, na  congruéncia
representada na figura 4.9, o comespondéncia entre os vértices é
AN BB el (.

Figura 4.9: Triangulos congruentes.

Portanto, a congruéncia garante que

AB = A'B’ h=h
A A

BC=B'C’ B=p'

AC=AC C=C

Usamos a notacio AABC = AA'B'C’ ou a notactio simplificada AABC =
AN'B'C’ para representar que os fridingulos stio congruentes.

Da definicdo anterior, observamos que para verificarmos a congruéngia de
dois tridngulos necessitamos verificar frés igualdades relativas a dngulos e trés
igualdades relativas o lados. No entanto, para garantir congruéncia de fridngulos,
basta termos apenas 3 igualdades bem especificadas. Sdo os casos de congruéncia:

1* Caso: LAL (lado, dngulo, lado)

Figura 4.10: Congruéncia de tridngulos - Caso LAL.

IAXB = DE (D
S B=E (A) = AABC = ADEF
BC=EF (L)

2 Caso: ALA (angulo, lado, dngulo)

Figura 4.11: Congruéncia de tridngulos - Caso ALA.

A

b=t
S BC=F (1 — AABC = ADEF
C=F

3’ Caso: LLL (lado, lado, lado)

Figura 4.12: Congruéndia de tridngulos - Caso LLL.

AB=DE ()
Se  BC=EF (D = AABC = ADEF
AC=DF (D)

4 Caso: LAA (lado, dngulo, dngulo oposto)

Figura 4.13: Congruéncia de fridngulos - Caso LA .

;B\C = (D)

Se EAB =AE () = AABC = ADEF
A=D ()

Observacdes

1) 0 caso LAA, & consequéncia do caso ALA, pois se dois dngulos sdio
congruentes, o ferceiro também serd (note que a soma dos dngulos é 180°).



2) Usando que a soma dos dngulos de um triingulo é 180° & que o2 = b + ¢
em um fridngulo retdngulo, femos dois casos particulares de congruéncia de
tridingulos retdngulos:

1) Mesma hipotenusa e um dos dngulos agudos iguais.

Figura 4.14: Congruéncia de tridngulos retdngulos - Caso 1

I1) Mesma hipotenusa e um dos catetos iguais.

AN

Figura 4.15: Congruéncia de tridngulos refangulos - Caso 2

3) 0 Teorema de Pitdgoras a2 = b? + ¢? serd fratado mais tarde.

PoNTOSs NOTAVEIS DE
UM TRIANGULO

Ortocentro

0 ortocentro H de um tricingulo é o ponfo de encontro das trés retas suportes
das alturas relativas aos lados do triingulo.

Sua posigdo varia de acordo com o friingulo. Veja, na figura 4.16, as
posicdes do ortocentro H em tridingulos AABC genéricos:

Acutingulo Retiingulo Obtusdngulo
B B
A " '
T oH=A i
H ¢ inferior H coincide com H é exterior

0 vértice do dngulo reto

Figura 4.16: Ortocentro de um fridngulo.

Incentro

0 incentro de um triingulo é o ponto | de encontro das 3 bissefrizes internas
de um tridingulo. O ponto | é o centro de um circulo inscrito no tridingulo. Isto
porque as bissetrizes sdo equidistantes dos lados.
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[ncentro

Figura 4.17: Incentro de um fridngulo.

Circuncentro

0 circuncentro de um triingulo é o ponto O de encontro das trés mediatrizes
dos lodos de um tridngulo. O ponto 0 é o centro do circulo que circunscreve o
tridngulo, uma vez que todo ponto do mediatriz de um lodo de um tricingulo
equidista dos vértices deste lado.

B ( ]

Circuncentro

Figura 4.18: Circuncentro de um fridngulo.

Lembramos que mediatriz de um segmento AB, por exemplo, é a reta que
passa pelo ponto médio de AB e é perpendicular a este segmento.

Baricentro

0 baricentro 6 de um tridngulo AABC & o ponto de encontro das medianas.
Lembramos que mediana é o segmento que une um vértice ao ponto médio do
lodo oposto.

Baricentro

E §

Figura 4.19: Baricentro de um fricingulo.

Nota: £ um fato excepcional que as medianas de um fridngulo se encontrem
num Gnico ponto 6. Outro fato importante & que as medianas ficam divididas por
G numa proporcdio de 2 para 1. Veja a figura e as conclusdes

GF =—-AF, GD=—-BD eGE:%-EC

w | —

1
3
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BASE MEDIA DE UM TRIANGULO

Base média de um tringulo é todo segmento de reta que liga dois pontos
médios dos lados de um trigngulo. E possivel provar que toda base média é
paralela a um dos lados e mede a metade do lodo.

Figura 4.20: Buse média.

Examine a figura 4.20. Sendo E, F & D pontos médios dos lados AB, AC e BC
respectivamente, femos que:

.EF||BC:>EF:%
oED||AC:ED:%
.FD||AB:>FD=%

EXERcCIiCIOS

1) (PUC / 98) Considere o tridngulo ABC em que BC = 1. Seja D o ponto médio
de AC, e E o ponto médio de AB. O comprimento de DE vale:

(A)

~ LW | —
S

(B)

~l%

N —

1
(B) 1

2) No tricingulo ABC, o dngulo A mede 110°. Qual é o medida do dingulo agudo
formado pelas retas que fornecem as alturas relativas aos vértices B ¢ (?
) 60° A B

3) (UNIFICADO/98) A, B e C sdio trés casas, que ndo estdio na mesma reta,
construidas em uma drea plana de u m condominio. Um posto policial estard
localizado num ponto P situado & mesma distdncia das trés casas. Em Geometria,
0 ponto P & conhecido com o nome de:

(A) Baricentro

(B) Ortocentro
(Q) Circuncentro
(D) Incentro
(E) Ex-incentro

4) Na figura abaixo, Q é o ponto médio de AB. QP é paralelo a BC. Sendo AC =
30 cm, determine PQ e PO.
Dado: BC =20 cm.

(
P

0

A 0 B
5) Da figura sabe-se que PB = PR e QC = QR. Prove que o = A.
A
P q
B R (

6) Da figura, sabe-se que: r || s, AM = AP e BM = BQ. Calcule x.

7) Na figura, tem-se AB = AC e AD = BD = BC. Calcule x.
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8) No tricingulo ABC da figura abaixo, B = 60° C = 20°. 0 valor do angulo His | 130 (FUVEST) No figura AB = BD = CD. Enfdo:
formado pela altura AH e a bissefriz AS é:

A C

B

14) Calcule 0 menor Gngulo formado pelas bissetrizes internas Bl e Cl do triingulo
ABC da figura.

?) Num tridngulo isdsceles ABC de base AB, o dngulo Be iqual a 2/3 do dngulo
S, formado pelas mediatrizes QS e PS. Calcule os dngulos desse tridngulo.

Q
15) Calcule o menor dngulo formado pelas bissetrizes externas BE e CE do
tridngulo ABC da figura.
A b B

80°
10) Na figura, determine o medida de o, B e . B. .

D -

16) Em um frigngulo ABC, a altura tracada do vértice A forma com a bissetriz de

130° ;
F A um dngulo de 19°. 0 dngulo formado pelas bissetrizes internas de B & C mede
131°. Calcule os Gngulos do tridngulo.
B D
A

17) Na figura, BE é bissetriz interna do dngulo B e CE, bissetriz externa do

11) (FUVEST) Na figura ubmon MB=AC.0é0 ponto de encontro das blssetrlzes Gngulo C.
do triingulo ABC,e o dngulo BOC é o triplo do Gngulo A Enfdio a medido de A ¢

(B B
Q24
(D)36° A
(B)15°
G

A)30° 18) 0 tnangulo ACD da figura |sosce|es de base AD. Sendo ]2° a medida do

. , .
W
(B)50° dingulo BAD e 20° a medida do ABC calcule a medida do dngulo AD.
(0)80°
(D)100° (
(6)220° /\ D
A B

Prove que o0 =

N | =>>
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19) 0 tridngulo ABC ¢ isdsceles, com AB = AC. Nele estd inscito um tridngulo
DEF, equildtero. Designando o dngulo BFD por a, o dngulo ADE por b, e o dngulo
FEC por ¢, temos:

_ 0+

M b= 2

a—c
(B)b_T

b—c
2

20) (UFRI/2000 - 2* Fase) Na figura a seguir, cada um dos sete quadros
contém a medida de um dngulo expresso em graus. Em quaisquer trés
quadros consecutivos femos os trés dngulos internos de um fridngulo.
Determine o valor de x.

100°

65°

21) Na figura abaixo ache a soma dos @ngulos assinalados.

22) Sendo r e s refas paralelas, calcule x nas figuras:
0.

150°

X+X

3

X

\@

5x +30°

i
105°
25°

X . TS A ~ o A A
23) Na figura abaixo, exprimir o Gngulo X em functio dos dngulos a, fec.

X (
a

24) Determine o valor de x, sendo r//s.

40° r

12°

25) Calcule o valor de x e y, sendo 1//s.

4x /
3x s
26) Calcule x e y indicados na figura a sequir.
B
35°130°
) X 40°

=
rm
—



27)AA figura mostra um TriﬁnAqUIO ABC, isdsceles de base BC. Sendo BD a hissefriz
de ABC e (D a bissetriz de ACB, calcule o valor de x.

28) Num tridingulo ABC, o @ingulo formado pelas bissetrizes dos dngulos Be /C\

oposto a BC, é o quintuplo do dngulo . Determine o medida do dingulo y

29) Na figura, calcular a soma S —a+b+Cedet

30) As bissetrizes de dois dngulos adjacentes de um tridingulo formam um dngulo
de 80°. Calcule esses dois dngulos, sabendo que o medida de um deles ¢ igual
a 3/5 do outro.

31) Com os segmentos 8 cm, 9 cm e 18 cm pode-se construir um tringulo?
Por qué?

32) Dois lados AB e BC de um tridngulo ABC medem respectivamente 8 cme 21 cm.
Quanto poderd medir o terceiro lado, sabendo que & maltiplo de 6?

33) Determine o infervalo de variacdo de x sabendo que os lados do tridngulo sdo
expressos por X + 10, 2x + 4 ¢ 20 — 2x.
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34) Demonstre que o perimetro do tridngulo MNP é menor que o perimetro do
tridngulo ABC na figura abaixo.

35) Calcule o medida dos dngulos a, b e ¢ das figuras:
a

P
b. 2}{/ .

t//s//t

36) Encontre a medida dos dngulos o, x & y nas figuras abaixo.

; o
0 .
bh. t A B

37) Defermine o valor do dngulo 4.

3a 40°
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. ____________________________________________________________________________________________________________________________________|

GABARITO 26)x=70° e y=125°

1)D 27) x=130°

2)( 28) 20°

3)( 29)S=180°

4)PQ=10m PO=5em 30) 60° e 100°

5) Demonstracdio 31) Nao, pois 18> 9 + 8

6) x=90° 32) 18 0u 24

7)x=36° 33)

8) 20° 34) Demonstracio
9)36°,72°,72° 35)0.0=80°b=45",c=55 b.a=20°b=460° c=60
10) 40°, 50°, 40° 36) o= 60°, x=105°, y=40°
1mo 37)a=25°

12)A

13)A

14) 50°

15) 50°

16) 82°, 68°, 30°

17) Demonstracto

18) 116°

19)E

20) 15°

21) 360°

22) 0.x=225 b.x=75 cx=25 d.x=50°
23)x=c—a-b

24)x=72°

25)x=10° ¢ y = 150°









SEMELHANI;AS DE TRIANGULOS
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Nosso objefivo neste capitulo é estudor semelhanca de tricingulos. A
ferramenta fundamental neste estudo é o célebre Teorema de Tales, que relaciona
0 comprimento dos segmentos determinados sobre retas transversais a um feixe
de retas paralelos.

TEOREMA DE TALES

Vamos enunciar diretamente o Teorema de Tales e em sequida explicar seu
significado.

Teorema de Tales: “Um feixe de paralelas deter-
mina sobre duas retas transversais segmentos com
medidas respectivamente proporcionais”.

[=n
=)
= - u»n =

Figura 5.1: Feixe de paralelos e transversais.

Vamos ds explicacdes. Na figura 5.1, as refas r, s, t e u pertencem a um
feixe de paralelus. As refas transversais sdo m e n. Temos que r || s || t]] u. 0
Teorema de Tales garante que:

E_E_u+b_u+b+c
q

a
PO TP g

Como consequéncia, é possivel escrever outras igualdades, como:

b
—=H, efc.
€

'

o | a
= |

Propriedade 1:
Num tridngulo AABC, se o segmento MN é paralelo a AB , entiio

NS
(N N BC

rllsit

M N s
/ \ r
A B
Figura 5.2: Triangulos e Teorema de Tales.

Justificativa:
Na figura 5.2, areta r é paralela a s e t. Portanto r || s || t e é possivel aplicar
0 Teorema de Tales com as retas transversais AC e BC.

TEOREMA DA BISSETRIZ INTERNA

A bissefriz interna de um dngulo de um tridngulo defermina sobre o
lado oposto segmentos proporcionais aos dois outros ludos. Isto &, no AABC
apresentado na figura 5.3, onde AS & bissetriz, tem-se que

Figura 5.3: Propriedade métrica da bissetriz.

Demonstracio: A partir da figura 5.3, trace (D || AS, onde D estd no
prolongamento de AB. Veja a figura 5.4.

Figura 5.4: Teorema da bissetriz

Entio ACD = CAS = o (Gngulos altemos internos) e AdC- BﬁS = o (dngulos
correspondentes). Entiio AADC & isdsceles com base CD. Portanto, AD = AC.
No ABDC, tomando DC como base e SA como base paralela e usando

AB AD AR AC .
o Teorema de Tales enconframos que —=—=>—=—, que 6 @
BS SC n m
propriedade enunciada.
SEMELHANGA

0 estudo de semelhanga é muito importante em Geometria. Mas o que sdo
figuras semelhantes de modo geral?

Duas figuras F, e F, do plano stio semelhantes se possuem a mesma forma
(apesar de, em geral, serem de famanhos diferentes).

Duas figuras semelhantes podem ser entendidas como sendo uma ampliagio
da outra. Por exemplo, quando olhamos em um microscapio ou bindeulo, a figura
observada é uma ampliacdio da figura original. Portanto, a figura observada &
semelhante & figura original.

Apesar de a semelhanca ser uma noctio aplicdvel a quaisquer figuras do
plano, vamos nos fixar no estudo de semelhancas de triingulos.



SEMELHANI;A DE TRIANGULOS

Dois fridngulos sdo semelhantes se for possivel estabelecer uma
correspondéncia biunivoca entre seus vértices de modo que se correspondam
dngulos iguais e lados proporcionais. Isto €, os tridngulos AABC e os AEFG siio
semelhantes se:

A
g
(=6

onde k é constante de semelhanca ou de proporcionalidade. Usamos
a notagdo AABC ~ AEFG, para expressar a semelhanca. Veja na figura 5.5,
triéingulos semelhantes.

Figura 5.5: Tridngulos semelhantes.

Se a constante de semelhanca é unitdria (k =1), os tridngulos so
congruentes. Portanto, “a congruéncia é um caso especial de semelhanca”.

CASOS DE SEMELHANGA
DE TRIANGULOS

Destacaremos trés casos hdsicos de semelhanca de tridingulos. Estes resultados
podem ser provados usando o Teorema de Tales e o que jd conhecemos de congruéneia
de tringulos. Para ndo precisar fazer sempre a verificactio de seis elementos
geoméfricos (trés dngulos e trés lodos) de dois tringulos a fim de deferminar se
stio semelhantes, estabeleceram-se os casos de semelhanca, em que a verificacto
de alguns desses elementos (dois ou frés) jd permitem garantir a semelhanca dos
triingulos em questdo. Sdo trés os principais casos de semelhanga: AA, LAL e LLL.

1* Caso (Caso AA)
Se dois triaingulos possuem dois dngulos respectivamente congruentes entio
os triingulos sdo semelhantes. Veja a figura 5.6 & 0 esquema em seguida.

Al

B C B ¢

Figura 5.6: Caso de semelhanca AA.
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Outra aplicaciio do Teorema de Tales

“Toda reta paralela a um lado de um tridngulo que intercepta os outros lados,
defermina um tridngulo semelhante ao primeiro.”

Acompanhe na figura 5.6, a justificativa da propriedade enunciada. Entre os
I\riﬁngulos AMBC e AMIN , temos em comum o dngulo A. Também MN || BC,
Booel= B. Entiio o Teorema de Tales implica que:

MM
M AC BC

Portanto, AABC ~ AMMN , como enunciado.

Figura 5.7 Bases paralelas.

Se = AMBC~AANB'C

:ﬁ’
=N

=> o>

2 Caso (Caso LAL de semelhanca)

Suponha que em dois tringulos & possivel escolher dois lados, em cada um dos
fridngulos, de modo que, colocados em correspondéncia, tenham a mesma proporcdo
e, além disso, os dngulos entre os lados definam @ngulos congruentes. Nesta situago,
os fricingulos so semelhantes. Veja a figura 5.8 e as conclusGes em seguida.

A
D

( EAF

Figura 5.8: Caso de semelhanca LAL .

B=t
Se{ A3 BC = AABC~ ADEF

DE FF

Exemplo
Na figura 5.9 estiio representados tridngulos semelhantes como consequéncia
do caso LAL. Faca o quociente entre os lados respectivos para verificar isso.
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A
N D
/PN
B ( E F

Figura 5.9: Trigngulos semelhantes

3 Caso (Caso LLL de semelhanca)

Se em dois tridngulos existe uma correspondancia entre seus lados, de modo
que as medidas tenham a mesma proporcionalidude, entdo os tridngulos sto
semelhantes. Veja a figura 5.10 e as conclusdes a seguir.

A
k |

Figura 5.10: Caso de semelhanga LLL .

B OBC A
AR AMBC ADEF
O EF O

Exemplo

Na figura 5.11, os tridngulos representados sdo semelhantes. Faga o
quociente entre os lados para verificar isso.

o
s
~

Figura 5.11: Tridingulos semelhantes.

Os trés casos expostos de semelhanga de tridngulos implicam as seguintes
propriedades:

a) Dois tridngulos semelhantes a um terceiro sdo semelhantes entre si.

b) Dois tridingulos retdngulos que possuem um dngulo agudo congruente
sdo semelhantes.

¢) Dois tridingulos isdsceles que possuem o dngulo oposto & base congruentes,
sdo semelhantes.

d) Dois tridingulos isGsceles que possuem os dngulos das bases congruentes
sio semelhantes.

e) Dois triingulos refangulos isésceles sdo semelhantes.

f) Dois tridngulos retingulos que tém os catetos respectivamente
proporcionais sto semelhantes.

g) Dois tridngulos equildteros sto sempre semelhantes.

EXERCIiCIOS

1) (UNESP//?S - 1* Fase) Na figura, o tringulo ABD é refo em ﬁ, eACéa
bissetriz de BAD. Se AB = 2.BC, fazendo BC = b e (D = d, entio:
M d=b
GRS i
DE EF
(Odz(%)b -
2b

6
(D)d_(g)b

5
it

2) Trés terrenos t€m frente para a rua “A”e fundos para a rua “B”, como na
figura. As divisas laterais so perpendiculares a rua “A”.

Quais as medidas de x, y e z, sabendo que o comprimento total para a rua B é
135m?

135m
y z

X

40m 30m [20m
Rua “A”

3) (UNI-RIO/97 - 1* Fase)

R ———
s
| | | | I

No desenho acima apresentado, os frentes para a rua A dos quarteirges | e Il
medem, respectivamente, 250 m e 200 m, e a frente do quarteirdo | para a rua
B mede 40 m a mais do que a frente do quarteirdo |l para a mesma rua. Sendo
assim, pode-se afirmar que a medida, em metros, da frente do menor dos dois
quarteirdes para a rua B é:

(M) 160

(B) 180
(0) 200
(D) 220
(F) 240

4) Um tritingulo tem lados medindo 4 cm, 5 cm e 7 cm. Um segundo tricingulo,
semelhante ao primeiro, tem perimetro 128 cm. Determine as medidas dos
lodos do segundo tridngulo.



5) Um tricingulo isésceles tem lados medindo 10 cm, 10 cm e 12 cm. A ltura
relativa ao maior lado mede 8 cm. Ache o raio do circulo inscrito a esse tridngulo.

6) (UNICAMP /94 - 2" fase) Uma rampa de inclinacdio constante, como a que dd
acesso ao Paldcio do Plonalto em Brasilia, tem 4 metros de altura na sua parte
mais alta. Uma pessoa, fendo comecado a subi-la, nota que apds caminhar 12,3
metros sobre a rampa estd a 1,5 metros de altura em relagdo ao solo.

a. Faga uma figura ilustrativa da situagdo descrifa.

b. Calcule quantos mefros a pessoa ainda deve caminhar para atingir o ponto
mais alto da rampa.

7) Num edlipse do sol, o disco lunar cobre exatamente o disco solar, o que
comprova que o dngulo sob o qual vemos o sol é o mesmo sob o qual vemos a
lua. Considerando que o raio da lua é de 1738 km e que a distdncia da lua ao sol
¢ 400 vezes a da Terra & lua, caleule o raio do sol.

8) 0 perimetro de um triingulo ABC & 100 cm. Sabendo que a bissetriz do dngulo
interno A divide o lado oposto BC em dois segmentos de 13,5 cm e 22,5 cm,
determine as medidas dos lados desse fridngulo.

9) (FUVEST/82) A sombra de um poste vertical, projetada pelo sol sobre um
chdo plano, mede 12 m. Nesse mesmo instante. a sombra de um bastio vertical
delm de altura mede 0,6 m. A altura do poste é:

)6

(B) 7, 2 m

O12m

(D) 20 m

(B)72m

10) (U.C.MG /82) A medida, em metros, do segmento AD da figura abaixo é de:
(h) 4 C

(B) 5 ¢
06 4m 3m
(D) 8 A &y

(£) 10 B . Rl
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11) (CESGRANRIO/79) O losango ADEF estd inscrito no tridngulo ABC, como
mostra a figura. Se AB=12'm, BC=8 m e AC= 6 m, o ludo do losango mede:
(A)5m

12) Na figura abaixo, consideremos os quadrados de lados x, 6 ¢ 9. Determine o
perimetro do quadrado de lado x.

T~

A A
9 6 X

13) Determine a medida R do lodo AB da figura abaixo, onde AEDF é um
quadrado de lodo igual a 3.

14) Considere a figura abaixo, onde os pontos B, D e A siio alinhados. Calcule
a medida x.

15) Calcule @ medida do lado MN do retiingulo inscrito no tridingulo ABC da figura,
sabendo que MN = 2MQ.
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16) Calcule o medida x na figura construida abaixo:

17) (MACK/74) No paralelogramo ABCD da figura abaixo, calcule a medida do
segmento X.

GABARITO

1) ¢

2) 60 m, 45 m e 30 m, respectivamente.

3)A

4) 32 cm, 40 cm, 56 cm

5)r=3

6)a. T b.20,5m

12,3m 4m
15m

7) 696 938 km

8) 36.cm, 24 cme 40 cm
9)D

10) C

11)4m

12) 16

13) 12

14)x =171
15) 9
16) 12,6

17 B
3









RELAGCOES METRICAS NO TRIANGULO RETANGULO
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0 objetivo deste capitulo é aplicar os resultados que obtivemos no estudo
de semelhanca de tridngulos, para estabelecer relagdes métricas num tridingulo
retingulo. Em particular, podemos provar o famoso Teorema de Pitdgoras. Para
iniciar vamos recordar os elementos principais de um tridngulo retéingulo.

RELAGOES METRICAS NUM
TRIANGULO RETANGULO

Elementos

0 que caracteriza um fridngulo retéingulo AABC é a existéncia de um dngulo
reto. Na figura 6.1 apresentamos um tridingulo retdngulo AABC, onde A = 90°.
Em seguida listamos seus elementos principais.

Figura 6.1: Triangulo rettingulo.

a = hipotenusa

b e ¢ = catetos

m = projecdo orfogonal do cateto b sobre hipotenusa
n = projeco orfogonal do cateto c sobre hipotenusa
h = altura relativa @ hipotenusa

Relacdes métricas

As relagdes anteriores sto todas provadas usando semelhanca de tridngulos
que aparecem na figura 6.1. Vamos provar a pendltima h? = mn como exemplo.
Acompanhe os argumentos. Afirmamos que AABH ~ ACAH. Veja por qué. Temos que:

Lot
H+C=90_ 5o
B+(=90°

Como os dois tringulos possuem um @ngulo reto, e ainda a congruéncia
de dois outros dngulos, como firado anteriormente, entdio dois dngulos
correspondentes sio congruentes. Portanto, pelo caso de semelhanga AA, temos
que os fringulos sto semelhantes. Assim:

LN
(A CH M b n

h_m
h

As duas Gltimas igualdades resultam h? = mn, que é a propriedade (e).

Aplicacoes imediatas do Teorema de Pitdagoras

a) Relagdio entre os comprimentos do lado £ e da altura h de um tridingulo

equildtero. i
Num triingulo equildtero como o representado na figura 6.2, vale h= -

ol

Figura 6.2: Triangulo equildtero.

Prova
Examine na figura 6.2 o tridingulo retGingulo sombreado. Usando o Teorema
de Pitdgoras encontramos que:

hu(%)iﬂ:hzzﬁz‘(%); h=h (%[);h: %5

b) Medida da diagonal do quadrado.
Num quadrado as medidas ¢ do lado e d da diagonal satisfozem d= ¢ V7

Figura 6.3: Quadrado.

Prova
Examine na figura 6.3 o tridngulo refdngulo sombreado. Usando o Teorema
e Pitdgoras encontramos que, d2 = ¢2 + (2 = ¢2 = 202 = d= (/2

¢) Apdtema do hexdgono regular.

Num hexdgono regular inscrito num circulo de raio R as medidas £ do lado e

a do apdtema satisfozem o, = g%ﬁ

Justificativa
Examine na figura 6.4 o tridingulo retGingulo sombreado. Usando o Teorema
de Pitdgoras encontramos a igualdade desejada que é:
0\ R )

R2=0§+(§):£zzuz+zzu§:T:(Jb 7



Figura 6.4: Apdtema do hexdgono.

RELAGOES TRIGONOMETRICAS
NUM TRIANGULO RETANGULO

Num triangulo retGingulo AABC, ondgA 90°, b AC, c= AB e0= BC
valem as sequintes igualdades: b = a sen B, c-usen( b= ucos( c=0cosB

Figura 6.5: Tridngulo retiingulo.

Por que valem estas formulas? Vamos verificar s duas primeiras.

Convido-o a recordar a definigdo de seno e cosseno no circulo trigonométrico
unitdrio e relacionar com o fridngulo retdngulo AABC. Veja a figura 6.6, onde o
circulo representado tem raio de medida 1. Isto 6, OE = 1.

3

)

po

Figura 6.6: Seno de um dingulo.

Desenhamos 0 AABC numa posigdo udqu\udu, onde B coincide com o centro
0 do circulo. Por definicdio, sen B = EF, cos B = BF ¢ EB = 1, onde EF é um
segmento orfogonal a AB.Portanto, EF || AC.

Com estes dados podemos concluir que os triingulos AABC e AFBE siio
semelhantes. Entdio:

B ACBC_ b
T

W B b

@
|
|

osB 1

A
Portanto, b = a sen B, como queriamos provar.
As outras formulas se verificam de maneira muito parecida.
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RELAGOES METRICAS NUM
TRIANGULO QUALRUER
Lei dos senos

Num tridngulo AABC, arbitrdrio e inscrito num circulo de raio R, vale as
sequintes igualdades:

o b

—=——=——=R
sen A senB senC

" onde 0 =BC, b=AC, c=AB e R & o raio do circulo que circunscreve o fridngulo.

Figura 6.7: Lei dos senos.

Veja a figura 6.7 e vamos tentar encontrar as razes para a validade da lei
dos senos. Escolhendo o lado AB, arbitrariamente, note que a perpendicular pelo
ponto médio M de AB, passa pelo centro OA do circulo e o dngulo AOB é um dngulo
central correspondente ao dngulo inscrito C. Entdio:

t:%ms:t:mm

Aplicando os resultados sobre relagdes trigonométricas no tridngulo retdngulo
AOM encontramos que:

AM= 0A.sen A(jM:>£ —R.sen C=>c= 2R sen f:%z?k
2 sen C

Do mesmo modo, escolhendo o lado AC ou o lado BC e trabalhando de modo
inteiramente similar verificariamos as outras férmulas.

Lei dos cossenos

Num triingulo qualquer ABC, onde o = BC, b = AC e ¢ = AB, valem as
sequintes igualdades:

A

b a2 =b2 + 2 - 2bc cos A,
" { b2 = a2 + ¢2 — 2ac cos B,
,,,Hm — ; C 2 =02 + b2 — 2ab cos (.

Figura 6.8: Lei dos cossenos.

Vamos verificar como funciona o demonstraciio destas formulas. Veja a figyra
6.8, onde estd representado um tridngulo AABC e a altura n do triingulo em
relagdo ao lado BC. Considere os tridingulos retingulos AAHB & AAHC. Podemos
escrever usando o Teorema de Pitdgoras que:
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b =n’+m+a) [b=n’+m’+a’+2am
= =

¢ =nf +m? ¢ =nf +m?

= b = +a® +2am(*)

No Tgi\ﬁngulo retingulo AAHB, encontramos m = ¢ « cos (AﬁH) = (05
(180° - B).

Como 05 0 = - (05 (180° - o), para qualquer dngulo o, achamos que
m=-ccos B.

Este resultado, junto @ equacdo (*), mostra que b? = ¢ + a? - 2ac cos B.

As outras férmulas sdo demonstradas de maneira inteiramente andloga.

Consequéncia da lei dos senos e dos cossenos

Num tridngulo genérico AABC, usando a lei dos senos pode-se provar que:
(i) Ao maior lado de um triangulo opde-se o maior dngulo.

Enquanto que usando a lei dos cossenos pg\demos mostrar que

ii) 02 < b? + ¢ Triingulo acutingulo (cos A > 0)

0? = b? + % Tridingulo retdngulo (cos A = 0)

0’ > b? + ¢ Tricingulo obtuséingulo (cos A < 0)

EXERcCiCIOS

1) (UFRJ/2001) Os ponteiros de um reldgio circular medem, do centro ds
extremidades, 2 m, o dos minutos, & 1 m, o das horas. Determine a distincia
entre as extremidades dos ponteiros quando o relgio marca 4 horas.

2) (UNIFICADO/1993) 0s lados de um tringulo sdo 3, 4 e 6. Calcule o valor do
cosseno do maior dngulo infemo desse friéngulo.

3) (UERJ/1993 -1¢ Fase) O tridngulo ABC estd inscrito em um circulo de raio R.
Se cos A= - o comprimento do lado BC é:

4) (UFR1/1995) A grande sensaco da dltima Expo-Arte foi a escultura “0.1.T.0”
de 12 metros de altura, composta por duas circunferéncias, que reproduzimos
abaixo, com exclusividade.

P £

12m 9m

Para poder passar por um corredor de apenas 9 metros de altura e chegar ao
centro do Saldo Principal, ela teve de ser inclinada. A escultura atravessou o
corredor tangenciando o chéo e o teto, como mostra a figura a seguir.

Defermine o dngulo de inclinacdo © indicado na figura.

5) (Uni-Rio/1999) Numa circunferéncia de 16 cm de diémetro, uma corda AB é
projetada ortogonalmente sobre o digmetro BC. Sabendo que a referida projecto
mede 4 cm, a medida de AB, em cm, & igual a:

6) (UniRio) Dado um triingulo retdngulo cujos lados medem 2 cm. Construimos
um segundo tridngulo retdngulo onde um dos catetos estd apoiado na hipotenusa
do primeiro e o outro catefo mede 2 cm. Construimos um terceiro tridngulo com
um dos catetos medindo 2 cm e o outro apoiado na hipotenusa do segundo
tridngulo. Se continuarmos a construir tringulos sempre da mesma forma, a
hipotenusa do décimo quinto tridngulo medird:

(M)15m

(B) 15v2
(O14m
(D)8 m
() 82

7) Na figura sio dados: b=12 e ¢ = 9. Caleular: o, h, me n.




8) Calcular o perimetro de um fridngulo isdsceles de 8 m de base e 3 m de altura.

9) Na figura abaixo, sdo dados: AB = 15 cm; (D = 3 cm; DA = DB. Calcule o
raio do circulo.

AB

10) Calcule “x” na figura abaixo:

11) Se os lodos de um tridngulo retingulo estiio em progressio geométrica
crescente, calcule a rozdo desta progressdo.

12) A hipotenusa de um tridngulo retdngulo mede 10 e a altura a ela relativa
mede 3. 0 menor catefo desse triingulo mede:

(W) 25
(B) 242
(0 32
0 10
(F) 52

13) Calcular 0 lado do quadrado inscrito no fridngulo retéingulo ABC da figura
sendo dado os catefos: AB =12 cm e AC= 5 cm.
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14) Os circulos da figura tém raios 3 cm e 2 cm e sio tangentes entre si aos lados

do quadrado. Ache o lado do quadrado.

(A) 5cm
15) Os semicirculos de diémetros AO, OB e AB f&m centro sobre a refa AB. 0

3

B) 5(2 +2 ) a
) 4( 2442 ) a

circulo de centro 0" lhes 6 tangente. Se AB = 12 cm, ache , raio do circulo de

centro 0". 0 é médio de AB

5(2+\/§) a1
(B) 2cm
(O3 c
(D) 4 em
®5m N Y

5

5(2 ++2 ) m
16) (FGV/1992 - 2¢ Fase) As quatro circunferéncias da figura stio tangentes duas
aduas tangentes areta r. Sabendo-se que-es raios das duas menores medem 1 cme
/5 cm, determine o raio do maior.

17) (PUC/1995 - Espectfica) Sejom C, , C, e C, trés circulos de mesmo raio R e
cujos centros 0, , 0, e 0, esfio sobre uma mesma reta. Além disso, C, é fangente
a(,, eC, étangente a C,. Considere a reta D que passa por A e & fangente ao
circulo C; (ver figura). Expresse o comprimento da corda BC, determinada por D
em C,, em funcio de R.

WY
AL

18) No fridngulo retdngulo da figura, AD ¢ bissefriz do angulo A & mede V2.
Sabendo que um dos catetos mede 3, calcule a hipotenusa.

C
k
= B

e'ﬁ
(=]
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19) 0 perimetro de um fridngulo refingulo é 12 e a altura relativa @ hipotenusa
mede 2. Calcule a medida da hipotenusa do tridingulo.

20) Na figura abaixo tem-se dois circulos exteriores cujos raios medem
respectivamente 7 ¢ 2. Calcule o comprimento do segmento AB da tangente
externa comum aos dois circulos.

PR

21) Na figura abaixo, x é a medida do segmento AB da tangente interna comum
aos dois circulos. Calcule a medida de x.

00"=20

22) (UFF/1994 - 1° Fase) Na figura a seguir, o tridngulo QRS é equildtero e
estd inscrito no quadrado MNPQ, de lado L. Calcule o medida do lado do tridingulo.

23) Na figura, os circulos maiores tem raio de 8 cm ¢ 2 cm. Calcule a medida

do circulo menor.
‘QQ

24) (CESGRANRIO,/1977) No fidingulo ABCD de lodos AB =4 ¢ BC = 3, 0 segmento
DM ¢ perpendicular & diagonal AC. Calcule o comprimento do segmento AM.

D (

25) (CESCEM,/1973) Calcule o valor de x na figura:

30

30° 100
( D «x B

26) (FUVEST/1977) A seciio transversal de um maco de cigarros & um retdingulo

2 oun

que acomoda exatamente os cigarros como na figura. Se o raio dos cigarros é “1”,
as dimensdes do retinaulo so:

Wi e 1(14+43)
B) 7re dr
0 Tdre 6r
D) 14re 3r

E)2+3J§) e 13

(
(
(
(
(

GABARITO

4)06=30°
5)8B
6)D
Nao=15m=96h=72n=54
8)18m
9) 87

8

10) I
4

1) [lev5
2
12)D
780
I3)m m
14)E
15)B

16) 55 am
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17 &
5
18) 3§
7
19) %
i
20) x=12
2M)x=16
22)(ﬁ—ﬁ)L
8
23) °
’ 9
24) !
5
25) x =50

26) A






TRIGONOMETRIA NO TRIANGULO RETANGULO
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Escolha, sobre o ciclo trigonométrico, um arco ot qualquer. Por comodidade,
vamos considerar o, um dngulo agudo. Trace o segmento que vai do centro do
ciclo até a marca correspondente ao arco escolhido. Esse segmento denomina-se
raio e que mede 1. Esse mesmo raio forma, com o semieixo horizontal positivo,
um dngulo que vale . Note que as projecdes horizontal e vertical desse raio
formam com o prdprio raio um tridingulo retngulo (figura 7.1).

90°

180°

Projegdo horizonfal cos o

270°

Figura 7.1: ProjecBes horizonfal e vertical de o formando um triingulo retéingulo.

Nesse triingulo retdingulo, percebemos que:

® o comprimento do catefo horizontal corresponde ao comprimento da
projegdo horizontal do raio, ou seja:

cateto horizontal = cos o

* o comprimento do cateto vertical corresponde ao comprimento da projecto
verfical do raio, ou sejo:

cateto vertical = sen o

© q hipotenusa corresponde oo raio, portanto:

hipotenusa = 1

Aplicando o Teorema de Pitdgoras nesse tridngulo, temos:

(sen o) + (cos a)?=12=1

Vale a pena observar que g relacdo acima vale sempre, qualquer que seja
o valor de .

:: Teorema de pitdgoras ::
Em um tridngulo retdngulo, vale sempre a relacdo:

Passemos agora a uma outra construgdo importante. Imagine um eixo
verfical que:

o ¢ ilimitado em ambos os sentidos;

® toca o ciclo (figura 7.2) apenas na marca correspondente ao 0°, ou seja,
¢ uma reta tangente ao circulo.

A sequir, prolongue o raio até que esse prolongamento intersecte o tal eixo.
Fica assim determinado um segmento sobre o eixo (figura 7.3). O tamanho desse
segmento é a tangente do dngulo o.

Usa-se a notacdo tan o

90°

180° — 0°=360°

270°

Figura 7.2: Ciclo trigonométrico com reta tangente.

Marca correspondente ao arco o

90°

180° - 0°=360°

2700

Figura 7.3: Segmento sobre a refa fangente.

Nesse ponto, é possivel perceber, dentro do ciclo, dois triingulos retdingulos
semelhantes (figura 7.4):

fan o

(0S O

rio = 1

Figura 7.4: Ampliagdo dos tridngulos construidos no ciclo.



Devido a semelhanga, pode-se afirmar que: stna _fna
wnor osor |
Jd que, tana = na’ a conhecida fabela de senos e cossenos pode ser
(04
estendida para a tangente.
Senos Cossenos Tangente
0
0° 0 1 —=0
]
1
30 ! B 1
2 7 V333
2
V1
0 ﬁ \/7 L =]
T T JI
2
N
60° W3 ! -0
2 2 1
2
90° ] 0 % ndo existe

Vamos agora escolher um arco B no segundo quadrante. Trace o segmento
que vai do centro do ciclo até a marca correspondente ao arco escolhido. Esse
segmento denomina-se raio, mede 1 e forma, com o semieixo horizontal positivo,
um dngulo que vale B (figura 7.5). Prolongue o raio até que esse prolongamento
intersecte o eixo, determinando um segmento sobre o mesmo.

Marca correspondente o arco 3

270°

Figura 7.5: Arco no 2 quadrante.
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Entendeu a constructio? Vocé percebeu que, nesse caso, a fan B & negativa?
Isso ocorre porque o prolongamento infersecta a parte inferior do eixo.

Podemos firar as seguintes conclusdes:

* 1o 1*e no 3' quadrantes, os arcos tm tangentes positivas;

® 1o 2* e no 4’ quadrantes, os arcos t8m tangentes negativas.

Voltando ao ciclo frigonométrico, tomemos o arco de 30°. Trace o segmento
que vai do cenfro do ciclo até a marca correspondente ao arco escolhido. Vocé
i sube que esse segmento denomina-se raio e mede 1. Sabe também que esse
mesmo raio forma, com o semieixo horizontal positivo, um dngulo que vale 30°.
As projecdes horizonfal e vertical desse raio formam, juntamente com o raio, um

tridingulo retingulo cuja hipotenusa mede 1 (figura 7.6).

90°

180°

Projego horizontal cos 30°

270°

raio = 1
sen 30°

30°
cos 30°

Figura 7.6: Projecdes horizontal e verfical de 30° formando um tridngulo retdingulo.

Considere outro tringulo retdngulo tal que um de seus dngulos valha 30° e a
hipotenusa meca 2. Esse triingulo deverd possuir os mesmos dngulos do triingulo
da figura 7.6. Logo eles sercio semelhantes (figura 7.7). O que podemos concluir
a respeito dos catetos desse novo tridngulo?

aio = 1
sen 30°

30°
c0s 30°

hipotenusa = 2

cafeto oposto ao dngulo de 30°

cateto adjacente ao dngulo de 30°

Figura 7.7: Trigngulos retdngulos semelhantes.
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Antes de qualquer conclusiio, vou dar nomes a esses catetos. Chamarei o
cateto vertical de cateto oposto ao dngulo de 30° — isso porque usaremos esse
dngulo como referéncia. Analogomente, chamarei o cateto horizontal de cateto
adjacente ao dngulo de 30°.

Observando que os tridngulos sdo semelhantes, podemos dizer que:

catefo oposto _ sen 30° 1

Isso significa que qualquer que sejo o tamanho de um trigngulo retangulo,
se ele tiver um dngulo de 30°, a razdo entre o cateto oposto ao dngulo de 30°

e a hipotenusa valerd Y.

Isso significa que qualquer que sejo o tamanho do fridngulo retdingulo, se ele
tiver um dngulo de 30°, a razdo entre o cateto adjacente ao dngulo de 30° e a

NG

hipotenusa valerd -

cafefo oposto  sen 30 —tm 300=\/§ A

cateto adjocente T 0s30° 3

<

catefo adjocente  cos 30° ﬁ
A

Isso significa que qualquer que sejo o tamanho do tridngulo retéingulo, se ele

tiver um dngulo de 30°, a razdo entre o cateto oposto ao dngulo de 30° & o cateto

adjacente ao dngulo de 30° valerd ‘f )

Vamos generalizar essa ideia. Voltemos oo ciclo trigonométrico e tomemos
um arco © agudo. Trace o segmento que vai do centro do ciclo até a marca
correspondente ao arco escolhido. Jd sabemos que esse segmento denomina-se
raio ¢ mede 1. Sabemos, ainda, que esse mesmo raio forma, com o semieixo
horizontal positivo, um dngulo que vale ©. As projecdes horizontal e vertical desse
raio formam, com o proprio raio, um tridingulo retdngulo cuja hipotenusa mede 1
(figura 7.8).

90°

180°

Projegdo horizontal cos ©

270°

raio = 1
sen 0

s O
Figura 7.8: Triangulo retangulo no ciclo trigonométrico.

Considere outro tridngulo reftngulo, tal que um de seus dngulos valha © e a
hipotenusa mega h. Esse tridngulo deverd possuir os mesmos dngulos do tridingulo
da figura 7.8. Logo, eles siio semelhantes (figura 7.9). O que podemos concluir
a respeito dos catetos desse novo tringulo?

rio = 1
sen 0

s 6

hipotenusa = h
cateto oposto ao Gngulo de &

cateto adjacente ao dngulo de ©

Figura 7.9: Tridngulos retiingulos semelhantes.

Chamarei o cateto vertical de cateto oposto ao dngulo de ©, porque usaremos
esse Gngulo como referéncia. Analogamente, chamarei o catefo horizontal de
cateto adjacente ao dngulo de ©. Observando que os tridingulos siio semelhantes,
podemos dizer que:

()

cafefo oposto  sen ©
h —



Isso significa que qualquer que seja o tamanho de um friingulo retingulo,
se ele tiver um dngulo de ©, a razdo entre o cateto oposto ao dngulo de O e
hipotenusa valerd sen ©.

(I

cateto adjacente  cos © A

h 1 i

Isso significa que qualquer que sejo o tomanho do tridingulo retingulo, se
ele fiver um dngulo de ©, a razdo entre o cateto adjacente ao dngulo de O e
hipatenusa valerd cos 6.

) A
cofefo oposto_ sen © _ fan @

cutefo adjocente  cos ©

Isso significa que qualquer que seja o tamanho do fridngulo retéingulo, se ele
tiver um dngulo de ©, a razdo entre o cateto oposto ao dngulo de O e o cateto
adjacente ao dngulo de © valerd tan ©.

seno, cosO e tanO correspondem a fatores de proporcio.

Tais fatores de proporcdo surgem da semelhanca entre tridngulos reftngulos
em que um deles tem hipotenusa medindo 1.

GLOSSARIO

Angulo agudo: dngulo que mede menos do que 90°.

Semieixo horizontal positivo: metade do eixo horizontal que comega
no zero e se estende pelos valores positivos.

Hipotenusa: maior lado de um friingulo refdngulo.

Cateto: qualquer lado de um tridngulo retéingulo que ndo seja a hipotenusa.

Reta tangente: refa que toca alguma figura em um dnico ponto.

Intersectar: cortar, cruzar.

EXERCIiCIOS

1) Qual o maior valor possivel para a tangente de um dngulo?

2) Qual o menor valor possivel para a tangente de um dngulo?
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3) Quais as tangentes de 0°, 45°, 90°, 180° e 270°?

4) Qual(is) ofs) dngulo(s) posifivo(s) menor(es) do que uma volta cuja(s)
fangente(s) vale(m) 17

5) Qual o outro dngulo positivo menor do que uma volta cuja tangente é igual
tangente de 30°?

6) Qual o outro dngulo positivo menor do que uma volta cuja tangente é igual @
tangente de 123°?

7) Quais os angulos cujas tangentes valem /3 ?

8) Quais os angulos cujas tangentes valem —/3?

9) A figura abaixo mostra uma rampa apoiada no chdo com 10 metros de
comprimento.

Considerando que os pontos A, B, C, D ¢ E estdio igualmente espacados, responda
s perguntas a sequir:
a. Quanto mede a distdncio AB?

b. A que altura do chdo estd o ponto E?

¢. Aque altura do cho estd o ponto B?

d. Complete a tabela
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Ponto Disténcia de A Altura
A Om Om
B 25m 1,25m
(
D
t 10m 5m

e. A que distincia de A estd o ponto I?

f. A que distincia de A estd o ponto F?

g. Complete a tabela

Ponto Distéincia de A
A Om
F
6
H

10) A figura mostra um tridngulo equildtero ABC cujos lados medem L unidades
de comprimento. O segmento AH representa a altura do mesmo.

E muito comum que, em certos problemas, as
informaces niio sejam numéricas, e sim literais, ov seja,
letras representam valores. Nesses casos, as respostas
sdo dadas por expressdes que envolvam essas letras.

Dizemos, entiio, que essas expressdes siio literais.

a. Quanto mede, em funcdio de L, BH?

b. Utilize o Teorema de Pitdgoras para calcular, em fungdo de L, a altura AH.

¢. Quanto vale o dngulo ot?

d. Utilize o tridingulo retGngulo ABH para calcular sen o.

e. Utilize o tringulo retangulo ABH para calcular cos o.

11) Afigura mostra o mesmo tricingulo ABC do exercicio 2.

a. Quanto vale o dngulo B?

b. Utilize o tridingulo refGngulo ABH para calcular sen B.

¢. Utilize o tringulo retdngulo ABH para calcular cos P.

12) Afigura mostra um quadrado cujos lados medem L unidades de comprimento.
0 segmento AC é a diagonal do mesmo.

B (

a. Quanto mede BC?

b. Utilize o Teorema de Pitdgoras para calcular a diagonal AC.

¢. Quanto vale o dngulo ?

d. Utilize o tridingulo refGngulo ABC para calcular sen y.



e. Utilize o tringulo retdingulo ABC para calcular cos .

13) Utilize os resultados dos exercicios 2, 3 e 4 para preencher a tabela a seguir.
30° 45° 60°
sen

0s

14) Uma rampa lisa de 12 m de comprimento faz dngulo de 30° com o plano
horizontal. Uma pessoa que sobe essa rampa inteira eleva-se verticalmente em
quantos metros?

A

altura

Plano horizontal

15) Do alto de uma torre de 25 m de altura, uma pessoa vé um ponto P sob
dngulo de depressdo de 45°. Qual a distdncia D enfre o pé da forre e o ponto
observado?

25m

—_— D ——?

16) A figura representa o perfil de uma escada cujos degraus tém todos a
A

mesma extensgo, além de mesma altura. Se AB = 2m e BCA mede 30°, entdo

a medida da extensto de cada degrau é:

n zfm '

(B) \fm
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17) Um avido levanta voo sob um dngulo de 30°. Depois de percorrer 8 km, o
avido se encontra a uma alfura de:

18) 0 dngulo de elevagdo do pé de uma drvore ao topo de uma encosta é
de 60°. Sabendo-se que a drvore estd distante 100m da base da encosta, que
medida deve ter um cabo de aco para ligar a base da drvore ao topo da encosta?
A) 50 m

B) 100 m
() 200 m
D) 300 m

(
(
(
(
(E) 400 m

100 m

19) Num tricingulo isésceles ABC, cada dngulo da base mede 74° ¢ cada lado
congruente 8 cm.

A
8
B =EAN
I#
Angulo Seno Cosseno Tangente

30°

45° ]

60°

74° 0,961 0,276 3,487

Nessas condicges determine:
a. a medida da altura h;

b. a medida x da base do trigngulo.
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20) Do quadrildtero ABCD da figura (JAseguir,A sabe-se que: os dngulos infernos de
vértices A e  sdio retos; os dngulos CDB e ADB medem, respectivamente, 45° e
30°; o lado CD mede 2 dm. Entdo, os lados AD e AB medem, respectivamente,
em dm:

W 6e3 A

® Ee3 ;
(RN

0 Vées ) )
B 3es5

21) Uma vara de bambu de 2 m de altura estava perfeitomente na vertical
até que um forte vento quebrou-u exatamente ao meio. No entanto, a metade
superior da vara ficou ainda pendurada na metade inferior formando 60°, como
mostra a figura. Desta forma, o ponto mais alto da vara de bambu, antes da
ventania, agora estd mais proximo do chdo. Qual o distdncia de P ao chdo?

60°

22) Um barco, navegando em linha reta, passa sucessivamente pelos pontos A e
B. 0 comandante, quaﬂdo 0 navio estd no ponto A, observa um farol num ponto
( e calcula o Gngulo ACB = 30°. Sabendo-se que o dngulo ABC é reto e que a
distdincia entre os pontos A e B é de 6 milhas, determine a distdncia (em milhas)
entre o farol e o ponto B.

1 1843

(
(
(
(
(

23) A rampa de acesso & garagem de um edificio sobre um terreno plano tem
forma retangular e faz um Gngulo de 60° com o solo. Sabendo-se que ao meio-dia
a sombra da rampa tem drea igual a 36 m?, calcule a drea da rampa.

24) A sequir estd representado um esquema de uma sala de cinema com o piso
horizontal. De quanto deve ser a medida de AT para que um espectador sentado
a 15 metros da tela, com os olhos 1,2 metros acima do piso, veja o ponto mais
alto da tela, que é T, a 30° da horizontal?
Dados: sen 30° = cos 60° = 0,50; sen 60° = cos 30° = 0,87;

tan 30°=0,58 e tan 60° = 1,73

() 15,0 m

®) 12,36 m

©9,90m |

(0) 8,66 m L W

(F) 4,58 m A an A
15m

25) Um disco voador é avistado numa regido plana a uma certa altitude, parado
no ar. Em certo instante, algo se desprende da nave e cai em queda livre, conforme
mostra a figura. A que alfitude se encontra esse disco voador?

Considere as afirmativas:

[ - a distncia d é conhecida;

II- a medida do dngulo o & a tan o do mesmo dngulo so conhecidas.

Entdio, tem-se que:

(A) a | sozinha é suficiente para responder a pergunta, mas a l, sozinha, ndo.
(B) a ll sozinha é suficiente para responder a pergunta, mas a |, sozinha, no.
(O l'e ll, juntas, stio suficientes para responder @ pergunta, mas nenhuma delas,
sozinha, é:

(D) ambas sdo, sozinhas, suficientes para responder & pergunta.

(E) a pergunta ndo pode ser respondida por falta de dados.

26) Trafegando num trecho plano e reto de uma estrada, um ciclista observa uma
torre. No instante em que o dngulo entre a estrada e a linha de visto do ciclista
¢ 60°, o marcador de quilometragem da bicicleta acusa 103,50 km. Quando o
dngulo descrito passa a ser 90°, o marcador de quilometragem acusa 104,03
km. Qual é, aproximadamente, a distéincia da torre @ estrada?

Se necessitar, use /2 = 1,41: /3 =1,73; /6 =2,45)

A 463,4m

B) 535,8m e
() 7554m

D) 916,9 m
E) 1071,6 m

(
(
(
(
(
(

[L]'/Tone

27) Uma pessoa encontra-se num ponfo A, localizado na base de um prédio,
conforme mostra a figura. Se ela caminhar 90 metros em linha refa, chegard o um
ponto B, de onde poderd ver o topo C do prédio sob um dngulo de 60°. Quantos
metros ela deverd se afastar do ponto A, andando em linha reta no sentido de A
para B, para que possa enxergar o topo do prédio sob um dngulo de 30°?

(A) 150 C

1000

B 310 A0
B A

—

90m




28) Para atravessar um rio, um barco parte de A em direcdo a B. Essa directio
forma um dngulo de 120° com a margem do rio. Sendo a largura do rio 60 m, a
distincia, em metros, percorrida pelo barco foi de:

)
®) B

O 0/ 0
(D) 120 ;

() A

29) Um barco estd preso por uma corda (AC) ao cais, através de um mastro (AB)
de comprimento 3 m, como mostra a figura. A distancia, em m, da proa do barco
até o cais (BC) é igual a:

n V2 +6
2 A
4 C/
0Lk =T
Mar
I
4
(B V6

30) A figura a sequir 6 um prisma reto, cujo base & um tridingulo equildtero de
10+/2 am de lado € cuja altura mede 5 m.
Se M ¢ o ponto médio da aresta DF, o seno do dngulo BAIE &:

n f ||s
A C
(8) \7ﬁ E‘
D 1 F
© V3 i
2
o
4
@ L
5

31) A figura a seguir é um corte vertical de uma peca usada em certo fipo de
mdquina. No corte aparecem dois circulos, com raios de 3 cm e 4 cm, um suporte
vertical e um apoio horizontal. A partir das medidas indicadas na figura, concluise
que a altura do suporte é:
() 7 m 6'4 a
) 11 m
) ]2 m suporte
) 14 cm
) 16.m

(8
(C
0
(E

apoio
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5R
32) 0 circulo da figura tem centro O e raio R. Sabendo-se que MP mede T eé
tangente ao circulo no ponto P, o valor de sen o é:

12
()]3

I3
\
iA

33) Na figura oo lodo, ABCD & um trapézio retiingulo com AB = AD, BC — AB =
Tcme (D=7 cm. Entdo:

1
(A)sena=§ A 3
(B)senoc=§
45 o e
( =—
(C) cos o :
3
Dtno= -
(D) fan o .
4
Bz~
(E) ton o 3

34) Um holofote estd situado no ponto A, a 30 metros de altura, no alto de uma
torre perpendicular ao plano do chio. Ele ilumina, em movimento de vaivém, uma
parte desse chdo, do ponto C ao ponto D, alinhados & base B, conforme demonstra
afigura ao lado: Se o ponto B dista 20 metros de C e 150 metros de D, o medida
do dngulo CAD corresponde :

35) Dados dois dngulos, o e B, prove que:
a. cos (o + B) = c0sar.cosB — senf.senoe

b. sen (o + B) = senct.cos + senp.cosor

€. €0s 20 = C0s20 — senZot
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d. sen 20 = 2.sencr.coso

36) Na figura dada temos um semicirculo de raio R e centro 0. O dngulo entre o
raio OB € o lado DC ¢ 6.

a. Calcule os lados do rettingulo ABCD em funcdo de R e 6.

b. Mostre que a drea do retingulo ABCD & mdxima para © = 45°.

37) Calcule @ medida x indicada na figura.

A 30° B A\ 600 (

A
y

38) Em uma rua plana, uma forre AT & vista por dois observadores X e Y sob
dngulos de 30° e 60° com a horizontal, como mostra a figura. Se a distdncia
entre os observadores for de 40 m, qual serd, aproximadamente, a altura da
torre?

Se necessdrio, ufilize N 14e V3 - 1,7).

A 30m T

39) Afigura mostra duas torres. Calcule a distdncia entre seus topos.

40) Caminhando em linha reta ao longo de uma praia, um banhista caminha
de um ponto A o um ponto B, percorrendo uma distancia AB = 1200 metros.
Quando eAsTﬁ em A, ele avista um navio parado em N, de tal muneirg que o
dngulo NAB ¢ de 60°; e, quando estd em B, verifica que o dngulo NBA é de
45°_ Calcule o disttncia a que se encontra o navio da praia.

41) Um baldo meteoroldgico encontra-se preso ao solo por dois cabos, supostos
retilineos, e inclinados de 60° & 45° com a horizontal. A distancia entre os pontos
de fixagdo dos cabos no solo é de 1000 m. Qual a altura aproximada do haldo?

ENCERRAMENTO

Problema

Na cidade do Rio de Janeiro, encontrase um dos mais famosos pontos
turisticos mundiais: o Cristo Redentor. Esta estdtua, de 38 m, repousa sobre o
morro do Corcovado. Como fazer para medir a altura do morro do Corcovado?

Em primeiro lugar, para que possamos realizar as medidas, é preciso que haja
um lugar plano nas imediacdes, de onde o morro seja avistado. No caso particular
do Corcovado, hd o Aterro do Flamengo.

Escolha um pontfo no Aterro do Flamengo (representado pela letra A). Neste
local, com o auxilio do teodolito, mega o dngulo de elevacdo do cume do morro (na
figura, o).

A sequir, mova-se na directio do morro até um outro ponto arbitrdrio ginda no
Merro do Flamengo (na figura, B). Dessa nova posicio, repita o procedimento com
0 teodolito a fim de medir o dngulo de elevacdo (na figura, representado por ).



£ fundamental que, de alguma forma, a distincia entre A e B seja conhecida. Para
esse fim, ufilize a trena. Na figura, tal distéincia é representada por D.

D

Apds as medicdes de o, B e D, passe aos cdlculos. No gabarito, consulte a
2* solugdio do exercicio 29.

Mesmo assim, vou repetir.

No tridngulo ACE:

fan a:L_. ()
D-+BE
Note que temos uma equagdo com duas incognitas (dois valores
desconhecidos). Precisamos de outra equagdo, obviamente diferente dessa,
envolvendo H e BE .
Em BCE,

H
tan B==. (ll)
an B T

Como queremos calcular H, faremos com que BE desapareca. Basta tirar o
valor de BE em uma das equacdes e substituilo na outra equagdo.

Perceba que estd mais fdcil irar o valor de BE em (Il). Entio:

L
tan B

Substituindo o valor de BE em (1), feremos:

H-tan B

fin o= — tan a—L—)mn o=
- ~ D-tan B+H -

_h
D+i
fan B ton B
D-tan o-tan B+H-tan oo =H-tan B
D-tan o -tan B=H-tan B—H-ton o
D-fan cu-fan B=H (fon B—tan o)
D-tan o.-ton B:H
fan B—tan o

EXERCICIOS DE VESTIBULAR

1) (UEZ0,/2006) Apds um terremoto foi preciso reconstruir uma rampa nas
condicdes definidas pela figura abaixo. O comprimento da rampa, em metros,
equivale aproximadamente, a:

D-tan B+H
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N5
B) 5,38 . L
0550

D) 5,89 o

(
(
(
(

2) (UER] / 2007) O esquema abaixo representa a vela da asa-delta, que consiste
em dois tringulos isdsceles ABC e ABD congruentes, com AC = AB = AD. A medida
de AB corresponde ao comprimento da quilha. Quando esticada em um plano,
essa vela forma um angulo CAD = 26. Suponha que, para planar, a relacio ideal
seja de 10 dm’ de vela para cada 0,5 kg de massa total. Considere, agora, uma
asa-delta de 15 kg que plonard com uma pessoa de 75 kg. De acordo com a
relacdo ideal, o comprimento da quilha, em metros, & igual & raiz quadrada de:

(&) 9 cos0
(B) 18 sen@
(€) 9/c0s0

(D) 18/sen6

3) (UERJ / 2006) Observe as situacdes abaixo, nas quais um homem desloca
uma caixa 0o longo de um trajeto AB de 2,5 m.

F
AW/Q’&
A B
®
F,
20
A B

As forgas F, e F,, exercidas pelo homem nas duas situaces, tém o mesmo mddulo
igual a 0,4 N e os dngulos entre suas direcBes e os respectivos deslocamentos
medem © e 2 6. Se k é o trabalho realizado, em joules, por F,, o frabalho
realizado por F, corresponde :

() 2

(B) k/2

O 2+ 1)/2

(D) 2k -1

GABARITO :: EXERCICIOS
1) Niio existe um valor mdximo para a fangente.

2) Nio existe um valor minimo para a tangente.

3) 0, 1, ndo existe, 0 & ndo existe.

4) 45° ¢ 225°

5) 210°
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6) 303°
7) ....-300°,-120°, 60°, 240°, 420°,...
8) ..., -240°,-60°,120°, 300°, 480°,...

9
a. Considerando que os pontos estio igualmente espagados, basta dividir o
segmento, que mede 10 metros, por 4. Logo AB mede 2,5 metros.

b. Observe que vocé conhece o comprimento de AE e deseja calculor o sua
altura (comprimento de El). Em outras palavras, vocé conhece a HIPOTENUSA e
pretende calcular o CATETO OPOSTO AO ANGULO DE 30°. Entre as relactes sen
30°, cos 30° e tan 30°, aquela que relaciona a hipotenusa com o cateto oposto
¢ 0 seno. Portanto,

altura do ponto E
en 30° = Judopomo® -

1
AE 2 10
—> alfura do ponto E=5m.

altura do ponto E
=

Aideia é o mesma:

sen30"=0humd°¢tOB _, 1 _ dturado ponfo B N

—altura do ponto B=1,25m.

¢. Repita o procedimento acima para os pontos C e D.

Ponto Distancia de A Altura
A Om Om
B 25m 1,25m
( S5m 25m
D 75m 375m
E 10m S5m

Observe que vocé conhece o comprimento da hipotenusa AE e deseja calcular a
o CATETO ADJACENTE AO ANGULO DE 30°. Entre as relades sen 30°, cos 30° e
tan 30°, aquela que associa a hipotenusa com o cateto adjacente & o cosseno.
Porfanto,

Al NER

0s3°=— > —=——>

Al =5+/3m.

d. Aideia é o mesma:
LN £=£ S AF=125+3m.
AB 2 2,5

c0s 30° =

e. Repita o procedimento acima para os pontos C e D.
Ponto Distdincia de A

A Om

i 12533 m
6 2543 m
H 3,754/3 m
| 53 m

2 2 2
b 2= [i) TN LZ:LT+AH2—> L?-% e

yi
2 2
Lol s e
4 4 yi

¢. Como o fridngulo & EQUILATERO, por coincidir com a bissetriz, a alfura divide o
dingulo ao meio. Logo ot = 30°.

L
d. seno= —e sen oL = Lesenoc— %%—)
senoL= —
L3
6. (S O=——— (0S OL= —4 — (0S oL = L_\/g]_
L Y
— | c0s o = ﬂ
2
11)
a. Em um tridngulo equildtero, os dngulos medem 60°.
Porfanto, 3 = 60°
13
b. senﬁzﬂe sen B = l — senP= W1
L L 7 1
— |sen B= ﬁ
2
L
¢ cosB=B—LHecos[3 ?ecosﬁ—%%_)



- cosle—

12)
a. Como BC & lado do quadrado, entio BC = L.

b ACE =L 17— A= 21" > AC=LV2

¢. Como trata-se de um quadrado, a diagonal divide o Gngulo ao meio. Logo,
y =45

d. seny:i—g — seny= % —> sen Y= % N
seny = %

. cosy=% — 05 Y= % — (05 Y= ]—2 -
cosy:ﬂ

i 30° 45° 60°

sen %

0s ﬁ%

Obs.: Se dois dngulos somam 90°, eles sdo ditos COMPLEMENTARES. Nesse caso,
0 seno de um deles & igual ao cosseno do outro.

14) Sabemos quanto mede a hipotenusa e queremos saber o cateto oposto o
dngulo de 30°. A relagdo frigonoméfrica que associa a hipotenusa com o cateto
oposto é o seno.

]:h——>h 6m

30°= —
sen 30 7= 1

- -
12

15) Sabemos quanto mede o cateto adjacente ao dngulo de 45° e queremos
calcular o cateto oposto ao mesmo dngulo. A relagdo trigonométrica que associa
cateto oposto com cateto adjacente é a tangente.

t0n45°:ﬁ—> 1= 2—5—>D:25m
16) £
17) C
18)C

19)h=77mex=44cm

CapriTULD 7 &

20) C
21)05m
22)8
23) 77 m
24)(
25)(C
26)D
27 (
28)B
29) A
30)8

31)8

32) No tridingulo OMP, temos sen ot = SAT — seno=

OM2=MPZ+0P2 — OM?= Gs) R? = OM?=
2 2 2
O = 25R* + 144 R IR 169 R
144 144
Voltando ao seno:
5R 5R
sen o= %2 —13R/2 2
oM /2 13
33)E
34) 45°
35)

a. Na figura a seguir, considere o = AOB & B = AOC = AQD.

(

o

79

SR/2

No entanto, falta saber algo sobre OM. Utilizando-se o Teorema de Pitdgoras,
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Logo, os pontos A, B, C e D tém as seguintes coordenadas:
0)
s (o), sen (ar)

s (. + B), sen (a + )
= (cos (B), —sen (B))

Entdo, pela férmula da distancia entre pontos no plano, temos:

A=(1,
B=(co
(=(0
D

AC* = (cos (o + B) = 1)7 +sen ( + B) = cos (ot + B)’ =2 cos (o + P) +
1+ sen’ (o +B)=2—2co5 (o +B)

BD" = (cos (cr) — cos (B))’+ (sen (ct) + sen (B))” = cos’ (o) — 2 cos (ax) 2
os(B) + cos” (B) +sen’ (cr) + 2 sen(cu) sen(B) +sen’(B) =2 —2 cos (cx) cos

(B) +2sen (c) sen (B)

Como os tridngulos OAC e OBD siio congruentes (pelo caso LAL), temos que AB.
Logo: 2—2 cos (o + B) =2 — 2 cos (c) + 2 sen(ow) sen(PB)
Portanto: cos (o + B) = cos(a) cos(B) + 2 sen(ct) sen(p)

b. Usando os fatos cos(x) = sen(x + gj sen(x) = cos(x —%) e formula do
item anterior, femos:

Logo:
sen(oc+[3):cos[ow[}—%j:cos[ow[[}—%jj:
T
2

cos(a)cos[B—%] sen(o sen[—( B+= ]]

cos(at)sen([3) +sen(at)sen| —B+— )

i)

cos(ct)sen([3) +sen(ct) cos

cos(at)sen([3) +sen(ar sen[ 5
(-B)=
cos(at)sen( 3 )+ sen(at) cos ()

¢. Substituindo o = 3 no item (a), temos:
c0s(2ou) = cos(ow + o) = cos(ar) cos(or) —sen(ar) sen(ow) = cos’ (o) —sen’(cr)

d. Substituindo o = B no item (b), temos:
sen(2o) = sen(ow + o) = cos(o) sen(ar) + sen(o) cos(ar) = 2 sen(an)
cos(ct)

36)
a. BC=Rsend e AB = 2Rcos0
h. S=R?sen 20 ¢ 26 = 90°

37) l"solucuo

0 unqulo oBC = 60 Logo DBA = 120°.

Se DBA = 120° ¢ DAB = 30°, entdio ABB = 30°, Assim, o tridngulo ABD é
isdsceles e BD = AB = 100.

Passe agora a trabalhar no tringulo BCD.

Sabemos que a hipotenusa mede 100 e queremos calcular o cateto oposto ao
dngulo de 60°. Logo, devemos usar o seno.

:L—>x:50«/§

6"_—
sen 60 100

100

Ja

Obs.: note que essa soluco utiliza o fato de que o tridngulo ABD & isdsceles. Isso
50 6 verdade porque o @ingulo DAB é a metade do dngulo DBC! Se esse fato ndo
ocorrer, ndo serd possivel ufilizar a solugdo 1. Nesse caso, langaremos mdo da
solucio 2.

7' solucdio:

Essa é a solucdio padrdo para esse tipo de problema. Nessa solucdio, ufilizaremos
a fangente duas vezes: primeiro no tridngulo ACD e, a seguir, no fridngulo BCD.
Qutro fato importante é que, inevitavelmente, o tamanho BC fard parte dos nossos
cdlculos, ainda que ndo saibamos quanto ele vale. Finalmente, vocé nio deve
julgar que uma questio é dificil porque possui muitos cdlculos. Aprenda a separar
as partes intelectual ¢ computacional da questdo. Nessa solugdo, em particular,
a parte intelectual é extremamente simples: utilizar duas vezes o relacdo da
tangente. A parte computacional é que dd certo trabalho. Ndo deixe a questdo de
lado por esse motivo. Leia com calma e, principalmente, paciéncia. Acompanhe a
soluciio escrevendo. Faca vocd mesmo os cdlculos enquanto I8. Se necessdrio, leia
tudo outra vez. Preparado? Entdio vamos ld!

oox o x
100 +B ¢ 3 100 +BC

Note que temos uma equacto com duas incdgnitas (dois valores desconhecidos).
Precisamos de outra equaciio, obviomente diferente dessa, envolvendo x e BC.

Em ACD, tan 30° = (.

X X
Em B, tan 60°= — — 3 = — ().
BC BC
Afinal de contas, o que queremos calcular: x ou BC?
Queremos calcular x! Entdio vamos fazer com que o BC desapareca. Como isso
pode ser feito? Simples. Basta firar o valor de BC em uma das equacdes e
substituiHo na outra equacdo.
Perceba que estd mais fdcil tirar o valor de BC em (11). Entdo; B( =—=
ﬁ
Ndo perca o seu tempo racionalizando fracdes no meio da solugdo. Deixe para
fazé-o na hora em que for apresentar a resposta final.
Substituindo o valor de BC em (I) teremos: ﬁ = ;x ()
100+ =
NG
Concentrese apenas no der;(ominudor da segunda fracto. Vamos igualar os
denominadores em 100 + — .

NE)
1004+ 100/3 +x
N
N ) X
Dessa forma, o expressdo (IIl) fico; ~— = —
p 3 100</3 +x
NG

Vamos melhorar a aparéncia da Glima fracio “mantendo o numerador e
multiplicando-o pelo inverso do denominador”.



X . V3
100+/3 +x 100+/3 +x
NE)

V3 x-~/3

Logo, a expressdo (lll) se transforma em: X2 = 2" ¥<
3 1003 +x

Simplfique-a, dividindo ambos os termos por /3 (lembrese de que, numa
iqualdade, isso sempre poderd ser feito desde que se tenha a cerfeza que o divisor
nio é zero).

T x
31003 +x

Multiplique cruzado:

3x =100+/3 + x
2% =100/3
x=50+/3

Ndo adianta reclamar! Nesse tipo de problema, se um @ngulo nio for o dobro do
outro, s6 vai lhe restar essa saida. Além disso, esse problema é cldssico e aparece
com frequéncia.

38) (

altura da forre menor

39) ton 30° = o0 70 oM THEROT
~ 1043

104/3

—> altura da forre menor =10 m

altura da forre menor ﬁ
3

altura da torre maior

1043

altura da forre maior
——————————————————————————— ‘\/7 =
10/3

— dltura da forre maior = 30 m

tan 60° =

Forme um tridngulo retdngulo tal que a hipotenusa sejo o segmento que liga os
topos das torres. Dessa forma, vocé terd um tridingulo refaingulo com:

cateto horizontal = 10~/3 & cateto vertical = 30 — 10 = 20. Logo, aplicando o
Teorema de Pitdgoras:

distancia” = (10 /3 )% + 20?
distdncia ? = 700
distincia = 104/7m

40) A figura ilustra a situaco.

N

60° 45°
1200 —x B
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Assim como na questdo 29, utilizaremos a tangente duas vezes: primeiro no
tridngulo ANH e, a seguir, no fridngulo BNH. Inevitavelmente, AH e BH fardo parte
dos nossos cdlculos, ainda que ndo saibamos quanto valem. Por isso chamei AH
de x e, como AH + BH = 1200, entdo BH = 1200 — x.

Usando a fangente em ANH:

()

D D
tnél’= — > 3 = —

X X
Note que femos uma equacdo com duas incdgnitas (dois valores
desconhecidos). Precisamos de outra equagdo, obviamente diferente dessa,
envolvendo x e D.

Dy

tan 45° = )
Em BNH, fan 200 =+

o=y "

Como queremos calcular D, vamos fazer com que o x desaparega. Isso pode ser
feito tirando o valor e x em uma das equacdes e substituindo esse valor na outra
equacdo. Olhando para (1), concluimos que:

o
5
Substituindo o valor de x em (II) teremos:
L NS P BN
D 1200 /3 =D
1200 0~ -0
V3 B
D3
- N 5120043 -D=D3
1203-0
12003 =D+ D3 — 12003 = D(1++/3)
IR 12003 _D
1+/3
Agora falta racionalizar o resultado.
oo 120088 12004331
N W3+D)-3-1)
) - 3600 gwlooﬁ e 1200.(23—@ N

D=600. (3-+/3)m

41) 635m

GABARITO :: EXERCICIOS
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POLIGONOS REGULARES
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INTRODUGAD

Uma linha poligonal é uma sequéncia finifa de segmentos de refa encadeados
confinuamente que se cruzam apenas nos extremos. Além disso, os pontos de
cruzamento perfencem a exatomente dois segmentos. Uma linha poligonal &
fechada quando todas as extremidades dos segmentos pertencem a cruzamentos.
Uma linha poligonal fechada é um poligono. Finalmente, os segmentos o
denominados lados da poligonal ou do poligono.

Vejo na figura 8.1 exemplos de linhas poligonais, onde apenas uma é
poligono.

Poligono Ndo 6 poligono g 4 poligono

Figura 8.1: Linhas poligonais

POLIGONO CONVEXD

£ o poligono que tem a seguinte propriedade: “qualquer reta do plano que ndo
contém nenhum lado do poligono intercepta o poligono em no maximo 2 pontos”.
Na figura 8.2 o poligono & esquerda é convexo e o da direita & niio convexo.

B
C B C
A /o]
=\,
N s
D I
[ Pl

Figura 8.2: Poligonos convexos e ndo convexos

Na figura 8.3 apresentamos os principais elementos de um poligono convexo.
Siio eles:

a,, b, ...sto os dingulos infermos, a,, b, , c, ... so os dngulos extemos;

A, B, C, D ... sdo os vértices e AB, BC, (D ... sdio os lados.

Veja que em um poligono de n lados temos n vértices, n dngulos internos e

n dngulos externos.

Figura 8.3: Elementos de um poligono

Uma diagonal de um poligono convexo é qualquer segmento de refa que une
dois vértices ndo consecutivos. Veja no poligono da figura 8.4 todas as diagonais
representadas.

Figura 8.4: Diagonais de um poligono

De acordo com o nimero n de lados, os poligonos convexos recebem nomes
especiais. Vejo a sequir as correspondéncias:

n = 3 — fridngulo — 3 lados

n = 4 — quadrildtero — 4 lados

n =5 - pentdgono — 5 lados

n = 6 — hexdgono — 6 lados

n =7 — heptdgono — 7 lados

n = 8 — octdgono — 8 lados

n =9 — enedgono — 9 lados

n =10 — decdgono — 10 lodos

n =11 —undecigono — 11 lados

n = 12 — dodecdgono — 12 lados

n =15 — pentadecdgono — 15 lodos

n = 20 —icosdgono — 20 lodos

SOMA DOS ANGULOS INTERNOS
DE UM POLIGONO CONVEXOD

Proposiciio 1

A soma S; dos dngulos infemos de um poligono convexo, de n lados é dada
por $,=180° (n—2).

Demonstraco:

Figura 8.5: Soma dos dngulos intemos

De um vérfice qualquer fracemos todas as diagonais que t8m esse vértice
como extremo. O poligono fica dividido em (n — 2) tridngulos. Como a soma dos
ngulos de cada tridngulo é 180°, enttio, S, = 180° (n—2).

SOMA DOS ANGULOS EXTERNOS
DE UM POLIGONO CONVEXODO

A soma S, dus medidas dos dngulos extemnos de um poligono convexo é
sempre 360°.



Demonstracdo:
Observe um poligono convexo como na figura 8.6, onde estdo indicados
dngulos internos e externos. Note que:

Figura 8.6: Angulos num poligono

0,+a,=180°
b +b =180°
(+c=180°
d+d =180°

Somando as expressdes, enconfraremos que: S, +S, = 180°n.
Como S,=180° (n—2), temos que S, =2 x 180° = 360°

Observaciio
Se o poligono é regular, enttio os dngulos externos t&m a mesma medida.
360°
Portanto, tem medida 0, =
n

NUMERO DE DIAGONAIS DE
UM POLIGONO CONVEXO

Proposicio 2
0 nimero de diagonais d de um poligono convexo de n lados é 4=

n(n- 3)
2

Prova

Vamos examinar um caso parficulor de um poligono de 5 lados, para
aprender. Este exemplo particular vai indicar como se consegue a formula geral
para o ndmero de diagonais d. Veja a figura 8.7.

D C D (

Figura 8.7: Diagonais de um poligono

No figura 8.7, & esquerda, temos duas diagonais saindo do vértice A.
0 nimero de vértices é n = 5. Temos n — 3 = 5 — 3 = 2 diagonais saindo do
ponfo A. Agora olhando na figura 8.7, a direita, vemos que saem de cada um dos
vérfices também exatamente n — 3 = 2 diagonais. Logo o total de diagonais que
saem de todos os vértices é n(n — 3) = 5 x 2 = 10 diagonais. No entanto, estas
diagonais sdo contadas em dobro.
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logo, d= nn- 3 = -1 =5 ¢ 0 nimero total de diagonais.

2 2

Agora vamos tratar do caso geral. Considere um poligono de n lados (e,
porfanto, n vértices). Ao tracar as diagonais a partir de um vértice fixado, por
exemplo, o vértice A, teremos um total de n — 3 diagonais.

A

Figura 8.8: Diagonais a partir de um vértice

Veju que na figura 8.8, partem do vértice A diagonais para todos os outros
vértices, menos para os vértices B e C (que sdo consecutivos a A) e para o proprio
vértice A. Temos entdo (n — 3) diagonais partindo de A.

Como temos n vértices contaremos deste modo n (n — 3) diagonais. Mas,
observe que por este processo, cada diagonal estd sendo contada duas vezes.
Logo, o nimero total d de diagonais é:

_n(n- 3)

d
2

POLIGONDS REGULARES

Um poligono é regular quando o medida de todos os lados sdo iguais
(equildtero) e a medida de todos os dngulos infernos iguais (equidngulo). Observe
na figura 8.9, alguns exemplos de poligonos regulares.

Tridingulo egiilldtero Quadrado Hexdgono regular

Figura 8.9: Poligonos regulares

Num poligono regular todos os Gngulos t8m a mesma medida. A proposicdo
a sequir especifica este valor.

Proposiciio 3
Se um poligono ¢ regular, cada um de seus dngulos intemos ¢ dado por:
180°(h—2)
0 =—-
n

Prova

Note que a soma S, de todos os dingulos intemos é S, = 180° (n—2). Além
disso, temos n dngulos todos iguais. Portanto, a medida o de cada dngulo é dada
pela formula da proposicdo.
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Propriedades

(i) Todo poligono regular é inscritivel em uma circunferéncia. Isto é, os vértices
de um poligono regular pertencem todos a uma mesma circunferdncia. Veja a figura
8.10, representando respectivamente um tridngulo equildtero e um octdgono
inscritos. O centro da circunferéncia & chamado centro do poligono.

Figura 8.10: Inscrigdo e circunscricdo de poligonos

R & o raio do circulo circunscrito ao poligono

(ii) Um poligono regular de n lados pode ser dividido em n tridngulos isésceles
com vértice no centro do poligono e cujos lados congruentes sdo raios do circulo
circunscrito ao poligono. Examine esta propriedade na figura 8.10.

(iii) Todo poligono regular é circunscritivel a uma circunferéncia. Nesta
situadio, todos os lados do poligono regular stio tangentes & circunferéncia. Veja
afigura 8.11.

B C D (

Figura 8.11: Poligonos circunscritos

Elementos notdveis de um poligono regular

(i) O centro de um poligono regular é o centro comum das circunferéncias
inscrita e circunscrita.

(ii) Apotema de um poligono regular é a distdncia do centro do poligono
reqular a um dos lados. Esta distdncia & igual o comprimento do segmento que
une o centro ao ponto médio de um lodo. Também, essa distincia equivale ao
raio do circulo inscrifo.

apétema
Ponto médio de BC

Figura 8.12: Apétema

RELAQAD ENTRE O LADO E O
RAIO DE UM POLIGONO REGULAR

Nesta secto pretendemos estabelecer relagdes entre os comprimentos do
lado, o apdtema e o raio de importantes poligonos regulares. Para fixar notado,
vamos indicar por | a medida do lado do poligono regular de n lados e por a @
medida do apdtema do poligono regular de n lados e por R o raio da circunferéncia
circunscrita ao poligono.

Tridngulo equildtero (n = 3)
Vamos obter o lado (1,) 0 apdtema (a,) do tridngulo equildtero, em fungio
do raio R do circulo circunscrito.

A
(a. R .fa hmstzﬂ
2
0.[]3
BN G M 4 C
2 2

Figura 8.13: Tridngulo inscrito

Observe na figura 8.13 que AM ¢ a altura h do fridngulo equildtero AABC.
Como o AABM ¢ retingulo e M é o ponto médio de BC, podemos aplicar o
Teorema de Pitdgoras para concluir que:

LY L3
h7+[;J :Ié:h:ZT

Por outro lado, observe mais uma vez a figura 8.13 e conclua que o encontro
das alturas ocorre no ponto O, centro da circunferéncia. De fato, as alturas também
sio medianas e todas tem o mesmo comprimento.

Como o encontro das medianas de um triéingulo ocorre a 2/3 do vértice entiio
0A = 0B = 0C e esfe é 0 motivo porque O é o centro da circunferéncia. Portanto,

2. 213
OA=R=Zh=23Y" ) —Rf3

33 7 ¢ &

1 R
OM:03:§0A:>USZ§

Quadrado (n = 4)

Na figura 8.14 o fridngulo ADB é retdngulo (A = 90°). Aplicando o Teorema
de Pitdgoras, encontramos que d=I: +2 —d=1,v2, onde d é o comprimento
da diagonal.

Figura 8.14: Quadrado inscrito



Note ainda da figura 8.14 que d = 2R. Porfanto, Iy V21=R= l, = RV2
W
2

L

Observe, ainda, que 0, = ;

=0, =
Hexdgono regular (n = 6)
Observe na figura 8.15 que o hexdgono regular pode ser dividido em 6
tringulos equildteros congruentes, onde o apdtema a; é a altura comum destes
tritingulos.

et
0
A/ RO D

AN

Figura 8.15: Hexdgono regular inscrito

Veja por que isto acontece. No AAOB, temos que

:¥:60°; 0A—0B=R

AOB
A A A A A
Entio A =B = 60 = 0 = A = B = 60°. Portanto o triingulo AAOB &
equildtero. Isto permite concluir que:

B3

l,=R e q,= 2

REsuMO

No quadro representado na figura 8.16 apresentamos o lado e o apdtema
do tridngulo, quadrado e hexdgono regular em fungdo do raio R da circunferdnia
circunscrita.

n=3 n=4 n==6
Lado () RV3 R\2 R
Apétema (a) % R\Z/i R\f

Figura 8.16: Relocdes de medidas nos poligonos regulares
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QUADRILATEROS

Todo poligono que possui 4 lados é denominado um quadrildtero. Na
figura 8.17, apresentamos & esquerda um quadrildtero convexo e 4 direita um
quadrildtero ndo convexo.

Figura 8.17: Quadridteros

Em nosso estudo, vamos nos concentrar nos quadrildteros convexos.

Propriedades dos quadrildteros convexos
(i) Possuem sempre 2 diagonais;

(ii) A soma dos dngulos infernos vale 360°;

(iii) A soma dos Gngulos externos vale 360°.

Vieja por que valem as propriedades. Se d é o nimero de diagonais, como
temos quatro lados, entdio:

§=180° (1= 2);n=4 =5 =180° (4 = 2) = 360°

o UADRILATEROS ESPECIAIS

Paralelogramo

Um paralelogramo é um quadrildtero onde os lados opostos sio paralelos.

Veja a figura 8.18, onde usamos o fato que AB || DC e AD || BC, para
identificar igualdades entre dngulos. Note a partir disto a seguinte congruéncia
de triingulos: ABDA = ADBC. Isto implica que DC = BA & DA = BC, justificando
afigura 8.18.

Figura 8.18: Paralelogramo

Vamos resumir as importantes propriedades que surgem examinando a figura
8.18.

Propriedades
1) Os dngulos opostos so iguais.
2) Os dngulos consecutivos so suplementares.
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3) Os lados opostos tem o mesmo comprimento.
4) As diagonais se cortam no ponto médio.

Dentre as propriedades acima a quarta merece uma justificativa. Examine de
novo a figura 8.18. A congruéncia de tridingulos, ADOC = ABOA e ADAQ = B(O,
garante a quarta propriedade.

Losango

0 losango é um paralelogramo que possui todos os lados iguais (equildtero).

Na figura 8.19 estd representado um losango ABCD, onde o comprimento do
lado éa.lstoé, AB=BC=(D=DA=0.

Figura 8.19: Losango

Propriedade
As diagonais de um losango sto perpendiculares entre si.
A
D ’07 B
C

Figura 8.20: Diagonais do losango

Veja, em sequida, como se justifica esta propriedade. Recorde que o mediatriz
de um segmento & a reta perpendicular ao segmento que passa pelo ponto médio
do segmento. Um ponto pertence d mediatriz se e somente se é equidistante dos
extremos do segmento. Entdio, veja que:

AB = AD => A perfence d mediatriz de BD

(B = (D = ( pertence & mediatriz de BD

Logo, AC é a mediatriz de BD = AC L BD

Reténgulo

£ o paralelogramo que possui todos os dngulos intemos iguais (equidngulo).
(omo/\a soma gos t}ngulos infernos de todo paralelogramo é 360° encontramos que:

A=B=C=D=90°

Figura 8.21: Retiingulo

Propriedade
As diagonais de um retingulo t€m a mesma medida.

( D

Figura 8.22: Diagonais do retingulo

Veja como se justifica esta propriedade. Na figura 8.22 os fridngulos AABC
e ABAC siio congruentes (caso LAL). Portanto,

A8 = BA eA=B=90°

AD = BC

Logo, BD = AC.

Quadrado
£ o paralelogramo que possui todos os lados iguais (mesma medida) e todos
os dngulos iguais (mesma medida).

D | (
I : AB =BC=(D=DA

A=B=(=D=90°

A
Figura 8.23: Quadrado

Nota
Todo quadrado & um losango e é também um retdingulo.

Trapézio

£ um quadrildtero convexo que possui dois lados opostos paralelos. Os
lados paralelos sto denominados bases. Como estes lados tem comprimentos
diferentes, temos uma base menor e uma base maior. Veja a figura.

Base menor
i
D ,\ (
Base maior

Figura 8.24: Trapézio e bases

CLASSIFICAGAO DOS TRAPEZIOS

Trapézio retingulo
£ o trapézio que apresenta dois dngulos refos (um dos lados ndo paralelos é
perpendicular @s bases). Veja a figura 8.25.



A=D=90°

1
A= B

Figura 8.25: Trapézio refingulo

Trapézio isésceles
E todo trapézio onde os lados ndo paralelos sto congruentes.

D (

A B

Figura 8.26: Trapézio isdsceles

Propriedades

Num trapézio isdsceles ABCD, onde AD = BC, (veja a figura 8.26), valem as
sequintes propriedades:

}\) 0/§ IudoAs ndo paralelos formam com a mesma base ngulos congruentes.

A=Be (=D

2) As diagonais sdo congruentes.
AC=BD

Trapézio escaleno
Um trapézio é dito escaleno, quando os lados ndo paralelos ndo sdo
congruenfes.

Figura 8.27: Trapézio escaleno

Observaciio
Em particular, um trapézio retiingulo ¢ também escaleno.

Observacdes gerais sobre um trapézio ABCD

Considere um trapézio ABCD, como na figura 8.28, onde M e N siio pontos
médios dos lodos ndo paralelos AD e BC, respectivamente. Considere ainda
notagio introduzida a direita da figura 8.28.
AB = base maior = B
DC = base menor = b
MN = base média = bm
(DM = MA, CN = NB)

PQ = mediana de Euler = mg

Figura 8.28: Trapézio genérico

B—b

- ) B+b
Nesta situacio, podemos concluir que bm = 5 m = -
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Demonstracio
Como MN || AB || DC,temos as implicacGes:

ANDC= MP =g

ACAB=PN :g

ABCD:QN:%

Isto permite concluir que bm =MN=MP +-PN = BTH)
Finalmente, temos que MP+QN= g +g =m, =PQ= Bzib

DIAGRAMA DE VEEN

E instrutivo recordar, através de um diagrama de veen, a relacdio de indlusdo
dos conjuntos especiais de quadrildteros introduzidos. Para isto denote por:

U o conjunto dos quadrildteros convexos,

P o conjunto dos paralelogramos,

T o conjunto dos trapézios,

R o conjunto dos refdingulos,

L o conjunto dos losangos,

Q o conjunto dos quadrados.

Em primeiro lugar observe que o conjunto T dos trapézios é um subconjunto
do conjunto U dos quadrildteros convexos. Isto 6, T < U. Para os demais conjuntos,
viemPcT,RcP lcPeQe R D).

Estas propriedades podem ser representadas num Gnico diograma de Veen.

b €@ D

Figura 8.29: Diagrama de Veen

EXERCIiCIOS

1) Qual 0 nimero de diagonais que se pode tracar a partir de um vértice de um
icosdgono?

2) Determine o nimero de lados de um poligono que tem 44 diagonais.
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3) Calcule o ndmero de diagonais de um poligono regular cujo dngulo interno é o
triplo do Gngulo externo.

4) Calcule a medida do dngulo interno de um poligono regular que tem 54
diagonais.

5) A medida do dngulo interno de um poligono regular é 140°. Sabendo que o
lado desse poligono mede 3 cm, quanto mede o seu perimetro?

6) Determine o nimero de lados de um poligono cujo nimero de diagonais
excede de 25 o nimero de lados.

7) A diferenca enfre os nimeros de lados de dois poligonos é 3. O total de
diagonais desses poligonos é 9. Um desses poligonos é:
(A) enedgono
B) pentdgono
() quadrildtero
D) ocf6gono
E) fridngulo

o~ o~ o~ —

8) Num poligono regular os vérices A, B e C sdo consecufivos. Suponha que o
diagonal AC forma com o lado BC um dngulo de 30°. Calcular 0 ndmero de lados
e de diagonais do poligono.

9) Num poligono regular A, B e C stio vértices consecutivos. Deferminar o nl]Amero
de lados do poligono sabendo que as bissetrizes de AP e CP dos dngulos A e
formam um dngulo que vale 2/9 do seu dngulo infemo.

10) As mediatrizes de dois lados consecutivos AB e BC de um poligono regular
formam um dngulo de 24°. Veja a figura 8.30. Determine o nimero de lados
desse poligono.

Figura 8.30: Poligono regular

11) Quando variamos o nimero de lados de um poligono convexo permanece
constante:
(A) o perimetro;
B) a soma dos dngulos internos;
() a soma dos Gngulos extemos;
D) o nimero de diagonais;
E) nada podemos afirmar.

—_ o~ —~

12) Na Figura estd representado um poligono regular. Os prolongamentos dos
lodos AB e CD formam um dingulo reto. Determinar o ndmero de lados do poligono.

A\JD
A

13) Duas bissetrizes infemas de dois Gngulos consecutivos de um poligono
regular de n lados formam um dngulo dado por:

(W 180
n
(B) 360

14) Qual a diferenca entre o nimero de diagonais de um poligono de (k — 1)
lados e de um outro poligono de (k — 2) lados.

15) (CESGRANRIO) Na figura ABCDE é um poligono regular. Determine a medida
do dngulo CAD.

16) (UFF / 1997 - 1" fase) A raziio entre o lado do quadrado inscrito e o lado
do quadrado circunscrito a um circulo de raio R é:



0¥
3
o V2
yi
| V2

17) (UERJ / 1996 -1 Fase) Na figura abaixo, AB e AC siio, respectivamente,
lados do tringulo equildtero e do quadrado inscritos na circunferéncia de raio .
Com centro em A, tragam-se os arcos de circunferdncia BB’ e CC', que interceptam
arefatemB e (.

A medida que estd mais préxima do comprimento do segmento BC. é:
(A) o perimetro do quadrado de lado AC.

(B) o comprimento da semicircunferéncia de raio .
(0) o dobro do didimetro da circunferéncia de raio 1.
D)

D) o semiperimetro do tridngulo equildtero de AB.

18) (UFF /1992 - 2 fase) Um senhor aposentado, que possui um jardim circular
cercado de arame, desejo modificarthe o forma de estrela, deverd ser obtido
marcando-se 8 pontos no conforno original, de modo a formar um octdgono
regular. A partir dele, serd construida a estrela, com todos os 16 lados igudis,
conforme a figura a seguir:

Ndo dispondo de recursos para comprar mais arame, este senhor quer saber se o
arame originalmente usado ¢ suficiente para cercar o novo jardim.
Diga se isto & possivel, justificando a sua resposta.

19) (UFF / 1997 - 1* fase) A figura abaixo representa duas circunferéncia C e

(" de mesmo raio .
M
@
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Se MN é o lado comum de hexdgonos regulares inscritos em C e (', entdio o
perimetro da regido sombreada é:

( 10

(D) 4mr
(E) 2mur

20) (UFF / 1992 - 1" fuse) A figura abaixo representa uma circunferéncia de
centro 0 e didmetro PQ=4+/3 m

p A‘
)/

N

Se MN 6 o lado do hexdgono regular inscrito na circunferéncia e MN 6
perpendicular a PQ, o medida do segmento PM, em cm é:

W) 232++3)
® 2/32-3)
© JV312-3)
0 VVB02+43)
(B) V243 +12)

21) No trapézio AABCD da figura tem-se, AD = DC = (B & AC = AB. Determine a
medida do dngulo B.

22) Do trapézio ABCD da figura sabe-se que h=B= 60% AB=10cm. AC_L
BC. Calcule o perimetro do trapézio.
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23) Do trapézio ABCD sabe-seque: A== 60°% AD =10 cm; (D =8 cm. Calcule
a base maior do trapézio.

24) ABCDE & um pentdgono regular e ABMN & um quadrado. Determine a medida
dos CBi ¢ DEN.

25) Na figura, determine o valor de o, sabendo que ABCD & um quadrado e ABP
¢ um fridngulo equildtero.

26) As diagonais de um trapézio retingulo medem respectivamente 9 cm e
12 cm. Calcule o perimetro do quadildtero convexo cujos vértices sdo os pontos
médios dos lados do trapézio.

27) Caleule o valor de x no tfrapézio abaixo.

2
/ 20

X
/ 14 !

28) Na figura abaixo, ABC ¢ um tiidingulo isdsceles de base BC e ACDE um
quadrado. Calcule a medida do dngulo x.

29) (UNIRIO / 1993 -1 fase) Q, T, P, L, R e D denotam, respectivamente o
conjunto dos quadrildteros, dos trapézios, dos paralelogramos, dos losangos, dos
retingulos e dos quadrados. De acordo com a relagdo de inclusdo entre esses
conjuntos, a altemativa verdadeira é:

MDcRclcP

B DclcPceA

OQcPclceDd

DTcPcQcRceD
BQcTcPclcReC

30) (UNICAMP /1990 - 2* fase) Mostre que em qualquer quadrildtero convexo
0 quociente do perimetro pela soma das diagonais & maior que 1 e menor que 2.

31) (CESGRANRIO) Assinale a alterativa que contém a propriedade diferenciadora
do quadrado em relacio aos demais quadrildteros.

(A) Todos os dngulos sdo refos.

(B) Os lados sdo todos iguais.

(C) As diagonais sdo iguais e perpendiculares entre si.

(D) As diagonais s cortam ao meio.

(E) Os lados opostos sio paralelos e iguais.
32) (UNESP / 1991) Seja ABCD um retiingulo cujo lados tem as seguintes
medidas: AB = (D = 6 cm e AC=BD = 1,2 cm. Se M é o ponto médio de AB,
entiio o raio da circunferéncia determinada pelos pontos C, M e D mede:
(A) 4,35 m
(B) 5,35 m
(0) 3,35
(D) 5,34 cm
(E) 4,45 cm
33) (IBMEC / 1995) Uma folha de papel refangular ABCD fem AD = 1 m.
Dobrando-se a folha no segmento AM, os pontos A, B ¢ D ficam colineares, como
se verifica abaixo:

Se os retdngulos ABCD e MCDB siio semelhantes, a medida do lado CD, em
metros,  iqual a:

(A)\ég B M ( Mﬂ(
®) ﬁz_] A ) 5D
© V2

7
o !

7
| V2-1

34) (UFF / 1996 - 1 Fase) Sendo Q um quadrildtero, pode-se afirmar que:
A) Q é um retiingulo e um losango.

B) Q é um retdngulo ou um losango.

() Se Q & um losango entdio Q é um quadrado.

D) Se Q é um quadrado entio Q & um retiingulo.

E) Se Q é um retdngulo entdo Q é um quadrado.

(
(
(
(
(



35) (UNICAMP / 1988 - 2* fuse) Sejom L e | o comprimento e o alturg,
respectivamente, de um retingulo que possui a seguinte propriedade: eliminando-
se desse reftngulo um quadrado de lodo igual @ lorgura |, resulta um novo
retingulo semelhante ao primeiro.

| V51

Demonstre que a razdo ] ¢ 0 nimero o = 7
Aurea”.

chamado “Razdo

36) (UNIFICADO) O perimetro do trapézio retingulo da figura é:
N17m 3m
B) 18 m

020m 4m
D) 21 m _
£)22m 6m

(
(
(
(
(

GABARITO
1)17

/)RN

3) 20

4) 150°

5) 27¢m

6)n=10

7)E

8) 6 lados e 9 diagonais.
9) 20 ludos

10) 15

)¢

12)8

13)8B

14) k-3

15) 36°

16) D

17) 8

18) demonstragdo
19)A

20) A

2M)77°

22) 25 m

23) 13 m
24)18°¢27°
25) o =150°
26) 21 (m
27)x=10

28) x=45°
29)8

30) demonstragdo
31)¢C

32)A

33)8

34)D

35) demonstragio

36) B
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Neste capitulo estudaremos uma das mais importantes curvas do plano: o
circulo. Para comegar, precisamos de algumas definicdes.

DEFINIGOES

Circunferéncia

0 conjunto de todos os pontos do plano que estdo a uma dada distdincia de um
ponto fixo & chamado de circunferéncia. O ponto fixo é chamado centro e a duda
distincia chamada de raio da circunferéncia. Veja esses elementos na figura 9.1.

Figura 9.1: Circunferéncia de centro C e raio R.

Cordas de uma circunferéncia

Todo segmento que une dois pontos distintos de uma circunferéncia é uma
corda. Uma corda que contém o centro da circunferéncio & chamada digmetro. 0
didmetro tem comprimento mdximo entre as cordas. Veja exemplos de cordas na
figura 9.2, onde ED é um diGmetro.

Figura 9.2: Cordas AB e DE.

Comprimento de uma circunferéncia

Uma circunferéncia de raio R tem comprimento C, dado por C = 2R, onde
7 & 0 ndmero iracional, 7t =3,141592...

Arco de circunferéncia

Dados dois pontos A e B num circulo T, ficam definidos dois arcos: os arcos
AXB e AYB . Veja afigura 9.3.

A

Figura 9.3: Arcos do circulo T.

MEDIDA DE ANGULOS

Vamos definir uma nova unidade para medir dngulos. Jd conhecemos o grau
(o dingulo reto mede 90°). Agora vamos infroduzir o radiano (simbolo rad). Vamos
usar a figura 9.3. 0 dngulo AOB tem por medida 1 rad se o comprimento do arco
AXB for igual ao raio do circulo T". Isfo &, comprimento de AXB = R. Podemos
fambém definir o “medida angular do arco AXB * como a medida do angulo
central. No caso da figura 9.3, dngulo AXB = c.

Propriedades do arco

(1) Se o comprimento AXB =R, entio o ingulo AXB =1 rad.
(2) A medida angular de um circulo é 360°.

A propriedade (2) provoca uma pergunta: qual é o medida angular de um
circulo expressa em radianos?

Veja a resposta. Note que o comprimento do circulo é 2R (R é raio do
circulo). Com isto, forcando um pouco a linguagem podemos imaginar que com
27 arcos cada um com comprimento igual ao raio R podemos cobrir o circulo.
Logo a medida angular do circulo é 27 rad.

Conclusdo
360° = 2w rad e 11ad :(360 J
T
Exemplo

Quantos radianos mede um dngulo reto? Se x é a medida do dngulo reto,

entio,
27 rad - 360°
X - 90°

Logo, 360x =2 x 90 ex = % rad

Reta Tangente

£ toda reta que intersecta a ircunferéncia em apenas um ponto. Neste ponto
a refa é perpendicular ao segmento que une o ponto de confato ao centro da
circunferéncia. Veja o reta r tangente a circunferéncia representado na figura 9.4.
Neste caso, P & o ponto de tangéncia, ou de contato.

Reta secante

E toda refa que corta a circunferéncia em dois pontos. Veja a refa t secante
d circunferéncia na figura 9.4.



'
- P é o ponto de fangéncia
r I é 0 refa fangente
t & a refa secante
&
P

Figura 9.4: Retos tangente e secanfe.

Posiciio relativa

Duas circunferéncias T e T sdo disjuntas quando ndo t€m ponto em
comum; tangentes quando possuem um ponto comum; secantes quando possuem
dois pontos em comum; concéntricas quando t&m o mesmo centro.

OOQE

Secantes Tangentes Tangentes Concéntricos

Figura 9.5: Posicdo relativa de circunferéncios.

Nota importante

Se duas circunferéncias sto tangentes, entdo os centros e o ponfo de
tangéncia estio numa mesma refa. Esta reta é perpendicular @ refa tangente
comum ds duas circunferdncias. Neste caso a distdncia entre os centros é a soma
dos raios R e r das circunferéncios. Veja a figura 9.6.

00" =R+t

Figura 9.6: Circunferéncios fangentes.

ALGUMAS RELAGOES METRICAS

I. Propriedade da tangente

Considere um ponto P no exterior de uma circunferéncia e as duas refas
tangentes & circunferéncia passando por P. Se A e B siio os pontos de contato com
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a circunferéncia e 0 & o centro da circunferéncia, entio
i) PA=PB
i) & bissetriz de APB.

Figura 9.7: Tangentes d circunferéncia por um ponto.

Justificativa

Examine a figura 9.7 que ilustra a situagto. Temos que os tridngulos AOAP e
AOBP sdio retiingulos. Como nestes fridngulos a hipotenusa e um catefo possuem
medidas iguais, entio o outro cateto também coincide em medida. Logo, temos a
congruéncia AOAP = AOBP (caso LLL), a qual implica as propriedades (i) e (ii).

Il. Quadrildteros circunscritos

Considere um quadrildtero ABCD circunscrito o uma circunferéncia. Nestas
condicoes AB + CD = AD + BC.

F AB + (D =AD + BC

(

Figura 9.8: Quadildtero circunscrito.

Justificativa

Na figura 9.8 que representa a situacdio, temos E, F, G e H como pontos de
tangéncios dos lodos do quadrildtero circunscrito. Agora usando as propriedades
deduzidas no item |, anterior e percorrendo o quadrildtero no senfido ABCD, a
partir o ponto H, escrevemos HA = AE, BE = BF, (G = CF, DG = DH.

Entdio, AB + (D = AE + EB + (G + DG = AH + BF + CF + DH = AD + BC, que
¢ a propriedade enuncioda.

lIl. Poténcia de um ponto

Considere um ponto P que estd fora de uma circunferéncia T e uma reta r
contendo P e secante d circunferdncia. Temos trés situagdes relativas a considerar,
de acordo com a posicdo do ponto P, dentro ou fora da circunferéncia. Veja a figura
9.9 ilustrando a situagdo.
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Figura 9.9: Poténcia de um ponto.

Definimos a poténcia de P em relagdo o T como pot(P) = PA « PB ou
pot(P) = PT.

£ um fato surpreendente que a poténcia depende s6 da posiciio do ponto em
relagdo @ circunferéncia e ndo da posicdo da reta que passa pelo ponto. Isto 6,
quaisquer que sejam A e B, vale a propriedade PA « PB = PT2.

Angulo Inscrito

Temos duas posicdes gerais para dngulos inscritos em circunferéncias. Em
qualquer situacdo o vértice do dngulo é um ponto da circunferdncia. As duas
posicdes dependem dos lados dos dngulos e sdo descritas em 1) e 1I) abaixo:

1) Os lados dos dngulos sto duas cordas da circunferéncia.

Figura 9.10: fingulo inscito.

Neste caso, A é o vérfice do dngulo inscrito, BAC = ot 6 o dngulo inscrito e
BOC = B é o dngulo central correspondente. Veja a figura 9.10.

II) Os lados do dngulo sdo uma corda da circunferéncia e uma semirreta
tangente.

Figura 9.11: fingulo inscito.

A
Neste caso, D & o vértice do dngulo, EDF = o é 0 dngulo inscrito & B o dngulo
central correspondente (cuidado com o sentido descrito na figura para o dngulo
central). Veja a figura 9.11.

Resultado Importante

“Todo dngulo inscrifo tem por medida o metade do dngulo central
correspondente.” Isto é: B = 20

Vamos mostrar como este resultado pode ser verificado em um caso bem
particular. Vejo a figura 9.12.

Figura 9.12: Angulo inscrito.

Queremos mostrar que BAC= %Bﬁ(

Trace o didmetro AD. Os tridngulos AOAB e AOAC siio isdsceles (OA = OB
= 0C = raio do circulo). Entiio usando que a medida do dngulo externo é a soma
da medida dos dngulos intermos ndo adjacentes, concluimos que

AOMB = BOD = o + o0 =20
AOA = DOC=pB +p=2B

Entiio BOC = BOD + DOC = 2(cc + B) = 24

Ou seja, A= %Bﬁ(

EEINSEI:IIJI%NEIAS IMPORTANTES

1. Se um tridngulo estd inscrito numa circunferéncia & um dos lados é o
didimetro, entdo o fridngulo é retiingulo e o didmetro a hipotenusa. Veja a figura
9.13. De fato, temos:

| 1

A =—B0C=—-180°=90°
2 2

Figura 9.13: Tridingulo refdingulo inscrito.

2. Um quadrildtero inscritivel numa circunferéncia possui Gngulos opostos
suplementares. Veja a figura 9.14, ilustrando a situagdo.
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4. fingulos de vértice exterior @ circunferéncia cujos lados encontram @
circunferéncia. Temos as seguintes possibilidades:

Figura 9.14: Quadrildtero inscrito.

De fato, veja por exemplo que A = %DEB e (= %DKB

Como DEIE\H/[\)KB:%O”, entdo 2\\+€ = 180°. Do mesmo modo se
comprova que B+ D = 180°.

3. Se duas cordas se cortam no interior da circunferéncia, veja a figura 9.15, ‘
5 ) m
ento:
XD+ AYB '

p

) m
Figura 9.15: Cordos secantes.

Vamos verificar este resultado. Tracando o segmento BD vem que =0 + o

(dngulo extemo).
Figura 9.17: Angulos exteriores.

DM ! ’

9 =—, 0= ?
Nos figuras, m e n representam medidas dos arcos de circunferéncia
o correspondentes. Em quaisquer dos casos

Assim B—AB+CD m—n

202 &=

Justificativa

Vamos justificar o caso (b), os outros sto similares. Redesenhando a figura
9.19.b e acrescentando linhas e pontos auxiliares, encontramos a figura 9.18.

Figura 9.16: Cordos secantes.

Figura 9.18: Angulo exterior.
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A

Note que EBC = y & Gngulo inscrito. Logo, y = %
A

Também, BCA = x é dngulo inscrito e entdio

Por outro lado, como y é dngulo externo ao AABC, encontramos que
y=X+a.

Juntando as igualdades, concluimos que, o =y —x = que é o
propriedade procurada.

EXERCIiCIOS

1) (UNIFICADO/97)

Na figura acima, AB = 8 cm, BC =10 cm, AD = 4 cm e 0 ponto 0 é o centro da
circunferéncia. O perimetro do fridngulo AOC mede em cm:

2) (RURAL) O raio de um circulo mede 6 m. Por um ponto P, distante 10 m do
centro, fraca-se uma tangente. O comprimento da tangente enfre P e o ponto de
contato é:

3) Nafigura, o arco AB € o triplo do arco BC e 16 refa tangente. Determine, em
graus, a medida do dngulo o.

4) N figura BJ = raio. Calcule AOC, para x = 20°.

6) (UFRJ/99 - Especifica) Na figura, o triingulo ACE é equildtero e ABCD é um
quadrado de lodo 2 cm. Caleule a disténcia BE.

7) (FUVEST/2001) Um lenhador empilhou 3 troncos de madeira num caminhdo
de largura 2,5 m, conforme a figura abaixo. Cada tronco é um cilindro reto, cujo
raio da base mede 0,5 m. Calcule a altura h em metros.

T RRRERRIEERy




8) As refas representadas sdo tangentes ao circulo. Se AB =12 cm, AC= 14 cm

e BC=18 em, calcule as medidas de AR e BS.

9) Na figura ABCD é um quadrado de lado 20 cm e M é ponto médio de CD. Ache
a medida de AN, sabendo que AM = 104/5 .

B (
M

N
A D

10) A menor distancia de um ponto a uma circunferéncia é 6 cm, e o segmento
da tangente a circunferéncia 10 cm. O raio da circunferéncia, em cm, mede:
()5

(B) 16/3
09/2
(D) 28/5
(F)17/4

11) Nas figuras seguintes, encontre o medida x.

u. b.
Yy
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12) (CEDERJ/2007-2) Afim de elaborar um elemento de sua obra de arte, um
escultor usa um pedago de arame e constri uma circunferéncia, conforme mostra
a figura.

Em sequida, usando outro pedago de arame, lign os pontos M e N, de modo
que o arco MPN seja igual a 1/4 da circunferéncia. Considerando L a medida
do segmento MN e R a medida do raio da circunferéncia, pode-se concluir que a
razdo L / 2R & igual a:

13) (FGV / 2008) Um circulo de raio r estd inscrito num setor circular de 90° e
8 cm de raio, conforme mostra a figura abaixo.

()

Assim sendo, a medida do raio r é;
(M) 8 (v2 + 1)em

(B) 8 (2 -1)em

(08 (+/3-2)m

(0) 8 (V3 -~2)m
(B)4

E) 4m

)
)

GABARITO
1)t

2)C
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3) 45°
4) o= 60°

5)72°

6) (\6-1) e

7 {1+¥j am

8) AR=8cm, BS =4 m
9) 2.5

10)B

11)

0 12

2

b, 1l
5

¢ 1
d. W5
12)8

13) B
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INTRODUGAD

Para muitos subconjuntos do plano, é possivel calcular a drea. Exemplo sdo
os interiores de poligonos, de circulos, elipses etc. Apresentamos, na figura 10.1,
alguns objetos para os quais é possivel medir a drea.

Figura 10.1: Figuras no plano.

Mas, como calculor o drea?

Vamos comecar fazendo uma comparagdo entre comprimento e drea. Para
medir comprimento de segmentos usomos um segmento unitdrio padio (a
unidade de comprimento). A medida de um segmento serd dada pelo ndimero de
vezes que a unidade e partes de unidade cabem no segmento.

Por exemplo, escolhendo AB como segmento unitdrio, acompanhe pela figura
10.2, a medida do segmento CD. Veja que em (D cabem 3 vezes o segmento AB,
consecutivamente e ainda mais a quinta parfe deste segmento.

|
— —f—F—+e
A B C D

Figura 10.2: Medidas de segmentos.

1 16
Portanto, a medida do segmento é, (D =3+ s

Neste momento, precisamos fazer um comentdrio. Uma vez escolhido um
segmento AB como unidade, existem segmentos que ndo podem ser medidos do
modo como estipulamos. Considere, por exemplo, um quadrado ABCD onde um
dos lados & o segmento unitdrio AB.

Portanto o quadrado tem todos os lados medindo 1. No entanto, a diagonal
AD no pode ser medida pelo processo que estamos utilizando. Nesta situacio, o
segmento AD & dito incomensurdvel com o segmento AB. E preciso desenvolver
outras técnicas como a expansto decimal, o que leva a teoria de somas com
infinitos ndmeros de parcelas, para se conferir uma medida o segmento AD,
diagonal. Veja a figura 10.3.

B D
|V
AT

Figura 10.3: Segmentos incomensurdveis.

Para medir dreas de figuras planas escolhemos um quadrado como unidade
de drea (os lados do quadrado medem 1). A drea de uma figura é dada pelo
nimero de vezes que o quadrado unidade e partes dele cabem na figura. A sequir

apresentamos, na figura 10.4, um quadrado de lado AB representando a unidade
e seu uso para medir a drea de um retingulo.

pa—
——
()

| —
w|—
~—

Figura 10.4

Nesta situagio encontramos que Area (refingulo) = 2+ % + ! + 1. 3

412

Os mesmos comentdrios que fizemos sobre o existéncia de segmentos
incomensurdveis so pertinentes no cdlculo de dreas. sto é, o processo de medir
dreas como introduzido nio é exato.

Os principios ou postulados que orientam a teoria sobre drea de figuras
planas sdo:

(I) Duas figuras planas congruentes possuem a mesma drea.

(Il) Se uma figura A é obtida pela unido disjunta de duas figuras B e C, entiio
drea(A) = drea(B) + drea(C).

Notas

(1) Estamos trabalhando apenas com figuras para as quais é possivel medir
a dreq.

(2) Falamos sobre congruéncia de figuras. Grosseiramente, duas figuras
congruentes sdo aguelas que podem ser superpostas uma sobre a outra com
coincidéncia tofal.

FORMULAS PRINCIPAIS

Quadrado
V4
5=’
/ 4
V4
Reténgulo
h
S=b.h
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Paralelogramo Outras expressoes para drea do tridngulo
i) 0, b (lodos) e o (Gngulo entre os lados a e b)
B (
a h Spor = b . h
0 Sw=0<besen® a S abseno
A b D o 2
b

Justificativa

Para a figura particular representada, notamos a seguinte congruéncia de i) idngulo equidtero
tridingulos:

3
a S=——
4
0 l
A E b D F
iii) 0, b & ¢ (medida dos lados do triingulo) e p o semiperimetro

AABE = ACDF, os quais possuem a mesma drea. A congruéncia implica que

AE = DF ¢ entiio EF = b.
, ; . , . C a+b+c

Sy = Grea (AABE) + drea (EBCD) = drea (ACDF ) + drea (EBCD) = drea (p—a)(p—b)(p—0), onde: p=
(EBCF) = EFh = bh.

Por outro lado, no tridngulo retingulo ABEA, temos que BE = a sen 6 = ¢
Sy = ab sen 6.

Nota

Tridngulo p é dito semiperimetro.

Justificativa

Tome um triingulo AABC qualquer e construa paralelas como indicado, na
figura abaixo. Isto é, EC || AB.

h N %:bmmm%bh

Podemos escrever a formula acima justificada pela congruéncia AABC =
ACEA.

iv) 0, b, c medida dos lados e r (raio do circulo inscrito)

A

S=per

v) 0, b,c medida dos lados e R (raio do circulo circunscrito)

ok
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Losango

|

Trapézio

=
=S =
i%)
g
Il
—
=
~ |+
=
=

Coroa circular

S=nRl—nr

Setor circular

360°
2
S _ i -
sefor 3600

r?

SSSTOI

Segmento circular

Sseg = Ssetor - Sm‘

EXERCICIOS DE VESTIBULAR

1) (UFRJ/2001 - Ndo especifica) As cinco circunferéncias da figura sdo tais que
a interior fangencia as outras quatro e cada uma das exteriores também tangencia
duas das demais exteriores.

Sabendo que as circunferéncias exteriores t6m todas raio 1, calcule a drea da
regido sombreada situada entre as cinco circunferéncias.

2) (UNICAMP / 2002) Seis circulos, todos de raiol cm, sdo dispostos no plano
conforme mostram as figuras  seguir.

(
& LT
A B M N
a. Calcule a dngulo ABC.

b. Calcule a drea do paralelogramo MNPQ e compare-a com a drea do tridingulo
ABC.

3) (FUVEST / 2001 - 1* fase) Na figura abaixo, a reta r é paralela ao segmento
AC, sendo E o ponto de intersecciio de r com a reta determinada por D e C. Se
as dreas dos tridngulos ACE e ADC sdo4 e 10, respectivamente, e a drea do
quadrildtero ABED ¢ 21, entdio a drea do tridngulo BCE é:



4) (UFRJ/2002) A figura abaixo mostra duas circunferéncias que se tangenciam
interiormente. A circunferéncia maior tem centro em 0. A menor tem raio r = 5
cm e & fangente a OA & a OB. Sabendo-se que o dngulo AOB mede 60°, calcule @
medida do raio R da circunferéncia maior.

5) (FUVEST/2001) Um lenhador empilhou 3 troncos de madeira num caminhdo
de largura 2,5 m, conforme a figura abaixo. Cada tronco é um cilindro reto, cujo
raio da base mede 0,5 m. Logo, a altura h, em metros, é:

) ”Zﬁ

® Y h

J 25

6) (FUVEST/2000) Na figura seguinte, estdio representados um quadrado de
lodo 4, uma de suas diagonais e uma semicircunferéncia de raio 2. Enttio o drea
da regido hachurada é:
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7) (Fuvest/2000) Um trapézio retangular tem bases 5 e 2 e altura 4. 0

perimetro desse trapézio é:
13

8) (UFR]/2001) O retingulo estd inscrito no retiingulo WXYZ, como mostra a
figura. Sabendo que AB =2 ¢ AD = 1, determine o Gngulo © para que a drea de
WXY 1 seja a maior possivel.

9) (FUVEST/2000) Na figura a sequir, ABCDE é um pentdgono regular. A
medida, em graus, do dngulo o é:

") 32° \
(B) 34°
(© 36° /\
(D) 38° B E
(B) 40°

C D

10) (FEI/1993) Na figura abaixo, ABC é um tridingulo equildtero com drea de
16 cm?. M, N e P sdo pontos médios dos lados deste fridngulo. A drea, em cm?,
do quadrildtero AMPN é:

(A) 4 A

o4

11) (UNICAMP/1991) Na planta de um edificio em construdo, cuja escala é
1:50 as dimensdes de uma sala retangular stio 10 cm e 8 cm. Calcule a drea real
da sala projetada.
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12) (UNESP /1992) 0 dingulo central AOB referente qo circulo da figura mede
60° e OX ¢ sua bissefriz. Se M & o ponto médio do raio 0C e 0C=+/5 cm,
calcular a drea da figura hachurada.

13) (UERJ/1991) Na figura abaixo, os frés circulos tém raio 1 e siio tangentes
dois a dois. Calcule a drea delimitada pelos arcos AB, BC, CA.

A

14) (UFR]/1988) Afigura abaixo mostra dois arcos de circunferéncia de centro
0, raios R e 2R, e trés dngulos iguais. Calcule a razdo entre as dreas das regides
hachurada e ndo hachurada.

15) (PUC/1993) Dois lados de um tridngulo medem, respectivamente, 5 cm e
6 cm. 0 valor mdximo que pode ter a drea desse tridingulo é de:

(M) 11 cm?

(B) 15 cm”
() 20 cm?
(D) 25 cm’
(F) 30 cm’

16) (UNIRIO / 1994) Na figura abaixo, ABCD é um retdingulo. AB=6 ¢ AD=8
B (

a. Qual a medida do segmento EF?
A
b. Qual o dngulo AED?

17) (UFRJ/1992 - Ndo Especifica)

4m

232 m
45°

13 m

Para o trapézio representado na figura acima, calcule:
a. a altura;

b. d drea.

18) (UNICAMP/1998) Os lados de um triingulo medem 5, 12 ¢ 13 cm.
a. Calcule a drea desse tridngulo.

b. Encontre o raio da circunferéncia inscrita nesse triGingulo.

19) (FUVEST/1998) Dois dngulos infernos de um poligono convexo medem
130° cada um e os demais dngulos infernos medem 128° cada um. O ndmero
de lodos do poligono é:

6

20) (FUVEST/1998) As retas t e s stio paralelas. A medida do dngulo x, em
graus, é
) 30 X

) 0
£) 70 s

21) (UNFRIO / 1994) A drea da regido hachurada, na figura abaixo, onde ABCD
¢ um quadrado e o raio de cada circunferncia mede 5 cm, € igual a:

D

) 25(4—m) ch '
?
(B) 25(rt —2) e’ “




22) (UER]/1994) Qbserve a figura abaixo (ABCD), que sugere um quadrado de
lodo a, onde M e N sdo, respectivamente, os pontos médios dos segmentos CD
e AD,e F a intersegto dos segmentos AM e BN. Utilizando esses dados, resolva
0s itens a eb.

y
D M C
[-] ]
N
a
A B X

a. Demonstre que o dngulo AFN € reto.
b. Calcule a drea do triangulo AFN em funcdio de a.

23) (UFF/1993) Os raios (em cm) dos trés circulos concéntricos da figura so
nmeros naturais e consecutivos.

Sabendo que as dreas assinaladas sdo iguais, pode-se afirmar que a soma dos
frés raios é:

24) (UFF/1989) Cortando-se pedacos quadrados iguais nos vértices de uma
cartolina retangular de 80 cm de comprimento por 60 cm de largura, obtém-
se uma figura em forma de cruz. Se a drea da cruz for a tera parte da drea
retangular original o tamanho do lodo de cada quadrado é igual o:

(A) 5v2 em
(8) 1042 em
(0) 1542 em
(D) 20+/2 am
(E) 2542 em

25) (UNIFICADO/1986) Seia ~/3 a medida do lado do octégono regular da
figum Entdio, a drea da regido hachurada é:

A 3/3-1)
(B) 43-1)
Q) 3(1++/2)
(D) 21++/3) ¢
(B) 25/2++/3)
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26) (UNIFICADO,/1994)

0 poligono acima, em forma de estrela, tem todos os lados iguais a 1 cm e fodos
os dngulos iguais a 60° ou 240°. Sua drea é:

27) (PUC/1996) Duplicando-se o raio de um circulo.

A drea e o comprimento ficam ambos duplicados.

A drea fica duplicada e o comprimento fica quadruplicado.
0 comprimento fica multiplicado por 2.

A drea fica multiplicada por 47

E) A drea fica quadruplicada e o comprimento fica duplicado.

A
(B)
©
0
(

28) (FUVEST/2000) Na figura, ABC é um tridingulo rettngulo de catetos AB = 4
e AC= 5. 0 segmento DE é paralelo a AB, F & um ponto de AB e o segmento CF
intercepta DE no ponto G, com (G = 4 ¢ GF = 2. Assim a drea do tridngulo CDE é:

16 (

29) (UNIFICADO/1988) Se as duas diagonais de um losango medem,
respectivamente, 6 cm e 8 cm entdo a drea do losango é:

() 18 cm?
(B) 24 cm?
() 30 m’
(D) 36 cm?
(E) 48 cm’
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30) (UFF/1995) A circunferéncia representada abaixo tem raio 2 cm e os
digimetros AB e (D, perpendiculares. Como centro em C e raio CA foi tragado o arco
AB . Determine a drea da regido assinaloda.

31) (UNIFICADO/1987) De uma placa circular de raio 3, recorta-se um tridingulo
retdngulo de maior drea possivel. A drea do restante da placa vale:

32) (CEDER] / 2008-2) 0 cubo soma é um quebra-cabega criado pelo poeta e
matemdtico dinamarqués Piet Hein. Trés das pecas que formam o quebra-cabega
estiio mostradas a sequir:

P1 P2 P3

As pegas P1, P2 e P3 siio formadas por quatro cubos idénticos. Se A1, A2 e A3
representam, respectivamente, as dreas totais das superficies das pecas P1, P2
e P3, entdo:

() A1 > A2 =A3;

B) A1 > A2 > A3;

)AL =A2=A3;

) A1 =A2 <A3;

)

(
(
(
(E) AT <A2 <M3.

(
D
E

33) (FGV /2008) No retdngulo ABCD da figura abaixo, M & ponto médio de AD,
e 0s segmentos AC e BM se cortam em P.

A M D

Sendo S a drea do retingulo, a drea do triingulo APM é:
() S/5
(B) S/10

() S/6

(D) S/8

(B) S/12

34) (FGV / 2008) Os lados do triéingulo ABC medem, respectivamente, 9 cm,
12 cm ¢ 15 cm. Entdo, a drea do tridngulo NPQ, de 12 cm de perimetro e
semelhante oo triingulo ABC, & iqual a:

A) 27 cm?

35) (UERJ / 2006) Uma drea agricola, prdxima a um lago, precisa ser adubada
antes do inicio do plantio de hortaligas. O esquema abaixo indica as medidas do
terreno a ser plantado. Os dois lados paralelos distam 10 km e os trés Gngulos
obtusos indicados sdo congruentes.

10 km

10 km

45°

20 km

lago

A drea do terreno a ser plantada é, em km?, igual a:

36) (UEZ0 / 2006)

Terremoto danifica estacdo de tratamento de dqua

0 dltimo tremor de ontem danificou um dos reservatdrios de dgua da Estacdo
Sul de tratamento de dgua. Serd necessdrio construir outro. O novo reservatdrio
terd a forma de um bloco retangular (paralelepipedo) com 12m de comprimento,
4m de lorgura € 3m de profundidade. A base desse reservatdrio fem a seguinte
drea em metros quadrados:

(M) 18



37) (UEZ0 / 2006) O campo de futebol tem a forma de um retdngulo. As suas
medidas oficiais podem ser 120m de comprimento & 90m de largura. Em cada
um dos quatro cantos do campo & fincada uma bandeirinha. A drea do campo, em
metros quadrados, vale:

(A) 1080

(B) 4545

(0) 9090

(D) 10800

38) (UFRI / 2009) Um disco se desloca no interior de um quadrado, sempre
tangenciando pelo menos um dos seus lados. Uma volta completa do disco ao
longo dos quatro lados divide o inferior do quadrado em duas regides: a regido A
dos pontos que foram encobertos pela passagem do disco e a regido B dos pontos
que ndo foram encobertos. 0 raio do disco mede 2cm e o lado do quadrado mede
10cm. Determine a drea da regido B.

39) (UFRJ / 2008) A, B e D siio pontos sobre a refar e C, e C, sio pontos ndo
pertencentes a 1 tais que C, , C, e D st colineares, como indica a figura a seguir.

(

1

Se S, indica a drea do triingulo ABC, e S, , a drea do tritngulo ABC, ,
sabendo que DC, =7, C.(, =9 e S, =4, determine S,.

L '}
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GABARITO

) A=4—br+22n
2) 0)(7\/§+12) an’
3)8

B Ao :@HRAM ~(145+12)

4) 15m
5)E

6)B

7)D
8)06=45
9)C
10) C

11) 20 m?

5
12) S= 2 (n—
)s]#nm
nn:ng

14) 5
/
15) B

16)0) 2,8 cm b) 8,64 cm?
17)a) 2am b) 17 am?
18)a) 30 m?  b) 2m
19)B

20)t

21) A

22) 1) Demonstragio  b) i

20 u.a.

23)C
24)D

25)C
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26) B

2N¢E

28)D

29)B

30) S= (2n —4) em?

31)A

32)C

33)¢E

34)E

35)D

36)D

37) A

38) 4(5-m) am'

39) 14
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POLIEDROS
Grosso modo, sdo sdlidos geométricos limitados poligonos.

v=n° de vérices
Relacdio de Euler: v—a+f=2, em que {a=n° de arestas

f=n" de faces

Soma dos dngulos das faces: S,

ding. faces = (V - 2) . 3600, ém que v =
n° de vértices

Poliedros de Platio

POLIEDRO f v a
Tetraedro 4 4 b
Hexaedro 6 8 12
Octoedro 8 6 12
Dodecaedro 12 20 30
Icosaedro 20 12 30

<>

tetraedro regular hexaedro regular

O
L

dodecaedro regular

R,
19

icosaedro regular

octaedro regular

Exemplo:

Um poliedro convexo tem 14 vértices. Em 6 desses vértices concorrem
4 arestas, em 4 desses vértices concorrem 3 arestas e, nos demais vérfices,
concorrem 5 arestas. Determine:

a) 0 nimero de faces desse poliedro.

b) o nimero de diagonais desse poliedro.

Soluciio: (cademo)

PRISMAS

Grosso modo, sdlidos que tém duas bases paralelas e iguais e retingulos
como faces laterais (prisma reto).

A\ur. = thase h
Amm\ = A\m. + 2 ’ Abuse
V=A_ -h

base

Observago:

0 paralelepipedo retdngulo (ou ortoedro) € o prisma cujas bases sdo
retingulos; um ortoedro é definido por suas dimensdes (comprimento, largura
e altura) geralmente indicadas por a, b e ¢; o cubo € o paralelepipedo cujas
dimensdes sdo iguais (as faces sdo seis quadrados congruentes).

a

Db\oco = “02 +b2 +C2 :>Dcubc :0'\/§

Ah\oco :2'(u'b+0'f+b~c):>A(Uhu :6.(]2

_ .
Vb\oto 7U'b'c:>Vnuh0 =0
Exemplos:

19) As dimensdes de um paralelepipedo retingulo sdo proporcionais a 2, 3 e
5. Sabendo-se que o volume do paralelepipedo é 240m?, calcular as medidas de
sua diagonal e de sua drea total.

Solucéio: (cademo)

2') Uma empresa produz embalagens para cosméticos. A embalagem deve
ter a forma cobica com volume de 68,94 centimetros cibicos. Determine a
dimenstio das arestas da embalagem (em cm).

Dados: log 68,94 = 1,838 ¢ 1003 =41.

Solucéio: (cademo)



PIRAMIDES

Grosso modo, sélidos que tm uma base e um vértice fora do plano desta
base; pirdmides regulares sto retas e a base & um poligono regular; nestas,
chamarse APOTEMA DA PIRAMIDE (g), a altura de qualquer face lateral.

m’ +h? =¢’
A\ur. :plmse g
A=A +A

total lot. base

V:%'Abuse h

Exemplo:

Uma pirimide regular de base hexagonal é tal que a altura mede 8cm e a
aresta da base mede 2/3 cm. Determine o volume dessa pirimide.

Soludio: (cademo)

Observaciio:

A inferseccdo ndo vazia de um plano paralelo d base de uma pirdmide
decompde esta em dois sdlidos — um deles é uma pirimide semelhante (rozdo k)
a pirimide original, enquanto o outro é denominado TRONCO de pirimide.

v, h, - altura da pirdmide de base B
v, v, : volume da pirdmide de base B

b —— ; h, : altura da pirémide de base B
S v, - volume da pirdmide de base B

A razdo entre dois elementos lineares correspondentes de mesmo nome é k.
A razdo entre duas dreas de mesmo nome é k%,
A raziio entre os volumes é k®.

Exemplo:

Uma pirdmide regular tem altura 6 e lado da base quadrada igual a 4.
Ela deve ser cortada por um plano paralelo d base, a uma distincia d dessa
base, de forma a determinar dois sélidos de mesmo volume. Calcule o medida
da distdncia d.

Solucio: (cademo)
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SOLIDOS DE REVOLUGAD

o (ilindro circular reto
£ obtido através da rotacdio completa de um retiingulo em fomo de um eixo
que contém um de seus lados; quando h = 2r, o cilindro é dito equildtero.

A, =2-m-r-h
Ay =2-m-1-(r+h)
V=m-r’-h

Exemplo:

Seja um cilindro de revolucdio obtido da rotacdio de um quadrado, cujo lado
estd apoiado no eixo de rotagdo. Determine a medida deste lado (sem unidade),
de modo que a drea total do cilindro seja igual ao seu volume.

Solugiio: (caderno)

o Cone circular reto
£ obtido através da rotagdo completa de um fridngulo retangulo em tomo de
um eixo que contém um de seus catetos; quando g = 2r, o cone é dito equildtero.

h2 + gZ _ [Z
A
Atoml
o-g=2-m-r (o medido em radianos)

V=g

lat. =m-r-g

=m-1-(g+r)

Exemplo:
Observe a figura.
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Nessa figura, AB = 1, BC=3 & BD = 9/4. Calcule o volume do sdlido obtido
girando de 360°, em torno da reta AE, a regido do plano cujo contorno é

a) o fridngulo ACE.

b) o triéingulo BCD.

Soluciio: (cademo)

Observaciio:

A intersecdo ndo vazia de um plano paralelo @ base de um cone decompde
este em dois sdlidos — um deles & um cone semelhante (razdo k) ao cone original,
enquanto o outro é denominado TRONCO de cone.

"

i
'
'
'
'
'

- A razdio entre dois elementos lineares correspondentes de mesmo nome é k.
- A razdio enfre duas dreas de mesmo nome é k.
- A razdio entre os volumes é k®.

Exemplo:

As bases de um tronco de cone circular refo sdo circulos de raio 6cm e 3cm.
Sabendo-se que a drea lateral do tronco é igual @ soma das dreas das bases,
calcule:

a) a altura do tronco de cone.

b) o volume do tronco de cone

Solucdio: (cademo)

o Esfera
E obtida através da rotacdio completa de um semicirculo em tomo de um eixo
que contém o didmetro.

2

Asup.esf. =41

V=o-n.

3

Exemplo:

a) Calcule o volume de uma bola de raio r = 3 /4cm. Para facilitar os cdlculos
vocé deve substituir ¢ pelo ndmero 22/7.

b) Se uma bola de raio r = 3 /4cm ¢ feita com um material cuja densidade
volumétrica é de 5,69/cm?, qual serd a sua massa?

Solucdio: (cademo)

EXERCICIOS DE FIXAGAD

1) Ao serem retirados 128 litros de dgua de uma caixa d'dgua de forma cdbica,
o nivel da dgua baixa 20 cenfimetros.
a) Calcule o comprimento dos arestas da referida caixa.

b) Calcule sua capacidade em litros (1 litro equivale a 1 decimetro cGbico).

2) Dado um prisma hexagonal regular, sabe-se que sua altura mede 3cm e que

sua drea lateral é o dobro da drea de sua base. O volume deste prisma, em cm?, é:
) 273

(B) 132

012

(D) 543

(| 1735

3) Dois blocos de aluminio, em forma de cubo, com arestas medindo 10cm e écm
sdio levados juntos & fustio e em seguida o aluminio liquido é moldado como um
paralelepipedo reto de arestas 8cm, 8cm e xem. O valor de x é:

(A 16

! i x/5

x/5 x



a) Encontre o valor de x, em centimetros, de modo que a capacidade dessa
caixa seja de 50 litros.

b) Se o material utilizado custa R$10,00 por metro quadrado, qual & o
custo de uma dessas caixas de 50 litros considerando-se apenas o custo da folha
retangular plana?

5) Uma piscina tem a forma de um prisma refo, cuja base é um retingulo de
dimensdes 15m e 10m. A quantidade necessdria de litros de dgua para que o
nivel de dgua da piscina suba 10cm é:

M 0,15L
(B)1,51
(€ 1501
(D) 1.500 L
(E) 15.000 L
6) Dobrando-se a planificagdo a sequir, reconstruimos o cubo que a originou. A
letra que fica na face oposta & que tem um X é:

mv v
®0 5 | o
8B ol
(D) K

X

7) Considere um paralelepipedo retangulor com lados 2, 3 ¢ 6 cm. A distiincia
mdxima entre dois vértices deste paralelepipedo é:

() 7 m
(B) 8 cm
€ 9em
(D) 10 cm
() 11 em
8) Um prisma reto é tal que sua base é um triingulo equildtero cujo lado mede
43 ¢ 0 seu volume ¢ iqual ao volume de um cubo de aresta medindo
I3 cm. A drea total desse prisma, em centimetros quadrados, é

(M) 2443
(B) 192/3
(0) 20443
(D) 2163
(B) 2283
9) A base de uma pirmide é um triingulo equildtero de lado L = 6cm e arestas
laterais das faces A = 4cm.

a) Caleule a altura da pirdmide.

b) Qual é o raio da esfera circunscrita @ pirdmide?
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10) Um tanque de uso industrial tem a forma de um prisma cuja base é um
trapézio isésceles. Na figura a sequir, sdo dadas as dimensdes, em metros, do
prisma:

11) 0 hexdgono regular ABCDEF & base da pirdmide VABCDEF, conforme a figura.

A aresta VA é perpendicular ao plano da base e tem a mesma medida do
segmento AD. O segmento AB mede 6cm. Determine o volume da piramide VACD.

12) 0 sélido representado na figura é formado por um cubo e uma pirmide
quadrangular regular cuja base coincide com a face superior do cubo. 0 vértice 0
do cubo é a origem do sistema orfogonal de coordenadas cartesianas Oxyz. Os
vértices P, R e 0" pertencem respectivamente aos semieixos positivos Ox, Oy e
0z. 0 vértice S tem coordenadas (2,2,8).

Considere o plano z = k que divide o sdlido em duas partes de volumes
iquais. Determine o valor de k.

Considere o plano z = k que divide
0 sélido em duas partes de volumes
iguais. Determine o valor de k.
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13) Um octaedro regular é um poliedro constituido por 8 faces triangulares
congruentes entre si e Gngulos poliédricos congruentes entre si, conforme mostra
a figura a sequir.

Se o volume desse poliedro 6 72+/2 cm?, o medida de sua aresto, em
centimetros, é:

N

14) Considere uma caixa sem fampa com a forma de um paralelepipedo reto
de altura 8 m e base quadrada de lado 6 m. Apoiada na base, encontra-se uma
pirimide sdlida reta de altura 8m e base quadrada com lodo 6 m. O espago
interior d caixa e exterior @ pirdmide é preenchido com dgua, até uma altura h, a
partir da base (h < 8). Determine o volume da dgua para um valor arbitrdrio de h,
0<h<8.

\ Sso

15) Considere uma luta cilindrica de raio r e altura h completamente cheia de
um determinado liquido. Este liquido deve ser distribuido totalmente em copos
também cilindricos, cuja altura é um quarto da altura da lota e cujo raio é dois
tercos do raio da lata. Determine:

a) os volumes da luta e do copo, em funciio de re h;

b) o ndmero de copos necessdrios, considerando que os copos serdo
totalmente cheios com o liquido.

16) Afigura a seguir representa o paralelogramo MNPQ.

N P

0 volume do sdlido obtido pela rotagdio do paralelogramo em tomo da reta
suporte do lado MQ é dado por:

(N mc-h2- (L+h)/2

(B) m-h?-1/2

(@ m-h2-(L+h)
D) m-h-(L+h)?
(B) m-he-L

17) Um produto é embalado em recipiente com formato de cilindros retos. 0
cilindro A tem altura 20cm e raio da base 5cm. O cilindro B tem altura 10cm e
raio da base de 10cm

a) Em qual das duas embalagens gasta-se menos material?

b) 0 produto embalado no cilindro A é vendido a RS4,00 a unidade, € o
do cilindro B a R7,00 a unidade. Para o consumidor, qual a embalagem mais
vantajosa?

18) Um queijo tem a forma de um cilindro circular reto com 40cm de raio e 30cm

de altura. Retira-se do mesmo uma fatia, através de dois cortes planos contendo o
. " . ) 3

eixo do cilindro e formando um dngulo de 60°. Se V é o volume, em cm’, do que

restou do queijo (veja a figura a sequir), determine v
10°~

19) Um cilindro circular reto é cortado por um plano ndo paralelo & sua base, re-
sultando no sélido ilustrado na figura a sequir. Calcule o volume desse sélido em
termos do raio da base r, du altura mdxima AB=a e da altura minima CD = b.

B

= o
~ == =

20) Um cone circular refo, cujo raio da base é 3cm, estd inscrito em uma esfera
de raio 5cm, conforme mostra a figura a seguir.
0 volume do cone corresponde a que
porcentagem do volume da esfera?
(h) 26,4 %
B) 21,4 %
0195%
D) 18,6 %

(
(
(
(£)16,2%
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21) Na figura, ABC é um quadrante de circulo de raio 3cm e ADEF & um quadrado,
cwjo lodo mede Tem. Considere o sélido gerado pela rotacdo de 360°, em tomo
da reta AB, da regido hachurada na figura. Assim sendo, esse sélido tem um

volume de B
(%) 14m cm?
(B) 15w cm®
(O 16m m? D
(D) 7w m?
A F (

22) (CEDER] / 2006) Afigura plana, constituida por um hexdgono regular cujos
lados medem Tcm e seis retingulos cujos lodos medem 2cm, serd recortada no
seu contorno e dobrada nas linhas pontilhadas, formando um prisma regular.

Construido o prisma regular, os pontos P e Q serdo dois dos seus vértices.
Pode-se afirmar que o comprimento da diagonal PQ do prisma, em cm, & igual a:

W /5

23) (UEZ0 / 2006) O dltimo tremor de ontem danificou um dos reservatdrios
de dgua da Estagdo Sul de tratamento de dgua. Serd necessdrio construir outro.
0 novo reservatdrio terd o forma de um bloco retangular (paralelepipedo) com
12m de comprimento, 4m de largura ¢ 3m de profundidade. O volume desse
reservatdrio, em metros cdbicos, serd igual a:

24) Considerando o valor aproximado de 7 igual a 3,14, se o raio de uma bola
de futebol for igual a 10cm, o seu volume, em cm?, serd aproximadamente:

(h) 3.140
(B) 1.046,6
(0)4.186,6
(D) 12.560

GABARITO

1a)a=8dm b)V=>512litros
2)D

3)0

4)0)50m b)RS84
5)E

6)B

7)A

8)D

9Na)2m b)dem
10) D

1) 7243 o

12) 8/3

13)D
14) %(8—h)3+36h—96 "
15) 0) Vygg =7 -1'-h e V(copo) = (- r'-h) /9 b) 9 copos

16) E
17) o) No embalogem A b) £ o embalagem B

18) 40 cm?
]9) V= Tl:'f2 '(U+b)
B 2

20)t
21D
22)8
23)(C

24)(
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