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Aula 1 8

TRANSFORMACOES LINEARES

Ao final desta aula, vocé devera ser capaz de:

definir os conceitos de transformagao matricial
e linear;

apresentar varios exemplos de transformacdes li-
neares.



Algebra Linear | Transformagdes Lineares

8 CEDERIJ

INTRODUCAO

Um dos conceitos centrais na Matematica ¢ o de fungdo. De
modo geral, usa-se os termos fung¢do, aplicagdo e transformagao
cOmo sindnNimos.

Uma fungdo ¢ uma associagdo entre dois conjuntos 4 ¢ B,
envolvendo todos os elementos de 4, mas ndo necessariamente
todos os elementos de B, e que associa cada elemento de 4 a
somente um elemento de B. Esta maneira de ver uma fungao so-
mente como uma associagao ¢ uma visao essencialmente estatica.

Uma outra maneira de ver o mesmo conceito, porém mais
dinamica, ¢ que uma funcdo ¢ uma transformacgo, que “leva”
elementos do conjunto 4 em elementos do conjunto B, ou seja,
“transforma” elementos de 4 em elementos de B.

Na Algebra Linear, usa-se mais o termo transformagio do
que fun¢do, especialmente no caso das transformagdes lineares,
que definiremos nesta aula. Em resumo, uma transformagao de
um espaco vetorial ' em um espago vetorial W ¢ simplesmente
uma fungdo de V em W.

Como observamos, sdo de interesse especial as transforma-
¢oes lineares. Vamos comegar definindo transformagdes matri-
ciais e, depois, as lineares. Veremos que para transformagdes de
R” em R™, os dois conceitos sdo equivalentes.



TRANSFORMACOES MATRICIAIS

Uma transformac¢ao matricial ¢ uma fungdo dada por
T(x) = Ax, onde 4 é uma matriz. Mais precisamente, seja A
uma matriz m X n. Entdo a aplicagdo 7: R” — R™ dada por
x — Ax ¢ uma transformag¢ao matricial.

Exemplo 18.1.
[ )

Seja
21 3
A_{l 2 0]

entdo, A induz a transformacio matricial 7: R3 — R2, dada por
X — Ax.

1
Por exemplo,sex= | —1 |, entdo
2 —
[ 1
o[ 131 [4]-1]
| 2
X1
Em geral, sex= | xp |, entdo
X3
X1
12 3 | 2x1+x2+3x3
Ax_[l 0]' 2 _{ X142 '

X3

[ Exemplo 18.2. ]

Se

2 -1 2
A_{z 1 —1}

eb= { ; } Encontre um x € R?, tal que Ax = b.

AULA E MODULO 2

CEDERIJ 9
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Solucio:
X1
Sejax= | xp |,entdo Ax=2>,levaa
X3
2 -1 2 T2
2 1 1| |72
x3
2x1 —xp+2x3 = 2 2x1—xp = 2—2x3
2x1+x—x3 = 2 2x1+x2 = 24Xx3

Somando as duas equagdes, obtemos

4X1:4—X3:>X1:1—%.

Subtraindo as mesmas equacdes, obtemos

3
2x) =0+3x3 = xp = % .
1y
Portanto, todo vetor x = 3% , x3 € R, é levado a b pela
X3
transformacgao matricial 7 = Ax.
[ Exemplo 18.3. ]
1 1
Sejad=x= |2 1 |.Determine a imagem de 7 = Ax.
I -1
Solu¢ao:
. a
Temos que 7: R* — R3. Seja u = [xl ] esejalu=| b
2 c
Entao

1

—_
|
—_
—
= =
N =
[E—
Il
N}

X1+x2 = a X1+x2 = a
2X1+x = b — —x; = b—2a
X]—Xp = ¢ —2xy = c—a



X1 = b—a X1 = b—a
X = 2a-—0b — X = 2a-5b ,
0 = ¢c—a—2b+4a 0 = 3a—2b+c

0 que mostra que Ax = b tem solu¢do quando 3a—2b+c = 0. Portanto,
a aplicacdo dada pela matriz 4 leva R? no plano 3x — 2y +z=0.

AULA H MODULO 2

Figura 18.1: Aplicagdo T leva R? no plano 3x —2y+z = 0.

TRANSFORMACOES LINEARES

Dada uma matrix m x n A, vetores n X 1 u € v, e um escalar
¢, segue-se das propriedades da multiplicagdo de matrizes que

Alu+v)=Au+Av e A(cu)=cAu.

De maneira geral, quando uma fung¢ao possui as duas propri-
edades acima, dizemos que ela ¢ linear. Definiremos agora as
transformacoes lineares.

Defini¢ao 18.1.

Uma transformacgao 7 € linear se:
1. T(u+v)= Tu+tv, para todos u e v no dominio de 7.

2. T(cv) =cT(v), para todo v e para todo escalar c.

Em outras palavras, podemos dizer que uma transformagao ¢
linear quando preserva a soma de vetores e o produto de vetores
por escalares.

Preservar a soma de vetores quer dizer que se somarmos 0s
vetores primeiro (u + v) e, em seguida, aplicarmos 7', obtendo

T(u+v), o resultado ¢ 0 mesmo que aplicarmos 7 aos vetores e
CEDERJ 11
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depois somarmos os resultados (7u + Tv), isto ¢
T(u+v)=Tu+Tv.

Se A ¢ uma matriz, u € v sdo vetores no dominio de 7' = Ax
e ¢ ¢ um escalar, entdo a propriedade A(u+v) = Au + Av mostra
que T preserva a soma de matrizes e a propriedade
A(cu) = cA(u) mostra que T preserva o produto por escalar. Por-
tanto, toda transformagdo matricial é linear.

Por outro lado, nem toda transformacao linear de espagos
vetoriais € matricial. Veremos um exemplo deste tipo abaixo.
Ja as transformagoes lineares de R” em R” sdo sempre matri-
ciais. Provaremos este fato na Aula 23 onde tambem estudare-
mos em detalhes como obter a representagdo matricial de uma
transformacgao linear.

Seja T': V' — W uma transformacao linear, onde V' e W sdo
espacgos vetoriais, e seja v € V. Entdo

T(0y)=T(0.v)=0.T(v) = Oy,

onde Oy indica o vetor nulo do espago vetorial v e Oy indica
o vetor nulo do espaco vetoria /. Mostramos entdo que uma
transformacao linear 7: V' — W leva o vetor nulo de V' no vetor
nulo de .

Outra propriedade muito utilizada ¢ a seguinte:
T(cv+du)=T(ev)+T(du) =cT(v)+dT(u) .

A deducdo acima utiliza as duas propriedades que definem li-
nearidade. Observe que esta propriedade, sozinha, implica em
linearidade.

Isto ¢, se uma transformacgao 7 satisfaz
T(cv+du) =cT(u)+dT(v),

entdo ela ¢ linear. Para ver isto, basta notar que fazendo
¢ =d =1 obtemos T(u+v) = Tu+ Tv (preservagdo da soma
de vetores) e fazendo ¢ = 1 e d = 0, obtemos T (cu) = cT (u)
(preservagao do produto de vetores por escalares).

Aplicando sucessivamente 0 mesmo raciocinio acima, pode-
mos mostrar que

T(61V1+---+Ckvk) :ClT(vl)—l—---—l—CkT(Vk),



onde ¢y, -, ¢, sdo escalares € vy, - - -, Vi sdo vetores no dominio
de T.

Exemplo 18.4.
[ )

A transformacdo 7: V' — W dada por T'(x) = Oy ¢é linear.
Esta transformagdo, chamada transformacao nula, leva todo ve-
tor de V' no vetor nulo de I¥.

[ Exemplo 18.5. ]

Seja V' um espaco vetorial qualquer, a transformagdo
T:V — V dada por T(u) = u ¢ linear. Esta transformagio é
chamada indentidade. Se V' = R", entdo a transformacao linear
dada pela matriz [, identidade de ordem n, ¢ a transformacao
identidade de R”.

Exemplo 18.6.
[ )

Seja r € R. Mostre que a transformagdo 7: R” — R” dada
por T'(x) = rx ¢ uma transformagao linear.

Solucio:

Sejam u,v € R"” e ¢,d escalares. Entdo
T(cu+dv)=r(cu+dv)=rcu+rdv=c(ru)+d(rv)=cT (u)+dT(v).
Portanto 7 é uma transformacao linear.

Se r = 0, entdo temos a transformacgdo nula. Se r = 1, temos a
transformacao identidade. Se 0 < r < 1, entdo dizemos que 7 ¢ uma
contracdo. Se > 1, entdo dizemos que 7 ¢ uma dilatacdo. A figura
abaixo mostra a dilatagdo 7'(x) = 2x.

Exemplo 18.7.
[ )

A transformacio T : R? — R? dada por 7'(x) =x+ (1,0) niio
¢ linear. Para ver isto, basta notar que ela ndo leva o vetor nulo
no vetor nulo. Esta é uma translacdo de vetores no R?.

CEDERJ 13
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Tx =2x

T

Figura 18.2: Dilatagdo 7'(x) = 2x.

Exemplo 18.8.
[ )

A transformagdo linear T: R?> — R? dada pela matriz

0 —l isto é
1 0 |

=10 a1

1 0 X2 X

Como esta transformagdo ¢ matricial, entdo ela é linear. De-
terminando a imagem de alguns vetores e representando em um
grafico esses vetores e suas imagens, podemos ver que esta trans-
formacao gira os vetores em torno da origem, no sentido anti-
horério, de um angulo de 90°. Isto é verdade. Estudaremos

com maiores detalhes transformacgdes lineares especiais, como a
rotacdo de um angulo 6, nas aulas 25 e 26.

/\ e
L v
u

Figura 18.3: Rotacio de um angulo de 90°.

{ Exemplo 18.9. j

Seja P, o espaco dos polindmios de grau menor ou igual a
n. Definimos o operador derivagdo D: P"* — P"~! por

D(ag+ait+---+apt") = a +2ant 4+ na" .

14 CEDERIJ



Isto é, D leva cada termo a;t* em kayt*—!.

E facil ver que este operador ¢ uma transformagdo linear.
Note que ele ¢ a derivagdo de funcgdes no sentido usual, restrito
ao especo dos polindmios. Sabemos que para a derivagdo vale

D(cfi+df2) =cD(f1)+dD(f2),

confirmando que D ¢ uma transformacao linear.

Note que esta transformacao ¢ linear, mas ndo ¢ matricial.
Nao ha uma matrix 4 tal que D = Ax. No entanto, veremos,
na Aula 23, que toda transformacao linear entre espagos de di-
mensao finita tém uma representacdo matricial. Ha uma ma-
triz A tal que se p é um polindmio e se [p]p € a representagdo
deste polindmio em uma base B escolhida de P”, entdo A[p|p é
a representacdo de Dp nesta base.

{Exemplo 18.10. ]

Um banco de investimentos possui quatro tipos de investi-
mentos, que chamaremos de investimentos 4, B, C ¢ D. Um
cliente faz sua carteira distribuindo cada seu dinheiro entre as
quatro op¢des do banco. Representamos a carteira de um cliente

X4
. . xXg | . .
por um vetor 4 X 1. Assim uma carteira x = e indica x4
XD
reais investidos na opgao 4, xp reais investidos na opcao B etc.

Se o investimento 4 resultou em y 4 reais por real aplicado,
B resultou em yp reais por real aplicado etc, entdo o resultado
total de cada cliente sera calculado pela transformacdo linear
T:R* — R, dada por

T(x) = [y4a y8 yc yp]- =

= Y4X4+YBXB+YcXc+YpXD -

CEDERIJ 15
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Resumo

Nesta aula, estudamos um dos conceitos fundamentais em
Algebra Linear, que é o de Transformaco Linear.

Vimos, inicialmente, as transformagdes matriciais. Em se-
guida, definimos transformagdes lineares.

Vimos diversos exemplos de transformacdes lineares, inclu-

sive uma aplicagdo a economia.

16 CEDERJ

Exercicio 18.1.

. Seja T: R? — R? a transformacéo definida por Tx = Ax,

onde 4 = [ _11 g ? } Encontre a imagem de
2 —1
u=| -3 e u=
0

. Quantas linhas e colunas deve ter uma matriz 4 para defi-

nir uma aplicagdo de R* em R® por T'(x) = 4x.

. Para os valores da matriz 4 e vetor b nos itens abaixo,

encontre, se for possivel, um vetor x tal que 7x = b.

(1 0 1 2
was[l 0] ae]2]

(11 -1 2
b.A=|2 5 |, b=| -3
1 6 2

. Encontre todos os valores de x € R* que sdo levados no

vetor nulo pela transformagao x — A4x, onde

. Nos itens abaixo, use um sistema de coordenadas para re-

2 3
presentar graficamente os vetores u = O RE

Tu e Tv. Faca uma descricdo geométrica do efeito da
aplicacio de T nos vetores de R2.



a. T(x):[g ‘3)] c. T(x):{_ol _01}

b. T(x)z[o(’)s 0?5}. d T(x):[g H

6. Seja T': R? — R? uma transformagcio linear. Se
1 2 0 —1
r(o])-13) < (3])-[5]
determineT([zl) eT({x1 1)
1 X2

RESPOSTAS DOS EXERCICIOS

JEIRH

2. A deve ser uma matriz 6 x 4.

[S—

2—c
3. (@ x=1| ¢c+1 |,paratodoceR.
c
(b) Nao ha valor de x tal que 7x = b.
4. O espago gerado por {(—3,—1,3,1)} é levado no vetor

nulo.

5. (a) Dilatacao por um fator de 3.
(b) Contragao por uma fator de 0, 5.
(c) Rotacio de 180°.

(d) Projecao sobre o eixo-y.

CEDERIJ 17
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Aula 1 9

PROPRIEDADES DAS
TRANSFORMACOES LINEARES

Ao final desta aula, vocé devera ser capaz de:

reconhecer e aplicar as propriedades das transformacoes
lineares.
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PROPRIEDADES DAS TRANSFORMACOES
LINEARES

Na Aula 18, conhecemos um tipo muito especial de fungao
- as transformagoes lineares, que sdo funcdes definidas entre
espacos vetoriais € com caracteristicas que as tornam muito uteis,
em uma gama imensa de problemas e situagdes da Matematica,
Fisica, Engenharia e Computagao, entre outras areas de estudo e
trabalho.

Nesta aula veremos varias propriedades das transformacdes
lineares. Em especial, veremos um fato muito importante, que ¢
o seguinte: para determinar uma transformacao linear
T:V — W, basta conhecer seus valores em uma base qualquer
de V.

PROPRIEDADES DAS TRANSFORMACOES
LINEARES

Sejam V' e W espacos vetoriais € 7 : ' — W uma transfor-
magao linear. Valem as seguintes propriedades:

i. T(0y)=0p
Em palavras: uma transformacao linear leva o vetor nulo
do dominio ao vetor nulo do contra-dominio. Esta propri-
edade ja foi demonstrada na Aula 18.

ii. T(—v)=-T(v),YveV
Em palavras: A imagem do vetor oposto ¢ o oposto da
imagem do vetor.

Como T'[(—1)v]=(—1)T(v), decorre que T(—v) = —T(v).
iii. Se U ¢ um subespago de V entéo 7' (U) é um subespaco de
w.

Devemos mostrar que Oy € T(U) e que T(U) é fechado
para soma de vetores e multiplicacao por escalar.

Como U um subespaco de V, entdo 0y € U. Pela proprie-
dadei., T(0y) =0 € T(U).

Sejam x,y € T(U). Existem u,v € U tais que T(u) =x e
T(v) =y. Como U ¢é subespaco de V, entdo u+v € U. De
T(u+v) € T(U) resulta que

Tu+v)=Tw)+T(v)=x+yeT{U).



1v.

Finalmente, sejam x € T(U) e o € R. Existe u € U tal
que T (u) =x. Como ou € U, entdo T'(ou) € T(U), o que
resulta em

T(ow) = oT(u) = oax € T(U)

e podemos concluir que 7'(U) é subespago de V.

AULA E MODULO 2

Dados vi,vy,...,v, €V,

T(oyvi+opvy+...+0,vy) =0 T(vi)+ 00T (v2)+ ...+ 0, T (vyy) -

Em palavras: A imagem de uma combinagao linear de
vetores de V' ¢ uma combinacdo linear das imagens desses
vetores, com os mesmos coeficientes.

Esta propriedade ja foi apresentada na Aula 18. Vamos
dar aqui uma demonstra¢ao usando indugao sobre 7.

O caso n = 1 segue diretamente da definicdo de transfor-
magao linear, pois T'(ovy) = o T(vy). Vamos supor que
a propriedade vale para n = £, isto ¢,

T((X1V1+OC2V2+...+(Xka) :OtlT(Vl)—i—OQT(Vz)—i—...—i—OCkT(Vk) .

Vamos provar que vale paran =k+1:

T(ouvi+0ova+ ...+ O Ve + Gt 1 Vi 1)
=T[(ouvi+ 0vs + ... + 0vi) + (s 1Vict 1)]

T linear

T(oqvi+ vy + ...+ ogve) + T (01 Vit 1)

hip. ind.

= o T(vi) + 0T (v) + o4 0T (Vi) + T (Ot Vier 1)

T o0 T (1) + 00T (v2) + oo 04T (V) + 01 T (Vs 1) »
isto €, vale a propriedade para n = k+ 1, o que conclui a
demonstracao.

Se {vi,v2,...,vy} € um conjunto gerador de ¥ entdo
{T(»n),T(v2),..-,T(vy)} € um conjunto gerador da ima-
gemde 7.

Demonstracdo

Seja {vi,v2,...,v,} um conjunto gerador de V. Seja w
um vetor na imagem de 7, isto €, existe v em V' tal que
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w = T'(v). Entdo existem escalares o, 0, ..., &, tais que
v=0qvy) +0pvy + ... + 0y,v,. Podemos escrever:
w =T(v)=
(iv)
= T(OC1V1 +oovy+ ...+ OCnVn) =
= OClT(Vl) + OCzT(Vz) + ...+ OCnT(Vn).

Logo, os vetores T'(vy),T(v2),...,T(v,) geram a imagem
deT.

vi. Se T(v1),T(v2),...,T(v,) € W sdo LI, entdo os vetores
V1,V2,...,v, € V sdo LI

Demonstracdo

Seja a combinagao linear

ogvy+opvy+...+ o, v, = oy. (1)

Vamos aplicar a transformagdo 7" a ambos os lados dessa
igualdade:

T(ogvi+ova+...+ovy) =T(0y) =

o T(vi) + 00T (va) +...4 0, T (vy) = O .

Como os vetores 7' (vy), T (v2),..., T(v,) sdo LI, concluimos
que o] = 0p = ... = ot = 0. Ou seja, todos os coeficientes
da combinacao linear (1) sdo iguais a zero, o que implica
que os vetores vi,Vvy,...,v, sdo LI

[ Exemplo 19.1. ]

Sejam ¥ um espago vetorial e u € V. A aplicagdo

T.: 'V — |14
Vv — v+u

¢ chamada translacdo definida por u. E facil verificar que, quando
u # Oy, essa aplicacdo ndo ¢ linear, pois

T.(0y) =0y +u=u# Oy,

violando a propriedade i. , acima. Por outro lado, quando
u =0y, essa aplicacao ¢ o operador identidade de V', que ¢ linear.



Exemplo 19.2.
[ )

A reciproca da propriedade (vi) ndo é verdadeira, isto ¢, é
possivel termos um conjunto de vetores de V' que sejam LI, mas
com suas imagens formando um conjunto LD em 7. Considere,
por exemplo, o operador projecao ortogonal sobre o eixo x, defi-
nido em R2, isto ¢ a transformacdo linear tal que
T(x,y) = (x,0), para todo vetor (x,y) do plano. Os vetores
vi = (3,1) e v, = (3,4) sdo LI, mas suas imagens coincidem:
T(vi) = T(v2) = (3,0). Logo, o conjunto {T(v;),T(v2)} C R?
¢ LD. Essa situagao ¢ ilustrada na Figura 19.1.

(3.4) T(6y)=(x,0)

(3,1)

G.) (3,0)

Figura 19.1: v; e v, sdo LL; T(v) € T(v,) sdo LD.

Uma caracteristica importante das transformagds lineares ¢
que elas ficam completamente determinadas se as conhecemos
nos vetores de uma base do dominio. Isto é, dada uma transfor-
macao linear 7 : V' — W, se conhecemos as imagens por 7' dos
vetores de uma base de 7, podemos obter a expressdo de 7'(v),
para um vetor v genérico de V. O exemplo a seguir mostra esse
procedimento:

Exemplo 19.3.
[ )

Seja T : R? — R3, linear, tal que
7(1,0,0)=(1,1,1);
7(0,1,0)=(2,—1,1);
7(0,0,1)=(1,0,2).

Vamos determinar 7'(x,y,z), onde (x,y,z) é um vetor genérico
de R’

Os vetores vi = (1,0,0),v, =(0,1,0) e v3 =(0,0, 1) formam
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a base candnica de R3. Assim, um vetor v = (x,y,z), genérico,
de R3, se escreve (x,y,z) = xv| +yv, +zv3. Aplicando a propri-
edade (iv), temos:
T(v) =Txyz)=

=T(xvi+yva+zv3) =

=xT(vi) +yT(v2) +2T(v3) =

=x(1,1,1)+»(2,—1,1)+2(1,0,2) =

=(x+2y+z,x—y,x+y+2z).

Logo, T é dada por T(x,y,z) = (x+2y+z,x —y,x +y+2z).

Vamos ver como fazer no caso em que a base na qual a
transformacgao linear ¢ conhecida ndo seja a candnica:

[ Exemplo 19.4. ]

Uma transformacio linear 7 : R> — R3 é tal que
T(1,-1)=(1,1,2);

7(2,0) = (2,—1,1).
Vamos determinar T(x,y), para (x,y) € R,

Primeiramente, verificamos que os vetores vi = (1,—1) ¢
vy = (2,0) formam uma base de R?. Neste caso, como sao dois
vetores num espaco bi-dimensional, uma forma rapida de veri-
ficar que sdo LI ¢ calcular o determinante formado pelas suas
coordenadas e constatar que ¢ diferente de zero. Deixamos isso
com voce, como exercicio (!).

A seguir, escrevemos um vetor genérico do espaco como
uma combinacao linear dos vetores dessa base:

a-+2b=x

v=<x,y>:avl+bw:a<1,—1>+b<z,0>é{ Casy

Resolvendo o sistema, obtemos a = —ye b = ’? Portanto,

() = =31 =1) + 27 2.0



Usando a linearidade de 7', obtemos

T(v) =Ty =
=T(—yvi+ ) =
= —T(n)+ 5 T(v2) = :
= _y(lalaz)—'_x%(za_lal) =

_ —x—3y x—3y
- ()C, 2 ’ 2 >

: —x—3y x-3
Logo, T ¢ dada por T'(x,y) = (x, - y7¥> ‘

{ Exemplo 19.5. ]

Em relacdo a transformagao linear do Exemplo ??.4, encon-
tre v € R? tal que 7'(v) = (3,1,4).

Queremos (x,y) € R? tal que T (x,y) = (3,1,4).

3y 3 x=3
(x’ X y’x y) = (3,1,4) = -3y _
52 =
x=3
= —x—-3y=2
x—=3y=
. x=3
Resolvendo o sistema, obtemos { 5
-3

Logo, o vetor procurado ¢é (3,—5/3).

[ Exemplo 19.6. ]

Dado um espago vetorial V', um funcional linear definido em Note que o conjunto dos
V' é uma transformagao linear /: V' — R. Considere o funcional nimeros reais ¢, ele
linear f definido em Rz tal que f(l, 1) =2e f(2, 1) = 3. Vamos mesmo, um espago
determinar f(x,y), para (x,y) € R?. vetorial real.

Novamente, comegamos conferindo que os vetores (1,1) e
(2,1) formam uma base de R?. Escrevemos, entio, um ve-
tor genérico (x,y), como combinagdo linear dos vetores dados:
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(x,y) =a(1,1)4+5b(2,1). Resolvendo, obtemos

a+2b = x L Ja = —x+2y
a+b =y b = x—y

isto é, (x,y) = (—x+2»)(1, 1)+ (x—y)(2,1).
Entao
T(xy) = T((—x+2)(1,1)+(x—»)(2,1)) =
= (—x+2)T(1,1)+(x—y)T(2,1)
= (=x+2)2+(x—y).3=x+y.

Logo, T ¢ dada por T'(x,y) = x+y.

[ Exemplo 19.7. j

Em relago ao funcional linear definido no exemplo anterior,
vamos procurar os vetores v de R? tais que f(v) = 0. Isto ¢é,
queremos (x,y) tal que f(x,y) =x+y = 0. Isso nos leva aos
vetores do plano da forma (x,—x). Logo, ha infinitos vetores
de R? que sdo levados ao zero, pelo funcional f - a saber, todo
vetor do conjunto {(x, —x)[x € R}.

Para finalizar, um exemplo no espaco dos polindmios:

[ Exemplo 19.8. ]

Seja T a transformagéo linear em P5(IR) dada por
T(l)=1-t¢,

T(1+1) =13

T(t+13)=3—1%

T2 413 =1+

Vamos determinar T(x + yt + zt> + wt’), onde
x +yt +zt* +wt> é um polindmio qualquer de P3(R) e, a seguir,
calcular T'(2 — 3¢ 4 4¢3).

Como nos exemplos anteriores, constatamos que
{1,1+¢,t+¢2,¢>+ 13} é uma base de P5(R).
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A seguir, escrevemos o vetor genérico de P3(IR) nessa base:

x+yt+zt2 +wtd =al+b(1+1)+c(t+12)+d(t>+13) =
= (a+Db)+ (b+c)t+ (c+d)t> +db.

Obtemos, assim, o seguinte sistema:

AULA E MODULO 2

at+b=x
b+c=y
c+d=z "’
d=w

que, resolvido, fornece a solugao:

a=x—y+z—w
b=y—z+w
cC=z—Ww

d=w

Escrevemos, entio:

xyttztt 4wt = (x—y+z—w) 1+ —z4+w)(1+1)+
+(z—w)(t+2) +w(t+17).

Aplicamos a transformag¢ao 7" em ambos os lados dessa igual-
dade:

T(x+yt+zt* +we’) =
T((x—y+z—w)l+@—z+w)(1+1)+E—w)(t+2)+
+w(+0)) =

= (x—y+z—w).T(H)+(— z+w) T(1+1¢)+
+ (z—=w).T(t+*) + wT (> +1)

= (x—y+z—w).(1 —t)~|—(y—z+w).t3+(z—w).(3—tz)+
+w.(141%)

= (x— y—|—4z—3w) + (—x+y—z4+w)t + (—z42w)
+ (y—z+w)

Logo, a transformacao procurada ¢ dada por:
T(x4yt+zt2 +wt’) = (x—y+4z—3w)+ (—x+y—z4+w)t+

=z 2w) 2+ (y—z+w)E .
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Vamos, agora, calcular 7/(2 — 3¢ + 4¢3). Temos x = 2;
y=—-3;z=0ew=4. Entdo

T(2=3t+48) = —T—t+82+71.

Resumo

Nesta aula estudamos as propriedades das transformacdes li-
neares. O fato mais relevante ¢ que podemos determinar uma
transformagao linear a partir da sua aplicagdo nos vetores
de uma base, apenas. Assim, o numero de informagdes ne-
cessarias a respeito de uma transformacao linear, para que a
conhegamos completamente, ¢ igual a dimensdo do espago
vetorial no qual ela ¢ definida. Isso ¢ uma especificidade das
transformagoes lineares: nenhuma outra fungao permite uma
manipulagdo tdo simples. E por essa qualidade, em parti-
cular, que as transformagdes lineares sdo, por exceléncia, as
funcdes usadas na Computagdo em geral.

Exercicio 19.1.

1. Seja T : R? — R a transformagdo linear para a qual
T(1,1) =3 e 7(0,1) = —2. Encontre T(x,y), para
(x,y) € R

2. Um operador linear 7, definido em P (R), ¢ tal que
T()=2T{t)=1—teT(?)=1+t+1°

a. Determine T (a + bt + ct?), onde a + bt + ct> é um
vetor genérico de P> (R).
b. Determine p € P»(R) tal que T(p) =3 — ¢ +12.

3. Encontre T(x,y) onde T : R? — R3 ¢ definida por
7(1,2) = (3,~1,5) e T(0,1) = (2,1, 1).

4. Determine T(x,y,z) onde T : R® — R ¢é dada por
T(1,1,1)=3,7(0,1,-2) = 1 e 7(0,0,1) = —2.



@. Autoavaliacao h

Vocé devera assimilar o significado de cada propriedade
vista. A primeira delas ¢ extremamente util para rapidamente
identificar algumas transformagdes que nao sao lineares, por
ndo levarem o vetor nulo do dominio ao vetor nulo do contra-
dominio. A translagdo é o exemplo mais importante disso.
Além disso, vocé deve se familiarizar com a técnica de en-
contrar uma transformacao linear a partir de seus valores nos
vetores de uma base do dominio. Veja que os exercicios sao
repetitivos: mudam o espago e a base considerada, mas a es-
trutura se repete. Caso vocé tenha alguma davida, entre em

| contato com o tutor da disciplina. E... vamos em frente!! )

RESPOSTAS DOS EXERCICIOS

1. T(x,y) =5x—2y

2. a T(a+bt+ct?)=(b+c)+(=b+c)t+(atc)t?
b. p=2t+1¢>

3. T(x,y) = (—x+2y,—3x+y,7x—y)

4. T(x,y,z) =8 —3y—2z
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Aula 2 O | :

NUCLEO E IMAGEM DE UMA
TRANSFORMACAO LINEAR

Ao final desta aula, vocé devera ser capaz de:

determinar o nucleo e a imagem de uma trans-
formacao linear;

1dentificar o ndcleo de uma transformacgao linear
como um subespaco do dominio;

identificar a imagem de uma transformacao li-
near como um subespaco do contradominio.
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Alguns textos usam
a notagio ker(T),

pois nicleo, em

inglés, & kernel.
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NUCLEO E IMAGEM DE UMA
TRANSFORMACAO LINEAR

Na Aula 19, mencionamos a imagem de uma transformagao
linear. Nesta aula, vamos definir o nicleo de uma transformagao
linear e mostraremos que, tanto o nicleo, como a imagem, pos-
suem estrutura de espago vetorial.

NUCLEO DE UMA TRANSFORMACAO LINEAR

Sejam V' e W espagos vetoriais € 7 : V' — W uma transforma-
¢do linear. Chamamos de niicleo de T, representado por N(T),
0 seguinte conjunto:

N(T)={veV|T(v)=0y}.

Em palavras: o nucleo de uma transformagao linear ¢ o sub-
conjunto do dominio formado pelos vetores que sdo levados ao
vetor nulo do contradominio.

)
2
0 e

Figura 20.1

Exemplo 20.1.
[ )

a. Seja T : V — W a transformagdo linear nula, isto ¢, a
transformac@o tal que T'(v) = Oy, Vv € V. E facil ver que
seu nucleo ¢ todo o espaco V.

b. O nucleo da transformacao identidade, definida no espago
vetorial V', ¢ o conjunto formado apenas pelo vetor nulo
de V.

c. A projecdo ortogonal sobre o eixo dos x, em R?, é uma
transformagao linear cujo nucleo ¢ o eixo dos y.



[ Exemplo 20.2. ]

O nucleo da transformagcao linear 7 : R — R? dada por

T(x,y) = (x+y,x—y,x—2y)

é o conjunto {(x,y) € R? | T(x,y) = (0,0,0)}, isto é

AULA E MODULO 2

x+y=0
(x+YaX—an—2Y):(OaOaO) = x_y:()
x—2y=0

Esse sistema tem solugdox =0ey = 0. Logo, N(T) = {(0,0)}.

{ Exemplo 20.3. ]

Seja T : R* — R? a transformagio linear dada por

T(x,y,2,t) = (2x,x+2y —z,x—y+z+1).

Entdo, N(T) = {(x,,z,t) € R* | T(x,y,z,t) = (0,0,0)}. Isto
é, um vetor (x,y,z,¢) de R* pertence ao nucleo de 7T se, e so-

mente se,
2x=0
(2x,x4+2y—z,x—y+z+t)=(0,0,0) =< x+2y—z=0
x—y+z+t=0

Esse sistema tem conjunto-solugdo { (0,4, 2k, —k);k € R}, que é
onucleode 7.

IMAGEM DE UMA TRANSFORMACAO LINEAR

Sejam V' e W espacgos vetoriais € 7: V' — W uma transfor-
macao linear. A imagem de T, representado por Im(T), ¢ o con-
junto de todos os vetores de W da forma T'(v), para algumv €V,
isto €

Im(T)={weW |w=T(v), paraalgum v e V}.
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Note que a
representacao
geométrica de
Im(T) é um plano
passando pela
origem. Voceé se
lembra? Os
subespagos de R3
sdo as retas € 0s
planos passando
pela origem, além
do subespaco nulo
e do proprio R3.
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Exemplo 20.4.
( )

a. Se T : V — W ¢ a transformacao linear nula, isto é, tal
que T'(v) = Oy, Vv € V, sua imagem ¢ o conjunto formado
apenas pelo vetor nulo de 7.

b. A imagem da transformagao identidade, definida no espago
vetorial V', € o espago V.

c. A proje¢do ortogonal sobre o eixo dos x, em R? é uma
transformagao linear cuja imagem € o eixo dos x.

Exemplo 20.5.
( )

Vamos determinar a imagem da transformacdo linear
T :R?> — R dada por

T(x,y) = (x+y,x—y,x—2y).

Queremos encontrar os vetores w = (a,b,c¢) € R? para os quais
existe v = (x,y) € R? tal que T(v) = w, isto é, queremos que a
equacao

T(x7y) = (X+YaX—an—2Y) = (Cl,b,C)

tenha solucdo. Isso equivale a analisar as condi¢des para que o
sistema

x+y=a
x—y=»>b
x—2y=c

admita solugdo. Escalonando, obtemos o seguinte sistema equi-

valente:
xty=a

y=a-bp2
0=(a—3b+2c)/2

que admite solugdo se, e somente se, a —3b+2¢ = 0.

Logo,

Im(T) = {(a,b,c) e R*|a—3b+2c =0} .



Exemplo 20.6.
[ )

Seja T : R* — R? a transformacio linear dada por
T(X,y,Z,l‘) = (2X,x—|—2y—z,x_y_|_z_|_t) )

Queremos determinar as condi¢des para que um vetor (a,b,c),
de R? seja a imagem, por 7, de algum vetor de R*. Como no
exemplo anterior, queremos que o sistema

2x=a
x+2y—z=5>b
X—y+z+t=c

admita solu¢do. Escalonando, chegamos ao sistema equivalente

X—y+z+t=c
y+t=b+c—a ,
—z—2t=(3a—2b—4c)/2

que ¢ compativel para quaisquer valores de a,b e c. Logo, todo
vetor (a,b,c) € R® pertence a imagem de T, ou seja,
Im(T) =R,

Vocé ja deve ter se dado conta de que as transformagoes li-
neares possuem propriedades realmente especiais, que ndo en-
contramos nas demais fung¢des. O nucleo e a imagem de uma
transformagao linear ndo sao apenas conjuntos: ambos apresen-
tam estrutura de espaco vetorial, como mostraremos nos resul-
tados a seguir.

Teorema 20.1.

Sejam V' e W espagos vetoriais € 7 : V' — W uma transfor-
magcao linear. O nucleo de T ¢ subespaco vetorial de V.

Demonstracdo

Primeiramente, vemos que Oy € N(T), uma vez que
T(0y) = Oy. Portanto N(T') # 0.

Sejam vy, v, vetores no nticleode 7. Isto ¢, T'(vy) = T(vp) =
Oy, entao T(Vl —l—v2) = T(Vl) + T(vz) = Oy + Oy = Op. Logo,
(vi+v2) € N(T). Portanto, o nucleo ¢ fechado para a soma.
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Sejam o« € R e v € N(T). Isto ¢, T(v) = O, entdo
T(av) = aT(v) = a0y = Op. Logo, (av) € N(T), o que mos-
tra que o nucleo ¢ fechado para o produto por escalar.

Teorema 20.2.

Sejam V' e W espagos vetoriais € 7 : V' — W uma transfor-
magao linear. A imagem de 7 ¢ subespaco vetorial de V.

Demonstracdo
A imagem de T nao ¢ vazia, pois Oy € a imagem de Oy .

Sejam wy,w, vetores na imagem de 7. Isso significa que e-
xistem vetores v; e vy em V, tais que T(vi) = w; e
T(v2) = wy. Entdo o vetor (w; + wy) pertence a imagem de
T, pois ¢ a imagem do vetor (v; 4+ ;). De fato, temos:

T(V1 —l—v2) = T(vl)—i—l‘(Vz) = W] +Wwy.

Finalmente, sejam a € R e w € Im(T). Isto é, existe ve V
tal que 7'(v) = w. Entdo, como 7T(ov) = T (v) = aw, temos
que (ow) € Im(T).

Uma vez provado que o nucleo e a imagem sdo subespagos
vetoriais, 0 proximo passo ¢ determinar a dimensao e obter uma
base para cada um. E o que faremos nos exemplos seguintes.

[ Exemplo 20.7. j

Dada a transformagcio linear 7 : R> — R? dada por
T(xayaz) = (x‘f’J’;x_Zay‘f’Z) )

determine uma base e a dimensdo de seu nucleo e de sua ima-
gem.

Vamos determinar o nucleo de 7. Queremos encontrar 0s
vetores (x,y,z) de R tais que

x+y=0
T(x7y7z):(x+yax_zay+z):(07070) = X—ZZO )
y+z=0



cujo conjunto-solugio ¢

{(k,—k,k);k € R} = {k(1,—1,1);k € R}.

Logo, o nucleo de T é gerado pelo vetor (1,—1,1). Entéo
temos que dimN(7) = 1 e uma base de N(7) é {(1,—1,1)}.

Vamos, agora, determinar a imagem de 7. Queremos esta-
belecer as condigdes que um vetor (a, b, c) de R3 deve satisfazer
para que exista um vetor (x,y,z), em R3, tal que
T(x,y,z) = (x+y,x—z,y+z) = (a,b,c). Essa igualdade leva
a um sistema linear que, escalonado, fornece

xty=a
y+z=a—->b
0=a—-b—c

Para que existam solugdes, devemos ter a —b —c = 0, que ¢
a equagdo que caracteriza os vetores da imagem de 7. Como
a = b+ ¢, um vetor da imagem pode ser escrito
(b+c¢,b,c) =b(1,1,0)4¢(1,0,1). Logo, a imagem possui di-
mensdo 2 e uma base para ela ¢ {(1,1,0),(1,0,1)}.

Os dois proximos exemplos “invertem”o processo: vamos
determinar uma transformagao linear (ela ndo sera unica) a partir
do seu nucleo ou de sua imagem.

{Exemplo 20.8. ]

Encontrar uma transformagcio linear 7 : R — R3, cuja ima-
gem ¢é gerada pelos vetores (1,2,3) e (1,1,1).

Vimos, na aula passada, que uma transformacdo linear fica
completamente determinada se a conhecemos nos vetores de
uma base de seu dominio. Consideremos, por simplicidade, a
base candnica de R? e vamos determinar as imagens dos vetores
dessa base, por T':

7(1,0,0) = (1,2,3)
7(0,1,0) = (1,1,1)
7(0,0,1) = (0,0,0)

Note que o terceiro vetor deve ser levado a um que forme,

Note que a escolha
de T neste exemplo
ndo ¢ de forma
alguma Unica.
Poderiamos, por
exemplo, ter
escolhido

7(1,0,0) =
(1,1,1),
7(0,1,0)=(1,1,1)
e 7(0,0,1)=
(1,2,3).
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com os dois vetores dados no enunciado, um conjunto LD, uma
vez que a dimensdo da imagem ¢ 2. Entdo, como
(x,y,2z) =x(1,0,0) +(0,1,0) +2(0,0,1), temos

T(x,y,z) = xT(1,0,0)+y7(0,1,0)+z7(0,0,1)=
= x(1,2,3)+y(1,1,1)+2(0,0,0) =
= (x4y 24y 3x+y),

que ¢ a lei que define a transformagao 7.

[ Exemplo 20.9. j

Encontrar uma transformacio linear 7 : R? — R3, cujo nticleo
¢ gerado pelos vetores (1,2,3) e (1,1,1).

Aqui, também, vamos definir uma transformagao linear numa
base de R3, mas esta base deve conter os vetores dados. Isto
é, vamos completar o conjunto {(1,2,3),(1,1,1)} para que se
torne uma base de R3. Para isso, devemos escolher um vetor
(x,y,z) tal que o conjunto {(1,2,3),(1,1,1),(x,»,z)} seja LL
Em outras palavras, basta que seja um vetor tal que o determi-
nante formado pelas coordenadas dos trés vetores do conjunto
seja diferente de zero. Isto é:

1
1 #0=>z# —x+2y.
X

= =N
N o= W

Podemos considerar, por exemplo, o vetor (1,0,0). Temos,
entdo, uma base de R em cujos vetores iremos definir a trans-
formagao:

7(1,2,3) = (0,0,0)
T(1,1,1) = (0,0,0)
7(1,0,0) = (1,0,0) (por exemplo)

Observe que a dimensao do nucleo ¢ 2; logo, o terceiro vetor
da base deve estar fora do nucleo, ou seja, ter imagem nao nula.

Para finalizar, temos que escrever um vetor genérico do R3
como combinacao linear dos vetores da base considerada e, en-



fim, determinar a expressdo de 7

at+b+c=x
(t3,2) = a(1,2,3)+b(1,1,1)+¢(1,0,0)= { 2a+b=y
3a+b=z

= a=—y+z;b=3y—-2z;c=x—-2y+z
Logo,

T(x,y,z) =aT(1,2,3)+bT(1,1,1)+¢T(1,0,0) =
= (—=y+2)(0,0,0) +(3y —22)(0,0,0)+ .
+(x—2y+2)(1,0,0)

Assim, uma possivel resposta ¢ 7'(x,y,z) = (x —2y+z,0,0).

Resumo

Nesta aula definimos o nucleo e a imagem de uma
transformagdo linear 7. Vimos que ambos s3o subespacos
vetoriais: o nucleo, do dominio de 7 e a imagem, do contra-
dominio de 7. Os exemplos visaram ajudar na assimilagdo
da técnica para caracterizar o nucleo e a imagem, determi-
nar suas dimensdes e encontrar uma base para cada. Na
proxima aula veremos um resultado importante que relaci-
ona as dimensdes do nucleo, da imagem e do dominio de
uma transformacao linear.

Exercicio 20.1.

1. Verifique se o vetor v € J pertence ao nucleo da transfor-
magcao linear 7 : V' — W, em cada caso:

(@) V=R> W=R%* T(xy) =@x+y—z23y+z);

V:(47_173)
(b) V=R W=R% T(x,y)=(x+y—z3y+z);
V:(lv_lvz)

(c) V=M(R); W=R;

aiy angn
T =a)]+ap+2a;+2a;
azy an

=l
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(d) V =M(R); W=R;

aiy apn
T =ay tap+2ax +2a;
az) an

s

2. Seja T : P, — P53 a transformagdo linear definida por
T(p(t)) =tp(t). Quais dos seguintes vetores estdo na i-
magem de 7?7

(a) 2
(b) 0
(c) t+1
(d) > -2t
3. Determine a dimensdo e uma base do nucleo, a dimensao e

uma base da imagem da transformagio linear 7 : R? — R?
dada por

T(x7y72) = 0/_2Z7x_y_z)'

4. Seja T a transformagdo linear definida em M, tal que

T(v) = Av, parav € M,, onde 4 = { _% ; } . Determine

a dimensdo e encontre uma base da imagem, determine a
dimensdo e encontre uma base do nucleo de 7.

5. A transformacgao 7 : P; — P5 que associa cada polindmio
p(t) ao polindmio obtido pela derivagdo, isto é:
T(p(t)) = p (1), é linear. Descreva o nucleo de T.

6. Encontre uma transformacio linear 7 : R? — R* cuja i-
magem seja gerada pelos vetores (1,0,2,3)e (1,0,—1,5).

7. Encontre uma transformacéo linear 7 : R? — R? cujo niicleo
seja gerado pelo vetor (1,0,3).

RESPOSTAS DOS EXERCICIOS

1. (a) pertence
(b) nao pertence

(c) ndo pertence

40 CEDERIJ



(d) pertence
. a); b); d)

. dimN(T)=1;umabasede N(T):{(3,2,1)} (Ha infinitas
bases.)

dimIm(T) =2 (Im(T) = R?); uma base de
Im(T) :{(1,0),(0,1)} (Ha infinitas bases.)

CN(T) :{( oo )};dimN(T):O; Im(T) = My; uma

base para a imagem de

(0 6)-(6a)(10) (50}

. O nucleo de T ¢ formado pelos polinomios constantes de
P;.

. Ha infinitas soluc¢des.

. Ha infinitas soluc¢des.

CEDERJ
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Aula 2 1

TEOREMA DO NUCLEO
E DA IMAGEM

Ao final desta aula, vocé devera ser capaz de:

apresentar o teorema do nucleo e da imagem, al-
gumas consequéncias e exemplos.
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TEOREMA DO NUCLEO E DA IMAGEM

Na aula passada, vimos que, se 7: V' — W ¢ uma transfor-
macao linear, o nucleo N(7') é um subespago vetorial de V' ¢ a
imagem /m(T) é um subespago vetorial de V.

Nesta aula apresentaremos o teorema do nucleo e da ima-
gem, que relaciona as dimensdo de V', N(T) e Im(T).

Teorema 21.1.

Sejam V' e W espagos vetoriais de dimewnsao finita. Seja
T: V — W uma transformacao linear, entao

dimV = dimN(T) +dimIm(T) .

Demonstracdo

Seja p =dim/m(T) e g =dimN(T). Sejam {vy,...,v,} uma
base de N(T') e {w1,w2,...,w,} uma base de Im(T).

Existem {uy,...,u,} C V tais que
wi=T(u1),wry=T(u2),...,wp=T(up).
Vamos mostrar que o conjunto
i vgun, . up )
¢ uma base de V', o que demonstra o teorema, pois entdo temos
dimV =g+ p =dimN(T)+dimIm(T) .
Vamos iniciar provando que o conjunto {vi,...,vg,u1,...,Up}
¢ LI. Suponha que
oqur+- -+ opup+Pivi++Bevg =0 (1),
onde os a¢’s € s sdo escalares. Aplicando o operator 7', temos
ounT(uy)+-+0pT(up)+P1T(vi)+---+P4T(vy) =T(0)=0.

Como T(u;)) =wii=1,....pe T(v;) =0,i=1,...,q, resulta



que
ouwy +---+aw, =0.

Mas {wj,...,w,} ¢ um conjunto L.I. (sendo base de Im(T)),
portanto ¢t = - - - = oy, = 0. Substituindo na equacao (1), resulta
Pivi+-+Pgvg=0.

Como {vi,...,v,} ¢ uma base de N(T'), entdo ¢ um conjunto LI,
o que implicaem 3 =--- = B, = 0.
Concluimos que {vi,...,vg,u1,...,u,} ¢ L1

Vamos agora mostrar que esse conjunto gera V. Sejave )V
um vetor qualquer. Como 7'(v) € Im(T'), entdo existem escalares
oq,...,0 tais que

Tv)=oqwi+...+op,wp =0T (u1)+...+ 0T (up) .

Podemos escrever esta equacdo como

Tv—oquy—...—0pup) =0=>v—oqu;—...—apu, € N(T) .
Como {vi,...,v,} ¢ uma base de N(T), existem fi,..., [,
tais que
v—oquy —...— 0pp = PBivi+...+Byvy
ou seja

v=oqui+...+ 0pu,+ Bivi+... 4+ Byvy

Isto mostra que {vi,..., Vg, u1,...,upy} gera o espago V.

CQD

Exemplo 21.1.
[ )

A projecao ortogonal sobre o eixo-x ¢ a transformacao
T: R?> — R? dada por T(x,y) = (x,0).
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(x,y)

(x,0)

Figura 21.1: Projegdo ortogonal sobre o €ixo-x.

Temos que o nucleo de T é formado pelos (x,y) tais que
T(x,y)=(x,0)=(0,0) =x=0.

Ou seja, N(T) = {(0,y)} que é gerado por {(0,1)}. Portanto
dimN(T) = 1.

A imagemde T ¢
ImT =T(x,y) = (x,0),
que é um espago gerado por {(0,1)}. Portanto, dim/m(T) = 1.

Os valores de dim(7") e Im(T) confirmam o teorema do nu-
cleo e da imagem, pois

2 =dimR? = dimN(T) +dimIm(T) =1+1=2.

Exemplo 21.2.
[ )

A transformagcio linear 7 : R — R> dada por

T(x,y) = (x+y,x—y,x—2y).

Vimos, no Exemplo 20.2 da Aula 20, que N(7) = {(0,0)}.
Portanto,
dimR? = dimN(T) +dim Im(T) = 2 = 0+ dim Im(T)
= dim Im(T)=2.
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Para confirmar isto, vamos calcular Im(T). Seja
(a,b,c) € Im(T). Entdo

xt+y=a
T(x,y)=(x+y,x—y,x—2y)=(a,b,c)=> x_y:b
x—2y=c

Reduzindo este sistema, obtemos

O = =
ol
Q Q
| “\Mé

I
9}
NS
+
YR

Exemplo 21.3.
[ )

No Exemplo 20.3, da Aula 20, vimos que a transformagao
linear 7: R* — R3 dada por

T(x7y7z7t) = (2xax+2y—ZaX—J’+Z+t)

tem nucleo N(T') = {0, k, 2k, —k) } que é gerado por {(0,1,2,—1}.

Portanto dimN(¢) = 1. Aplicando o teorema do nucleo ¢ da i-
magem, obtemos

dimR* = dimN(7T) + dimIm(T) = dimIm(T) =4 —1=3.

De fato, se (a,b,c) € Im(T) entdo,

2x=a
(2x,x+2y—z,x—y+z+t)=(a,b,c) =< x+2y—z=0>b
X—y+z+t=c

Nao ¢ dificil verificar que este sistema tem solugdo para qual-
quer valor de (a,b,c), o que demonstra que dim/m(T') = 3.

Na proxima se¢do veremos algumas aplicagdes do teorema
que acabamos de provar para transformacdes injetoras e sobre-
jetoras.

CEDERJ
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TRANSFORMACOES INJETORAS E
SOBREJETORAS

Vamos recordar algumas definicdes. Uma transformacgao
T:V — W ¢ sobrejetora quando Im(T) = W. Como Im(T) ¢é
subespaco de W, entdo, se W tem dimensao finita, temos que T’
¢ sobrejetora quando dim/m(7T) = dimW.

Uma transformacao ¢ injetora quando

T(Vl)ZT(Vz):>V1=V2:>V1—V2=0.

No caso de transformagoes lineares, podemos dar outra ca-

racterizacao.
Proposicao 21.2.
Uma transformacao linear 7" ¢ injetora se, e somente se, vale
o0 seguinte
T(v)=0=v=0.
Demonstracdo

Se T ¢ injetora, entdo claramente vale a propriedade acima,
pois T (v) =0e T'(0) = 0 implica v = 0 pela propriedade injetiva.

Se vale a propriedade acima, temos que

T(Vl):T(Vz):>T(V1—V2):0:>V1—V2:0:>V1:Vz.

CQD

Assim, entre as tranformacdes lineares, as injetoras sdo aque-
las em que apenas o vetor nulo ¢ levado no vetor nulo, isto ¢ 7' ¢
injetora quando N(T') = {0,}.

Resumindo, em termos dos subespagos Im(T) e N(T'), temos
0 seguinte:

e T ¢ sobrejetora quando Im(T) = W.

e T ¢injetora quando N(7) = {0,}.
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Vamos agora provar uma consequéncia muito interessante
do teorema do nucleo e da imagem.

Teorema 21.3.

Uma transformacao linear entre espagos vetoriais de mesma
dimensao finita € injetora se, e somente se, € sobrejetora.

Demonstracdo

Isto ¢ verdade porque, se 7: V — W e n = dimV = dimW,
entdo, como pelo teorema do nacleo e da imagem,
n=dimN(T)+dimIm(T), temos

N(T) = {0y} & dimN(T) = 0 < dimIm(T) = n< Im(T) = W .

A ultima equivaléncia € consequéncia do fato de que

n=dim/m(T) =dimW = Im(T) =W .

CQD

Uma caracteristica importante das transformacdes lineares
bijetoras ¢ que levam uma base em uma base. Mais precisa-
mente:

Teorema 21.4.

Seja T': V' — W uma transformagao linear entre os espagos
Ve W. Entao T ¢ bijetora se, e somente se, 7' leva uma base de
) em uma base de W'

Demonstracdo

Suponha que 7 leve uma base de /' em uma base de . Seja

n = dmV e {vi,---,v,} uma base de V. Entdo
{T(v1), -+ ,T(vy)} é uma base de W, logo V e W tém a mesma
dimensao n. Alem disso, se w € W entdo existem «, - - - , ¢, tais
que

w=ouT(vi)+-+0,T(vy) =T(oqvi+---+0pv,) =>welmT .

Em geral,se U ¢
subespago de 7 e
dimU =dimW
entioU =W.
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Portanto, 7' ¢é sobrejetora.

Pelo teorema anterior, como 7 ¢ uma transformacao linear
sobrejetora entre espacos de mesma dimensdo, entdo 7 ¢ bije-
tora.

Suponha agora que 7 seja uma transformacgao linear bije-
tora. Seja {v,---,v,} uma base de V. Queremos mostrar que
{T(v1), - ,T(vy)} € uma base de .

Se existem ¢, - - -, ¢, tais que
OClT(vl)—l—---—i—OCnT(Vn) =0

entao
T(OC1V1+---—|—OCnVn):0.

Como T ¢ injetora entdo
ovi+--+o,v,=0.

Jaque {vy,---,v,} ébase, entdo o = --- = o, = 0, 0 que mostra
que {T(v1), -+, T(vy)} € um conjunto L.I.

Resta apenas mostrar {7'(v;),---,T(v,)} gera W. Seja
w e W. Como T ¢ sobrejetora, entdo existe v € ' tal que
T(v) =w. Como {vy,---,v,} € uma base de V, entdo existem
ap,---, 0y, tais que v = vy + - - - + o, v,. Portanto,

W:T(V):T(OC1V1—|—---—|—OCnvn):OtlT(V1)—|—---—|—OCnT(Vn).

CQD

ISOMORFISMOS E AUTOMORFISMOS

Um isomorfismo dos espagos vetorias /' em W ¢ uma aplica-
¢do linear T: V' — W que ¢ bijetora. Dizemos que dois espagos
vetoriais V' e W sdo isomorfos quando existe algum isomorfismo
T:V—=W.

Vimos, no Teorema 21.4, que, se 7 é um isomorfismo entre
V e W, entdo T leva uma base de V' em uma base de 7. Con-
sequentemente, V' e W tém a mesma dimensao. Isto €, espagos
vetoriais isomorfos tém a mesma dimensao.



Um isomorfismo 7': V' — V é chamado automorfismo de V.

Exemplo 21.4.
[ )

1. O operador identidade /: V' — V' ¢ um automorfismo de
V', para qualquer espacgo vetorial V.

2. O operador T: R? — P;(R) dado por T(x1,x2) = x1 +x2.X
¢ um isomorfismo de R? no espago P; (R) dos polindmios
de grau menor ou igual a 1 e coeficientes reais.

A verificagdo de que T ¢ linear e ¢ bijetora € muito simples
e sera deixada como exercicios.

Resumo

O resultado mais importante desta aula é o teorema do nucleo
e da imagem (Teorema 21.1).

Provamos, como consequéncia do Teorema 21.1, que uma
transformagdo entre espacos de mesma dimensao € injetora
se, e somente se, ¢ sobrejetora.

Provamos tambem que as transformagdes lineares bijetoras
sao caracterizadas pela propriedade de levarem base em base.

Exercicio 21.1.

1. Seja T: R — R? a transformagdo linear definida por
T(x7y7z) = (x+y,2x—z).

a. Determine o nucleo de 7.

b. Determine a imagem de 7.

2. Seja T: R* — R? a transformagdo linear dada por
T(x,y,z) = (x,,0).

a. Determine o nucleo de 7.

b. Determine a imagem de 7.

3. Mostre que a aplicacdo linear 7: R> — R? dada por
T(x,y,z) = (x+z,y+2,x+2z)

¢ um automorfismo de R3.
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4. Determine uma aplicacdo linear T': R* — R* tal que ImT
seja o espago gerado por {(1,1,0,1),(2,0,1,1)}.

5. Determine uma transformagdo linear 7: R?® — R? cujo
nucleo seja gerado por {(1,0,1)}.

6. Mostre que a transformagdo linear 7: R®* — P5(R) dada
por T(x1,X2,x3) = x| +x2X +x3X? é um isomorfismo.

7. Prove que o espaco R? é isomorfo ao espago

U={(x,yz) €R®|z=0}.

RESPOSTAS DOS EXERCICIOS

1. a. N(T)é o espago gerado por {(1,—1,2)}.
b. ImT =R
2. a. N(T) é o espago gerado por {(0,0,1)}.
b. ImT ¢ o espago gerado por {(1,0,0),(0,1,0)}.

3. Vamos determinar N(7).

x+z = 0
T(x,y,z) =(0,0,0) = y+z
x+2z = 0

I
o

=>x=y=z=0

Portanto 7" ¢ transformagdo linear injetora entre espacos
de mesma dimensao, o que implica que ¢ bijetora.

4. Partindo da base {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)}, base cand-
nica do R?, vamos definir uma transformagio linear por
(1,0,0) — (1,1,0,1) (0,1,0) — (2,0,1,1)

(0,0,1) — (0,0,0,0)

A transformacao ¢

T'(x,y,z) = xT(1,0,0)+y7(0,1,0)+z7(0,0,1)
x(1,1,0,1)+y(2,0,1,1) +2(0,0,0,0)
= (x+2x,yx+y).

5. Vamos iniciar determinando uma base de R? que inclua o
vetor (1,0, 1). Por exemplo, {(1,0,0),(0,1,0),(1,0,1)} ¢
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base de R? (verifique!). Agora definimos uma transforma-
¢do linear por

(1,0,0) — (1,0) (0,1,0) — (0,1) (1,0,1) — (0,0).
Um vetor (x,y,z) se escreve nesta base como
(x,y,z) = (x—2)(1,0,0) +(1,0,0) +z(1,0,1)
Portanto,

T(x,y,z) = (x—2z)(1,0) +y(1,0) +2(0,0) = (x — z,y) .

. Como dimR? = dim P, (R) = 3, basta mostrar que 7 é in-
jetora (ou que T € sobrejetora).

T()C1,X2,X3) =0=x +X2X+X3X2 =0=x=xp=x3=0

. Um isomorfismo ¢ dado por 7' (x,y) = (x,,0).
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Aula 2 2

REPRESENTACAO MATRICIAL
DE UMA TRANSFORMACAO LINEAR

Ao final desta aula, vocé devera ser capaz de:

determinar a representagdao matricial de uma transformagao
linear;

determinar uma transformagao linear a partir de

sua representacao matricial.
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Na Aula 18,
dissemos que
fariamos isso na
Aula 23, mas
resolvemos
adiantar esse
topico!!
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REPRESENTACAO MATRICIAL DE UMA
TRANSFORMACAO LINEAR

Na Aula 18, vimos que toda transformacao matricial ¢ linear.
Num sentido inverso, mostraremos agora que toda transforma-
¢do linear entre espagos vetoriais de dimensao finita ¢ matricial,
isto ¢, pode ser representada por uma matriz, de modo que sua
aplicacao a um vetor do dominio se resuma a multiplicar essa
matriz pelo vetor. Veremos que os elementos dessa matriz de-
pendem das bases escolhidas, tanto para o dominio quanto para
o contradominio, como obté-la e como aplica-la em exercicios.

A ideia:

Dados V' e W, espagos vetoriais, e 7 : V — W, linear, quere-
mos determinar uma matriz M que nos possibilite escrever:

paratodov e V.

Sejam:

V. espaco vetorial, de dimensao #;

W espaco vetorial, de dimensao m;
A=A{vi,vp,...,v,}, base de V;

B ={wi,w2,...,wy}, base de W;

T :V — W,uma transformacao linear;
vel.

Primeiramente, como v € V', e 4 é base de ', podemos escre-
ver v como combinagao linear dos vetores de A, isto €, existem
escalares o, 0, ..., 0, tais que

V=01V] +0pVvy+ ...+ 0yV,. (1)

Usando (1) e a linearidade de 7', podemos escrever:

T(v) = T(ouvi+opvy+...+0o,v,) =
= OClT(Vl)—l—OCzT(Vz)—l—...—f—OCnT(vn). (2)



Cada vetor T'(v;),i = 1,2,...,n, presente em (2), pertence a
W logo, pode ser expresso como combinacao linear dos veto-
res da base B. Ou seja, para cada vetor v;,i = 1,2,...,n, de A4,
existem escalares ay;,ay;, ..., any; tais que

T(vi) = aywi +axws + ... + amiwm,.

Detalhando mais, temos:
T(vl) =aywi +axyiwr + ... + a1 Wiy,

T(Vz) =appw) +apwr + ...+ awy

T(vy) = ainwi + a2nw2 + ... + QWi

Substituindo essas expressdes em (2), temos:

T(v) = oa(anwi+anwr+...+amwn)
+op(aiowy +anwr + ...+ amown)
+...

+oy(ai,wr +awr + ...+ AW ) =
= (oqan +oap+ ...+ opai,)w
+(oazi + oman + ... + az,)wr
+...
+(a1am1—|—oczam2+...—|—ocnamn)wm (3)

O vetor T'(v), por sua vez, esta em . Logo, pode ser escrito
em relagdo a base B, isto ¢, existem escalares f31, B, ..., B tais
que

T(v)=Biwi+Bowa + ..+ Buwm-  (4)

Comparando as expressdes (3) e (4), concluimos que:

B =ajor+apnog+...+apop

Bz =a10q +axydy+...+ a0y,

B = am104 +an200 + ... + Amn Oy

As igualdades acima podem ser representadas na seguinte
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forma matricial:

ap ayip ... dig 04 Bi
a ap ... axy (053 B2

=1 . (5)
Aml Am2 -+ Amn oy Bm

Observe que os vetores-coluna que aparecem nessa igual-
dade sdo os vetores-coordenadas dos vetores ve T(v), em relagdo
as bases 4 e B, respectivamente. Representando a matriz m X n
por [T] 4,5, podemos escrever a igualdade (5) na forma:

[T]a80a=[T()ls

Dizemos que a matriz [T]4 p ¢ a matriz de T (ou matriz as-
sociada a T) em relacdo as bases A e B.

OBTENDO A MATRIZ ASSOCIADA A UMA
TRANSFORMACAO LINEAR

Voceé ndo tera que repetir todo esse procedimento para obter
a matriz associada a uma transformacao linear. Primeiramente,
note que, se dim¥/ = n e dimW = m, entdo a matriz associada a
uma transformacao linear de J em W é m x n e é tal que:

e a primeira coluna ¢ formada pelos elementos do vetor-
coordenadas de T'(v;) em relagdo a base B, ou seja, ¢

[T(v1)]8;

e a segunda coluna ¢ formada pelos elementos do vetor-
coordenadas de T'(v;) em relagdo a base B, ou seja, ¢

[T(v2)]5;

e de modo geral, a i-¢sima coluna da matriz ¢ a imagem do
1-ésimo vetor da base A, escrito na base B.

Essa ideia esta ilustrada na Figura 22.1.



(Tl ,p =

L

[T(v I, [T, [T,

Figura 22.1: A matriz [T]4 5, onde A = {vi,v2,...,vs}.

£ Quando as bases consideradas sdo as candnicas, dizemos
que a matriz obtida ¢ a matriz canonica da transformagao
linear. Além disso, quando lidamos com operadores li-
neares, ou seja, com transformagdes lineares em que o
dominio e o contradominio coincidem, se consideramos
uma unica base para representar, tanto os vetores de en-
trada quanto suas imagens, podemos simplificar a notagao.
Por exemplo, sendo 4 a base escolhida, representamos

[T]4.4 por [T]4.

Exemplo 22.1.
( )

Seja T : R*? — R? a transformagdo linear dada por
T(x,y) = (x+y,2x,x — 3y). Vamos determinar a matriz associ-
ada a T, relativamente as bases 4 = {(2,1),(—1,0)} e
B=1{(1,2,1),(0,1,1),(0,0,3)}.

Sabemos que [T']4 ¢ do tipo 3 x 2 e que cada coluna ¢ a
imagem do respectivo vetor da base 4, escrita na base B. Vamos
proceder aos seguintes passos:

a. Aplicar T aos vetores da base A4:
T(27 1) - (3a47 _1)
T(-1,0)=(-1,-2,-1)
b. Explicitar como a base B gera R3, isto ¢, determinar como

um vetor genérico de R? se decompde como combinagio
linear dos vetores de B:
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a=Xx
(v.2:2) =a(1,2,1)+b(0,1,1)+¢(0,0,3) = ¢ b=y—2x .
c:x—y+z
3

Assim, o vetor-coordenada de (x,y,z), em relacdo a base
X

B, é | y—2x
X—y+z
3

c. Obter os vetores-coordenadas dos vetores do item a.:

3 —1
(3,4, -Dp=| =2 | e[(-=1,-2,-1)]g=| O
_2 0
3
d. Escrever a matriz:
3 —1
[Tlup=| —2
_% 0

No Exemplo 22.1, dada uma transformacao e fixadas duas
bases, obtivemos a matriz associada. No préximo exemplo se-
guiremos o percurso inverso: vamos determinar a transformagao,
a partir da matriz.

Exemplo 22.2.
[ )

Sejam 4 = {(1,1,0),(0,1,0),(0,0,2)}e B={(1,1),(2,0)},
bases, respectivamente, de R3 e R%, e T : R? — R2, transforma-

¢do linear com matriz associada [T p = [ (1) é 3 ] Vamos

determinar a transformagéo 7, isto ¢, a expressdo de T'(x,y,z),
para (x,y,z) € R3.

Pela definicdo de matriz associada, temos que
T(1,1,0)=1.(1,1)+0.(2,0) = (1, 1)
7(0,1,0)=1.(1,1)+3.(2,0) = (7,1)
7(0,0,2)=2.(1,1)40.(2,0) = (2,2)

Agora, vamos escrever (x,y,z) € R? em relagio a base A4:

(x,y,z) =a.(1,1,0) +5(0,1,0) +¢(0,0,2) = (a,a+ b, 2c¢).
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Dai, temosa =x;b=y—xec= 3.

Entao,

T(xyz) = xT(1,1,0)+(y=2)T(0,1,0)+27(0,0,2)

z

= x(L,L1)+(—x)(7, 1)—|—2

= (=6x+T7y+z,y+z).

(2,2)

Exemplo 22.3.
( )

Seja T o operador linear definido em P; tal que
T(a+bx+cx®+dx®) = (2a+b)+ (2b+c)x+ (2c+d)x* 4+ 2dx>.
Determine a matriz candnica de 7.

A base canonica de P; ¢ C = {1,x,x%,x°}. Vamos aplicar T
em cada um dos vetores de C:

2
0
ry=2=[rke=| { |:
0—
1
2
T =1+2=[FWle=| 5 |:
| 0
0
() =x+22 = [T(D)c= | 5 |:
0
0
() = 420 = [T()e= | | |:
2
210 0
0210
0 0 0 2
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Resumo

Nesta aula vimos como determinar a matriz associada a uma
transformacgdo linear. Essa matriz depende das bases de
saida e de chegada, fixadas. A representagdo matricial ¢ pri-
vilégio das transformagdes lineares e possibilita, entre ou-
tras aplicacdes importantes, um tratamento computacional:
armazenando a matriz, a propria transformacao linear esta
armazenada, pronta para ser aplicada a quantidade de ve-
zes que se fizer necessaria. Nas proximas aulas veremos
que, a medida que operamos com transformagoes lineares,
operagdes andlogas podem ser realizadas com as matrizes
dessas transformagdes.

Exercicio 22.1.

1. Determine a matriz [T'] 4 p, sendo T : R3 — R? a transfor-
magao linear definida por 7'(x,y,z) = (2x+y —z,x + 2y),
A={(1,0,0),(2,—1,0),(0,1,1)}e B={(—1,1),(0,1)}.

2. Determine o operador linear 7', definido em R2, sabendo
que sua matriz em relagéo a base 4 = {1,1),(1,2)} ¢

1 0

1 2|

. ; 5 1 0 —1
3. SejaT :R° — R tal que [T]4 5 = 11 1

4=1{(0,1,1),(1,0,0),(1,0,1)} e B={(—1,0),(0,—1)},
bases do R3 e do R?, respectivamente.

, sendo

a. Encontre a expresséo de T(x,y,z).
b. Determine o nucleo de 7.

c. Determine a imagem de 7.

[oN

. T ¢ injetora? E sobrejetora?

4. Seja T a transformagdo linear de R? em R? dada por
T(x,y,z) = 2x+y —z,x + 2y).  Fixadas as bases
4=1{(1,0,0),(2,—1,0),(0,1,1)}e B={(—1,1),(0,1)},
de R3 e RZ respectivamente, ¢ considerando
v=(1,2,0) € R?,

a. Dé o vetor-coordenadas de v em relagdo a base 4.
b. Calcule T'(v).



¢. Determine o vetor-coordenadas de 7'(v) em relagdo
a base B.

d. Obtenha a matriz [T .

e. Calcule o vetor-coordenadas de 7'(v0 em relagdo a
base B, usando a matriz obtida no item d) (isto &,
calcule [T]4,3[v]4) € compare com o item c)).

5. A transformacio linear 7 : R? — R? tem matriz

3 1
Tlap=12 5],
I -1

em relagdo as bases A4

= {(-1,1),(1,0)}, do R2, ¢
B={(1,1,-1),(2,1,0),(3,0,1 0

)}, do R3. Determine:
a. A expressdo de 7T'(x,y).
b. A matriz candnica de 7.
6. Sejam 4 ={(1,-1),(0,2)} e B={(1,0,—1),(0,1,2),(1,2,0)},
1 0
bases de R? e R?, respectivamente, € [T]4 5= | 1 1
0

a. Determine 7.

1 0
b. Ache uma base C de R3 tal que [T]4c= | 0 0
0 1

7. Considere o operador identidade /, definido em R2, isto &,
o operador linear tal que I(x,y) = (x,y), para todo
(x,y) € R%. Considere as bases 4 = {(1,1),(0,—1)} e
B=1{(2,-3),(-3,5)}, de R?. Encontre a matriz [{]4 p.

Autoavaliacao

Basicamente, vimos duas técnicas: obter e aplicar a matriz
associada a uma transformacao linear. Vocé devera estar fa-
miliarizado com os passos que levam a obtencao dessa ma-
triz e, além disso, ter sempre em mente que a matriz [T 4  s6
pode ser multiplicada por vetores representados na base 4, e
que o produto ¢ a imagem do vetor, escrita em relacao a base
B. Caso vocé tenha alguma duvida, entre em contato com o
tutor da disciplina.
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RESPOSTAS DOS EXERCICIOS

-2 =3 0]

L. [T]A,B:{ T 3

2. T(x,y) =2x,2x+Y)

3.

64 CEDERIJ

a. T(x,y,z) = (Z_Zya _x+y)
. ImT =R?
. N(T) =[(1,1,2)] (subespaco de R gerado pelo ve-

tor (1,1,2)).
. T ndo ¢ injetora; T ¢ sobrejetora.
5
-2
0
(4,5)
[ —4
9
[ 2 -3 0
' 3 3 2
. T(x,y) = (8x+18y,6x+ 11y, —2x — 4y)
8 18
T = 6 11
-2 —4

. C={(1,1,1),(0,1,0),(—1,—1,2)}.



Aula 2 3

A ALGEBRA DAS TRANSFORMACOES

Ao final desta aula, vocé devera ser capaz de:

operar algebricamente com as transformagos li-
neares;
reconhecer as analogia entre as operacoes efetu-

adas com transformagoes lineares e as efetuadas
com suas matrizes associadas;

reconhecer a estrutura de espago vetorial no con-
junto das transformagdes lineares.
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A ALGEBRA DAS TRANSFORMACOES

Na aula anterior, vimos que toda transformacao linear en-
tre espagos de dimensao finita sdo matriciais. Por outro lado,
nas Aulas 2 e 3, do Modulo I, aprendemos a somar matrizes,
a multiplicar uma matriz por um numero real ¢ a multiplicar
duas matrizes. Pois bem: nesta aula, iremos unir os conceitos
de operagdes com matrizes e com transformagdes lineares ma-
triciais. Definiremos operagdes que nos possibilitarao combinar
transformagoes lineares, de modo a obter novas transformacoes
lineares. Veremos, também, que, com essas operagdes, 0 con-
junto de todas as transformacdes lineares definidas entre dois
espacos fixados €, ele proprio, um espago vetorial.

ADICAO DE TRANSFORMACOES LINEARES

Sejam V' e W espagos vetoriais, 7 : V — W, S:V — W
transformagdes lineares. Definimos a transformacdo soma de
T e S como sendo:

(T+S): V=W
vie> T(v)+S(v)

Vamos mostrar que a soma de transformagdes lineares ¢ uma
transformacao linear. Para isso, sejam u,v € V, o € R. Entdo

o (T+8)(tv) = T(utv)+S(u+v) =
=T(w)+TW)+Su)+SvV)=Tu)+S(u)+T(v)+S(v) =
=(T+S)(u)+(T+S)(v).

(
o (T+S)(av)=T(av)+S(av)=0aT(v)+aS(v)=
=a[T(v)+SW)] = a(T+S)(v).

MULTIPLICACAO DE UMA TRANSFORMACAO
LINEAR POR UM NUMERO REAL

Sejam V' um espaco vetorial, 7 : V' — W, uma transformagao
linear e k£ € R. Definimos a transformagdo produto de k por T
como sendo:

(kT): V=W
vi— kT (v)



Vamos mostrar que o produto de transformacado linear por
escalar é uma transformagdo linear. Para isso, sejam u,v € V,
a € R. Entao

o (kT)(u+v)=kT(u+v)=k(T(u)+T(v)) =
= kT (u) +kT(v) = (kT)(u)+ (kT)(v).

o (kT)(av)=kT(owv) =kaT(v) = akT(v)] = a(kT)(v).

Podemos afirmar o seguinte resultado:

Sejam V' e W espacos vetoriais. Com as operagoes de adigdo
e multiplicacdo por escalar vistas acima, o conjunto de todas as
transformagdes lineares de V' em W formam um espago veto-
rial. Representaremos esse espaco por L(V, ). Além disso, se
dimV =n e dimW = m, temos que dim L(V,W) = mn. No caso
particular de V' = W, o espaco vetorial de todos os operadores

. . , Vocé podera
lineares definidos em V" sera representado por L(V). P

encontrar uma

demonstrac¢do

Exemplo 23.1.
[ )

desse resultado no

livro de Algebra

Sejam T, : R3 — R? as transformagdes lineares dadas por -inear de Seymour

T(x,y,z) = (x +y,x —y+2z) e S(x,y,z) = (x,y). Entdo: Lipschutz, da

Colegdo Schaum.
o (T+S8)(x,p,2z)=T(x,y,z) +S(x,y,2z) = (2x+y,x +z).

o (37)(x,y,z) =3(x+y,x—y+z) = (3x+3y,3x —3y+3z).
o 27 — 5S)(x,p,z) = 2(x +y,x —y +z) — 5(x,y) =
= (=3x+2y,2x —Ty+2z).

COMPOSICAO DE TANSFORMACOES LINEARES

Sejam V,U,W espagos vetoriais, 7 : V —-Ue S:U — W
transformagoes lineares. Definimos a transformagao composta
SoT como sendo:

SoT: VW
v S(T(v))

A Figura 23.1 ilustra essa ideia:
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T Ky

D D

v w S(T(w)

Figura 23.1: A transformagdo composta So 7.

Vamos mostrar que a composta de transformagdes lineares
¢ uma transformacao linear. Para isso, sejam u,v € V, a € R.
Entao

o (SoT)(u+v)=S[T(u+v)|=S[Tu)+T(v)|=
=S8(T(u)+S(T(v)) = (SoT)(u)+ (SoT)(v).

o (So T)(ow) = S[T(aw)) = SlaT(v)] = aS(T(v)) =
— a(SoT)(v).

[Exemplo 23.2. j

Sejam T : R? — R3 tal que T(x,y) = (x +,3x,x —2y) e
S:R3 — R* dada por S(x,y,z) = (x +y,x —»,0,x +y+2z). A
transformagio composta So 7, de R? em R*, é dada por:

(SoT)(x,y) =S(T(x,y)) = Sx+y3xx—2y)=
= (4x+y,—2x+»,0,5x —y).

AS OPERACOES ANALOGAS COM AS MATRIZES
ASSOCIADAS

Sendo V' e W espagos vetoriais de dimensao finita, vimos, na
Aula 22, que, fixadas bases em V' e em W, cada transformagao
linear definida entre esses espagos esta associada a uma matriz.
Ora, qual sera a matriz associada a soma de duas transformagoes
lineares? E ao produto de uma transformagao linear por um es-
calar? E a composta de duas transformagdes lineares? Fazendo
os calculos que levam a obtengao da matriz associada, chegamos
as seguintes conclusoes:



e A matriz associada a soma de duas transformacgodes linea-

res ¢ a soma das matrizes associadas a essas transformagdes.

e A matriz associada ao produto de uma transformacgao li-
near por um escalar ¢ o produto da matriz associada a
transformagao pelo mesmo escalar.

e A matriz associada a composta de duas transformagoes
lineares € o produto (numa determinada ordem) das ma-
trizes associadas as transformacoes.

Mais formalmente, o que temos é:

e Se T e S sao transformacodes lincares de V" em W'; A € base
de V'; B é base de W, entdo
[T +Slap=[T]as+[S]4s

e Se T ¢é transformacao linearde V em W; A ¢ base de V'; B
¢ base de W e k € R, entao

kT8 =k[T]an

e Se T ¢ transformacao linear de V' em U S ¢é transformacao
linearde U em W; A ébase de V', B é base de U e C é base
de W, entao
[SoT|uc=[Slac-[Tan

{ Exemplo 23.3. ]

Vamos retomar as transformacdes do Exemplo 23.1:
7,5 : R? — R?, dadas por T(x,y,z) = (x +y,x —y+2) e
S(x,y,z) = (x,y). As matrizes candnicas de T e S sdo:

n=[1 9] =[5 30)

Entdo (em cada caso, voc€é pode obter a matriz diretamente e
comparar os resultados!!):

. [T+S]:[T]+[S]=[f . (1’]
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1

o pT-ss]=2[T]-5[s]=2| | _

=3 20
2 =7 2|

—_ —
—_ O

[ Exemplo 23.4. j

Consideremos, novamente, as transformagdes dadas no
Exemplo 232: 7T :R> - R> e §: R — R* com
T(x,y) = (x+y,3x,x—2y) e S(x,,2) = (x+y,x—»,0,x+y+2).
Vamos aplicar essas transformagdes aos vetores das bases cano-
nicas dos espacos envolvidos:

T(1,0)=(1,3,1)
7(0,1)=(1,0,-2)
S(1,0,0) = (1,1,0,1)
S(0,1,0) = (1,—1,0,1)
S(0,0,1) = (0,0,0,1).

1 1 0
! ! 1 -1 0
Logo, [T]=1]3 0 [e[S]=
L 0 00
1 1 1
Dai,
Lol [N S
sorl=Sr= 1o "o o || 0|=| 0 o
1 1 1 5 —1

[ Exemplo 23.5. j

Considere o operador linear 7, definido em R? tal que
T (x,y) = (2x,x + 3y). Representamos por 72 a composta T o T
Vamos determinar a matriz (candnica) de T, a expressdo de 7>
e a matriz de T2

Como 7(1,0) =(2,1) e T(0,1) = (0,3), temos



n-[32]

Agora, T?(x,y) = T(T (x,y)) = T(2x,x+3y) = (4x,5x+9y).

Temos duas maneiras de obter a matriz de 7'2:

1. Pela constru¢ao da matriz associada:

T2%(1,0) = (4,5)
72%(0,1) = (0,9)

Logo, [Tz]:[;‘ (9)}

. Usando o fato de que a matriz de T o T ¢ o produto da
matriz de 7 por ela mesma:

m-mm-mr=| 75T 8] =155

como ja haviamos obtido.

Resumo

Nesta aula aprendemos a obter novas transformagdes line-
ares, através de operagdes algébricas e de composicdo de
transformagoes lineares. Vimos, também, como as matri-
zes associadas das transformagdes lineares envolvidas nas
operagoes se relacionam entre si. Nas proximas aulas estu-
daremos, em detalhes, as principais transformacgdes lineares
geométricas (aquelas definidas em R? e em R3) e explorare-
mos bastante a praticidade de se trabalhar com composi¢ao
de transformagdes e suas matrizes associadas.

Exercicio 23.1.

1. Sejam T e S transformagdes lineares de R3 em R? defini-
das por T(x,y,z) = (3x,y—z) c S(x,y,z) = (X—Z,X—l—y—I—
z). Encontre formulas para as transformagdes 7'+ S, 4T e
3T —28S.

.Sejam T : R> - R® e §:R> — R? dadas por
T(xvy) = (vax_y73y) € S(X,y,Z) = (x—|—32,2y—z). De-
duza féormulas para as compostas So7 e T o S.
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3. Na Aula 18, Exercicio 18.1, item 5, vocé descreveu, geo-

metricamente, o efeito de cada aplicagdo dada, nos vetores
de R2. As transformacdes dadas foram:

no-|5 5] mo=| 7 ]
no=| o | me=g Y]

Faga uma descricdo geométrica do efeito da aplicagao de
cada transformacio linear abaixo, nos vetores de R:

a. Tg, oT] 1

b. T1oT

C. T4 ol 2

. Sejam F e T operadores lineares em R? definidos por

F(x,y) = (y,x) e T(x,y) = (0,x). Estabeleca formulas que
definam os operadores F+ 7, 2F —3T e FoT.

. Seja C = {ej,er,e3} a base candnica de R?. Seja

T € L(R?) o operador dado por T(e) = ex; T (e2) = 3
€ T(€3) =e].

a. Determine 7' (x,y,z).

b. Mostre que 73 =1.
(Obs.: T°> =T oToT; I indica o operador identi-
dade.)

. Sejam T, F € L(V) tais que T o F = F o T. Mostre que:

a. (T+F)?>=T?>4+2(ToF)+F?
b. (T+F)o(T—F)=T?—-F?

. Dizemos que um operador T € L(V') & idempotente quando

T? = T. Dizemos que um operador T € L(V') ¢ nilpotente
quando 7" = 0 (operador nulo), para algum niimero » na-
tural.

Determine se os seguintes operadores lineares sao idem-
potentes, nilpotentes, ou nenhuma das duas coisas:

a. T € L(R? tal que T (x,y) = (0,x).
b. O operador derivagdo D € L(P,).
c. T € L(R3tal que T(x,y,z) = (—x,—y,—2)



d. F € L(R? dado por F(x,y) = (x,0)
e. T € L(R?) tal que T(x,y,2z) = (z,x,y)
8. Desafio: Suponha 7 :V — U e S: U — W, transforma-
¢oes lineares. Demonstre o seguinte:
a. Se T e S sdo injetoras, entdo So 7T ¢ injetora.
b. Se T e S sdo sobrejetoras, entdo So 7' € sobrejetora.
c. Se SoT ¢ injetora, entdo T ¢ injetora.

d. Se SoT ¢é sobrejetora, entdo S € sobrejetora.

/Autoavalia(;ﬁo N

Esta aula reuniu conceitos que vocé talvez ja conhecesse,
como soma e composi¢do de fungdes, e operagdes com ma-
trizes. O interessante ¢ reunir essas ideias e verificar como
as operagdes entre transformacdes lineares sao analogas ao
que ocorre com as matrizes associadas. Além disso, o fato de
que o conjunto das transformagdes lineares seja um espaco
vetorial nos dé a visdo de como poderiamos construir novos
espagos, num processo infinito: o proximo passo seria consi-
derar o conjunto das transformagoes lineares definidas entre
espacos de transformacdes lineares!! Se vocé tiver sentido
qualquer dificuldade na resolucao dos exercicios, ou na com-
preensao dos exemplos, peca ajuda ao tutor da disciplina. As
proximas duas aulas serao de aplicagdo desses conceitos as
\ principais transformagdes geométricas. Y,

RESPOSTAS DOS EXERCICIOS

L. (T498)(x,y,z) = (4x—z,x+2y)

(

(4T)(x,y,z) = (12x,4y — 4z)

(37 —28)(x,y,z) = (Tx+2z,—2x+y — 52)
(

2. (SoT)(x,y) =S(5x,x—y,3y) = (5x+9y,2x — 5y).

(TOS)(xayaz) = T(x+3z,2y—z):
= (Sx+15z,x—2y+4z,6y—3z).

3. a. Dilatacdo por um fator de 3 e rotagdo, no sentido
anti-horario, de 180°.
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b. Dilatacao por um fator de 3/2.

c. Contragdo por um fator de 1/2 e proje¢ao sobre o
eixo y.

(y 2x);  (2F = 3T)(x,y) = (2y,—x);

5' T(x7y7z) - (Z7x’y)

6. a. Sejave V. Entdo
(T+F)?(v) = [(T+F)o(T+F)|(v
= (T+F)(T+F)v)] =
= (T+A)TM)+FV)] =
= T[ (V) +F )]+
+F[T(v)+F(v)] =
= T(TW)+TFEW)+F(T )+
+F(F(v)) =
= (ToT)W)+(ToF)(v)+
+(FoT)(v)+ (FoF)(v).
Como ToF =FoT, temos:
(T+F)*(v) = (ToT)(v)+
+2(ToF)(v)+ (FoF)(v)=
= T*(v)+2(ToF)(v)+ '
+F2(v)

Como essa igualdade se verifica para qualquerve V,

temos que

(T+F)?=T?>+2(ToF)+F2.

b. Sejave V.

(T+F)o(T=F)(v) = (T+F)(T-F)v)]=
= (T+F)[T()-F)] =
= T(T()—F()+

+F(T(v)=F(v)) =
= ( ) =T (F(v))+
+F(T(v)) = F(F(v))

Como ToF =FoT, temos:
(T+F)o(T-=F)(v) = T(T(v)-F(F(W))=
= T*(v)—F?(v).
Como essa igualdade se verifica para qualquerve V,
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temos que
(T+F)o(T—F)=T?>—-F?

a. nilpotente (7% = 0)

. nilpotente (A derivada de ordem n + 1 de um po-
lindbmio de grau menor ou igual a n é o polindmio
nulo.)

. idempotente
. idempotente

. nenhuma das duas coisas

. Vamos supor que existem u e v em V tais que (So
T)(u)=(SoT)(v). Entao S(T (u)) =S(T(v)). Como
S ¢ injetora, T'(u) = T'(v). Como T ¢ injetora, u = v.
Logo, se (SoT)(u) = (SoT)(v), entdo u = v, 0 que
prova que So T ¢ injetora.

. Sejaw € W. Como S ¢ sobrejetora, existe u € U tal
que S(u) =w. Como T ¢é sobrejetora, existe vem V'
parao qual 7(v) =u. Assim, (SoT)(v)=S(T(v)) =
S(u) =w. Logo, So T ¢ sobrejetora.

. Suponhamos 7' ndo injetora. Entdo, existem veto-
res distintos, vi,v,, em V, para os quais T(v;) =
T(v2). Assim, (SoT)(vi) =S(T(v1)) =S(T(n2)) =
(SoT)(v2); logo, So T ndo ¢ injetora, o que contraria
a nossa hipotese. Portanto, 7" € injetora.

. SeveV,entdo (SoT)(v) =S(T(v)) € ImS. Isto &,

Im(SoT) C ImS. Vamos supor que S ndo € sobre-
jetora. Entdo Im S estd propriamente contida em V.

Logo, Im(So T) esta propriamente contida em W.
Assim, So T ndo ¢ sobrejetora, 0 que nega a nossa
hipédtese. Logo, S € sobrejetora.

Lembrando: Uma
funcdo f: 4 — B¢
sobrejetora quando

Im(f) = B. Logo,

quando f ndo ¢
sobrejetora, sua
imagem ¢ um
subconjunto
proprio do

contradominio B.
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TRANSFORMAC OES ESPECIAIS NO R?

Ao final desta aula, vocé devera ser capaz de:

estudar alguns tipos de transformagdes do R:
rotacao, reflexdo, escala e cisalhamento.



Algebra Linear | Transformagdes Especiais no R2

78 CEDERIJ

TRANSFORMACOES ESPECIAIS NO R?

Nesta aula estudaremos algumas transformagodes especiais
no R2. Vamos comegar pela transformagéo de escala.

TRANSFORMACAO DE ESCALA

Dado um escalar , a transformagio 7: R? — R? definida
por
T(x) =kx

¢ chamada transformacdo de escala. Também chamamos esta
transformacao de contragdo quando 0 < k < 1 e de dilatagao
quando k > 1.

Este tipo de transformag¢do mantém a dire¢do e sentido de
cada vetor de R?, multiplicando o médulo do vetor pelo escalar
k, como mostra a figura a seguir.

T(v)

Tw)

Figura 24.1: Transformagdo de escala.

Quando estudamos uma transformagao linear, muitas vezes ¢
interessante observar sua acdo sobre uma certa regiao do plano.
Por exemplo, observar como ela transforma o quadrado unitario

{(x,y) eR?|0<x<1e0<y<1}
ou o circulo unitario

{(x,y) eR*|X*+)* < 1}.



Vejamos a ac¢do da dilatagdo 7'(x) = 1, 5x nestes dois casos:

Figura 24.2: A¢do de T(x) = 1,5x em um circulo.

Figura 24.3: Agdo de T(x) = 1,5x em um quadrado.

CISALHAMENTO

Uma transformagdo de cisalhamento ¢ uma transformagao
T: R? — R?, dada pela matriz (1) ]l( ou pela matriz [ llc ? 1,

onde k é um ntmero real ndo-nulo.
TR
L O 1 -

o= 4]

¢ chamada cisalhamento horizontal. Observe, na figura a se-

A transformacao dada por , 1sto €
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. ) 1
guir, o efeito desta transformacao dada por [

1
0 1} sobre o

quadrado unitario.

T(x,y)=(x+y,y)

T

7
N
4

Figura 24.4: Cisalhamento horizontal.

A transformacgao dada por [ ]1{ (1) ], ou seja,

- [1 8] (i

¢ chamada cisalhamento vertical. Observe, na figura a seguir, o

efeito desta transformacao dada por [ i (1) } sobre o quadrado

unitario.

T(xy) = (x,x+y)

N

Figura 24.5: Cisalhamento horizontal.

Para mostrar que uma transformagao de cisalhamento leva o
quadrado unitario em um paralelogramo, basta notar que uma
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transformagdo deste tipo leva segmentos de reta em segmen-
tos de reta. A reta ax+ by = ¢ ¢ levada pela transformagao
T(x,y) = (x+ky,y), por exemplo, na reta

a(x+ky)+by=c = ax+ (ak+b)y=c.

Além disso, retas paralelas ax + by = ¢ e ax+ by = ¢’ sdo
claramente levadas em retas paralelas. Portanto, os vértices do
quadrado unitario sdo levados em vértices de um paralelogramo.

ROTACAO NO PLANO

Seja v = (x,y) um vetor no plano. Suponha que este vetor
faga um angulo 6 com o eixo-x. Seja V' = (x’,)’) o vetor obtido
rodando v de um angulo ¢, no sentido anti-horario, como mostra
a figura abaixo.

Figura 24.6: Rotagio no plano.

Vamos determinar a transformagao linear que realiza a rota-
¢do de um determinado angulo. Se um vetor v faz um angulo 0
com o eixo-x, as coordenadas deste vetor sdo
([[v|cos B, ]|v| sen 6), como mostra a figura abaixo.
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As férmulas para o
cosseno ¢ o seno da
soma de dois
angulo sao
cos(a+0b) =
cosacosh —
senasenb e
sen(a+b) =
senacosb +
senbcosa
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Figura 24.7: Coordenadas do vetor v

Portanto, podemos escrever

v=(x,y) = ("] cos 8, |v]| sen 6).

Observando que ||V|| = ||v|| e que v faz um angulo 6 + ¢
com o eixo-x, podemos escrever

V=) = (|| cos(8 + ), [|v]|sen(6 + ¢)) .

Logo,
¥ =|v|cos(0+¢) = |[v||(cos@cos¢ —senOsen¢)
= (|lv][cosB)cosd — (||v||senO)sen ¢
= XCcos® —ysen¢
V' =|v|[sen(6+¢) = |/v||(senOcos¢ +cosBOsen)
= (|lv][sen®)cos ¢ + (||v||cos 6)sen ¢
= xsen@ +ycos¢
Isto €

x| | xcos¢p —yseng | | cos¢ —sen¢ x
Y | | xsen¢+ycos¢ | | seng cos¢ %

Assim, a transformagao linear dada pela matriz

[ cos¢ —sen¢

tem, em termos geométricos, o efeito de fa-
sen¢ cos¢



zer uma rotagdo, no sentido anti-horario, de um angulo ¢.

Aplicando a transformagdo de rotagdo de um angulo ¢ aos
vetores (1,0) e (0,1), obtemos (observe a Figura 24.8).

cos¢p —send 1| | cos¢g
seng  cos¢ 0| | sen¢ ©

cos¢ —sen¢ 0| | —sen¢
send  cos¢ 1| | coso

_10,1)

(—send,cosd) -~ A

\\\(cosq),senq))

\

Figura 24.8: Rotagdo de um angulo ¢ aplicada aos vetores (1,0) e (0, 1).

Exemplo 24.1.
[ )

A matriz da transformagao linear que tem o efeito geométrico
de uma rotacdo de 45°, no sentido anti-horério ¢ a matriz

cos45” —sen45° - @ —4
sen45%  cos450 | T @ V2 :

2

REFLEXOES

A transformagéo 7' (x,y) = (—x,—y) é chamada reflexdo na
origem. Este nome ¢ devido ao fato de que os pontos (x,y) e
(—x,—y) sdo simétricos em relacdo a origem, isto é, a origem
¢ ponto médio do segmento de reta ligando estes dois pontos.
Veja, na figura a seguir, a acao desta transformacgao no quadrado
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unitario.

T(x,y) = (=x,-y)

N

(x,y)

)

)

(-x.7y)

Figura 24.9: Reflexdo na origem.
A mediatriz a um

segmento AB ¢ a

reta que € . o . . .
q Dois pontos sao ditos simétricos em relacdo a uma reta quando

dicul : ot i
perpendicuiarao esta reta ¢ a mediatriz do segmento que liga estes pontos.

segmento AB € o
corta no ponto
médio.

A

Figura 24.10: Os pontos 4 e B sdo simétricos em relagdo a reta r.

Uma transformacdo 7 é uma reflexdo na reta r, quando o
ponto T'(x,y) é o simétrico, em relagdo a r, do ponto (x,y). Al-
guns exemplos de reflexdes em relagdo a retas sdo os seguintes.

1. A reflexdo no eixo x e dada pela matriz (1) _01 , ou
seja, ¢ dada por T'(x,y) = (x,—y). ) )
~ . [ =1 0]

2. A reflexdo no eixo y e dada pela matriz 0o 1 |°°u

seja, ¢ dada por T'(x,y) = (—x,y).
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3. Areflexdo nareta y = —x ¢ dada pela matriz _0 1 _()1 } >

ou seja, ¢ dada por 7'(x,y) = (—y, —x).
As figuras a seguir ilustram estas trés reflexdes.

T(x,y) = (x,~y)

T

Figura 24.11: Reflexdo no eixo x.

T(xy) = (-x,y)

T

Figura 24.12: Reflexdo no eixo y.

T(xy) = (-y,=x)

T (x,y)
/

(=y,=x)

y=-x

Figura 24.13: Reflexdo naretay = —x.
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PROJECAO

A proje¢do de um ponto A sobre uma reta » € um ponto P € r
tal que AP ¢ perpendicular a reta.

Figura 24.14: Projegdo do ponto 4 sobre a reta r-.

A transformacdo de projecdo na reta r leva cada ponto em
sua projecdo na reta r, isto €, o ponto 7(x,y) ¢ a proje¢do do
ponto (x,y) nareta r.

Sao exemplos de projecao:

1. A projecao sobre o eixo x ¢ dada pela matriz (1) 8 , ou
seja, ¢ dada por T'(x,y) = (x,0). ] )
o . , [0 0]

2. A projecao sobre o eixo y ¢ dada pela matriz 0 1 |-

seja, ¢ dada por T'(x,y) = (0,y).

As figuras a seguir ilustram estas duas projecdes.
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T(xy) = (x,0)
T
= 11

Figura 24.15: Projegdo no eixo x.

T(xy) = (0,y)

T

Figura 24.16: Proje¢do no eixo y.

Resumo

Nesta aula estudamos algumas transformagdes lineares
T: R? — R? de especial importancia.

Outras transformacdes lineares podem ser construidas por
composicao de duas ou mais das transformagdes apresenta-

das nesta aula. Observe que a composicao de transformacgdes
lineares ¢ uma transformacao linear.

Exercicio 24.1.

1. Indique o efeito sobre o quadrado unitario das transforma-
¢oes dadas pelas seguintes matrizes:

o)
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2. Determine a matriz da transformag¢do de rotacdo de um
angulo de 45°.

3. Determine a matriz da transformacao linear que leva a
uma reflexdo na origem seguida de uma rotagio de 30°.

4. Determine a nucleo da projegdo sobre o eixo x.

5. Determine a nucleo da transformacio de rotacdo de 60°,
seguida de projecao sobre o €ixo y.

RESPOSTAS DOS EXERCICIOS

1. a. dilatagdo
b. cisalhamento horizontal

c. cisalhamento vertical

2. Considerando a rota¢do no sentido anti-horario:

cos45% —sen45° @ — @

sen45%  cos45° B ? g

3 1 V3 1

N R R
B T RV I U | 1 _\3
2 2 2 2

4. A transformacio ¢ dada por 7'(x,y) = (x,0). Logo,
N(T)={(0,y) e R*}

5. A matriz canoOnica ¢ obtida por

. = 3 1 |
01 VAR o
3
assim, a transformagéo ¢ dada por T'(x,y) = (0, \f;—f—y) )

Logo, N(T) = {(x,y) € R*; y = —/3x}
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TRANSFORMACOES ESPECIAIS NO R?

Ao final desta aula, vocé devera ser capaz de:

ver alguns exemplos de transformacdes lineares
no R3.



Algebra Linear | Transformagdes Especiais no R

TRANSFORMACOES ESPECIAIS NO R?

Hé muito mais transformacdes lineares basicas no R? do que
no R2. Por exemplo, no R?, vimos as projecdes nos eixos x e y.
Ja no R3 temos as projecdes nos trés eixos coordenados (eixos
X, y € z), mais as projecdes nos trés planos coordenados (planos
xy, xz ¢ yz). Em vez de fazer um estudo completo de todas essas
transformagoes lineares que poderiam ser consideradas basicas,
veremos, nesta aula, uma série de exemplos de transformagoes
lineares no R>.

Exemplo 25.1.
( )

Transformacgdes de escala.

As transformagdes T: R — R, dadas por
T(x,y,z) = A(x,y,z),onde A € R, A > 0e A # 1, sdo chamadas
transformagoes de escala. Elas tém o efeito de dilatar (se A > 1)
ou contrair (se 0 < A < 1) um objeto no R3.

Exemplo 25.2.
[ )

Projecdes nos eixos coordenados.

A transformagdo 7': R* — R3, dada por T'(x,y,z) = (x,0,0)
¢ chamada projecao sobre o eixo x. As transformagdes dadas por
T(x,y,z) = (0,»,0) e T(x,y,z) = (0,0,z) sdo as projegdes sobre
0s €1X0s y € z, respectivamente.

Figura 25.1: O segmento 4B’ é a projecdo no eixo x do segmento AB.
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Vamos estudar agora alguns exemplos que envolvem rotagdes.

Exemplo 25.3.
[ )

Determine a matriz da transformacgdo linear que tem o efeito
geométrico de uma rotacdo de 30° em torno do eixo z.

z
c?\
30 -+ Q
\\ /:
\ /‘
\\ |
PTT
I
! I
! I
! I
! I
! I
C
; b b’
AT 'y
Y A=a ) y
\\: , Qr
A
‘i
a/l - &
P

Figura 25.2: O ponto Q ¢ obtido do ponto P por rotagdo de 30° em torno
do eixo z.

Seja P = (a,b,c) e seja Q o ponto obtido por rotagdo de 30°
em torno do eixo z. Entdo Q possui a mesma coordenada em z
que o ponto P. Podemos escrever Q = (d',b,¢).

Seja P ¢ Q' as projecdes dos pontos P e Q sobre o plano
cartesiano xy. Entdo,

P'=(a,b,0) e Q' =(d,b,0)
e temos que Q' ¢é obtido de P’ por uma rotagdo de 30°.

Lembrando que a rotagdo de um angulo 6 no plano é dada
por

cos® —senb
sen@ cosO ’

temos que

a | | cos30° —sen30° al|
b | | sen30° cos30° b |

rol— N|§
NS
| E— |
| — |
S Q
| I
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Portanto,
d @ —% 0 a
O= |V |=] 1 L o]||b
¢ 0 0 1 ¢

(98]
S
W] —

5 0
2
Assim, a matriz % 0 | ¢amatrizda transformagao

0 0 1
linear rotag@o de 30° em torno do eixo z.

Note que a rotagdo em torno de uma reta qualquer passando
pela origem ¢ uma transformacao linear, mas a rotacdo em torno
de uma reta que nao passa pela origem nao ¢ uma transformacao
linear. Basta notar que, neste ultimo caso, a origem seria levada
para outro ponto que nao a propria origem.

. Z - .
A figura abaixo representa uma rotagdo em torno do eixo y.

-

Figura 25.3: Rotagdo em torno do eixo y.

[Exemplo 254. j

Calcule a matriz da transformagdo linear obtida por uma
rotacdo de 30° em torno do eixo z, seguido de uma rotagao de
45° em torno do eixo y e de uma dilatagcao de um fator V2.

Neste exemplo, temos uma transformagao composta, que € a
composi¢ao de trés transformagoes.
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A primeira delas, rotacdo de 30° em torno do eixo z, foi estu-

dada no exemplo anterior. Vimos que tem matriz

(e} SIE N‘&
LN

0
0
1
Vamos agora calcular a matriz da segunda transformacao.

Uma rotagdo em torno do eixo y preserva a coordenada y e
faz uma rotagao nas coordenadas x € z. A matriz de uma rotagao
no plano de 45° ¢

cos® —senO | | cos45° —send5’ |
sen® cos® | | send5° cos45° |

SN
“&%

Assim, a matriz da transformacao rotagdo de 45° em torno
doeixoy ¢

QO_Q
2 2
0 1 0
V2 g V2
2 2

Com relacdo a terceira transformacgdo, a matriz de dilatagao
de um fator de v/2 é

V2 0 0
0 V2 0
0 0 2

Finalmente, a transformacao linear que é a composta destas
trés transformagdes ¢ dada pelo produto das trés matrizes (ob-
serve a ordem):

B 7 2 2 3
Vio o [# 0 2][4 4o
0 V2 0 0 1 0 L3
L0 0 V2 |2 o ¥ 0 0 1
10 172 -1 o
= 10 Vv2 0 139
10 1 0 0 1
[ V3 1
2 2
_ |2 o
2 2
V31
L 2 2
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A molécula ao lado
¢ de uma proteina
chamada crambin,
encontrada em
algumas sementes.
Ela possui 327
atomos.
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APLICACOES EM COMPUTACAO GRAFICA

A computacao grafica ¢ uma area da Matematica que estuda
a representacdo em um computador de imagens e movimentos.
E um campo que tem intmeras aplicagdes, que vdo desde as
simulacdes de carros e avides em tuneis de vento aos efeitos
especiais nos filmes de cinema e a modelagem molecular e rea-
lidade virtual.

Basicamente, uma imagem consiste em uma certa quanti-
dade de pontos e retas ou curvas ligando estes pontos e, muitas
vezes, em informagdes de como preencher a area limitada por
estas retas e curvas.

Quando o objeto € representado por segmentos de reta, algu-
mas transformagdes usuais em computacao grafica levam seg-
mentos de retas em outros segmentos de reta. Varias destas
transformagodes podem ser representadas por transformagoes li-
neares. Assim, a matematica envolvida na computacao grafica
muitas vezes consiste na multiplicagdo de matrizes represen-
tando transformacgodes lineares por matrizes que representam ob-
jetos.

Figura 25.4: Modelagem da molécula de uma proteina.

COORDENADAS HOMOGENEAS

Vimos anteriormente que a translacdo ndo ¢ uma transfor-
macao linear. Isto cria uma dificuldade pois, o movimento de



arrastar um objeto, por exemplo, que seria naturalmente uma
translacdo, ndo pode ser representado matematicamente por um
produto de matrizes.

Uma maneira de evitar este problema ¢ utilizar coordenadas
homogéneas, que definiremos a seguir. Cada ponto (x,y) € R?
¢ identificado com o ponto (x,y,1) € R?. Dizemos que (x,y,1)
sdo as coordenadas homogéneas do ponto (x,y). Desta forma,
identificamos o plano R? com o plano z = 1.

Nao podemos somar coordenadas homogéneas ou multiplica-
las por escalar, pois, por exemplo, 2 (x,y, 1) = (2x,2y,2). Como
este ultimo ponto nao tem z—coordenada 1, foge a identificagao
que fizemos ((x,y) <> (x,y,1)).

De qualquer forma, a multiplicagdo de um ponto (x,y, 1) por
uma matriz do tipo [ 13 (1) } , onde 4 é uma matriz 2 x 2, leva
a um ponto da forma (x’,)’,1), que pode ser identificado com
(x',)) € R

Uma translagdo da forma (x,y) — (x+a,y + b) ndo ¢ li-
near, logo ndo pode ser escrita como produto por uma matriz
2 x 2. No entanto, em coordenadas homogéneas, esta mesma
translagao ¢ descrita como

(.3, 1) = (x+a,y+b,1).

Esta transformacao pode ser calculada como produto de ma-
trizes na forma a seguir:

x+a 1 0 a X
yv+b | =10 1 b y
| 0 0 1 1

Desta forma, descrevemos a translacdo como produto de ma-
trizes.

Hé uma area da Matematica chamada Geometria Algébrica,
onde as coordenadas homogéneas tém um papel fundamental,
mas ndo exatamente pela razdo exposta acima. Nela, as coor-
denadas homogéneas sao representadas pelo simbolo (x: y: z),
onde x, y € z ndo podem ser todos nulos, e fazemos a identificagao

(x:y:z)=(@E":y:2)
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se existe A # 0 tal que

x=Ax,y=21),ez= A7

O conjunto dos pontos dados por coordenadas homogéneos

¢ chamado Espago Projetivo, que €, por assim dizer, o espago
onde atua a geometria algébrica.

Resumo

Nesta aula vimos alguns exemplos de transformagoes linea-
res no R?, em especial a rotagio em torno de um dos eixos
coordenados.

Tocamos, de uma forma muito inicial, o0 imenso campo das
aplicagdes da Algebra Linear, examinando um pouco da
representacao de objetos e seus movimentos.

Por fim, falamos um pouco das coordenadas homogéneas,
que tém uma aplicacdo interessante na computacdo grafica e
um papel fundamental na Geometria Algébrica.

Exercicio 25.1.

1. Determine as seguintes transformagoes lineares:

(a) Projecao sobre o eixo z;

(b) Projecao sobre o plano yz;

2. Encontre a matriz da transformacao de rotagdo de um angulo

de 459, em torno do eixo x.

3. Encontre a tranformacao linear que tem o efeito de uma
rotag¢do de 30° em torno do eixo y, seguido de uma projecao
sobre o plano yz.

4. Determine a tranformag¢ao que leva a uma rotagao de 30
em torno do eixo z, seguida de uma rotacao de 30° em
torno do eixo y.



RESPOSTAS DOS EXERCICIOS

000
1. a |00 0
|0 0 1|
[0 0 0]
b. |0 1 0
|00 1
10 0 1 0 0
2 0 cos45° —send45’ | =10 @ _72
| 0 sen45?  cos45° 0 % 72
[0 0 0 Boog —1)2 0 0 0
3.0 10 0 1 0 |=] 0 10
[0 01 12 0 ¥ 12 0 ¥4
? 0 —1/2 \/75 -1/2 0 3/4 -2 —1)2
410 10 12 2 o|=|12 ¥ o0
V3
1/2 0 % 0 0 1 ? ~1/4 @
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OPERADORES LINEARES INVERSIVEIS

Ao final desta aula, vocé devera ser capaz de:

identificar operadores lineares inversiveis;
obter o inverso de operadores lineares inversiveis.
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Pré-requisito:
Aulas 4, 18 a 25.

E claro que as matrizes as-
sociadas a operadores line-
ares sdo quadradas.
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OPERADORES LINEARES INVERSIVEIS

Nesta aula iremos identificar operadores lineares inversiveis.
O conceito ¢ o mesmo de fungdo inversa, vista em Matematica
elementar, e ja estudada em pré-calculo: uma fung¢ao ¢ inversivel
quando existe uma outra que, composta com ela, resulta na fun-
¢do identidade. Vocé também ja estudou que uma fun¢ao ¢ in-
versivel se, e somente se, ¢ injetora e bijetora. Por outro lado,
na Aula 4, Mdédulo 1, vimos o método de escalonamento para
inverter matrizes. Nesta aula, uniremos as duas idéias e apren-
deremos a decidir se um operador linear € ou ndo inversivel e,
quando o for, obter a expressao e a matriz associada do operador
linear inverso.

Definicao 26.1.

Um operador linear 7 € L(V) & inversivel se existe
T-'eL(V)talque ToT ! = T~!oT =TI (operador identi-
dade definido em V).

Na Aula 21, vimos o Teorema do nucleo e da imagem, valido
em espagos vetoriais de dimensdes finitas. Recordando:

Dada uma transformacao linear 7 : V' — W, tem-se

dimV =dimN(T) +dimIm(T).
Como consequéncias desse teorema, vimos, também, que:

i. T ¢ injetora se, e somente se, N(T) = {or }.
ii. T ¢é sobrejetora se, e somente, se dimIm(T) = dimW .

iii. Se dimV = dimW, entdo T ¢ injetora se, e somente se, ¢
sobrejetora.

Podemos concluir, entdo, que para que um operador linear
T € L(V) seja inversivel, ¢ suficiente que seja injetor (ou sobre-
jetor). Em outras palavras: ou um operador ¢ inversivel (injetor
e sobrejetor) ou ndo ¢ nem injetor, nem sobrejetor. Isto €, as
duas condicdes sao satisfeitas ou nenhuma da duas ¢ satisfeita.



Pela observacao i., acima, para decidir se um operador linear
¢ ou ndo inversivel, basta determinar o seu nucleo, pois:

T ¢ inversivel < N(T') = {oy}.

#5 Um operador linear inversivel, definido no espago vetorial
V', é chamado um automorfismo de V.

{ Exemplo 26.1. ]

Consideremos o operador linear definido em R> dado por
T(x, y, z) = (x—y, 2x, y+2z). Onucleo de T ¢ {(0, 0, 0)}.
Logo, T ¢ injetor e, pelo que foi dito anteriormente, inversivel.
Vamos encontrar uma formula para 7-!. Suponhamos que
T(x, y, z) = (a, b, ). Entdo T~!(a,b,c) = (x, y, z). Isto é:

T(X, Y Z) - (x_y7 2X, y+Z) = (Cl, b7 C).

Precisamos expressar x,y € z em fun¢do de a,b e c:

xX—y=a x=>5/2
2x=b = y=-a+b/2
yt+z=c z=a—b/2+c

Logo, T~ (a,b,c) = (b/2,—a+b/2,a—b/2 +c).

MATRIZ ASSOCIADA AO OPERADOR INVERSO

Suponhamos que o operador 7" : V' — V seja inversivel. Entao
existe 7! € L(V) tal que

ToT '=1. (1)

Sejam [T] e [T~!] as matrizes candnicas de T e de seu ope-
rador inverso, respectivamente. Na Aula 23, vimos que a matriz
associada a composta de duas transformagdes lineares ¢ o pro-
duto das matrizes associadas as transformacdes. Entdo, pode-
mos escrever

[Tor ' =[TLIT7"]. (2)
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Como a matriz candnica do operador identidade ¢ a identi-

A letra / indica tanto o ope- dade, cm ( 1 ), temos:
rador quanto a matriz iden-
tidade.

ToT =1 (3)

A expresséo (4) nos diz que:

e Se o operador T ¢ inversivel, entdo sua matriz associada
também ¢ inversivel.

e A matriz associada ao operador inverso de 7 ¢ a inversa
da matriz associada a 7.

A partir disso, para verificar se um operador linear ¢ in-
versivel, podemos verificar se sua matriz associada ¢ inversivel,
pelo método do escalonamento: se o procedimento for bem-
sucedido, além de concluir que o operador ¢ inversivel, ja te-
remos a matriz do seu inverso. Caso contrario (a matriz nao ser
inversivel), o operador em questdo ndo sera inversivel.

Além disso, se estivermos interessados apenas em saber se 0
operador € ou ndo inversivel, sem a preocupagdo de obter uma
formula para o seu inverso, podemos calcular o determinante de
sua matriz associada, pois:

O operador linear T ¢ inversivel se, e somente se, det [T] # 0.

£ Como dito acima, estamos nos referindo, aqui, & matriz
canodnica do operador 7. Veremos, na proxima aula, que
o determinante da matriz associada a um operador linear
¢ uma constante, isto ¢, independe da base escolhida para
a representacdo do operador. Pode-se, inclusive, fazer re-
feréncia ao determinante do operador. Logo, os mesmos
resultados vistos nesta aula se aplicam as matrizes de T’
relativas a outras bases, que ndo a candnica.
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Exemplo 26.2.
[ )

Seja T € L(IR*) dado por
T(x,y,z) = (3x —y+4z,x+2z,2x + 3y — 52).

Vamos escrever sua matriz candnica e aplicar o método de in-
versdo por escalonamento:

3 -1 4
71=1 0 2|=
2 3 =5
3 -1 4100
10 2]010]| b1k —
2 3 5001
B 21010
3 -1 4 | 10 0| Ly<Ly—3L —
_2 -5 ‘ 0 01 L3(—L3—2L1
(10 210 107
0 -1 =2 |1 =30 —
0 3 9]0 21| 20
(10 2] 0 107
01 2| -1 30 —
_0 3 -9 | 0 -2 1_ Ly« Ly—3L,
10 2] 0 10
1 2] -1 30 . —
00 —15 | 3 —11 1| Ly« ——1I,
- 15
10 2 | 0 1 0 | oL
012 | -1 3 N
[0 0 1 | —1/5 11/15 —1/15 | 727 727773
(1.0 0 | 2/15 —-7/15 2/15
010 | —3/5 23/15 2/15
00 1 | —1/5 11/15 —1/15

Logo, a matriz [T] ¢ invertivel e

| 2 -7 2
[T]—lzE -9 23 2
-3 11 -1

AULA H MODULO 2
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Concluimos, entdo, que o operador 7 ¢ invertivel e

. 2x—Ty+2z —9x+23y+2z —3x+1ly—z
I (onz) = 15 15 ’ 15 ‘

Exemplo 26.3.
[ )

Vamos verificar se o operador T € L(R*) dado por
T(x,y,z,t) = (x+2y,y—2z—t,x+y+z,x+3z+1) é inversivel
e, caso seja, encontrar seu inverso.

1 2 0
S . 01 -2 — ,
Vamos aplicar a matriz [T] = L1 L 0 o método de
1 0 3 1
inversdo por escalonamento:
12 0 0| 1000
01 -2 —-11]0100 N
1 1 1 0| 00 1 0| Ly+Ls—1L
10 3 1] 000 1| Lyg+Ls—1L
(1 2 0 0 | 1 00 0] Li«<L;i—2L,
. 0O 1 -2 —-11] 0100 .
0 —1 1 0| -1 01 0| Ly« L3+L,
|0 -2 3 1 | =10 0 1| Ly Lg+2L
(10 4 2| 1 -2 0 0]
. 01 -2 —-11] 0 100
00 —1 —1 | —1 1 1 0| Ly« —L3
|00 -1 -1 | —1 0 1
1.0 4 2 | 1 — 0 0| Li<L1—4L;
N 01 -2 —-11] 0 00 L2<—L2+2L3_>
0 0 1 1| I -1 -1 0
_0 0o -1 -1 ’ —1 1 Ly La+ L3
(100 -2 ] -3 2 40
. o10 1] 2 -1 -20
0 01 I 1 -1 -1 0
000 O] 0 1 —11

Como a quarta linha se anulou, concluimos que a matriz ndo
¢ inversivel. Logo, o operador 7" nao ¢ inversivel.

Uma outra propriedade importante dos operadores inversiveis
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afirma que

Um operador T € L(V), inversivel, transforma base em base,
isto é: se B é uma base de V, entdo T (B) também é base de
V.

{ Exemplo 26.4. ]

Seja T o operador linear definido em R> tal que 7'(1, 1, 1) =
(1,0,0)),7(-2,1,0)=(0, —1,0)e T(1, 3,2)=(0, —1, 1).
Vamos verificar se 7 ¢ inversivel e, caso seja, determinar

T (x, y, z).

Notemos, primeiramente, que 0 conjunto
B={(1,1,1),(=2,1,0),(1,3,2)} é uma base de R>. Assim, T est4
bem definido. Se aplicarmos o método do escalonamento a ma-
triz [T), obteremos, caso T seja inversivel, a matriz [T~!]3, mas
queremos a expressdo de 7! em relagdio a base candnica de R>
e ainda ndo sabemos como migrar de uma base para outra (ve-
remos como fazer isso, na proxima aula). Neste caso, entdo, va-
mos usar a definicdo e a condi¢do de linearidade do operador in-
verso. Como vimos acima, 7'(B) = {(1,0,0),(0,—1,0),(0,—1,1)}
também ¢ base de R>. Vamos expressar um vetor (x,,z), gené-
rico, de R3, em relacdo a base T'(B):

(x,y,z) =a(1,0,0) +b(0,—1,0)) +¢(0,—1,1) =

a—=Xx a—=Xx
=< —b—c=y = b=—y—z.
c=z cC=2Zz

Assim, podemos escrever:

T '(x,y,z) =T77"! ( (1,0, 0)‘;’(_)’ z)(0,—1,0))+

+2(0,—
:xT_l(l,0,0) +(_y_Z)T_1(07_170)+
+zT71(0,—-1,1) =

=x(1,1,1)+(—y—2)(-2,1,0) +2(1,3,2) =
=(x+2y+3z,x—y+2z,x+2z).
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Resumo

Nesta aula destacamos os operadores lineares que admitem
um inverso. Relacionamos diretamente a condi¢do de inver-
sibilidade dos operadores com a inversibilidade das matrizes
associadas a eles. Dado um operador linear, aprendemos a
descobrir se é ou ndo inversivel — seja pela determinagao de
seu nucleo, seja pelo calculo do determinante de uma sua ma-
triz associada, ou ainda pela busca de seu operador inverso,
pela definicao ou pela tentativa de inversao de sua matriz as-
sociada.

Exercicio 26.1.

1. Verifique, em cada caso, se o operador 7 € L(V) ¢ in-
versivel. Caso seja, encontre uma féormula para o seu in-
Verso.

a. V=R%* T(x,y) = (3x+5y,2x+3y).
b. V=R T(x,y,z)=(x,2x —y+3z,4x +y+8z).
z)=

c. V=R3 T(x,y
2y —5z).

(6x+3y—4z,—4x+y—6z,x+

2. A transformacio linear 7 : R> — R> dada por
7(1,0,0)=(1,1,0),
7(0,1,0)=(0,0,1)¢
7(0,0,1)=(1,—1,2)

¢ um automorfismo?

3. Considere as seguintes transformagdes lineares planas:
Ti: reflexao em torno da reta y = x;
T>: um cisalhamento horizontal de fator 2;

T3: uma rotacdo de 90° no sentido anti-horério.

a. Determine a expressao ¢ a matriz da transformagao
linear T = T30T50Tj.



b. Determine a expressdo e a matriz da transformacgao
linear inversa de 7.

4. Mostre que, se os operadores lineares 7' e S sdo inver-

siveis, entdo o operador linear 7 o .S também ¢ inversivel e
(ToS)"'=85loT 1.

5. Mostre que a rotagdo anti-horaria de um angulo 6 é um
operador inversivel em R* e que seu inverso ¢é a rotagao
horaria do mesmo angulo.

Autoavaliagao

Esta aula analisou as condigdes para que um operador linear
seja inversivel e como obter, caso exista, o operador inverso.
Caso vocé tenha sentido alguma dificuldade na resolugao dos
exercicios ou na compreensdao dos exemplos, faga contato
com o tutor da disciplina.

RESPOSTAS DOS EXERCICIOS

1. a T '(x,y)=(=3x+5y,2x—3y)
4x—8y+3z —6
b, T (ry.z) (x, x—8y+3z x—f—y+z>‘

11 ’ 11
c. T nao é inversivel

2. Sim. Pode-se verificar isso determinando o nucleo de T
ou escalonando sua matriz associada e mostrando que ¢
inversivel.

s an=tnlmmi=| ] ol 1e T 0=

{ _é (1) }; T(x,y) = (—x,2x+y).

2 1
T(x,y) = (—x,2x+). Note que T~ = T.)

b, [T~V = [1]"! = [ o 1 ¢
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MUDANCA DE BASE

Ao final desta aula, vocé devera ser capaz de:

determinar a matriz de mudanca de uma base
para outra;

relacionar as matrizes associadas a uma trans-
formacao linear, relativas a diferentes bases.
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Pré-requisitos:
Aulas 18 a 26
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MUDANCA DE BASE

Nesta aula, vamos nos utilizar de um operador linear especial
— o operador identidade, para obter uma matriz que ira funcio-
nar como uma “tradutora” de uma base para outra, num espago
vetorial. A ideia ¢ poder migrar de uma para outra base, re-
lacionando as coordenadas de um mesmo vetor ou as matrizes
associadas a um mesmo operador linear.

Dado um espago vetorial ', o operador identidade, /, defi-
nido em V, ¢ trivialmente linear. Assim, dadas duas bases, 4
e B,de V, eveVl, amatriz de I, em relacido as bases 4 e B
(representada por []4 ), € tal que

as-Va=5.

Como vimos, na Aula 22, essa matriz ¢ construida de tal
forma que a i-ésima coluna ¢ formada pelas coordenadas do i-
¢simo vetor de 4, em relagdo a base B.

Como o operador identidade ndo altera o vetor, a Uinica agao
da multiplica¢do da matriz [I]4 g pelo vetor-coordenadas [v]4 ¢
reescrevé-lo em relagdo a base B.

Definicao 27.1.
A matriz [I]4 p ¢ chamada matriz mudan¢a (ou matriz de

transi¢do) da base A para a base B.

O papel da matriz [/]4 g ¢ transformar as coordenadas de um
vetor v na base 4 em coordenadas do mesmo vetor v na base B.

Exemplo 27.1.
[ )

Em R?, sejam as base 4 = {(1,1),(0,2)} e B={(1,—1),(1,0)}.
Vamos construir a matriz [/] 4 z.

A matriz [I]4p ¢ 2 X 2; sua primeira coluna ¢ o vetor-co-
ordenadas de 7(1,1) = (1,1) em relagdo a base B; sua segunda
coluna é o vetor-coordenadas de 7(0,2) = (0,2) em relagdo a
base B. Vamos, entdo, descobrir como a base B gera IR?, isto é,



qual o vetor-coordenadas de um vetor genérico (x,y), em relagdo
a base B:
(x,) = a(1,=1) +5(1,0) = { Ty = { P

—a=y b=x+y

Logo, [(x,y)]s = [ x:ry)’ 1

Usando essa formula, temos:

(a0l =| 7 |elo2h=| 3 .

-1 =2
Logo, [[|45 = [ o }

O operador identidade ¢ inversivel; logo, a matriz mudanca
de base (que nada mais ¢ do que uma matriz associada ao ope-
rador identidade) ¢ inversivel: a inversa da matriz de transi¢ao
da base A4 para a base B ¢ a matriz de transi¢cao da base B para a
base A4, isto é:

Uap-Ilpa=1.

Exemplo 27.2.
[ )

Vamos obter a matriz mudanga da base B para a base 4, do
Exemplo 27.1. Suas colunas sdo os vetores-coordenadas dos ve-
tores da base B, em relacao a base 4. Vamos, entao, determinar
como um vetor genérico de IR? se escreve na base A:

e =at)+002) > { § 75 == | L

Aplicando essa formula aos vetores da base B, temos:

a-l=| | ok=| iy

2

1 1
Logo, [I]p.4 = [ 1 }
2

Entao, vemos que:

[I]A,B-[I]B,AZ{_é _g}{_i _i}z{é ?1:[.
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Exemplo 27.3.
( )

Consideremos as bases 4 ¢ B do Exemplo 27.1. Seja
v = (3,4) € R*. Usando as formulas dos vetores-coordenadas
em relacdo as bases 4 e B, ja obtidas, temos:

=] 1 |eba=] 73]

2
Notemos que

b= 7y 3|

Exemplo 27.4.
[ )

Consideremos, em R?, as bases 4 = {(2,—1),(—1,1)} e
B ={(1,0),(2,1)}. Seja v € R? tal que [v]p = [ _i 1 Va-
mos obter [v]4, usando a matriz de transigéo de A para B, de dois
modos.

Primeiramente, aplicando o procedimento de construg¢ao da
4 -3 ]

matriz mudanga de base, obtemos [/]4 5 = [ 11

12 modo:

Sabemos que [v|g = [I]4,5.[V]4. Seja [v]4 = [ ;A 1 Entao:
A

4 -3 X4 . 2 N
-1 1 Y4 - —4
4xg —3y4 =2 xg4=—10
;‘{ —xq s = —4 ;‘{yAz—m |
. [-10
Entdo [v|4 = [ 14 }

22 modo:

Vamos inverter a matriz [/]4 g, por escalonamento, obtendo

Ulpa= [} i]

Agora, temos:
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V4= ]pa-[VIz = { i i][ _i } = { :12 }

Ja vimos:

e Todo operador linear pode ser representado por uma ma-
triz, uma vez fixada uma base.

e Podemos “traduzir” o vetor-coordenadas de um vetor, de
uma base para outra.

A questdo, agora, ¢: como mudar a representacdo do opera-
dor, se escolhemos outra base, ou:

Como traduzir a matriz de representa¢do de um operador,
de uma base para outra?

A resposta ¢ dada pelo seguinte teorema:

Teorema 27.1.

Sejam T € L(V), A e B bases de V. Entdo

4,8-[T)4-U]pa = [T]p-

Demonstracdo
Sejav € V. Temos:
(Nap[T)alllpa) V] = g[l

CQD

A expressao envolvendo as matrizes de T referentes a duas
bases distintas ¢ uma importante relacdo definida no conjunto
das matrizes quadradas de uma determinada ordem. A seguir,
definimos, formalmente, essa relagao.
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Defini¢ao 27.2 (Semelhanca de Matrizes).

Sejam 4,B € M,(R). Dizemos que B é semelhante a A
quando existe uma matriz P, em M, (RR), inversivel, tal que

B=PlapP

Teorema 27.2.

A relag@o de semelhanga, definida em M, (IR), é uma relagdo
de equivaléncia em M, (IR).

Demonstracdo

.

il.

iil.

A matriz I € M,(R) é inversivel, com /~! = 1. Como
A =T"14I, temos que 4 ¢ semelhante a 4 e a relagio de
semelhanca ¢ reflexiva.

Sejam 4, B € M,(R), com B semelhante a 4. Ento existe
0 € M,(R), inversivel, tal que B = Q~'40Q. Multipli-
cando ambos os lados, a esquerda, por O, temos OB = AQ.
Multiplicando, agora, os dois lados por Q‘l, a direita, ob-
temos OBO~! = 4. Sendo P = 0!, podemos escrever
A= P 'BP, ou seja, 4 ¢ semelhante a B ¢ a relagao de
semelhanca ¢ simétrica.

Sejam 4,B,C € M,(R), com B semelhante a 4 e C seme-
lhante a B. Entdo existem matrizes Q e P, em M,(R),
inversiveis, tais que B = Q~'40 ¢ C = P"'BP. Subs-
tituindo a expressdo de B na segunda igualdade, temos
C=PY(Q140)P = (P~10~1)A(OP) = (OP)'A(QP).
Como a matriz QP estd em M,(R) e ¢ inversivel, con-
cluimos que C ¢ semelhante a 4 e a relagdo de semelhanga
¢ transitiva.

De i., ii. e iil. concluimos que a relagdo de semelhanga ¢
uma relagao de equivaléncia.

Voa)
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1. Devido ao Teorema 27.2, se B é semelhante a A4,
também podemos dizer que A4 ¢ semelhante a B ou,
simplesmente, que as matrizes 4 ¢ B sao semelhan-
tes.



ii. Sendo 7' € L(V), A e B bases de V, as matrizes [T
e [T']p sdo semelhantes.

iii Todas as representagdes matriciais do operador li-
near 7 formam uma classe de equivaléncia de ma-
trizes semelhantes.

A relacdo de semelhanga ainda implica uma igualdade de
determinantes, como prova o teorema a seguir.

Teorema 27.3.

Matrizes semelhantes possuem o mesmo determinante.

Demonstracdo

Sejam B, 4 € M,(IR) semelhantes. Entio B = P~'4P, para
alguma matriz P € M,,(R), inversivel. Usando a propriedade do
determinante da matriz inversa, vista na Aula 5, podemos escre-
ver:

detB =det(P7'AP) =
=det P~'.detA.detP =
= (detP)~.detA.detP =
= [(det P)~'.det P].detA =
=l.detA =
=detA.

Do Teorema 27.3, podemos concluir que todas as matrizes
que representam um mesmo operador linear 7' t&ém o mesmo de-
terminante. Podemos, assim, definir o determinante de um ope-
rador linear T, como sendo o determinante de qualquer matriz
associada a 7. Além disso, a condicao de 7 ser inversivel pode,
agora, ser dada na forma:

T ¢ inversivel < det T # 0.

45 Ha uma outra maneira de obtermos a matriz de mudanca
de base. Sendo 4, B, C bases do espago vetorial V, vale a
igualdade:

4.8 =Ucs-ac
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Note que, na igualdade anterior, a base C' funciona como
uma “intermediaria”entre a base inicial 4 e a final, B. Pode-
mos adotar esse processo, supondo que a base intermediaria ¢ a
canodnica. O exemplo a seguir ilustra como isso se da.

[ Exemplo 27.5. j

Vamos retomar as bases do Exemplo 27.1 e escrever as ma-
trizes de mudanca da base A para a canonica ¢ da base canonica

para a base B. Temos:
Note que, para

_ . 10
construir a matriz Uac= 1 2|’

de transicdo de 4 11 -1 0 1
para a candnica, [I]C,B:([I]B,C)_l - { 10 } = { 1 _1 1
basta escrever as B

coordenadas dos Logo,

vetores da base 4

como as colunas da

matriz. Nap=cslac= [ (1) _i ] [ 12 ] N [ 2 2 1

Resumo

Nesta aula estudamos uma matriz muito importante, que ¢ a
que possibilita mudar a base de representacao, tanto de um
vetor quanto de um operador linear. Com o conteido desta
aula, encerramos nosso curso de Algebra Linear I. A Aula 28
—a ultima — constara de exercicios relativos a todo o segundo
modulo, com resolugao ao final.

Exercicio 27.1.

1. Em R3, considere as bases
A= {(_3703 _3)7 (_3327_1)7 (17_67_1)} c
B={(-6,-6,0),(—2,—-6,4),(—2,-3,7)}.

1. Determine a matriz de transicdo da base A para a
base B.

ii. Calcule [v]4, dadov=(-5,8,—5).

iii. Escreva [v|p, usando a matriz obtida no item i.
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2. Em R?, sejamas base 4= {(1,1),(1,—1)}, B={(2,1),(1,0)}

e C, a canonica. Obtenha as matrizes [/|c 4, [I]p.c ¢ [{]p.4.

0 —1
1 2 |, deter-
3 0

5. A matriz de mudanca da base 4 = {147, 1 —¢*} para uma

base B, ambas de P»(R), é [ !

) _% } Determine B.

6. Sendo B = {(1,0),(0,1)} e B = {(1,1),(2,1)} bases de
IR?, determine:
1. a matriz de mudanga da base B para a base B;

ii. [v]y, sabendo que [v|p = [ ; }

Autoavaliagao h

Com esta aula, concluimos o contetido desta disciplina. Vocé
devera estar familiarizado com a técnica de obtengdo de ma-
trizes de transicdo e com as aplica¢des dela em exercicios.
A matriz de mudanca de base sera importante em aulas fu-
turas. Certifique-se de que apreendeu bem o conteudo desta
aula. Caso tenha qualquer duvida, contate o tutor da disci-
plina. A proxima aula fecha o modulo e apresenta uma lista
de exercicios gerais sobre a teoria apresentada no segundo
moédulo. Bom término de curso, boas férias e até as aulas de
\Algebra Linear II!!!!

/
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RESPOSTAS DOS EXERCICIOS

1.

3/4 3/4 —5/12 3

i| —3/4 —17/12 25/12 | ii.| -2

0 2/3 —4/3 —2
19/12
iii. | —43/12
4/3

lea=(d ' =| 13 _173 ]+ Wee=| 7 5

= [ 12

. Solugao: Seja B = {v;,v2,v3}. Pela defini¢do da matriz de

transicdo, os elementos da i-ésima coluna sdo os coeficientes da
combinagao linear que representa o i-ésimo vetor da base 4 em
relagdo a base B, isto é:

(1,0,0) = 1v; +0vp + 1v3

(0,1,0) = 0vy + 1vy + 1vs

(0,1,1)) = vy + Ivy + 1vs

= B=1{(0,0,1),(—1,1,1),(1,0,—1)}.
Solug¢do: Sendo 4 = {v,vs,v3}, temos:

vi =2(1,1,0)+ 1(1,1,1) + 1(0,1,1) = (3,4,2)
vy =0(1,1,0)+ 1(1,1,1)+3(0,1,1) = (1,4,4)
vy = —1(1,1,0)+2(1,1,1)+0(0,1,1) = (1,1,2)

. B={(2/3+1t/3—1*/3,1/3+2t/3+1?/3}

@iy,=|1 1] ®ba=| 7]
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EXERCICIOS DE REVISAO
DO MODULO 2

Ao final desta aula, vocé devera ser capaz de:

aplicar a teoria estudada no Modulo 2 em exer-
cicios gerais.
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EXERCICIOS DE REVISAO
DO MODULO 2

Tente resolver os exercicios propostos nesta aula, antes de
consultar a resolucao, ao final da lista. Caso sinta alguma difi-
culdade, recorra a aula relativa ao assunto, releia com atengao
e... tente de novo!

Exercicio 28.1.

1. Provao - MEC - 1998
Seja P a transformacio de R® em RR®, definida por
P(x,y,z) = (x,»,0). Se a imagem de uma reta r, por P,
¢ um ponto, entdo:
a. estareta r ¢ paralela a OX

b. esta reta r é paralela a OY

esta reta r ¢ paralela a OZ

o

d. esta reta r necessariamente contém a origem
e. nao existe tal reta
2. Provao - MEC - 1998
Chama-se nucleo de uma transformacao linear 77 o con-
junto dos pontos cuja imagem por 7 ¢ nula. O nucleo da

transformacio linear T : R’ — R> definida por
T(x,y,z) = (z,x—y,—z), é o subespago do IR*> gerado por:

a. {(

b. {(

c. {(1,0,—1)}
(
(

o,
—
f—
p—
(e
S~—
—

e. {(1,0,1),(0,1,0)}

3. A seguir sdo dados operadores lineares em R ¢ em R°.
Verifique quais sdo inversiveis e, nos casos afirmativos,
determine uma formula para 7.

a. T € L(R?); T(x,y)= 3x—4y,x+3y)
b. TE€L(R?); T(xy)=(x+yx—y)
c. T€L(R?); T(x,y,z)=(x+z,x+y,2x+y+2)
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d. TeL(R?); T(x,yz)=(xx—zx—y—z)

4. Seja o operador T : R?> — R? definido pela matriz

1
3 =2
0

a. Mostre que 7' ¢ um isomorfismo. . ,
Um isomorfismo ¢

b. Determine a lei que define o operador T’ -1 uma transformacio
c. Encontre o vetorv € R> tal que T'(v) = (—1,—5,—3)  linearbijetorae,
portanto,

inversivel.

5. Mostre que o operador linear, no R*, com matriz canonica
1 23
2 3 4 | ndo ¢ inversivel.
3 57

Determine v € R tal que 7'(v) = (2,3,5).

6. Dadas [[]4 5 = _; ; e d={(1,2),(1,—1)}, deter-
mine a base B. ]
SIS

7. Dadas [I]4p = ) 7 e B=1{(1,2),(1,—1)}, deter-

mine a base 4.

1 11
8. Se Ulup= |2 3 1 |, determine [v]4, sabendo que
4 9 1
-2
M= 3
5

9. Seja o operador linear T : R* — R tal que
T(x,y) = (x+y,x—y).

a. Determine [T|p, onde B = {(1,2),(0,1)}.

b. Use a matriz encontrada em (a) para calcular [T'(v)]3,
dado v=(5,3).

10. Determine a matriz da transformacao linear plana que e-
quivale a seguinte sequéncia de transformagoes:

a. uma rotagdo anti-horaria de 7 /2 rd, seguida de
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11.

12.

13.

b. uma contragdo de fator 1/4, seguida de

c. uma reflexdo em torno da reta y = x, seguida de

d. um cisalhamento na dire¢do y, de um fator 3.
Seja a transformacio linear 7 : R* — R3 tal que T'(ey) =
(05071)7T(62) = (1,2,1),T(€3) = (_2’ 17_1) € T(e4) =
(1,1,1), onde {e,e2,e3,e4} é a base candnica de R*. De-
termine:

a. T(x,y,z,t), para (x,y,z,t) € R*.

b. Determine o nucleo de 7.

c. Determine a imagem de 7.

d. Determine u € R* tal que T'(u) = (1,0,1)
Sejam as transformagdes 7 : R* — R3 e F : R*> — R? da-
das por T(x7y7z7t) = (X,t+Z,y) ¢ F(xayaz) = (x—z,Zy),
determine, em relacdo a transformacgdo F o 7

a. O nucleo.

b. A imagem.

c. A matriz de representacao.

Provao - MEC - 1998

A transformagdo T : R?> — IR* ¢ definida por T(x,y) =
(x+2y,y). A imagem, por 7, do quadrado representado
na figura acima ¢:
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14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

d) e)

Determine 7 € L(R? tal que T(1,1) = (1,5) e T(1,2) =
(0,1).
Sejam T : R? — R? ¢ F : R*> — R as transformagdes line-

ares definidas por 7'(x,y,z) = (z,x+y) e F(x,y) = 3x —y.
Determine uma férmula para a transformagao FoT.

Seja v = (x,y,z,t) € R*. Quais das aplicagdes abaixo sdo
operadores lineares do R*?

a. T(x,y,z,t)=(0,0,0,0)

b. T(x,y,z,¢)=(1,1,1,1)

c. T(x,y,z,t)=(x,3,z,¢)+(1,2,3,4)
d. T(x,y,z,t) = (x+y,y—z,x+t,z—1t)

Representar graficamente a reta 7 : y = x ¢ a imagem de r
pela transformacao linear do R? dada por

T(xay) = (—x+y,x—|—y).
Seja {e},ez,e3} a base canonica de R® e T € R tal que
T(e1) =ez; T(e2) = e +e3; T'(e3) = ez +e3. Determine:
a. T(el —|—62+e3)
b. T(2e1 —3624—63)

1 -2 0
A matriz 3 —1 2 | representa um operador li-
-1 0 -2
near T € IR®. Determine:
a. T(1,1,1)
b. T(x,y,z2)

Dada a matriz [ _(1) (1) 1 de uma transformacao linear 7,

do IR?, representar num grafico o vetor v = (2,3) e sua
imagem por 7.

CEDER]J
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RESOLUCAO DOS EXERCICIOS

1. A transformagio de R? em R>, definida por P(x,y,z) =

(x,»,0) é a projecdo sobre o plano xy, paralela ao eixo
Oz. Se a imagem de uma reta », por P, € um ponto, entao
¢ porque essa reta € paralela ao eixo Oz. A alternativa
correta ¢ a letra (c.).

. O nucleo da transformacio linear 7 : R?> — R> definida

por T(x,y,z) = (z,x — y,—z), €& o conjunto

NT) = {(ty2) € R:T(xyz) = (0,0,0)) =

{(x,y,2) € R?; (z,x —y,—z) = (0,0,0)}. Isso nos leva ao
z=0

sistema linear homogéneo ¢ x—y =0 , cuja solugdo ¢
—z=0

{(,x,0);x € R} = {x(1,1,0);x € R} =[(1,1,0)]. Logo,

a alternativa correta € (d.).

. Neste exercicio também poderiamos verificar se o nicleo

de T ¢ ou ndo o subespago nulo.

a. [T]:ﬁ _;‘};»det[ﬂ:9+4:13¢0:>[r]

¢ inversivel. Logo, o operador 7" ¢ inversivel e

ro-m=[3 ][ 28 03]

Entdo 77! (x,y) = (3x/13+4y/13,—x/13+3y/13).

b.
1 1
[T]:[l _1]=>det[T] = —1-1=
= —2#0=[T]
¢ inversivel. Logo, o operador 7 ¢ inversivel e
~1
_ _ I 1 /2 1/2
17 1 _ _
=17 —[1 —1] —{1/2 —1/21'
Entdo T '(x,y) = (x/2+y/2,x/2 —/2).
1 01
c. [T]=1|1 1 0| =det[T]=0=[T] ndo ¢ in-
2 11
versivel. Logo, o operador 7 nao ¢ inversivel.



4.

5.

1 0 0
d.[T]=|1 0 —1|=det[T]=-1#£0=[T]¢
1 -1 -1

inversivel. Logo, o operador T é inversivel e [T~!] =
[T]~!. Invertendo a matriz [T], por escalonamento,

I 0 0
obtemos [T]'= |0 1 -1
I -1 0

Entdo 7! (x,y,2) = (x,y —z,x — ).

1 0
a.det| 3 =2 1 | =—-2%#0= T éumisoformismo.
0 —1
b.
10 17"
T =t = |3 -2 1 =
| 0 -1 0
[ —1/2  1/2 -1
= 0 0 —1
3/2 —1/2 1
= T '(x,5,2) = (—x/2+32/2,x/2 —z/2,—x —y —z/2).
I 01 X —1
c. |3 21 yi| =1 -5
0 -1 0 z -3
x+z=-1
=< x—2y4z=-5 ==x=1;y=3;z=-2.
—y=-3
Logo, v=(1,3,-2).
1 23
det | 2 3 4 | =0. Logo, T ndo ¢ inversivel.
3 57

Sejav = (x,y,z) tal que T'(v) = (2,3,5).

Entao
1 2 3 2 X+2y+3z=2
2 3 4 =3 |=<¢ 2x+3y+4z=3 =v
3 57 5 x+5y+7z=5

pode ser qualquer vetor da forma (k, 1 —2k, k), comk € R.

N <=
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6. Seja B={v,v}. Entdo

(1,2) = —1v; +2v; v = (=5/13,-16/13)
{ (1,=1) = 3v; +7v :>{ vy = (4/13,5/13)

Logo, B = {(—5/13,-16/13),(4/13,5/13)}.

7. Seja A = {v;,v»}. Entdo:
vi=—1(1,2)+2(1,—1) = (1,-4)
vy =3(1,2)+7(1,—1) = (10,—1)
Logo, A ={(1,—4),(10,—1)}.

8.
Ma = Upalls= (Nas) " D=
11177 =2
— 2 3 1 3| =
4 9 1 5
[ -3 4 -1 -2
= 1 —3/2 1)2 3| =
3 -5/2 1/2 5
13
- —4
—11

9. a T(1,2)=(3,-1); T(0,1)=(1,-1) (x,y) =a(1,2)+
b(0,1)=a=xeb=y—2x=

MNP R

4,3 [ 3 23]

b. Primeiramente, vamos obter as coordenadas de v =
(5,3) em relag@o a base B, usando a formula ja ob-

tida no item anterior: [v|p = [ _; } Entéo

[TMW)s=[Tlslvs = { —3 —é } { —g } -

1
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10. Rotagdo anti-horaria de /2 rd: [ 0 -1 };

11.

I 0

1/4 0};

contragao de fator 1/4: [ 0 1/4

reflexdo em torno da reta y = x: [ (1) (1) 1 ;

AULA E MODULO 2

cisalhamento na dire¢ao y, de um fator 3: [ ; (1) } ;

A matriz procurada ¢:

1 0O 0 1 1/4 0 0 -1 |

31 {°"f1 o O 14| |1 O
14 o0
“ 134 —1/4 |
Seja a transformago linear 7 : R* — R tal que
T(el) = (0707 1),T(62) = (1727 1)7T(e3) = (_2: 17_1) c
T(es)=(1,1,1),0onde {e;,ea,e3,es4} € a base candnica de
R*. Determine:

a. T(x,y,z,t)=(y—2z+t,2y+z+t,x+y—z+t)

b. N(T) = {(x,y,z,t) € R*;T(x,y,z,t) = (0,0,0)} =

y—2z+t=0
2y+z+t=0 . O conjunto-solucdo desse sis-
x+y—z+t=0

tema é {(x,,2,t) € R*;x = —z,y = —3z,¢t = 5z}.
Dai, uma possivel maneira de caracterizar o nucleo
de T ¢ escrevendo

N(T) = {(—k, =3k, k,5k);k € R} = [(—1,~3,1,5)].

Obs.: O vetor (—1,—3,1,5) é um gerador do nicleo
de T, mas qualquer outro multiplo desse vetor, ndo
nulo, também ¢ gerador.

c. Pelo teorema do nucleo e da imagem,
dimR* = dimN(T) + dimIm(T). No item (b.), vi-
mos que o nucleo de 7 ¢ gerado por apenas 1 vetor.
Logo, dimN(T) = 1. Dai,

4=1+dimIm(T) = dimIm(T) = 3.

Como T esta definida de R* em RR>, concluimos que
Im(T) = IR>. (Isto é, T é sobrejetora.)
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d. Sejau = (x,y,z,¢). Entdo

T(u) = T(xyzt)=
(v=2z+4+1,2y+z+t,x+y—z+t)=

y—2z+t=1
= (L,0,1)= 4 2y+z+1=0
x+y—z+t=1

= u ¢ qualquer vetor de R* da forma
(—k,—1—3k,k,2+5k,k € R.

12. Vamos obter a formula da composta F o T':
(FoT):R*— R* ¢ dada por

(FoT)(x,y,z,t) = F(T(x,y,z,t)=F(x,t +z,y) =

= (x—y,2t+2z).
a. N(FoT)={(x,y,2,t) € R* (x—,2t +2z) = (0,0)}
x—y=0 ~
= 2427 —0 Entao

N(FoT) = {(xyzt)eRx=yez=—t}=
= {(x,x,—t,t);x,t € R} =
— [x(1,1,0,0) +£(0,0,—1,1)} =
— [(1,1,0,0),]0,0,—1,1)].

b. Pelo teorema do nucleo e da imagem, temos:
dimR* = dimN(F o T) +dimIm(F o T). Pelo item
(b.), dimN(FoT)=2. Logo, dimIm(FoT) =2,
que ¢ a dimensdo do contradominio (RR?). Logo,
Im(FoT) =R (isto é, F o T é sobrejetora.)

c. Como
(FoT)(1,0,0,0)=(1,0)
(FoT)(0,1,0,0)=(—1,0)
(FoT)(0,0,1,0)=(0,2)
(FoT)(0,0,0,1)=(0,2),
temosque[FoT]—[(l) _(l) 0 g}

13. A transformacdo dada ¢ um cisalhamento, na dire¢do do
eixo x, de um fator 2. O grafico que espelha a imagem do
quadrado dado ¢ o da letra (a.).
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14. Os vetores (1,1) e (1,2) formam um base de R*>. Vamos
expressar (x,)) nessa base:

(x,y)=a(l,1)+b(1,2) :>{

Entao

Txy) = T((2x=y)(1L1)+-x)(1,2)) =
= (x—y)T(1,)+(—x)T(1,2) =
(2x=»)(1,5) + (v —x)(0,1)
= T(x,y) = (2x—y,9—4y).

a+b=x a=2x—y
a+2b=y b=y—x

15.

(FoT)(x,y,z) = F(T(xyz)=F(zx+y)=
= 3z—(x+y)=—x—y+3z

16. Resposta: (a.), (d.)

17. a.

T(el—l—ez+63) = T(el)+T(ez)+T(e3):
= ete testerte3=
e1+2ep +2es.

T(2€1 —362—{-63) = 2T(e1) —3T(e2)—|—T(e3 =
= 2ey—3e;—3e3+eryte3=
—3e1 4+ 3ey — 2es3.

18. a.
1 -2 0 1 —1

[T(1,1,1)] = 3 —1 2 1.11 | = 4

—1 0o —2 1 -3

=T(1,1,1)

I
—
—_
-
98]
SN—
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b.
1 =2 0 X
T (x,y,z)] = 3 -1 2 1].]ly|=
-1 0 -2 z
i x—2y
= 3x—y+2z
| —x—2z

= T(x,pz)=x—2y3x—y+2z,—x—2z).
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AUTOVETORES E AUTOVALORES*
DE MATRIZES

Ao final desta aula, vocé devera ser capaz de:

compreender os conceitos de autovalor e auto-
vetor;

reconhecer um escalar como autovalor de uma
matriz;

reconhecer um vetor como autovetor de uma ma-
triz.
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Lembre que M,(R)
denota o conjunto
das matrizes
quadradas de
ordem n com
elementos reais.
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AUTOVETORES E AUTOVALORES
DE MATRIZES

Bem-vindo ao seu proximo curso de Algebra Linear. Ele se
desenvolvera em torno de conceitos fundamentais como auto-
valor e autovetor de uma matriz. Esses conceitos sao de fun-
damental importancia na Matematica pura e aplicada e apare-
cem em situagdes muito mais gerais que as consideradas aqui.
Os conceitos de autovalor e autovetor também sdo usados no
estudo das equagdes diferenciais e sistemas dinamicos: eles for-
necem informacgodes criticas em projetos de Engenharia e surgem
de forma natural em areas como a Fisica e a Quimica.

Neste modulo vamos continuar os estudos iniciados no curso
de Algebra Linear I, sobre as matrizes quadradas 4 = (a;;) €
M,(R) e as transformagdes lineares definidas pela matriz A.

O objetivo principal desta aula ¢ apresentar os conceitos fun-
damentais de autovalor e autovetor de uma matriz 4.

Definicao 29.1.

Dada uma matriz 4 € M,(R), o nimero real A é chamado
autovalor de A se existe um vetor nao-nulo v € R” tal que

Av = Av. (29.1)

Todo vetor ndo-nulo v que satisfaga (29.1) ¢ chamado um
autovetor associado (ou correspondente) ao autovalor A. Os au-
tovalores também sdo chamados valores proprios ou valores ca-
racteristicos, € os autovetores sao chamados vetores proprios ou
vetores caracteristicos. Verifica-se que para todo vetor w = v,
o € R*, temos Aw = Aw, isto ¢, qualquer multiplo escalar nao-
nulo de v também ¢ um autovetor de 4 associado ao autovalor
A. De fato,

Aw=A(owv) = aA(v) = a(Av) = A(av) = Aw.

Vale também observar que na equacao (29.1) estaremos sem-
pre considerando o vetor v na forma de uma matriz colunan x 1.

E facil determinar se um vetor é autovetor de uma matriz e



também ¢ facil decidir se um escalar ¢ autovalor de uma matriz.
Vejamos como isso ¢ feito nos seguintes exemplos.

Exemplo 29.1.
[ )

Se [ é a matriz identidade n X n, entdo o Gnico autovalor é
A = 1. Qualquer vetor ndo-nulo v de R” ¢ um autovetor de 4
associado ao autovalor A = 1, pois

Iv=v=1v.

Exemplo 29.2.
[ )

Vamos verificar se os vetores u € v sdo autovetores de A,

T e () (2)

Solugao:

Para identificarmos se u é autovetor de 4 devemos verificar se e-
xiste um escalar A € R tal que Au = Au. Temos que

-3 1 1 -2 1
we(5a)0)=(5) =2 ()=
Assim, u = (1,1) é autovetor de 4 com autovalor correspondente

A=-2.

No caso do vetor v, temos
-3 1 1 —1 1
w=(Z) ()= (2)

Assim, ndo existe escalar A € R tal que Av = Av e, consequente-
mente, v = (1,2) ndo é um autovetor da matriz 4.

Na Figura 29.1, podemos ver os vetores u = (1,1), v =
(1,2) e a agdo geométrica da transformagdo w — Aw em cada
um deles, onde w = (x,y).
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A A
y y
Av
4V \\
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i
i
Vi
4
Au ¥

Figura 29.1: Agdo geométrica da transformagio w — Aw.

Exemplo 29.3.
[ )

Verifique se o escalar 5 ¢ um autovalor para a matriz

50 ) )
A= ( 21 ) e determine os autovetores associados a esse au-

tovalor.

Solucio:

Usando diretamente a definicdo de autovetor ¢ autovalor de uma
matriz, temos que o escalar 5 ¢ autovalor de 4 se e somente se a
equacao

Av =5v (29.2)

possui uma solugio ndo-nula v = (x,y) € R2. Mas a equagdo (29.2) é
equivalente a equagao

AV—5Iv=(4—5)v=0. (29.3)

Assim, precisamos achar uma solu¢ao nao-nula para esse sistema
linear homogéneo. Primeiramente, calculemos a matriz

can(31)-(09)-(5° %)= %)

Portanto, o sistema linear homogéneo (29.3) pode ser escrito como

<g—2><;>:<8> (29.4)
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Para resolver esse sistema linear, use as técnicas de escalonamento
de matrizes desenvolvidas no curso de Algebra Linear I. Escreva a
matriz ampliada do sistema linear (29.4)

0 0 0
(2 4 0). (29.5)

Aplicando as operagdes elementares em linhas, vemos que a ma-
triz escalonada correspondente a matriz (29.5) ¢

1 -2 0
<0 0 0) (29.6)

e o sistema linear homogéneo correspondente a essa matriz é

x—2y=0. (29.7)

Como todo vetor da forma (2¢,¢) € R?, com ¢ € R, é uma solugio
para o sistema (29.7), temos que esse sistema possui infinitas solugdes
e, assim, ¢ possivel e indeterminado. Portanto, todo vetor da forma
v = (2t,¢t) € R?, com ¢ € R*, é um autovetor associado ao autovalor
A = 5. De fato, verifica-se que

50 2t 10z 2t
= (3 (0)=005) = (%)=
para todo ¢ € R*.

No exemplo anterior, podemos observar que a equivaléncia
entre as equagdes (29.2) e (29.3) vale, claramente, para qualquer
escalar A no lugar de A =5 e para qualquer matriz 4. Assim,
A € R ¢é um autovalor da matriz 4 € M,(R) se e somente se o
sistema linear homogéneo

(A—2AD)v=0 (29.8)

possui uma solugdo nao-nula v € R”. O conjunto de todas as
solugdes do sistema (29.8) ¢ o ntcleo (ou espago-nulo) da ma-
triz A — AI. Portanto, pelo visto no curso de Algebra Linear I,
este conjunto solugao ¢ um subespago vetorial de R” chamado
autoespago da matriz A associado ao autovalor A, denotado por

E(A).

50
> 1 do Exemplo 29.3, o autoespaco
associado ao autovalor A = 5 ¢ a reta formada por todos os

No caso damatrizA4 =
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multiplos escalares do autovetor v = (2,1). Geometricamente,
esse autoespaco ¢ a reta que passa por (2, 1) e pela origem. No
Exemplo 29.2, vemos que o autoespago associado ao autovalor
A = —2 éareta que passa por (1, 1) e pela origem, como mostra
a Figura 29.2.

Autoespago para 3=—2
Mult. por 5

i
&
>
10 =
Autoespaco para 4=5
Figura 29.2: Autoespagos paral =5e A = —2.
{ Exemplo 29.4. ]
4 -2 -3
Sejaamatrizd=| —1 5 3 |. Verifique que A =3
2 -4 -3

¢ um autovalor de 4 ¢ determine uma base para o autoespaco
associado.
Solucio:

Para verificar que A = 3 é um autovalor de A, devemos encontrar
uma solugdo ndo-nula v = (x,y,z) € R3 do sistema linear homogéneo

(4—3I)v=0. (29.9)



Para ver isso, consideremos primeiramente a matriz

4 -2 -3 1 00 1 -2
A-31 = -1 5 3]1-31010|=| -1 2
2 -4 -3 0 0 1 2 —4
Assim, o sistema (29.9) pode ser escrito como
x—2y—3z=0
—Xx+2y+3z=0 (29.10)
2x—4y—6z=0

Novamente, resolvemos este sistema linear usando os métodos e
as técnicas estudados na Aula 7 do curso de Algebra Linear I. A matriz
ampliada do sistema linear (29.10) ¢

-2 -3 0
—1 2 3 0
2 —4 —6 0

e ¢ facil ver que a matriz escalonada equivalente a essa matriz ampliada

1 -2 -3 0

cujo sistema linear homogéneo ¢é dado por

x—2y—3z=0. (29.11)

Sabemos que as solugdes dos sistemas (29.10) e (29.11) sdo as
mesmas. Vemos que o sistema (29.11) possui duas variaveis livres,
logo, possui infinitas solugdes e, portanto, A = 3 é um autovalor da
matriz A. Expressando x em termos das variaveis y e z obtemos que

x=2y+3z.

Escrevendo y =k € Rez=1 € R, temos que todo vetor ndo nulo
na forma
(2k+3t,k,t) comk, t € R

¢ um autovetor associado ao autovalor A = 3. Assim, o conjunto

S={(2k+3t,k,t);k, t € R} = {k(2,1,0)+¢(3,0,1);k,t € R} C R®
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¢é o autoespago associado ao autovalor A = 3. Vemos que esse subes-
paco ¢ gerado pelos vetores

u=(2,1,0)ev=(3,0,1)

e, sendo linearmente independentes, formam uma base para o subes-
paco S. Geometricamente, o subespaco S representa o plano do R3
que passa pela origem e ¢ gerado pelos dois autovetores u = (2,1,0) e
v=(3,0,1).

Multiplicagédo
por A

)2

-

7 - 7

A AC0 parg j—3

uro»espa9° Para j—3

Figura 29.3: 4 age como uma expansio no autoespago S.

Observe, neste exemplo, que a imagem de qualquer elemento nao-
nulo w € S'pela agao da matriz 4 € novamente um elemento do autoespago
S, isto €, um autovetor de 4 associado ao autovalor A = 3. De fato,
sendo {u, v} base do autoespaco S, temos que existem escalares a, b €
R tais que

W =au-+bv

Como u e v sdo autovalores de S, associados ao autovalor A = 3,
temos
Aw = A(au+bv) = A(au)+ A(bv)
= ad(u)+bA(v) =3au+3bv
= 3(au+bv)=3weS.

Como Aw € S para todo w € S, diz-se que o autoespago S € um
autoespago invariante pela agdo da matriz A.
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Exercicio 29.1.

. Verifique se v = ( (1) ) eu= ( (1) ) sdo autovetores da

. 0 0 .
matriz 4 = 01 /) Determine os autovalores corres-
pondentes. Este exercicio mostra que, apesar de o vetor
nulo ndo poder ser autovetor, € possivel ter autovalor igual

a zero.
. 1Y, :
. Verifique se v = 4 )¢ autovetor da matriz

A= ( :; 213 > Caso seja, determine o autovalor cor-

respondente.

4
. Verifiquesev= | —3 | ¢ autovetor da matriz
1
3 709
A= —4 -5 1 |. Caso seja, determine o autovalor
2 4 4
correspondente.

4
-3
determine uma base para o autoespago associado a esse
autovalor.

. Dada a matriz 4 = ( _5 > com autovalor A = 10,

4 —1 6
. SejaamatrizA=| 2 1 6 |. Verifiquese A =2¢
2 -1 8

um autovalor de 4 e determine uma base para o autoespago
associado a esse autovalor.

. Mostre que se A ¢ um autovalor correspondente ao auto-
vetor v, entdo ele é unico, isto é, ndo existe escalar o € R,
o # A, tal que Av = av.
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Aula30 , :

AUTOVETORES E AUTOVALORES DE
MATRIZES — CASOS ESPECIAIS

Ao final desta aula, vocé devera ser capaz de:

reconhecer casos especiais de autovalores;
caracterizar a existéncia de autovalor zero;

familiarizar-se com demonstragdes envolvendo
autovalores e autovetores.
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AUTOVETORES E AUTOVALORES DE
MATRIZES — CASOS ESPECIAIS

Na Aula 1, vimos os conceitos de autovalor, autovetor e
autoespago. Nesta aula, vamos continuar a explorar essa conceituacao
em exemplos e casos particulares muito importantes.

No primeiro exemplo, a matriz 4 ¢ triangular superior e ve-
remos que os autovalores sao facilmente calculados.

[Exemplo 30.1. ]

Calcule os autovalores da matriz

A=

S O =
S N
W — N

Novamente, pela definigdo, temos que o escalar A € R é
um autovalor da matriz 4 se e somente se o sistema linear ho-
mogeéneo

(A—AI)v=0 (30.1)
(

possui uma solugéo ndo-nula v = (x,y,z) € R3. O sistema linear
(30.1) pode ser rescrito como

(1=A)x+6y+2z=0
2—A)y+z=0 (30.2)
(3-24)z=0.

Sabemos que o sistema (30.2) possui uma solugdo nao-nula
(x,,z) € R3 se e somente se existe uma variavel livre. E facil
ver que isso acontece se e somente se pelo menos um dos coefi-
cientes contendo A ¢ igual a zero (um dos elementos da diagonal
principal da matriz associada € zero). E isso, por sua vez, acon-
tece se e somente se A for igual a 1, 2 ou 3, que sdo exatamente
os valores da diagonal principal da matriz 4.

Na verdade, este procedimento também ¢ valido no caso em
que a matriz 4 € M, (R) é matriz triangular inferior. Assim, te-
mos o seguinte teorema:
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Teorema 30.1.

Os autovalores de uma matriz triangular (superior ou infe-
rior) sdo os elementos de sua diagonal principal.

No proximo teorema, veremos em que condigdes uma ma-
triz possui algum autovalor igual a zero.

Teorema 30.2.

Uma matriz A de ordem n tem autovalor igual a zero se e
somente se 4 € uma matriz nao-inversivel.

Demonstracdo

Usando as defini¢des de autovalor e autovetor, sabemos que

0 ¢ um autovalor da matriz 4 se e somente se existe um vetor
nao-nulo v tal que

Av = Ov. (30.3)

O sistema linear (30.3) ¢ claramente equivalente ao sistema
homogéneo n X n
Av=0. (30.4)

Do curso de Algebra Linear I, o sistema (30.4) possui solugio Lembre que det(4)

ndo-nula se e somente se det(4) = 0. E det(4) = 0 se e somente
se a matriz 4 ¢ nao-inversivel.

{ Exemplo 30.2. ]

Calcule os autovalores da matriz

A=

S O =
S O N
W AW

Solucgao:

Pelo Teorema 30.1, os autovalores de 4 sdo os elementos da dia-
gonal principal, ou seja, os autovalores sdao 0, 1 e 5. Observe também
que, sendo 0 um autovalor de 4, pelo Teorema 30.2 a matriz 4 é nao-

denota o
determinante da

matriz 4.
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inversivel.

Teorema 30.3.

Se A é um autovalor de uma matriz 4, entdo A é autovalor
da matriz A¥ para todo k € N*.

Demonstracdo

Pela defini¢do, se A é autovalor da matriz A, entdo existe
vetor nao-nulo v tal que

Av = Av. (30.5)

Multiplicando a equagdo (30.5) por 4, temos
A(Av) = A(Av),
0 que nos da
APy = AAv = A(Av) = A%y,

ou seja,
APv = A%, (30.6)

Obtemos, assim, que A2 é um autovalor da matriz A2 com
autovetor correspondente v. Analogamente, de (30.6), obtemos
que

Adv =21,
e isso significa que A3 ¢é autovalor da matriz 4°> com autove-
tor correspondente v. Continuando esse procedimento, obtemos

que
Afv = A*v para todo k € N*.

Assim, AX é autovalor da matriz A¥ com o mesmo autovetor
associado v.

[ Exemplo 30.3. j

Calcule os autovalores de uma matriz 4 que satisfaz 4> = 0,
isto &, A2 é a matriz nula.



Solucio:

Se A é um autovalor da matriz 4, entdo, pelo Teorema 30.3, A2 é
um autovalor da matriz 42 e, portanto, existe vetor ndo-nulo v tal que
A*v = A2v. Mas 4% = 0 é a matriz nula, entio

Av=0,

e, como v ¢ um vetor ndo-nulo, entdo € necessario que A2=0e, por-
tanto, A = 0. Assim, obtivemos o resultado que afirma que, se uma
matriz 4 ¢ tal que A% =0, entéio seu Gnico autovalor é 1 = 0.

Uma das propriedades mais importantes dos autovalores ¢
apresentada no proximo teorema e sua demonstragao ilustra um
calculo que ¢ tipico de autovalores e autovetores.

Teorema 30.4.

Sejam vy, v,, ..., v, autovetores de uma matriz 4, associados
aos autovalores distintos A;, A, ..., A, respectivamente. Entdo,  Este teorema sera
o conjunto {vy,vy,..., v} é linearmente independente. empregado em
outras aulas mais a
frente.
Demonstracdo

Sendo v; vetor ndo-nulo, é claro que o conjunto unitario
{v1} é linearmente independente. Vamos estabelecer que {v,v,}
também ¢ linearmente independente. Sejam c; e ¢, constantes
tais que

civy+ vy = 0. (30.7)

Vamos mostrar que ¢; = ¢, = 0 e, consequentemente, que
{v1,v2} € um conjunto de vetores linearmente independentes.

Multiplicando a equagdo (30.7) por A,, obtemos

c1Aavi + vy = 0. (30.8)

Multiplicando também a equagao (30.7) por 4, e usando que
Avy = A1vy e Avy = Apv;, obtemos, para o lado esquerdo da
equacao, que

A(civi+cavay) = A(ervi) +A4(cava)
= ClA(Vl) +C2A(V2)
= cihvi+calava,
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enquanto para o lado direito, temos 40 = 0. Assim, o resultado
de se multiplicar a equagdo (30.7) por 4 ¢

ciAvi +caAvp = 0. (30.9)

Subtraindo a equacao (30.9) da equagao (30.8), vemos que
as segundas parcelas se cancelam, sobrando

(4] (lz — )Ll)Vl =0.

Como v, ¢ vetor ndo-nulo, entdo é necessario que ¢ (A, —
A1) =0. E como A; # Ay, segue que ¢; = 0. Substituindo esse
valor de volta na equagao (30.7), obtemos c;vy = 0 €, como v,
também ¢ vetor ndo-nulo, entdo € necessario que ¢, = 0. Assim,
concluimos que {vy, vy} ¢ linearmente independente.

Vamos agora dar o passo seguinte, isto €, estabelecer que
{v1,Vv2,v3} é conjunto linearmente independente. Sejam c; , ¢,
e c3 constantes tais que

c1vy+cava+c3vy =0. (30.10)
Se mostrarmos que ¢; = ¢; = ¢3 = 0, concluimos que {vy,v,,v3}
¢ conjunto de vetores linearmente independentes.

Multiplicando a equagdo (30.10) por A3, obtemos

c1A3V1 + A3V + c3A3v3 = 0. (30.11)

Multiplicando a equacao (30.10) também por 4, ¢ usando
que
Avy = Avy, Avy = Ayvy e Avy = A3v3, obtemos, para o lado
esquerdo da equacgio, que

A(c1vi+cava+c3vy) = A(crvy) +A(cava) +A(c3v3)

= ClA(Vl) + A (Vz) —+ C3A(V3)
= civi+calvar+c3A3vs,

enquanto para o lado direito temos A0 = 0. Assim, o resultado
de se multiplicar a equagdo (30.10) por 4 é

c1Avi + vy +c3A3v3 = 0. (30.12)
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Subtraindo a equagao (30.12) da equacdo (30.11), vemos que
as terceiras parcelas se cancelam, sobrando

1 (3,3 — ﬂ,l)Vl —{-02(13 — lz)Vz =0.

Como v; e v; sdo linearmente independentes, entdo ¢ neces-
sario que ¢j (A3 — A1) =0e (A3 —A3) =0. Ecomo A3 # A ¢
A3 # Ay, segue que ¢ = ¢; = 0. Substituindo esses valores de
volta na equacdo (30.10), obtemos c3v3 = 0 e, como v3 também
¢ vetor nao-nulo, entdo ¢ necessario que ¢3 = 0. Assim, con-
cluimos que {vy,vy,v3} é linearmente independente.

Assim, sabendo que {vy,...,v,} ¢ linearmente independente,
vamos mostrar, da mesma forma como foi feito nos casos an-
teriores, que {Vvy,...,V,,V,1} também ¢é linearmente indepen-
dente. Sejam
c1,...,Cp,Cpt1 CONstantes tais que

ciVi+...+cpvu+cpt1Vur1 = 0. (30.13)

Multiplicando a equagao (30.13) por A, 1, obtemos

i1Vt .o+ Cnln 1V +Cup1Anr Va1 = 0. (30.14)

Multiplicando a equacao (30.13) também por 4, ¢ usando
que
Avi = Mivi,...,AVy 1 = Ay11Vua1, obtemos, para o lado es-
querdo da equagao, que

Aleivi+ ...+ epVa+cni1Var1) = A(ervi)+...+
+A(cpVn) +A(Cnt1Vnt1)

= C‘lA(Vl) +...+
+cnd(Vn) + 1 A(Vat1)

= caMvi+...+
+anfnvn + Cn—l—lzfn—o—lvn—o—h

enquanto para o lado direito temos A0 = 0. Assim, o resultado
de se multiplicar a equagdo (30.13) por 4 ¢

CiMVI+ ...+ CpdnVi + i1 Apr1 Vo1 = 0. (30.15)

Subtraindo a equacao (30.15) da equacao (30.14), vemos que
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as ultimas parcelas se cancelam, sobrando

Cl (A,,H_l — M)vl +... —}—Cn(ﬂ,nﬂ — ln)vn =0.

Como vy,...,V, sao linearmente independentes, entdo ¢ ne-
cessario que ¢ (A,11 —A1) =0,...,¢,(Ays1 —Ay) = 0. E como
Ani1 ZE Myeooy Anr1 # Ay, segue que ¢; = ... = ¢, = 0. Substi-

tuindo esses valores de volta na equagdo (30.13), obtemos ¢, 1V, 11 =
0 e, como v, | também ¢ vetor ndo-nulo, entdo € necessario que

¢p+1 = 0. Assim, concluimos que {vy,...,v,,V,4+1} € linear-
mente independente.

Exercicio 30.1.

1. Dada a matriz 4 = ( ; 1

e uma base para o autoespago associado a cada autovalor.

) , determine seus autovalores

1 00
2. Dadaamatriz4d=| -3 1 0 |, determine seus au-
4 -7 1
tovalores e uma base para o autoespago associado a cada
autovalor.
-1 3 5
3. Dada a matriz 4 = 0 2 4 |, calcule os autovalo-
0 0 1

res das matrizes 4% e 4°.
4. Mostre que 4 e A" tém os mesmos autovalores.

5. Dada a matriz 4, n X n, mostre que se A2 & um autovalor

ndo-negativo de 42, entdo A ou —A ¢ um autovalor para
A.



Aula 3 1

POLINOMIO CARACTERISTICO

Ao final desta aula, vocé devera ser capaz de:

compreender o conceito de polindmio caracteristico
de uma matriz;

compreender a relacao entre as raizes do polinomio
caracteristico e os autovalores de uma matriz;

desenvolver habilidades para calcular autoespagos
associados a autovalores de uma matriz.
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Pré-requisito
Sistema linear
homogéneo
(Algebra Linear I).
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POLINOMIO CARACTERISTICO

Nesta aula, apresentaremos uma féormula sistematica de cal-
cular os autovalores de uma matriz quadrada de ordem n. A cada
matriz
A € M, (R) associaremos um polinémio que tem a propriedade
de suas raizes serem exatamente os autovalores de A. Antes de
apresentarmos formalmente esse polindmio, vejamos, através de
um exemplo, como ele surge naturalmente.

[Exemplo31.l. ]

Determinar os autovalores de 4 = ( _; 41‘ ) € seus res-

pectivos autovetores associados.
Solucao:

Queremos encontrar os nimeros reais A e todos os vetores nao-
nulos
v = (x1,x2) € R? satisfazendo a equagdo

Av=Av, (31.1)

1 1 X X
(D)) e

A equagdo (31.2) representa o sistema linear

ou seja,

X1 +x2 = Ax;
—2x1 +4xy = Axa,

ou ainda,

A=1)x;—x2=0
{ 2x1 + (A —4)x, =0. (31.3)

As equagdes anteriores (31.3) formam um sistema linear homogéneo
de duas equacdes e duas incégnitas. Como ja foi visto no curso de
Algebra Linear I, o sistema linear homogéneo (31.3) possui solugdo
ndo-nula (x1,x7) se e somente se o determinante de sua matriz associ-
ada for nulo, ou seja, se e somente se

A—-1 -1
2 A—4

' =0. (31.4)



Isto significa que
A-1A—-4)+2=0,

ou ainda,
AZ =54 +6=0, (31.5)

ou também,

(A —2)(A—3)=0.

Portanto, quando esta ultima equagdo ¢ satisfeita A assume os va-
lores 2 ou 3. Assim, A; =2 e A, = 3 sdo os autovalores da matriz
A.

Para encontrarmos os autovetores v = (x,x3) € R? associados ao
autovalor A; = 2, formamos o sistema

Av=2v,

(La)()=(n)

0 que nos da o sistema linear

X1 +x2 = 2x3
—2x1 +4x; = 2x;

ou ainda,

X1 — X2 =0
{ 2x1 —2x, = 0. (31.6)

Observe que poderiamos ter obtido este ultimo sistema linear ho-
mogéneo substituindo simplesmente A = 2 na equagdo (31.3). Esca-
lonando o sistema, obtemos que as solucdes do sistema homogéneo
(31.6) sdo

X1 =xp exp; =t, sendo ¢ qualquer valor real.

Portanto, todos os autovetores associados ao autovalor A; = 2 sdo
dados por v = (t,7), sendo £ um nimero real ndo nulo qualquer. Assim,
todos esses autovetores sao multiplos do vetor (1, 1). Em particular,
vi = (1,1) € um autovetor associado a A; = 2.

Analogamente, para encontrarmos os autovetores associados com
o autovalor A, = 3 obtemos, de (31.3), o sistema linear homogéneo

(3— 1)x1 — X2 =0
2614+ (3—-4)x=0
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ou, equivalentemente,

2x1—x2 =0
{ 2X1—XQ:0. (31'7)

Todas as solugdes deste sistema linear homogéneo sdao dadas por

1
x| = Exz e x, =t qualquer valor real.

Portanto, os autovetores de 4 associados ao autovetor A, = 3 sdo
dados por (%,t) sendo ¢+ um numero real ndo nulo qualquer. Assim,
todos esses autovetores sao multiplos do vetor (1, 2). Em particular,
vy = (1,2) é um autovetor associado ao autovalor A, = 3.

Observe que o determinante (31.4), do exemplo anterior, trans-
formou a equagdo matricial (A/ — A)v = 0, que contém duas
incognitas, A e v, na equagio polinomial A2 — 54 +6 = 0, que
tem uma variavel s6. Nos exemplos apresentados na aula an-
terior, calculamos os autovalores de uma matriz por inspegao,
enquanto no exemplo acima procedemos de uma forma mais
sistematica. Usaremos o processo apresentado neste exemplo
como o método padrdo para determinar os autovalores de uma
matriz 4 € M,(R).

Definicao 31.1.

Seja 4 = (a;j) € M,(R). O determinante

X —djll —dajin —dly
p(x) =det(xl, —A)=| @ T2 e T 319
—dnl —dap .. X —Aapp

¢ chamado de polinomio caracteristico da matriz A4.

No Exemplo 31.1, o polindmio caracteristico da matriz 4 =

LY,
—2 4




Como p(x) = (x—2)(x—3), vemos que 2 e 3 sdo as raizes
do polindmio caracteristico e, também, os autovalores da matriz
A.

{ Exemplo 31.2. ]

Determine o polindmio caracteristico e os autovalores da
matriz

5 00 0
0 500
A= 2 4 3 0
2 -2 0 3

Solucio:
Temos que o polinémio caracteristico de 4 ¢ dado por

x—=5 0 0 0
0 x-5 0 0
-2 —4 x-3 0
2 2 0 x-3

p(x) =det(xly —A) =

Como a matriz xIy — A € triangular superior, sabemos que seu determi-
nante ¢ igual a

p) = (x=5)(x—5)(x—3)(x—3) = (x—3)*(x—5).

Portanto, as raizes do polindmio caracteristico de 4 sdo 3, 3, 5 e 5,
que sdo exatamente os autovalores da matriz 4. Dizemos, nesse caso,
que o autovalor 5 tem multiplicidade algébrica 2, pois o fator (x —5)
aparece duas vezes como fator do polindmio p(x). Analogamente para
o autovalor A = 3.
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Definicao 31.2.

Seja A uma matriz de ordem n com autovalor A.

1. A multiplicidade algébrica do autovalor A é a sua
multiplicidade como raiz do polinomio caracteristico
p(x) =det(xl, — A4).

2. O autoespago associado ao autovalor A, denotado por
E(A), é o subespago gerado por todos os autovetores
associados a A.

3. A multiplicidade geométrica do autovalor A ¢ a di-
mensao do autoespago E(A).

No Exemplo 31.1, vimos que o polindmio caracteristico de
uma matriz 2 X 2 ¢ um polindmio de grau 2 e, no Exemplo 31.2,
o polindomio caracteristico de uma matriz 4 x 4 ¢ um polinémio
de grau 4. Em geral, ¢ verdade que para uma matriz de ordem »
o polindmio caracteristico tem grau n. Vemos isso facilmente
quando desenvolvemos o determinante (31.8); observe que o
termo do polindmio caracteristico de 4 contendo x” provém do
produto dos elementos da diagonal principal, ou seja, de

(x—an)(x—azz)...(x—a,m).

Observe que o coeficiente do termo de mais alto grau, aquele
contendo x”, é igual a 1 e, por isso, dizemos que o polindmio ¢
monico.

Pela forma como foi definido o polindmio caracteristico, po-
demos concluir o resultado a seguir.

Teorema 31.1.

Um escalar A ¢ autovalor de uma matriz 4 de ordem 7 se e
somente se A ¢ uma raiz do polinémio caracteristico de A4, isto
é, se e somente se A satisfaz a equagdo det(Al, —A) = 0.

Sendo assim, para encontrarmos os autovalores de uma ma-
triz A devemos encontrar as raizes do seu polindmio caracteris-
tico. E, como no Exemplo 31.1, os autovetores correspondentes



sdo obtidos substituindo o valor de A na equagdo Av = Av e
resolvendo o sistema linear homogéneo

(AL, —A)v=0.

Exemplo 31.3.
[ )

Determine bases para os autoespagos da matriz 4 do Exem-
plo 31.2, e obtenha a multiplicidade geométrica de cada autova-
lor.

Solugao:

Vimos que o polindmio caracteristico da matriz

5 000

0 500

A= 2 430
-2 -2 0 3

¢ dado por
plx) = (x5 (x—3)%

Portanto, os autovalores de 4 sdo Ay =5, L, =5, 3 =3 ¢
A4 = 3. Neste caso, os dois autovalores distintos tém multiplicidade
algébrica 2. Vamos determinar os autovetores associados a cada um
deles.

Para obter os autovetores associados ao autovalor A = 3, resolve-
mos o sistema linear homogéneo

(514 —A)V =0.

Considerando v = (x,y,z,t), o sistema anterior pode ser reescrito
como

0 00 0 x 0
0 00 0 y| | o
2 —4 20 |7 o
2 20 2 t 0

Escalonando a matriz ampliada do sistema, obtemos o sistema li-
near equivalente
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1o 1 2 X 0
01 -1 -1 y | _| O
00 0 O z | | o0
00 0 O t 0

e a solucdo geral deste sistema é dada pelos vetores da forma

v=(—z—2t,z+t,z,t) comzt € R.

Observe que, neste caso, o autoespago associado ao autovalor A =
5 tem duas variaveis livres, z e ¢, e, portanto, tem dimensao 2. Consi-
derandoz=—1et=0e¢, depois,z=0e ¢ = —1, vemos que os vetores
Vi = (1,—1,-1,0) e
vy = (2,—1,0,—1) pertencem ao autoespago associado a A = 5 e,
como sao linearmente independentes, formam uma base para esse autoespago.
Assim, a multiplicidade geométrica do autovalor A = 5 também ¢ igual
a 2, ou seja, igual a multiplicidade algébrica.

Agora, para determinarmos os autovetores v = (x,y,z,¢) associa-
dos ao autovalor A = 3, devemos resolver o sistema homogéneo

(3[4 —A)V =0.

Novamente, este sistema homogéneo € equivalente ao sistema

2 00 0 X 0
0 -2 00 y| | o
—2 —4 0 0 z ]| o
2 200 t 0

e, escalonando a matriz ampliada desse sistema, obtemos o sistema
linear equivalente

S oo -

SO~ O

S o oo

S o oo

~ N X
|

S o oo

Vemos, facilmente, que a solugdo geral deste sistema ¢ dada pelos
vetores da forma

v=(0,0,z,¢) comz,t€R.
Outra vez, o autoespago associado ao autovalor A = 3 tem di-
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mensdo 2. Os autovetores
v3 =(0,0,1,0) evs=(0,0,0,1)

sdo linearmente independentes e, portanto, formam uma base do autoespago
associado ao autovalor A = 3. Logo, a multiplicidade geométrica de

A = 3 também ¢ igual a 2, coincidindo mais uma vez com a multipli-
cidade geométrica.

Exercicio 31.1.

1. Determine os autovalores e bases para os autoespacos cor-

respondentes da matriz ( ; _(1) )

2. Determine os autovalores e bases para os autoespacos cor-

respondentes da matriz ( i ? )

4 0 1
3. Considere a matriz 4 = -2 10
-2 0 1

a. Determine os autovalores e bases para os autoespagos
correspondentes da matriz A.

b. Determine as multiplicidades algébrica e geométrica
de cada autovalor.

2 -1 -1
4. Considere a matriz A = 1 0 —1
—1 1 2

a. Determine os autovalores ¢ bases para os autoespagos
correspondentes da matriz A.

b. Determine as multiplicidades algébrica e geométrica
de cada autovalor.

5. Determine os valores de a, b, ¢, d, e ¢ f, de modo que

vi=(1,1,1),v2=(1,0,—1) e v3=(1,—1,0) sejam au-
1 11
tovetores damatriz4A = | a b c¢ |, e dé os autovalo-
d e f

res associados a vi, v, € v3.
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Aula 3 2

CALCULO DE AUTOVALORES E
AUTOVETORES

Ao final desta aula, vocé devera ser capaz de:

obter autovalores a partir do polindmio caracte-
ristico;

observar que nem sempre a multiplicidade alge-
brica de um autovalor coincide com sua multi-
plicidade geométrica e que, geralmente, a mul-
tiplicidade geomeétrica € menor ou igual a multi-
plicidade algébrica;

observar que existem matrizes que nao possuem
autovalores nem autovetores.
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CALCULO DE AUTOVALORES E
Pré-requisito AUTOVETORES
Aula 3; Teorema

30.4 da Aula 2. No Exemplo 31.3, da Aula 3, vimos o caso de autovalores

com multiplicidade algébrica igual a multiplicidade geométrica,
isto ¢, o numero de vezes que o autovalor comparece como raiz

do polindmio caracteristico € igual a dimensao do autoespago
correspondente. Consequentemente como a multiplicidade algébrica
e a multiplicidade geométrica eram iguais a 2, pudemos ob-
ter, em cada um dos dois casos, dois autovetores linearmente
independentes, formando uma base do autoespago correspon-
dente. Infelizmente, isso nem sempre € possivel, como mostra o
proximo exemplo.

Exemplo 32.1.
{ )

Determine os autovalores e os autovetores da matriz

5 =2 1 2
0 3 -6 3
A= 0 0 5 =5
0 0 O O

Verifique a relagdo entre a multiplicidade algébrica e a mul-
tiplicidade geométrica para cada autovalor.

Solucio:

Como a matriz é triangular, vimos que seus autovalores sdo exata-
mente os elementos da diagonal principal ou, analogamente, observe
que o polinémio caracteristico de 4 €

-5 2 -1 =2
0 x-3 6 -3
0 0 x-5 S5}’
0 0 0 x

p(x) =det(xly —A4) =

ou seja,
plx) =x(x—3)(x— 5)2.

Portanto, os autovalores da matriz 4 sao 0, 3, 5 ¢ 5. Os autovalores
0 e 3 tém multiplicidade algébrica 1 enquanto o autovalor 5 aparece
com multiplicidade algébrica 2. Vamos, agora, calcular os autovetores
associados em cada caso.
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Para o autovalor A = 0, temos que os autovetores associados v =
(x, y, z, t) satisfazem o sistema linear

(0L — A)v =0.

Escalonando a matriz desse sistema, obtemos o sistema homogéneo

100 1/5 x 0
010 -1 y| | o
00 1 —1 z 7| o
000 0 t 0

Assim, os autovetores associados ao autovalor A = 0 sio da forma

—t
V= <?, tt, t),cothR*.

Logo, o autoespaco associado a A = 0 tem dimensdo 1, sendo
gerado pelo autovetor v; = (_71, 1, 1, 1). Ou seja, a multiplicidade
geométrica também ¢ igual a 1.

Analogamente, os autovetores associados ao autovalor A = 3 sa-
tisfazem o sistema homogéneo

(314 —A)V = 0,

que ¢ equivalente ao sistema linear homogéneo

oS O = O
oS = O O
~ N xR
oS O O O

-1
0
0
0

SO O =

cujas solugoes sao da forma

v=(x, x, 0, 0), comx € R.

Portanto, o autoespaco associado ao autovalor A = 3 tem dimen-
sdo 1 e ¢ gerado pelo autovetor v, = (1, 1, 0, 0). Aqui, também,
a multiplicidade geométrica ¢ igual a 1, coincidindo com o valor da
multiplicidade algébrica.

Finalmente, resolvendo o sistema linear homogéneo
(54 —A)v=0,

obtemos os autovetores associados ao autovalor A = 5. E facil ver que
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este sistema ¢ equivalente a

0100 x 0
0010 y| | o
0001 7o |
0000 t 0

de onde obtemos soluc¢des da forma

v=(x, 0,0, 0), comx € R.

Assim, o autoespago associado ao autovalor A = 5 tem dimenséo
1, sendo gerado pelo autovetor vz = (1, 0, 0, 0). Portanto, embora o
autovalor A = 5 tenha multiplicidade algébrica 2, sua multiplicidade
geométrica ¢ 1. A multiplicidade geométrica de um autovalor é
sempre menor ou igual a sua multiplicidade algébrica.

Observe que os autovetores v,V € v3, associados aos autovalores
0, 3 e 5, respectivamente, sdo linearmente independentes, como afirma
o Teorema 30.4 da Aula 2.

Vimos que para obtermos os autovalores de uma matriz 4 €
M,(R) precisamos encontrar as raizes do seu polindmio carac-
teristico. O problema de encontrar raizes de um polindmio de
grau 7 ndo € um problema facil. Existem muitos métodos para se
obter aproximagdes numéricas das raizes reais de um polindmio,
alguns deles mais eficientes do que outros.

Enunciaremos dois resultados gerais a respeito de raizes re-
ais de polindmios.

Teorema 32.1.

Dado o polindmio p(x) = x" +a, X" +a, x" 2 +... +
aix + ag, podemos afirmar que:

1. A soma das raizes de p(x) é igual a —a,_| e o seu produto
¢ igual a (—1)"ay.

2. Seagy,ay,...,a,—1 € Z, entao toda raiz racional do polind-
mio p(x) ¢ inteira. Mais ainda, se » é uma raiz inteira de
p(x) entdo r é divisor de ay.

Assim, para encontrarmos as possiveis raizes racionais de
um polindmio ménico p(x) com coeficientes inteiros, ¢ sufici-

ente procurar entre os divisores inteiros do termo constante ag.
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E claro que p(x) pode muito bem ter apenas raizes irracionais
ou complexas. No entanto, como este ¢ um primeiro curso so-
bre autovalores, todos os polindmios caracteristicos considera-
dos terdo apenas coeficientes inteiros e suas raizes reais, quando
existirem, serdo inteiras. Portanto, cada uma dessas raizes sera
um divisor do termo constante de p(x).

AULA E MODULO 2

Exemplo 32.2.
[ )

Determine os autovalores de uma matriz 4, de ordem 3, cujo
polindmio caracteristico é p(x) = x> — 6x> + 11x — 6.

Solucio:

Sabemos que os autovalores de 4 sdo as raizes de p(x). Mas, pelo
que vimos, os candidatos a raizes inteiras, ou mesmo racionais, de
p(x) sdo os divisores do termo constante, que é -6, ou seja, sdo +1,
+2, +£3 ¢ +6. Agora, € preciso testa-las para saber quais de fato sdo
raizes. Como p(—1) = —24 # 0, entdo -1 ndo ¢ raiz de p(x). Como
p(1) =0, temos que 1 ¢ raiz de p(x) e, portanto, o polindmio (x — 1)
divide p(x). Efetuando a divisdo de p(x) por (x — 1), obtemos

p(x) = (x—1)(x* = 5x+6).

As outras duas raizes de p(x) sdo as raizes do polindmio quadratico
x* —5x+6, a saber, 2 e 3. Observe que sdo mais dois divisores de -6.
Assim, 1, 2 e 3 so as raizes de p(x) = x® — 6x> + 11x — 6 e, portanto,
sdo os autovalores da matriz A.

{ Exemplo 32.3. ]

Determine os autovalores € uma base de autovetores para
cada autoespago correspondente da matriz

Verifique, também, para cada autovalor, se a multiplicidade
algébrica ¢ igual a geométrica.

Solucio:
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Primeiramente, obtemos o polindmio caracteristico da matriz 4:

px) =detxk—A)=| 0 x—3 1 |=x>—8>+20x—16.

Os candidatos a raiz inteira, ou mesmo racional, desse polindmio
sdo os divisores de -16: +1, £2, +£4, +8 e £16. Agora, para saber
se algum desses valores ¢ raiz do polindmio caracteristico, € preciso
testa-los. Como
p(—1) = —45, entdo -1 ndo ¢ raiz de p(x). Como p(1) = —3, entdo
1 também ndo ¢ raiz. Agora, p(2) = 0, logo 2 ¢ raiz do polindmio
caracteristico. Dividindo p(x) por (x —2), obtemos

plx) = (x—2)(x*—6x+38)
= (x=2)(x—2)(x—4)
= (x—2)*(x—4).

Portanto, os autovalores da matriz 4 sao 2, 2 e 4. O autovalor 4 tem
multiplicidade algébrica 1, enquanto o autovalor 2 tem multiplicidade
algébrica 2. Vamos, agora, calcular os autovetores associados em cada
€aso.

Para o autovalor A = 4, temos que os autovetores associados v =
(x, y, z) satisfazem o sistema linear

(4[3 —A)V =0.

Escalonando a matriz desse sistema, obtemos o sistema homogeé-
neo

1 0 —1 X 0
0 1 1 y |=1]0
00 z 0

Assim, os autovetores associados ao autovalor A = 4 sio da forma
v=(z, —z, z), comz € R".
Logo, o autoespago associado a A = 4 tem dimensdo 1, sendo ge-

rado pelo autovetor vi = (1, —1, 1). Ou seja, a multiplicidade geo-
métrica também ¢ igual a 1.



Analogamente, para o autovalor A = 2, temos que 0s autovetores
associados v = (x, y, z) satisfazem o sistema linear

(25— A)v=0.

Escalonando a matriz desse sistema, obtemos o sistema homogéneo

1 0 X 0
01 —1 vy |=10
00 z 0

Assim, os autovetores associados ao autovalor A = 2 sio da forma

v=(-z z, z), comz € R".

Logo, o autoespago associado a A = 2 tem dimensdo 1, sendo
gerado pelo autovetor v, = (1, —1, —1). Portanto, a multiplicidade
geométrica desse autovalor € igual a 1, ou seja, menor que sua multi-
plicidade algébrica.

No entanto, observe que os autovetores v; e v, sdo linearmente
independentes.

{ Exemplo 32.4. ]

Determine os autovalores e uma base de autovetores para
cada autoespago correspondente da matriz

1 2 -1
A=| -2 -3 1
2 2 =2

Verifique, também, se as multiplicidades algébricas e geo-
métricas coincidem.

Solugao:

Primeiramente, obtemos o polindmio caracteristico da matriz A:

x—1 -2 1
plx) =detxb—A)=| 2 x+3 —1 |=x+4>+5x+2.
2 -2 x42
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Os candidatos a raiz inteira, ou mesmo racional, desse polindmio
sdo os divisores de 2: 1 e £2. Como os coeficientes de p(x) sdo todos
positivos, podemos descartar os candidatos positivos 1 e 2. Agora, ¢
facil verificar que p(—1) = 0, ou seja, -1 ¢ raiz de p(x). Dividindo
p(x) por (x+ 1), obtemos

px) = (x+1)(*+3x+2)
= (x+Dx+1)(x+2)
= (x+1)>x+2).

Portanto, os autovalores da matriz 4 sdo -1, -1 e -2. O autovalor -2
tem multiplicidade algébrica 1 enquanto o autovalor -1 tem multipli-
cidade algébrica 2. Vamos, agora, calcular os autovetores associados
em cada caso.

Para o autovalor A = —2, temos que os autovetores associados
v = (x, y, z) satisfazem o sistema linear

(=21 — A)v = 0.

Escalonando a matriz desse sistema, obtemos o sistema homogéneo

1 0 —1 X 0
0 1 1 vy |=120
00 O z 0
Assim, os autovetores associados ao autovalor A = —2 sio da
forma
v=(z, —z,z) comz € R".
Logo, o autoespago associado a A = —2 tem dimensdo 1, sendo

gerado pelo autovetor vi = (1, —1, 1). Ou seja, a multiplicidade geo-
métrica também ¢ igual a 1.

Analogamente, para o autovalor A = —1, temos que os autovetores
associados v = (x, y, z) satisfazem o sistema linear

(=15 —A)v=0.

Escalonando a matriz desse sistema, obtemos o sistema homogéneo

2 2 -1 x 0
00 0 y =10
00 0 z 0
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Assim, os autovetores associados ao autovalor A = —1 sdo da
forma
v=(x, y, 2x+2y) comx € R* ouy € R*.

Logo, o autoespago associado a A = —1 tem dimensio 2, sendo
gerado pelos autovetores v, = (1, 0, 2) e v = (0, 1, 2). Portanto, a
multiplicidade geométrica desse autovalor ¢ igual a 2, ou seja, igual a
sua multiplicidade algébrica.

Observe que os autovetores vy, v, € v3 sdo, mais uma vez, linear-
mente independentes.

Também ¢ interessante observar que uma matriz ndo precisa ter
nenhum autovalor (real) e, consequentemente, nenhum autovetor. Veja
o préoximo exemplo.

{ Exemplo 32.5. ]

Verifique que a matriz 4 = ( (1) B (1) ) ndo possui autova-
lores.
Solugao:

O polindmio caracteristico dessa matriz €

Como o polindmio p(x) = x> + 1 ndo possui raizes reais (suas
raizes sdo i e -i), entdo, pelo Teorema 31.1 da Aula 3, segue que a
matriz A ndo possui autovalores. Nao havendo autovalores, entdo nao
ha também autovetores. Porém, se considerarmos o conjunto dos esca-
lares como sendo os nimeros complexos, entdo esta matriz teria dois
autovalores complexos, a saber, i e -i. No entanto, ndo trataremos de
autovalores complexos neste curso introdutorio.
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Exercicio 32.1.

1. Considere a matriz 4 = < (1) i )

a. Determine os autovalores e bases para os autoespagos
correspondentes da matriz 4.

b. Determine as multiplicidades algébrica e geométrica
de cada autovalor.

2. Considere a matriz 4 = < _; ; >

a. Determine os autovalores e bases para os autoespa-
¢os correspondentes da matriz 4.

b. Determine as multiplicidades algébrica e geométrica
de cada autovalor.

5 -6 —6
3. Considere amatriz4 = | —1 4 2
3 —6 —4

a. Determine os autovalores e bases para os autoespa-
¢os correspondentes da matriz 4.

b. Determine as multiplicidades algébrica e geométrica
de cada autovalor.

1 00
4. Considere a matriz 4 = -3 1 0
4 -7 1

a. Determine os autovalores e bases para os autoespa-
¢os correspondentes da matriz 4.

b. Determine as multiplicidades algébrica e geométrica
de cada autovalor.

5. Seja A uma matriz de ordem n. Prove que A e sua trans-
posta A’ tém o mesmo polindmio caracteristico.
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Aula 3 3

DIAGONALIZACAO DE MATRIZES

Ao final desta aula, vocé devera ser capaz de:

compreender a conceituagdo de matrizes seme-
lhantes;

compreender a conceituagao de matriz diagona-
lizavel,

observar a relacdo entre matriz diagonalizavel,
autovalores e autovetores.
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Pré-requisitos
Matriz mudanga de
base (de Algebra
linear I); Teorema
30.4, da Aula 2;
Teorema 32.1, da
Aula 4.
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DIAGONALIZACAO DE MATRIZES

Existe uma relagdo entre matrizes que ¢ muito importante
no estudo de operadores lineares e que, também, se torna im-
portante no estudo de autovalores. Trata-se da relagdo de seme-
lhanga de matrizes.

Definicao 33.1.

Sejam 4, B € M,(R). As matrizes 4 e B sdo semelhantes

se existe uma terceira matriz inversivel P € M,(R) tal que
B=P '4Poud =P 'BP.

Exemplo 33.1.
[ )

. ) 1 1 2 1
Considere as matrlzesA—(_2 4>,P—(1 1>e

B = P~'AP. Determine o polindmio caracteristico, os autovalo-
res e os autovetores das matrizes 4 e B.

Solucio:

Inicialmente, observe que 4 e B sdo matrizes semelhantes. Para a
matriz A, temos

x—1 -1
2 x—4
= ¥ -5+6=(x—2)(x—3).

palx) = det(xhh—A4)=

‘:(x—l)(x—4)+2:

Portanto, a matriz 4 possui dois autovalores distintos: 2 e 3.

Para o autovalor A = 2, temos que os autovetores associados v =
(x, y) satisfazem o sistema linear

(2[2 —A)V =0.

Escalonando a matriz desse sistema, obtemos o sistema homogéneo

(0 0)(3)-(2)



Assim, os autovetores associados ao autovalor A = 2 sio da forma
v=(x, x) comx € R".

Logo, o autoespago associado a A = 2 tem dimensdo 1, sendo ge-
rado pelo autovetor vi = (1,1).

Para o autovalor A = 3, temos que os autovetores associados v =
(x, y) satisfazem o sistema linear

(3L —A)v=0.

Escalonando a matriz desse sistema, obtemos o sistema homogéneo

D6

Assim, os autovetores associados ao autovalor A = 3 sio da forma

v =(x, 2x) comx € R*.

Logo, o autoespago associado a A = 3 tem dimensdo 1, sendo ge-
rado pelo autovetor v, = (1, 2).

Quanto a matriz B, temos

1 -1 1 1 2 1
s= ()50
B 3 -3 2 1
- (3173)0)
B 30
-(52)
Sendo B uma matriz triangular inferior, seus autovalores sdo os

elementos da diagonal principal, a saber, 2 ¢ 3. Seu polindmio carac-
teristico ¢ dado por

x—3 0
pe(x) = det(x, —B) = 3 12 ‘
= (x=3)(x—2)
= x2—5x+6.

Para o autovalor A = 2, temos que os autovetores associados v =
(x, y) satisfazem o sistema linear

(212 — B)V =0.
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Escalonando a matriz desse sistema, obtemos o sistema homogé-

1 0 x\ (0
00 y ) \0)°

Assim, os autovetores associados ao autovalor A = 2 sio da forma
v=(0, y) comy € R".

Logo, o autoespago associado a A = 2 tem dimensdo 1, sendo ge-
rado pelo autovetor v = (0, 1).

Para o autovalor A = 3, temos que os autovetores associados v =
(x, y) satisfazem o sistema linear

(3[2 — B)V =0.

Escalonando a matriz desse sistema, obtemos o sistema homogé-

HIBEO!

Assim, os autovetores associados ao autovalor A = 3 sio da forma

v=(x, —3x) comx € R".

Logo, o autoespago associado a A = 3 tem dimenséo 1, sendo ge-
rado pelo autovetor v, = (1, —3).

Observe que as duas matrizes, 4 ¢ B, t€tm os mesmos autovalo-
res € 0 mesmo polindmio caracteristico. Isto € uma propriedade geral
de matrizes semelhantes. No entanto, os autoespacos ndo precisam
coincidir, como este exemplo mostra.

Teorema 33.1.

Sejam A4 e B matrizes semelhantes. Entdo 4 e B t&ém o mesmo
polindmio caracteristico e, consequentemente, 0s mesmos auto-
valores.

Demonstracdo

Sendo A e B matrizes semelhantes, existe uma matriz in-
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versivel P tal que B = P~!4P. Assim,

o

et(x — B)
det(xP~'IP— P~14P)

pelx) =

= det(P~!(xI—A4)P)
= det(P~")det(xI —4)det(P)
det(xI —A)

= pa(x).

Sendo os polindmios caracteristicos iguais € como os auto-
valores sao as raizes desse polindmio, segue que 4 ¢ B tém os
mesmos autovalores.

Vejamos, agora, o conceito de diagonalizacdo de matrizes.

Defini¢ao 33.2.

Uma matriz 4 € M,(R) ¢ dita diagonalizavel se for seme-
lhante a uma matriz diagonal. Nesse caso, também dizemos
que a matriz 4 pode ser diagonalizada.

{ Exemplo 33.2. ]

Mostre que a matriz 4 = ( _; 41‘ ) do Exemplo 33.1 ¢
diagonalizavel.
Solucio:

1
-2 4
(1,1), associado ao autovalor A =2, e v, = (1,2), associado ao auto-
valor A = 3. Como os vetores v; € v, sdo linearmente independentes,
veja o Teorema 30.4 da Aula 2, eles formam uma base de autovetores
do R?. Considere a base canonica, e; = (1,0) e e; = (0,1), e observe
que

Vimos que a matriz 4 = ( tem como autovetores v| =

V1:(1,1)21'81+1'82
v2:(1,2):1-e1+2-e2,

11
r=(12);

ou seja, a matriz
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E hora de rever a
matriz mudanca de
base, do curso de
Algebra Linear I.
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cujas colunas sdo formadas pelas componentes de v| e vy, € a matriz
mudanga de base, da base de autovetores {v;,v,} para a base candnica

{e1 s ez}.
Agora, temos que a matriz

D = Plyp =
B 4 -2
- (3 3)
B 20
- (o 5)

¢ uma matriz diagonal semelhante & matriz 4, isto ¢, a matriz 4 ¢
diagonalizavel. Veja que a matriz diagonal D obtida tem os autovalores
da matriz 4 em sua diagonal principal.

2
-1
1
1

N = =
N— I —
Y

Observe que também podemos expressar a matriz 4 em fun¢do da
matriz diagonal D. Multiplicando a equagdo D = P~!4P por P~! do
lado direito, obtemos

DP ' =plypP Y =P 141 =P7 14,
e multiplicando DP~! = P~'4 por P a esquerda, obtemos

(PP~4 = PDP!
14 = PDP!
A = pDP L.

Uma das vantagens de termos uma matriz 4 semelhante a uma
matriz diagonal D € que as poténcias de 4 se tornam mais faceis de se-
rem calculadas. De fato, da equagio A = PDP~! obtida anteriormente,
temos

A> = (PDP7')?
= (PDP ') (PDP )
= PD(P~'P)DP!
PD?*P

A4 = A4°4
= (PD*P Y (PDP!)
= PD*(P~'P)DP!
= PDP .

De um modo geral, temos 4 = PD*P~! para qualquer inteiro po-
sitivo k. E sendo a matriz diagonal D dada por



A0 ... 0
0 A 0
D= ,
0 0 An
temos que
AF 0 .0
k

Df — 0 A 0

0 0 Ak

O teorema a seguir fornece condi¢des suficientes para que
uma matriz 4 seja diagonalizavel.

Teorema 33.2.

Se uma matriz 4 € M,(R) tem n autovalores distintos, entdo
ela ¢ diagonalizavel.

No Teorema 33.2, a matriz diagonal D, semelhante a A4, ¢
formada pelos autovalores de 4 em sua diagonal principal,

MO .00
0 A ... 0
0 0 ... A4

sendo cada autovalor A, associado ao k-ésimo vetor v, da base
de autovetores {vi,...,v,}. AmatrizP,em D =P 'APoud =
PAP~!, ¢ a matriz que realiza a mudanca de base, da base de
autovetores {Vvy,...,v,} para a base candnica do R”, e cujas co-
lunas sdo formadas pelas componentes dos autovetores, ou seja,
a k-ésima coluna de P ¢ formada pelas componentes do k-ésimo
autovetor vy dessa base. Denotamos essa relagdo entre a matriz
P e os vetores vq,...,V, por

P=[vi v2 ... Vv, ]

E muito importante observar que a ordem dos vetores da
base de autovetores {vy,...,v,} determina a ordem das colu-

nas da matriz P ¢ a ordem dos elementos da diagonal da matriz
D.
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Exemplo 33.3.
( )

Mostre que a matriz

2 -1 0
A= 9 4 6
-8 0 -3

¢ diagonalizavel. Determine uma matriz diagonal D e uma ma-
triz P tais que D = P~ 'AP.
Solugao:

Vamos verificar se a matriz 4 tem trés autovalores distintos, o que
garante, pelo Teorema 2, que A ¢ diagonalizavel. Seu polindmio ca-
racteristico ¢ dado por

x—2 1 0
plx) =detxk—A)=| -9 x—4 —6 |=x"—3x*—x+3.
8 0 x+3

Pelo Teorema 32.1 da Aula 4, os candidatos a raizes racionais de
p(x) sdo os divisores de -3: +1 e +3. Verificamos rapidamente que

p(=1) =p(1) = p(3) =0, isto ¢,
p(x) = (x+1xr=1)(x=3),

ou seja, os autovalores da matriz 4 sdo —1, 1 ¢ 3. Portanto, pelo teo-
rema anterior, a matriz 4 é diagonalizavel e semelhante a matriz dia-
gonal

-1 0 0
D= 010
0 0 3
Para obter uma matriz P tal que D = P~' AP, precisamos encontrar

uma base de autovetores. Para o autovalor A; = —1, temos que os
autovetores associados v = (x, y, z) satisfazem o sistema linear

(=15 —A)v=0.

Escalonando a matriz desse sistema, obtemos o sistema homoge-

3 -1 0 x 0
4 0 1 y = o],
0 00 z 0



cujas solugdes sdo da forma

v = (x, 3x, —4x), com x € R.

Logo, um autovetor associado ao autovalor A} = —1év; = (1, 3, —4).

Para o autovalor A, = 1, temos que os autovetores associados v =
(x, y, z) satisfazem o sistema linear

(15— A)v=0.

Escalonando a matriz desse sistema, obtemos o sistema homogé-

1 -1 0 X 0
2 1 vy |=1|01,
0O 0 0 z 0

cujas solugdes sdo da forma
v=(x, x, —2x), comx € R.
Portanto, um autovetor associado ao autovalor A, =1¢év, = (1, 1, —2).

Finalmente, para o autovalor A3 = 3, os autovetores associados
vy = (x, y, z) satisfazem o sistema linear

(313 —A)V =0.

Escalonando a matriz desse sistema, obtemos o sistema homogé-

1 1 0 X 0
4 0 3 vy =101,
0 0O z 0

cujas solugdes sdo da forma

v=(x, —x, —4x/3), com x € R.

Logo, um autovetor associado ao autovalor A3 =3 évs = (3, —3, —4).

Como foi observado antes deste exemplo, a matriz P é obtida
posicionando em suas colunas os autovetores v; = (1,3,—4), v, =
(1, 1, -2) e
vy = (3, =3, —4):

11 3
p=| 3 1 -3
—4 -2 —4
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Exercicio 33.1.

1. Considere a matriz 4 = < é _(1) )

a. Mostre que a matriz 4 ¢ diagonalizavel e determine
uma matriz diagonal D correspondente.

b. Determine uma matriz P tal que D = P~ AP.

2. Considere a matriz 4 = ( ? ; )

a. Mostre que a matriz 4 ¢ diagonalizavel e determine
uma matriz diagonal D correspondente.

b. Determine uma matriz P tal que D = P~ AP.

2 1 1
3. Considere a matriz 4 = 2 2 4
-1 -1 =2

a. Mostre que a matriz 4 ¢ diagonalizavel e determine
uma matriz diagonal D correspondente.

b. Determine uma matriz P tal que D = P~ AP.

4. Mostre que se 4 e B sdo matrizes semelhantes, entéo det(4) =
det(B).
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CALCULO DE MATRIZES DIAGONALIZAVEIS

Ao final desta aula, vocé devera ser capaz de:

apresentar um critério geral de diagonalizagao
de matrizes;

observar a existéncia de matrizes diagonalizaveis
com autovalores repetidos;

observar a existéncia de matrizes nao diagona-
lizaveis com autovalores reais.
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CALCULO DE MATRIZES
DIAGONALIZAVEIS

Nos exemplos da Aula 5, tratamos de matrizes diagonaliza-
veis
A € M,(R) que apresentavam n autovalores distintos. Nesta
aula, vamos considerar matrizes 4 € M,(R) com autovalores
repetidos. No caso de a matriz A apresentar n autovetores li-
nearmente independentes, entdo a matriz continuara sendo dia-
gonalizavel. Caso contrario, a matriz 4 ndo sera diagonalizavel.
E o que afirma o préximo teorema.

Teorema 34.1.

Uma matriz 4 € M,(R) ¢é diagonalizavel se ¢ somente se a
matriz 4 tem n autovetores linearmente independentes.

Neste teorema, a matriz diagonal D, semelhante a A4, ¢ for-
mada pelos autovalores de 4 em sua diagonal principal,

M 0 ... 0
0 A ... 0
- )

0 0 ... A,
sendo cada autovalor A; associado ao k-ésimo vetor v; da base
de autovetores {vi,...,v,}. A matriz P, em D = P~'4P ou
A = PDP~!, ¢ a matriz que realiza a mudanca de base, da base
de autovetores {vy,...,v,} para a base candnica do R”, cujas
colunas sdo formadas pelos autovetores {vy,...,v,}, ou seja, a

k-ésima coluna de P ¢ formada pelas componentes do k-€simo
autovetor v; dessa base. Denotamos essa relagdo entre a matriz
P e os vetores vy,...,v, por

P:[Vl Vo ... Vn]

E muito importante observar que a ordem dos vetores da
base de autovetores {vy,...,v,} determina a ordem das colu-
nas da matriz P e a ordem dos elementos da diagonal da matriz
D.

Observe, no Teorema 34.1, que a existéncia dos n autoveto-



res linearmente independentes € equivalente a existéncia de uma
base de autovetores para o R”. Observe, também, que o Teo-
rema 34.1 afirma que, caso a matriz 4 ndo admita uma base de
autovetores, ou seja, nao possua zn autovetores linearmente inde-
pendentes, entdo a matriz 4 nao sera diagonalizavel.

[Exemplo 34.1. ]

Verifique que a matriz

A=

— O O
—
— O O

¢ diagonalizdvel. Determine uma matriz diagonal D e uma ma-
triz P tais que D = P~ 4P.

Solucio:

Primeiramente, devemos calcular o polindmio caracteristico de 4.
Esse polinomio caracteristico € dado por

x -1 0
plx) = detxlk—4) =0 x—1 0
I -1 x—-1
x -1
= =) 0 x—l‘
= x(x_1)27

ou seja, o polindmio caracteristico da matriz 4 ¢

plx) =x(x—1)%,

e, portanto, seus autovalores sdo 0 e 1, o primeiro com multiplicidade
algébrica 1 e o segundo com multiplicidade algébrica 2. Contando as
multiplicidades, seus trés autovalores sio A; =0e A, = A3 = 1.

Para concluir que a matriz 4 ¢ diagonalizavel, precisamos verifi-
car se existem trés autovetores linearmente independentes, ou seja, se
existe uma base de autovetores para R

Para o autovalor A; = 0, ndo ¢ dificil ver que o sistema linear

(055 —A)v =0, (34.1)
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com v = (x, y, z) € equivalente ao sistema linear
y=0
x—z=0.
Assim, todas as solugdes do sistema (34.1) sdo da forma

(x, 0, x) =x(1,0, 1), comx € R.

Portanto, v; = (1, 0, 1) é um autovetor associado ao autovalor
A1 = 0. Em particular, a multiplicidade geométrica desse autovalor é
igual a 1, ou seja, igual a sua multiplicidade algébrica.

Analogamente, para o autovalor A, = A3 = 1, o sistema linear
(15—A)v=0 (34.2)

¢ equivalente ao sistema
x—y=0

Assim, todas as solugdes do sistema (34.2) sdo da forma

(x,x, z) =x(1, 1, 0)4+2z(0, 0, 1), para todo x, z € R.

Portanto, v, = (1, 1, 0) e v3 = (0, 0, 1) sdo dois autovetores li-
nearmente independentes associados ao autovalor A, = A3 = 1. Aqui,
também, a multiplicidade geométrica do autovalor 1 € igual a sua mul-
tiplicidade algébrica, ou seja, igual a 2.

Pelo Teorema 30.4 da Aula 2, autovetores associados a autovalo-
res distintos s3o linearmente independentes. Dai, concluimos que o
conjunto de autovetores {vi,v2,v3} tem que ser linearmente indepen-
dente, garantindo que a matriz 4 ¢, de fato, diagonalizavel. Observe
que {Vvi,v2,v3} é uma base do R? formada por autovetores da matriz
A.

A matriz diagonal D, semelhante a A, é dada por

0 0
D=1 0 1
0 0

—_ o O

enquanto uma matriz P tal que D = P~'4P ¢ dada por

1
P=10
1

O = =
—_ o O
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Observe que os elementos da diagonal principal de D sao os auto-
valores da matriz 4 e que as colunas de P sdo os autovetores associados
V1, V3 € v3. Observe, também, que a ordem em que autovalores e au-
tovetores aparecem esta correta: a primeira coluna de P € o autovetor
correspondente ao autovalor A; = 0, enquanto as duas ultimas colunas
de P sdo os autovetores correspondentes ao autovalor A, = A3 = 1.

Vejamos, agora, um exemplo de matriz nao diagonalizavel.

{ Exemplo 34.2. ]

Verifique que a matriz

A=

S O O
O = O
p—t

ndo ¢ diagonalizavel.
Solucio:

Como a matriz 4 ¢ matriz triangular superior, seus autovalores sao
os elementos da diagonal principal, ou seja, 0, 1 e 1. Para o autovalor
A1 = 0, temos que os autovetores associados v = (x,,z) satisfazem o
sistema linear

(05 —A)v=0.

Escalonando a matriz desse sistema, obtemos o sistema homogéneo

010 X 0
00 1 yl=1o0],
000 z 0

portanto, os autovetores associados ao autovalor A; = 0 sdo da forma
v=(x, 0, 0), comx € R".

Logo, um autovetor associado ao autovalor 4, =0 é vy = (1, 0, 0).
Observe que a multiplicidade geométrica do autovalor A; = 0 ¢ igual
a sua multiplicidade algébrica, que € igual a 1.

No caso do autovalor A; = 1, temos que os autovetores associados
v = (x, y, z) satisfazem o sistema linear

(15— A)v=0.

CEDER]J

183

AULA E MODULO 2



Algebra Linear | Calculo de Matrizes Diagonalizaveis

184 CEDERIJ

Escalonando a matriz desse sistema, obtemos o sistema homogéneo

100 X 0
00 1 y |=(o0],
00 0 z 0

portanto, os autovetores associados ao autovalor A, = 1 sdo da forma

v=(0,», 0), comy € R".

Em particular, v, = (0, 1, 0) é um autovetor associado ao auto-
valor Ay = 1. Observe, também, que a multiplicidade geométrica do
autovalor A, = 1 é igual a 1, enquanto sua multiplicidade algébrica é
igual a 2.

Como a multiplicidade geométrica do autovalor A, =1 éigual a1,
ndo existem dois autovetores linearmente independentes associados a
esse autovalor. Podemos obter, no maximo, dois autovetores da matriz
A que sdo linearmente independentes: um associado ao autovalor A; =
0 e outro associado ao autovalor A, = 1, por exemplo, 0s autovetores
vi=(1,0,0)ev,=(0, 1, 0), respectivamente. Logo, ndo é possivel
formar uma base de autovetores para R>. Portanto, pelo Teorema 34.1,
a matriz 4 ndo ¢ diagonalizavel.

Vejamos mais um exemplo do caso de matriz diagonalizavel.

Exemplo 34.3.
[ )

Verifique que a matriz

4
2

A= —1
1

p—t e G

oo o
|
w

¢ diagonalizavel. Determine uma matriz diagonal D e uma ma-
triz P tais que D = P~ 'AP.

Solucao:

Primeiramente, devemos calcular o polinémio caracteristico de A.
Este polindmio caracteristico ¢ dado por



p(x) =det(xly —A) =

Resolvendo o determinante acima, temos

x—4 -1 0
px) = x=2)| -2 x-=3 0

-1 1 x-5
= -2)e-95)| ") ;43)
= (x=2)x=3)[x-4)(x-3)-2]

= (x—2)(x—5)(x*>—Tx+10)
= (x=2)x=5)(x-2)(x—3)

Assim, o polindmio caracteristico da matriz 4 é

p(x) = (x—=2)*(x—5)?%,

e, portanto, seus autovalores sdo 2 e 5, ambos com multiplicidade
algébrica 2. Contando as multiplicidades, seus quatro autovalores sdao

11212:2613214:5.

Para concluir que a matriz 4 ¢ diagonalizavel, precisamos verificar
se existem quatro autovetores linearmente independentes, ou seja, se
existe uma base de autovetores para R*.

Para o autovalor A; = A, = 2, temos que os autovetores associados
v = (x, y, z, t) satisfazem o sistema linear

(2L —A)v =0, (34.3)

que ¢ equivalente ao sistema
x+t=0
y—2t=0.
Assim, todas as solugdes do sistema (34.3) sdo da forma

(—t,2t,z,t)=1t(—1,2,0, 1)+z(0, 0, 1, 0), paratodo ¢,z € R.

Portanto, vi = (—1, 2, 0, 1) e v, = (0, 0, 1, 0) sdo dois autovetores
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linearmente independentes associados ao autovalor A; = A, = 2. Em
particular, a multiplicidade geométrica desse autovalor € igual a 2, ou
seja, igual a sua multiplicidade algébrica.

Analogamente, para o autovalor A3 = A4 = 5, 0s autovetores asso-
ciados v = (x, y, z, t) satisfazem o sistema linear

(51— A)v =0, (34.4)

que € equivalente ao sistema
x—y=0
z4+t=0.
Assim, todas as solugdes do sistema (34.4) sdo da forma

(x, x, z, —z) =x(1, 1, 0, 0)4+2z(0, 0, 1, —1), para todo x, z € R.

Portanto, v3 = (1, 1, 0, 0) ev4 = (0, 0, 1, —1) sdo dois autoveto-
res linearmente independentes associados ao autovalor A3 = A4 = 5.
Aqui, também, a multiplicidade geométrica do autovalor 5 € igual a 2,
novamente coincidindo com o valor de sua multiplicidade algébrica.

Pelo Teorema 30.4 da Aula 2, autovetores associados a autovalo-
res distintos s@o linearmente independentes. Dai, concluimos que o
conjunto de autovetores {v;,v,V3,v4} tem que ser linearmente inde-
pendente, garantindo que a matriz 4 é, de fato, diagonalizavel. Ob-
serve que {Vvy,v2,v3,va} € uma base de R* formada por autovetores
da matriz A4.

A matriz diagonal D, semelhante a 4, ¢ dada por

S OO
S O N O
S b O O
wn O O O

enquanto uma matriz P tal que D = P~'4P ¢ dada por

—1

2

P= 0
1

S = O O

0
0
1
—1

O O = =

Observe que os elementos da diagonal principal de D sao os auto-
valores da matriz A4 ¢ que as colunas de P sdo os autovetores associados
V1, V2, V3 € v4. Observe, também, que a ordem em que autovalores e



autovetores aparecem esta correta: as primeiras duas colunas de P sdo
os autovetores correspondentes ao autovalor A; = A, = 2, enquanto
as duas ultimas colunas de P sdo os autovetores correspondentes ao
autovalor A3 = A4 = 5.

Exercicio 34.1.

2 —1 -1
1. Considere a matriz 4 = 1 0 —1
—1 1 2

a. Determine se a matriz 4 ¢ diagonalizével e, caso
seja, determine uma matriz diagonal D semelhante
ad.

b. Determine uma matriz P tal que D = P~'4P.

1 2 0 0

. . 2 1 0 0

2. Considere a matriz 4 = 00 | o
0 0 -2 1

a. Determine se a matriz 4 ¢ diagonalizavel e, caso

seja, determine uma matriz diagonal D semelhante
ad.

b. Determine uma matriz P tal que D = P~ 4P.

4 0 0
3. Considere a matrizA= | 1 4 0 |. Determine se a
0 05
matriz 4 é diagonalizavel e, caso seja, determine uma ma-
triz diagonal D semelhante a 4.
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Aula35 , :

PROCESSO DE DIAGONALIZACAO
DE MATRIZES

Ao final desta aula, vocé devera ser capaz de:

descrever o processo de diagonalizagao de uma
matriz atraves de um procedimento formal;

aplicar o procedimento de diagonalizagdao de ma-
trizes apresentado.
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Pré-requisitos
Determinantes de
matriz (Algebra
linear I); Teorema
34.1 da Aula 6;
Teorema 32.1 da
Aula 4; Teorema
30.4 da Aula 2.
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PROCESSO DE DIAGONALIZACAO DE
MATRIZES

Durante as Aulas 5 e 6, desenvolvemos um processo de di-
agonalizacdo de matrizes que queremos, agora, formalizar. As
condicdes exigidas devem satisfazer as condi¢des do Teorema
34.1 da Aula 6, ou seja, consideremos uma matriz 4 € M,(R)
com n autovetores linearmente independentes. Entdo, sabemos
que a matriz 4 ¢ diagonalizavel.

O processo de diagonalizar uma matriz 4 consiste em encon-
trar uma matriz diagonalizada D, semelhante a 4, D = Pl4P,
e a matriz diagonalizante P. Descrevemos e€sse processo nos
quatro passos seguintes.

Passo 1: Determinar os autovalores da matriz A.

Verifique se a matriz A ¢ uma matriz triangular. Caso seja,
entdo seus autovalores ja sdo os elementos de sua diagonal prin-
cipal.

Se a matriz 4 ndo ¢ triangular, entdo precisamos calcular seu
polindmio caracteristico, que ¢ dado por

p(x) = det(xl, —4),

onde 7, ¢ a matriz identidade de ordem n. Para o calculo do
polindmio caracteristico, ¢ preciso lembrar do processo de cal-
culo de determinante de matriz visto no curso de Algebra Linear
L.

Como ja sabemos, os autovalores de 4 sdo exatamente as
raizes do polindmio caracteristico, ou seja, as solugdes da equa-
¢ao

p(x) =det(xl, —A4) =0.

Como ja foi observado anteriormente, o calculo das raizes de
um polindmio ¢ muito dificil se o grau do polindmio for maior
que dois. E preciso salientar que esse método de obter os autova-
lores de uma matriz, por meio das raizes do seu polindmio carac-
teristico, nao € muito pratico devido a necessidade de se calcular
um determinante e devido a dificuldade de obter as raizes de um
polindomio de grau » > 2. No entanto, no decorrer deste curso,



todos os polindomios caracteristicos encontrados terdo coeficien-
tes inteiros e, na maioria das vezes, suas raizes serdao racionais
ou mesmo inteiras. Em particular, poderemos aplicar o Teorema
32.1 da Aula 4 para ajudar a encontrar as raizes do polindmio
caracteristico.

Sejam A1, Ay,...,A, os n autovalores da matriz 4, ou seja,
as n raizes do polindomio caracteristico. Cada autovalor A com-
parece nesta relacao tantas vezes quanto for sua multiplicidade
algébrica, isto ¢, 0 numero maximo de vezes que o fator (x — 1)
aparece na fatoragdo do polindmio caracteristico p(x).

Passo 2: Determinar uma base de autovetores da matriz A.

Para cada autovalor Ay, de multiplicidade ny, n; < n, deve-
mos obter uma base de autovetores para seu autoespago E (Ay)
que, como ja foi visto, coincide com o espago-solucao do sis-
tema linear homogéneo

(ﬂ,kln —A)V =0.

Devemos, assim, obter n; autovetores linearmente indepen-
dentes associados ao autovalor A;. Observe que a dimensao
deste subespaco deve ser igual a ny, isto €, a multiplicidade
geométrica do autovalor A; deve ser igual a sua multiplicidade
algébrica. Lembre que, se ndo existirem n; autovetores linear-
mente independentes associados ao autovalor Ay, entdo a matriz
A nao ¢ diagonalizavel.

Procedendo dessa forma, obtemos uma base de autovetores
{v1,...,V,} para o R”, onde cada autovetor v estd associado ao
autovalor Ay.

Passo 3: Montar a matriz diagonalizada D.

A matriz D ¢ uma matriz diagonal e sua diagonal principal
consiste exatamente dos autovalores A1, A, ..., A, da matriz 4,
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M0 0
0 A 0
0 0 An

Passo 4: Montar a matriz diagonalizante P.

A matriz P, que satisfaz D = P~ AP, é a matriz que realiza a
mudanga de base, da base de autovetores {vy,...,v,} paraabase
canodnica de R”, e cujas colunas sao formadas pelas componen-
tes dos autovetores {vy,...,v,}, ou seja, a k-ésima coluna de P é
formada pelas componentes do k-ésimo autovetor v, dessa base.
Denotamos essa relagdo entre a matriz P ¢ os vetores vi,...,V,
por

P=[vi v2 ... v, |

E muito importante observar que a ordem dos vetores da
base de autovetores {vy,...,v,} determina a ordem das colunas
da matriz P e a ordem dos elementos 41,1, ..., A, da diagonal
principal da matriz D.

[ Exemplo 35.1. j

Verifique que a matriz

1 3 3
A=| -3 -5 -3
3 3 1

¢ diagonalizavel. Determine uma matriz diagonalizada D e uma
matriz P tais que D = P~ 4P.

Solucio:

Vamos detalhar cada um dos passos sugeridos anteriormente.
Passo 1: Determinar os autovalores da matriz A.

Como a matriz 4 ndo ¢ matriz triangular, devemos calcular seu
polindmio caracteristico para obter os autovalores de 4. O polindmio



caracteristico da matriz 4 ¢ dado por

x—1 -3 =3
px)=detxb—4)=| 3 x+5 3 |,
-3 -3 x-1

cujo calculo nos leva a

plx) =x> +3x% —4.

Observe que, pelo Teorema 32.1 da Aula 4, os candidatos a raizes
racionais do polindémio p(x) séo os divisores de -4: +1, +2 e +4. Ve-
rificamos rapidamente que p(1) = 0, logo, o polindmio (x — 1) divide
p(x). Efetuando a divisdo polinomial, obtemos

plx) = (x—1)(x*+4x+4)
= (x—1)(x+2)>.

Portanto, os autovalores da matriz 4 sao 1 ¢ —2, o primeiro com
multiplicidade algébrica 1 e o segundo com multiplicidade algébrica
2. Contando as multiplicidades algébricas, seus trés autovalores sdo
ll :1612213:—2.

Passo 2: Determinar uma base de autovetores da matriz A.

Para o autovalor A; = 1, temos que os autovetores associados v =
(x,y,z) satisfazem o sistema linear

(15—A)v=0,
ou seja, o sistema
0 -3 -3 X 0
3 6 3 v |=120
-3 =3 0 z 0

Este sistema ¢ equivalente ao sistema escalonado

1 10 X 0
0 1 1 vy |={ 0],
0 0 0 z 0
ou seja, ao sistema
x+y=0
{y—l—z:O.
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Todas as solucdes desse sistema sdo da forma
(x,—x,x) =x(1,—1,1), comx € R.

Portanto, v; = (1,—1,1) é um autovetor associado ao autovalor A, =
1, logo, uma base do autoespago correspondente. Em particular, a
multiplicidade geométrica desse autovalor ¢ igual a 1, ou seja, igual a
sua multiplicidade algébrica.

Analogamente, para o autovalor Ay = A3 = —2, os autovetores as-
sociados v = (x,y,z) satisfazem o sistema linear

(—213 —A)V =0
ou seja, o sistema
-3 -3 -3 X 0
3 3 3 y =120
-3 -3 -3 z 0

Este sistema ¢é equivalente ao sistema escalonado

1 1 1 X 0
0 0 0 vy |=101,
0 0 0 z 0
ou seja, ao sistema
x+y+z=0.

Assim, todas as solugoes desse sistema sdo da forma
(x7y7 —x—y) :X(l,(),—l) +y(07 17_1)7 comux,y € R.

Portanto, v, = (1,0,—1) e v3 = (0,1,—1) s@o dois autovetores line-
armente independentes associados ao autovalor A; = A3 = —2, for-
mando uma base do autoespago correspondente. Assim, a multiplici-
dade geométrica do autovalor A, = A3 = —2 ¢ igual a sua multiplici-
dade algébrica, ou seja, igual a 2.

Pelo Teorema 30.4 da Aula 2, autovetores associados a autovalo-
res distintos s@o linearmente independentes. Dai, concluimos que o
conjunto de autovetores {vi,Vvz,v3} tem que ser linearmente indepen-
dente, garantindo que a matriz 4 ¢, de fato, diagonalizavel. Observe
que {Vvi,v2,v3} é uma base do R* formada por autovetores da matriz
A.

Passo 3: Montar a matriz diagonalizada D.

A matriz diagonal D, semelhante a A, ¢ dada por
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1 0 0
D=0 -2 0
0 0 -2

Observe que os elementos da diagonal principal de D sdo os auto-
valores da matriz A4.

Passo 4: Montar a matriz diagonalizante P.

A matriz P tal que D = P~'AP ¢é dada por

1 1 0
P=1 -1 0 1
1 -1 -1

Observe que as colunas de P sdo os autovetores associados vy, v,
e v3. Observe, também, que a ordem em que autovalores e autovetores
aparecem esté correta: a primeira coluna de P ¢ o autovetor correspon-
dente ao autovalor A; = 1, enquanto as duas ultimas colunas de P sdo
os autovetores correspondentes ao autovalor A=A =-2.
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Aula36 , :

DIAGONALIZACAO DE OPERADORES
LINEARES

Ao final desta aula, vocé devera ser capaz de:

compreender os conceitos de autovalor e auto-
vetor de um operador linear;

compreender o conceito de operador linear dia-
gonalizavel;

reconhecer quando um operador linear ¢ diago-
nalizavel.



Algebra Linear | Diagonalizagdo de Operadores Lineares

Pré-requisito
Aula 5.

Lembre que a base
canonica de R” ¢

composta pelos
vetores
e;,e),...,e, onde
cada e, =

(0,...,0,1,0,...,0)
tem como unica
componente
nao-nula a k-ésima
componente com
valor 1.
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DIAGONALIZACAO DE OPERADORES
LINEARES

Vamos comegar lembrando alguns conceitos do curso de Al-
gebra Linear I. Uma transformagdo linear de R” em R™ ¢ uma
fun¢ao
T :R" — R™ que satisfaz

T(c1v1 +C2V2) = ClT(Vl) +C2T(V2)

para todo vy, v, € R” e todo ¢y, ¢ € R.

Chamamos operador linear uma transformagao linear de R”
em R"”, T : R" — R". Observe que, neste caso, tanto o dominio
quanto o contra-domimio tém a mesma dimensdo n. Lembre
que, fixando a base canonica de R”, o operador linear 7 : R" —
R” fica representado pela matriz 4 = (a;;) € M,(R), chamada
matriz canonica, através de multiplicacdo de matrizes da se-
guinte forma:

Vi Av,
Vi a ap Alin Vi
\p) a1 axn a2 \)
= . . . )
Vn anl AaAn2 Ann Vu
Vi
V2 i .
onde ) ¢ o vetor v = (Vy, va,..., v,) descrito na base
Va
candnica. Denotando esta base por {e;,es,...,e,}, entdo as co-

lunas da matriz 4 sdo as componentes dos vetores T'(e1 ), T'(ez), . ..

na base candnica:

A=[T(er) T(es) T(ey) |-



Vamos trocar a base candnica de R” para uma outra base
{uj,uz,...,u,}. Seja P € M,(R) a matriz que realiza a mudanga
danovabase {uj,uy,...,u,} paraabase canbnica {ej,e>,...,e,}.
Lembre que a matriz P ¢ obtida de modo que suas colunas sao
as componentes de uj,uy,...,u, com respeito a base canonica

{e,ez,...,e,}:

P=[u w ... u, ]

Sabemos também que, com respeito a novabase {uj, uy, ..., u,},
o operador linear 7 : R" — R” fica representado pela matriz
B € M,(R) através de multiplicagdo de matrizes da seguinte
forma: para cada vetor v € R”, escreva v=aju; +asuy+...+

ai
anpuy,, entdo [v]lg = : ¢ o vetor v descrito na base f3 =
an
{uj,up,...,u,} e
[Vlg — Blvlg,
aj byt by -+ by, aj
a byy by -+ by, a
— . .
dap bnl bn2 bnn ap

Lembre também que as colunas da matriz B sdo as componentes
dos vetores 7'(uy), T'(up),...,T(u,) com respeito a base f3:

B=[T(w) T(wp) --- T(uy) ]
Por fim, também sabemos que a relacdao entre as matrizes
A e B, que representam o operador linear 7 : R” — R” na base

candnica
{ej,e,...,e,} e nanovabase {uj,uy,...,u,}, ¢ dada por:

B=P 4P

ou seja, as matrizes A e B sdo semelhantes.
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Lembre que, se a
matriz )

a ,
A= ( ¢ d ) ¢
inversivel com
determinante
detd = ad — be,
entdo sua matriz

inversa ¢ dada por
—1_

1 d —b
det4 \ —c a
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Exemplo 36.1.
( )

Em R?, consideremos as seguintes bases:
oa={e;=(1,0),e,=(0,1)}e B={u;=(1,-2),u, =(2,-5)}
e o operador linear T : R? — R? dado por

T(x,y) = (2x—3y,4x+y).

Determine as matrizes 4 e B, que representam o operador
linear 7', com respeito as bases o e 3, respectivamente.

Solucao:

Para obtermos a matriz 4 € M, (R) que representa o operador li-
near T na base canonica, calculamos:

T(er) = T(1,0) = (2,4) = 2 ¢, + 4 e
T(e)=T(0,1)=(-3,1)=-3e;+1ey;

portanto, a matriz 4, tendo como colunas 7'(e;) e 7'(e;), ¢ dada por

a=(3 1)

As colunas da matriz P sdo os vetores u; = (1,—2) eup = (2,—95):
1 2
(5 )
Dai, obtemos facilmente que

5 2
71_
P2 0)

e, portanto, a matriz B, que representa o operador linear 7 na base 3,
¢ dada por

e (52 2 -3 12\ [ 44
perar=( 3 1) (5 7)) (%

Y

101
—41

).



Temos o seguinte resultado geral.

Teorema 36.1.

Duas matrizes A, B € M,,(R) definem o mesmo operador li-
near
T :R" — R" se e somente se 4 ¢ B sdo matrizes semelhantes, isto
é, se e somente se existe matriz inversivel P tal que B = P~ ' AP.

Se A € M, (R) é a matriz candnica do operador 7 : R” — R”,
isto €, a matriz que representa este operador com respeito a
base canodnica, entdo, pelo Teorema 33.1 da Aula 5, toda ma-
triz B, semelhante a 4, tem o mesmo polindmio caracteristico
e os mesmos autovalores que 4. E em vista do Teorema 36.1
acima, como todas as matrizes B, semelhantes a A, representam
o mesmo operador linear 7 : R" — R”, podemos considerar as
seguintes defini¢des de polindomio caracteristico e autovalor do
operador linear 7'
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Definicao 36.1.

1. Um numero real A é chamado um autovalor do ope-
rador linear 7 : R” — R” se existe um vetor ndo-nulo

v € R” tal que
T(v) = Av. (36.1)

Todo vetor ndo-nulo v que satisfaca (36.1) ¢ chamado
autovetor associado (ou correspondente) ao autova-
lor A. Os autovalores também s3o chamados valo-
res proprios ou valores caracteristicos, € 0s autove-
tores sdo chamados vefores proprios ou vetores carac-
teristicos. Observe que, se A € M,(R) é a matriz que
representa o operador 7' numa base qualquer de R”,
isso equivale a dizer que A ¢ autovalor da matriz A4,
pois
T(v) =Av = Av.

2. Chamamos autoespag¢o do operador linear 7', associ-
ado ao autovalor A, ao subespaco vetorial de R” gerado
por todos os autovetores de T associados a A. Denota-
mos este autoespago por

E(L) = {veR"| T(v) = Av}.

3. O polinémio caracteristico do operador linear 7T :
R" — R" ¢ o polindmio caracteristico de qualquer ma-
triz A € M,(R) que representa o operador linear 7 com
respeito a uma base qualquer de R”.

4. O operador linear 7' : R" — R”" ¢ diagonalizavel se e-

xiste uma base {uj,uy,...,u,} de R” com respeito a
qual o operador T ¢ representado por uma matriz dia-
gonal D € M,(R).
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Temos agora os seguintes resultados, consequéncias dos re-
sultados anéalogos vistos para o caso de matrizes.

Teorema 36.2.

1. Sejam vy, vy, ..., v, autovetores do operador linear 7 :
R” — R”" associados aos autovalores distintos A1, A5, ..., Ay,
respectivamente, entdo os autovetores vi,va, ..., V,, sao li-
nearmente independentes.

2. O escalar A é um autovalor do operador linear 7 : R” —
R” se e somente se A é uma raiz do polindmio carac-
teristico de 7.

3. O operador linear 7 : R” — R” ¢ diagonalizavel se e so-
mente se existe base {uj,uy,...,u,} de R” formada por
autovetores de 7. Nesse caso, se a matriz diagonal

M 0 ... 0
D 0 A . 0
0O 0 .. An
representa o operador 7' com respeito a base {uj, uz,...,u,},
entdo T (u;) = A4 u; paratodo k= 1,...,n, ou seja, os ele-

mentos da diagonal principal da matriz D sdo os autovalo-
res do operador 7.

4. Seja A € M,,(R) a matriz que representa o operador linear
T : R" — R"” numa base qualquer de R”. Entao o operador
linear 7 ¢ diagonalizavel se e somente se a matriz 4 ¢
diagonalizavel.

Esse ultimo resultado reduz a investigacao da diagonalizag¢ao
de operadores lineares 7 : R” — R" ao estudo da diagonalizagao
de matrizes 4 € M,(R), que foi discutido em detalhes nas aulas
anteriores. Vejamos mais alguns exemplos.
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Exemplo 36.2.
( )

Determine todos os autovalores e autovetores do operador li-
near
T : R? — R? dado por

T(x,y) = (6x—y,3x+2y).

Determine se o operador 7 ¢ diagonalizavel e, caso seja, de-
termine uma representacao diagonal, ou seja, uma matriz diago-
nal D € M,(R) que representa o operador 7.

Solucio:

Primeiramente, vamos calcular a matriz 4 € M, (R) que representa
o operador T com respeito & base candnica de R?. Como

T(er) = T(1,0) = (6,3) = 6e) + 3¢
T(ez) T(O,l):(—1,2):—1e1+2e2,

a matriz 4, tendo como colunas 7'(e;) e 7'(e;), ¢ dada por

(1)

O polindmio caracteristico de 7" serd o polindmio caracteristico da
matriz A que € dado por

plx) = det(xh,—A)
x—06 1
-3 x—Z‘
= x*—8+15
= (x=3)(x—9).

Assim, os autovalores de 7' sdo A; =3 e A, = 5. A essa altura, ja
podemos concluir que o operador 7 : R* — R? ¢ diagonalizavel, pois,
como ele tem dois autovalores distintos, entdo, pelo Teorema 36.2,
qualquer par de autovetores correspondentes ¢ linearmente indepen-
dente e, portanto, forma base de autovetores para o R2.

Vamos determinar os autovetores. Para o autovalor A; = 3, temos
que os autovetores associados v = (x,y) satisfazem o sistema linear

(3[2 —A)V =0.



Escalonando a matriz desse sistema, obtemos o sistema homogéneo
3 -1 x\ (0
0 0 y ) \L0 )"

Assim, os autovetores de T associados ao autovalor A; = 3 sdo da
forma
v = (x,3x) com x € R*.

Em particular, vi = (1,3) é um autovetor de 7 associado ao auto-
valor A; = 3.

Analogamente, os autovetores v = (x,y), associados ao autovalor
Ay = 5, satisfazem o sistema linear

(512 —A)V =0.

Escalonando a matriz desse sistema, obtemos o sistema homogéneo
1 -1 x\ (0
0 0 y) L0 )

Assim, os autovetores de T associados ao autovalor A, = 5 sdo da
forma
v = (x,x) com x € R".

Em particular, v, = (1,1) é um autovetor de T associado ao au-
tovalor Ay = 5. Assim, B = {v{,»,} é uma base de R? formada por
autovetores de 7, e a representacdo diagonal de 7" ¢ a matriz diagonal
de ordem 2 cuja diagonal principal é formada pelos autovalores A; =3

el =35:
30
p=(39).

{ Exemplo 36.3. ]

Seja T : R? — R? o operador linear que reflete pontos com
respeito a reta pela origem y = kx, onde £ € R. Veja a Figura
36.1.
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Figura 36.1: Reflexdo com respeito a reta y = kx.

Mostre que:
a) vi = (1,k) e vy = (—k, 1) sdo autovetores de 7;

b) T ¢ diagonalizével e encontre uma representagao diagonal
DdeT.

Solucao:

a) Como nao conhecemos as equacdes que definem a transformagao
T, procedemos geometricamente como segue.

Observe que o vetor v; = (1,k) pertence a reta y = kx, logo ele ¢
mantido fixo pela agéo do operador 7, isto é, T(vy) = v;. Assim, v é
um autovetor de T associado ao autovalor A; = 1.

Por outro lado, observamos que o vetor v, = (—k, 1) é ortogonal
ao vetor vy, pois

V1-V2:1-(—k)+k-1:0,

e, consequentemente, v, ¢ perpendicular a reta y = kx. Assim, o opera-
dor T transforma o vetor v, em seu negativo —v,, isto &, 7'(v,) = —v,.
Logo, v, ¢ um autovetor de 7 associado ao autovalor A, = —1.

b) Como os vetores vi = (1,k) e v, = (—k,1) sdo linearmente
independentes, temos que 8 = {v;,v,} é uma base ordenada de R?
formada por autovetores de 7. Portanto, o operador 7' ¢ diagonalizavel
com representagao diagonal dada por

D:((l) _‘f)



Exemplo 36.4.
[ )

Determine todos os autovalores e autovetores do operador li-
near
T :R> — R dado por

T(xayaz) = (2X+y,y—2,2y+42)

Determine se o operador 7 ¢ diagonalizavel e, caso seja, de-
termine uma representacao diagonal, ou seja, a matriz diagonal
D € M3(R) que representa o operador 7 e a base de autovetores
correspondente.

Solucio:

O procedimento ¢ semelhante ao do Exemplo 36.2. Primeira-
mente, vamos calcular a matriz 4 € M3(R) que representa o operador
T com respeito a base candnica de R3. Como

T(1,0,0) = (2,0,0) = 2¢; +0es +Oe;
T(ez) = T(O,I,O) = (1,1,2) =le+lex+2e;
T(0,0,l) = (0,—1,4) =0¢ —i—(—l)ez +4es,

a matriz A, tendo como colunas 7'(e;), T(ey) e T(es3), é dada por

21 0
A= 0 1 -1
02 4

O polindmio caracteristico de 7" sera o polindomio caracteristico da
matriz A que € dado por

plx) = det(xs—A4)
x—=2 -1 0
= 0 x-—1 1
0 -2 x—4
= (x—2) x_—21 xi4‘
(x=2)[(x—=1)(x—4)+2]
= (x—2)(x>—5x+6)
= (x=2)(x—2)(x—13)
= (x—2)*(x—3).

Assim, os autovalores de 7 sdo A; = A, =2 ¢ A3 = 3. Como
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temos apenas dois autovalores distintos, ainda ndo podemos decidir se
T ¢ diagonalizavel. Vamos, primeiramente, determinar uma base do
autoespago

EQ)={veR® | T(v)=2v}

associado ao autovalor A; = A, = 2. Sabemos que um vetor v = (x,,z)
pertence ao autoespaco £(2) se e somente se ele € solugcdo do sistema
linear

(2[3 —A)V = 0,
isto €, de
0 —1 0 X 0
0 1 1 y =120
0o -2 =2 z 0

Escalonando a matriz associada desse sistema, obtemos o sistema

01 0 X 0
00 1 y |=(o0],
00 0 z 0

cujas solugdes sdo v = (x,0,0), x € R. Como a solug@o geral depende
apenas de uma variavel independente, entdo o autoespaco E(2) € uni-
dimensional. Temos que v; = (1,0,0) é um autovetor de 7" associado
ao autovalor A; = 2 e, portanto, forma uma base de E(2).

Vamos agora procurar uma base do autoespago
E(3)={veR?|T(v)=3v},

associado ao autovalor A3 = 3. Sabemos que um vetor v = (x,,z)
pertence ao autoespaco E(3) se e somente se ele é solug@o do sistema
linear

(3[3 —A)V = 0,
isto é, do sistema
1 —1 0 X 0
0o 2 1 vy =120
0 —2 -1 z 0

Escalonando a matriz associada desse sistema, obtemos o sistema

10 1/2 X 0
01 1/2 yl=1o0],
00 0 z 0

cujas solugdes sdo v = (—z,—z,2z), z € R. Como a solugdo geral



depende, novamente, apenas de uma variavel independente, entdo o
autoespago £ (3) também ¢ unidimensional. Nesse caso, v, = (—1,—1,2)
¢ um autovetor de T associado ao autovalor A3 = 3 e, portanto, forma
uma base de £(3).

Como T possui apenas dois autovetores linearmente independen-
tes, entdo ndo existe base de autovetores de 7' para o R3 e, portanto,
pelo Teorema 36.2, o operador linear 7" ndo ¢ diagonalizavel.

Autoavaliagao

Terminamos o primeiro médulo do curso de Algebra Linear
II. Nao deixe de fazer uma boa revisdo dos conceitos vistos
neste primeiro médulo antes de iniciar o segundo. Faga os
exercicios desta aula e reveja os das aulas anteriores. Se vocé
ficar com alguma duvida, procure o tutor no seu polo.

Exercicio 36.1.

I 1
-1 3
Av. Mostre que v = (1, 1) é autovetor de 7' e que o ope-
rador linear 7 ndo ¢ diagonalizavel.

1. Seja 4 = ) e defina 7 : R?> — R? por T(v) =

2. Verifique se o operador linear 7 : R? — R? dado por

T(xvyaz) = (Zvyvx)

¢ diagonalizavel e, caso seja, determine uma representagao
diagonal, ou seja, uma matriz diagonal D € M3(R) que re-
presenta o operador 7" e uma base de autovetores corres-
pondente.

3. Verifique se o operador linear 7 : R* — R* dado por
T(x,y,z,t) = (3x—4z,3y+ 5z, —z,—t)

¢ diagonalizavel e, caso seja, determine uma representagao
diagonal, ou seja, uma matriz diagonal D € My(R) que re-
presenta o operador 7" e uma base de autovetores corres-
pondente.

4. Mostre que 0 ¢ autovalor do operador 7 : R” — R" se e
somente se 7' € nao-inversivel.
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