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Para inicio de conversa...

A fungdo é um grande instrumento de modelagem de fenémenos fisicos e
situagdes cotidianas como foi visto em unidades anteriores. Um tipo de fungdo mui-

to usada é a funcao polinomial do 2° grau com a qual trabalharemos nesta unidade.

Figura 1: Em muitos movimentos da ginastica de solo, o atleta
descreve uma trajetoéria parabélica.
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Figura 2: Em vérios lances de uma partida de futebol, a trajetdria
do movimento da bola é uma parabola.
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Figura 3: A antena parabdlica possui um formato de um
paraboloide de revolucéao, este obtido pela rotacao de uma
parabola em torno de seu eixo.

Objetives de aprendizagem

= Consolidar conhecimentos obtidos no Ensino Fundamental ll, como resolver equag¢des do 2° grau.
= Conceituar fun¢ao polinomial do 2° grau.

= Determinar a lei de formacdo de uma funcao polinomial do 2° grau.

= Determinar a imagem de elementos do dominio de uma fungao polinomial do 2° grau

= Utilizar a funcao polinomial do 2° grau para resolver problemas

= Avaliar proposta de intervencao na realidade, utilizando conhecimentos geométricos relacionados a gran-
dezas e medidas.



E importante para uma industria, empresa, fabrica etc. saber modelar alguns problemas que Ihes informem
sobre custo minimo, receita maxima, lucro maximo, formato de objetos que devem ser produzidos, dentre outras

questdes. Vejamos um exemplo de situacdo-problema que envolve célculo de areas.

Situacao Problema

Marlise possui uma fabrica que produz molduras para
variaslojas. Apés uma analise, descobriu-se que para utilizar o
maximo das ripas de madeira, sem ter cortes desnecessarios,
era melhor fazer quadros de formatos quadrados. Ela precisa
dessas ripas para fazer molduras para quadros de medidas
iguais a: 10x10 cm, 15x15 cm, 20x20 cm, 25x25 cm, 30x30 cm
e 35x35 cm. Além disso, ela deseja que as molduras tenham

2 cm de largura, ou seja, quer que as ripas de madeira

tenham 2 cm de largura. Quais devem ser os comprimentos
destas ripas? Apds alguns calculos, Marlise chegou a seguinte conclusdo: “As ripas de madeira devem ter os seguintes

comprimentos: 50 cm, 70 cm, 90 cm, 110 cm, 130 cm e 150 cm, respectivamente”.

Mas como Marlise chegou a esta conclusao? Ficou curioso? Resolveremos este problema mais tarde. Antes

precisamos trabalhar alguns conceitos importantes.

Revendo equacdes do 2° grau

E importante lembrarmos como se determinam as raizes de uma equacdo do 2° grau, ou seja, uma equacao

do tipo ax® +bx+c=0, com a#0.

Esta confuso com tantas letras? Vamos dar um exemplo, para vocé entender.
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Geralmente, usamos a formula de determinacdo das raizes de

uma equacdo do 2° grau, conhecida pelo nome de Férmula de Bhaskara:
ECEN/N
2a

,emque A=b*—4ac.

Exemplo 2.1: x*-8x+15=0

Comoa=1,b=-8 e c=15temos A=(—8)*-4-1.15=64—-60=4

, substituindo estes valores na Formula de Bhaskara, temos:

+ * i i 3
x=s;{z=8;2,ou seja, asraizes sao x;=5 e x,=3.

Exemplo 2.2: x*+3x+1=0

Como a=1, b=3 e c=1,temos A=3>—-4.1-1=9-4 =5, substituindo estes valores na Férmula de Bhaskara,
temos:
e 345 —3+.5
21 2
As equagdes anteriores, que apresentam os coeficientes b e c diferentes de zero sdo chamadas de equacgdes do

_3-45

, OU seja, as raizes sao x, = 5 5

—3+4/5
T2 &

2° grau completas.

No entanto, algumas equacdes do 2° grau sdo da forma incompleta, ou seja, apresentam o coeficiente b= 0
ou o coeficiente ¢ = 0. Neste caso, podemos resolver estas equacdes sem utilizar a férmula descrita anteriormente.

Vejamos alguns exemplos:

Exemplo 2.3: x*-5x=0
Colocando x em evidéncia, temos:
X(x-5)=0

Repare que conseguimos reescrever o primeiro membro como produto de dois fatores (o fator x estd multiplicando

o fator x-5). Como este produto é igual a zero, isto significa que o 1° fator é zero ou o 2° fator é zero. Assim temos:
x=0ou x-5=0
Logo, as raizes sao x,=0 ou x,=5.

Observacao: Devemos tomar muito cuidado ao resolver esta equacao, pois ndo podemos proceder da seguinte

forma:
x’=5x (“isolar o termo x?");

x=5 (“dividir ambos os membros da equacao por x”).



Ao dividirmos os membros por x, estamos dividindo os membros dessa equacao por zero (ja que zero é uma

das solugdes), o que nao é possivel.

Exemplo 2.4: x>-4=0

Notemos que neste caso o que queremos descobrir € um nimero x tal que seu quadrado menos quatro
unidades é igual a zero. Primeiro, qual é o nimero x? que subtraido de quatro unidades é igual a zero? Este nimero
é quatro, ou seja, x’=4. Agora devemos encontrar o nimero x que elevado ao quadrado é igual a quatro. Temos duas

possibilidades para x, sdo elas: x,=2 ou x,=-2.

Poderiamos resolver de outra forma. A equacdo x*-4=0 poderia ser escrita da forma (x-2)(x+2)=0 (fatoramos
o polinémio do 1° membro). Dessa forma, repetindo o raciocinio do exemplo 2.3, chegamos as mesmas raizes x,=2

ou x2=—2.

Vejamos mais alguns exemplos de equacgdes em que ndo precisamos usar a Férmula de Bhaskara:

Exemplo 2.5: (x-5)=(2x-3)?

Uma pessoa que olhasse apressadamente para esta equacao, desenvolveria a diferenca de dois quadrados nos

dois lados da equacéo e obteria a equacao
X>=10x+25=4x>-12x+9,
que pode ser reduzida a forma
3x2-2x-16=0.
Dessa forma, poderiamos resolvé-la usando a Férmula de Bhaskara.

Como a=3, b=-2 e c=-16,temosque A=4—-4-3-(-16)=196. Assim,

+ + 8
X=%=2_614 ,isto é, as raizes sao X, =§ e x,=-2.

Essa resolucdo esta correta. No entanto, nao precisamos de formula para resolver esta equacdo. De maneira
geral, os quadrados de dois nimeros sdo iguais, quando estes dois nUmeros sdo iguais ou quando estes nimeros sao
simétricos. Veja um exemplo: (2)?= (-2)?, pois tanto o quadrado de 2 quanto o quadrado de -2 sao iguais a 4. Além

disso, é evidente que (2)*=(2)2
Assim, para resolver a equacao (x — 5)*= (2x - 3)? temos que considerar duas possibilidades:
12 possibilidade: as expressdes que estao elevadas ao quadrado representam ndmeros que sao iguais. Logo:
x-5=2x-3

Resolvendo, temos x = -2
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22 possibilidade: as expressdes que estdo elevadas ao quadrado representam nimeros que sdo simétricos.

Assim, escrevemos:
x—5=—(2x—3):>x—5=—2x+3:>x+2x=3+5:>3x=8:>x=§-
. . < = 8
Concluimos que as raizes desta equacgdo sdo x, =3 e x,=-2.

Observacao: Alguém poderia tentar extrair a raiz quadrada dos dois lados da equacdo, mas Vx*>=x sé é
verdadeira para x >0.Fazendo desta forma (errada) encontrariamos x - 5 = 2x — 3, o que resulta em x = - 2. Ou seja,

encontrariamos apenas uma das raizes.

Exemplo 2.6: (x-3)%(x-5)=0

Repare que se desenvolvermos o quadrado da diferenca de dois termos e depois aplicarmos a propriedade
distributiva, isto resultaria em uma equacéo de 3° grau. Poderiamos usar o mesmo raciocinio empregado no Exemplo
2.3, isto é, o produto de dois numeros é zero, quando pelo menos um dos fatores é igual a zero. Assim, temos duas

possibilidades:
12 possibilidade
x-3)2=0
O Unico numero cujo quadrado é zero é o préprio zero, ou seja
x-3=0.
Assim, uma das raizes é x=3.
22 possibilidade:
x-5=0

A outraraizé x=>5.

Exemplo 2.7: (3x-5)*=36

Neste caso, nao precisamos desenvolver o produto notavel. Existem dois nimeros cujo quadrado é 36: 6 e -6.

Assim, temos que

3x-5=6 ou 3x—-5=-6
11 1
X=—
3 3

, - 11 1
Logo, as raizes sao: x=§ e x=—§.



Agora é sua vez! Tente resolver os exercicios a seguir.

Resolva as equacoes:

g 42-25=0

a.  (X-4Y=Tx+17)
(5x+2)?=9

b. 2x*-3x=0

i X+6x+9=0
¢ x-7(3x+6)=0

j. x(x+3)(2x-3)>=0
d xX+4x+1=0

k. 3x*+12=0

e. (7-2x?=25
. (+523Bx-4)?>=0
f. X-6x+10=0

AV\OJ’QJ SUAS
vespostas em
seu caderno

Formulas de funcao do 2° grau no cotidiano

Num campeonato de futebol, 20 clubes enfrentam-se em
turno e returno, ou seja, todos jogam contra todos em dois turnos.
Vocé sabe quantos jogos sao realizados neste campeonato? Para
respondermos a esta pergunta, podemos pensar da seguinte
maneira: sejam C1, C2, .., C19 e C20 os clubes participantes, para

cada par de letras temos 1 jogo. Por exemplo, C1C2 representa o

jogo entre estes dois clubes em que o C1 esta jogando em casa e
C2 é o desafiante. Ja C2C1 significa que neste jogo C1 é o visitante e
C2 é o clube da casa. Assim, para determinar o nimero de jogos, temos de decidir quem serd o time da casa e quem sera
o time desafiante. Para o time da casa, temos 20 escolhas possiveis, escolhido o time da casa agora temos de escolher o

time visitante, o que podemos fazer de 19 maneiras. Logo, o total de jogos é igual a 20 x 19 = 380.

Matematica e suas Tecnologias - Matematica
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E se quisermos calcular o niUmero de jogos y de um campeonato com x clubes em que todos se enfrentam
em dois turnos, de que forma podemos fazer isto? Usaremos o mesmo raciocinio utilizado no exemplo anterior. Para
determinar o nimero de jogos, temos de decidir quem sera o time da casa e quem sera o time desafiante. Para o
time da casa, temos x escolhas possiveis. Escolhido o time da casa, agora temos de escolher o time visitante, o que
podemos fazer de (x — 1) maneiras. Logo, o total de jogos é y = x(x — 1). Ou seja, o nUmero de jogos é obtido a partir

da lei da funcdo do 2° grau y = x* - x.

De maneira geral, uma funcio polinomial do 2° grau é toda funcao do tipo f(x) = ax’ + bx + ¢, com a # 0.

1. Suponha que um campeonato siga as regras dadas no exemplo anterior.
a. Determine o niUmero de jogos, se o campeonato for disputado por 12 times.

b. Determine quantos times estao disputando um determinado campeonato (dife-
rente do item a), sabendo que 90 jogos foram realizados.

2. Com uma corda de 100 metros, deseja-se demarcar no chao uma regiao retangular.
a. Se uma das dimensbes desse retangulo é de 20 metros, qual é a outra?
b. Quais sdo as dimensdes do retangulo que tem area 600 metros quadrados?

c. Expresse a area y do retangulo em funcdo do seu comprimento x.

Aﬂo"'@ SuAs

vespostas em
seu caderno

Voltando ao problema da secéo 1:

Na secao 1, tinhamos a seguinte situacao problema:“Marlise precisa de ripas para fazer molduras para quadros
de medidas iguais a: 10x10 cm, 15x15 cm, 20x20 cm, 25x25 cm, 30x30 cm e 35x35 cm. Além disso, ela deseja que as
molduras tenham 2 cm de largura, ou seja, quer que as ripas de madeira tenham 2 cm de largura. Quais devem ser os

comprimentos das ripas para cada tipo de moldura?

Para resolvermos este problema, primeiro devemos notar que as ripas devem ser cortadas em formas de trapézio
(de base maior A e base menor B), e, para que aproveitemos o maximo da madeira, devemos fazer cortes de 45° como

mostrado na figura abaixo, onde x é a medida do comprimento de cada ripa e y a medida da largura (2 cm no caso).
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No nosso exemplo, as ripas tém 2 cm de largura, assim temos a seguinte figura:
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Desta figura, temos:
x—-2
A+B=——(¥)
2

Destacando um dos trapézios, temos:

A
AN 2
2 B 2
A-B=4 ()

Resolvendo o sistema formado pelas equacdes (*) e (**), chegamos aos seguintes resultados:

_X+6 _x-10

A e B=
4

A moldura ficara com formato como mostrado na figura a seguir:
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Assim, o quadro de formato quadrado construido com uma ripa de comprimento x possui area igual a:

p
5 x-=10 :iX2_§x+§ (fungdo do 2° grau)
4 16 4 4

Dessa forma, se for pedido a Marlise uma moldura para um quadro 10 cm x 10 cm, ela tera de substituir S por

100 na fungao acima, pois é a area de um quadrado de lado 10. Substituindo, temos:

2
x—10 ~100
4

Lembra como resolvemos este tipo de equacao? Queremos calcular um “nimero” que elevado ao quadrado dé

100. Que nuimero é este? Os possiveis nimeros sao 10 e —=10. Assim, temos:

x—10=10 ou x—10=
4 4
x=50 x=-30 (nao serve)

-10

Logo, aripa deve ter 50 cm de comprimento. E ai, o que achou? Tente fazer o mesmo para quadros de tamanhos

15x15 cm, 20x20 cm, 25x25 cm, 30x30 cm e 35x35 cm.
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Vocé sabia que os Antigos Babil6nios j& sabiam resolver equacdes do 2° grau ha mais de 4 mil anos?
E verdade! Eles usavam um sistema sexagesimal e ndo o nosso sistema atual que é decimal. Eis um “
exemplo (no nosso sistema decimal) que data de 1800 a.C., aproximadamente, encontrado numa ta-

bula de Strasburgo: “Uma drea A, que consiste na soma de dois quadrados, é 1000. O lado de um dos

Saiba Mais

quadrados é 10 a menos que 2/3 do lado do outro quadrado. Quais os lados dos quadrados?” Fica este
exercicio como desafio para vocé resolver.

Fonte: EVES, Howard. Introducao a historia da matematica. Ed Unicamp.

Um grupo deseja fretar um 6nibus para fazer uma excursdo. O énibus possui 40
assentos e o preco da passagem para cada pessoa do grupo é de 50 reais acrescidos de 2
reais por assento vazio.

a. Se o grupo possui 30 pessoas, qual o preco da passagem para essa excursao?

b. Expresse o valorV total pago pelo grupo em funcdo da quantidade x de assentos

vazios nesse Onibus.

¢.  Um grupo que pagou 2100 reais pelo passeio deixou quantos lugares vazios no

onibus.

Ancle suas

vespostas em
seu caderno
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Em um quadrado ABCD de lado 10 cm, inscreve-se outro quadrado EFGH como

mostra a figura abaixo. Note que os segmentos AE, BF, CG e DH tém comprimento x.

a. Subtraindo-se da area do quadrado ABCD, as édreas dos 4 triangulos retangulos da
figura, pode-se determinar a drea S do quadrado EFGH. Determine S quando x =
2 cm. (Dica: a area de um triangulo é determinada pela metade do produto entre
a medida da base pela medida da altura desse triangulo)

b. Expresse, em funcdo de x, a drea y de um dos triangulos da figura e a area Y do
quadrado EFGH.

c. Determine o valor de x para que o quadrado EFGH tenha 4rea 50 metros
quadrados.

Anote suas

vespostas em
seu caderno

Resumo

= Funcéo polinomial do 2° grau é toda funcéo do tipo f(x) = ax’> + bx + ¢, em que a # 0.
= A forma tradicional de resolver uma equacédo do segundo grau é usando a Férmula de Bhaskara:
—b+/A
X=———-—
2a

, onde A=b*-4ac.

= Muitas equacdes do segundo grau podem ser resolvidas sem recorrer a esta formula. Como, por exemplo,

as equacgdes do segundo grau que tém c=0ou b =0.
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Veja ainda
Para saciar sua curiosidade, indicamos os seguintes sites:

= http://www.somatematica.com.br

= http://www.passeiospelamatematica.net/dia-a-dia/matdi.htm
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otas

Atividade 1

o oo N

21 13
X=—— e xX=——
5 9
. x=0 ex=E
2
X=7 e x=-2
. x=—2+\/§ ex=—2—\/§
. x=1e x=6
Nao existe raiz real

Atividade 2

1. a.132jogos

2. a.30

b. 20mx30m

Atividade 3

a.
h

S

70 reais.
V =-2x?>+ 30x + 2000
5ou 10.

b. 10 times

i. x=3 (raizdupla)

j. x=0, x=i e x=-3
2

k. Nao existe raiz real

. x=-5 e x=i
3

c.y=20.x



(ENEM - 2009)

Um posto de combustivel vende 10.000 litros de alcool por dia a RS 1,50 cada litro. Seu proprietario percebeu
que, para cada centavo de desconto que concedia por litro, eram vendidos 100 litros a mais por dia. Por exemplo, no
dia em que o preco do alcool foi RS 1,48, foram vendidos 10.200 litros. Considerando x o valor, em centavos, do des-
conto dado no preco de cada litro, e V o valor, em RS, arrecadado por dia com a venda do alcool, entdo a expressao

que relacionaVexé:

a. V=10.000 + 50x - x?
b. V=10.000 + 50x + x?
¢. V=15.000-50x - x?
d. V=15.000 + 50x — x?

e. V=15.000-50x + x?

Solucao:

Primeiro notemos a tabela a seqguir:

X . . 10.000+  10.000 + 10.000 +
Quantidade de alcool (em litros) 10000 L.

1-100 2-100 X100

p litro ( is) 150 1,50 — 1,50 - 1,50 -
r r litro (em reai 50 0 T L

ecopo o {em reais 1.0,01 2-0,01 x-0,01
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Assim, temos:
Valor arrecadado/dia = (quantidade de alcool/dia)-(preco do litro de alcool)
V =(10000 + 100x) - (1,5 - 0,01x)

Logo, a resposta é V = 15.000 + 50x — x?, ou seja, a alternativa D.
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Exercicio 1 (FAAP-SP)

Uma indUstria produz, por dia, x unidades de determinado produto, e pode vender sua producdo a um preco

de R$100,00 a unidade. O custo total, em reais, da producao didria é igual a x2 + 20x + 700.

Qual deve ser o niumero de unidades produzidas e vendidas por dia para que a industria tenha lucro diario de

R$ 900,007

(@) 30 (b) 35 (c) 40 (d) 45

Exercicio 2 (PUC-SP)

Uma bola é largada do alto de um edificio e cai em direcdo ao solo. Sua altura h em relagdo ao solo, t sequndos

apos o lancamento, é dada pela expressdo h = -25t* + 625.
Quantos segundos apos o lancamento a bola atingird o solo?

(@) 2s (b) 3s (c) 4s (d) 5s

Exercicio 3

Um fabricante vende mensalmente ¢ unidades de um determinado artigo por V(x) = x2 - x, sendo o custo da

producao dado por C(x) = 2x2 - 7x + 8.
Quantas unidades devem ser vendidas mensalmente, de modo que se obtenha o lucro maximo?

(@2 (b) 3 (@5 (d)6
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Exercicio 4 (PUC-SP)

2

L e . x° X .
A trajetdria de um projétil foi representada no plano cartesiano por y :_6_4+E' com uma unidade repre-

sentando um quilémetro.
Quial a altura méaxima que o projétil atingiu?

(@) 62,5m (b) 65,2m (c) 64,5m (d) 66,2m

Exercicio 5 (ENEM - 2009 - Adaptado)

Um posto de combustivel vende 10.000 litros de alcool por dia a RS 1,50 cada litro. Seu proprietario percebeu
que, para cada centavo de desconto que concedia por litro, eram vendidos 100 litros a mais por dia. Por exemplo, no

dia em que o prego do élcool foi RS 1,48, foram vendidos 10.200 litros.

Qual a expressao que representa as vendas V em funcao do valor x, em centavos, do desconto dado no preco

de cada litro?
(@) V=15000 + 50x — x? (c) V=15000 + 50 + x?

(b) V=15000 - 50 - x? (d) V=15000 - 50 + x*

Exercicio 6

Uma loja de departamentos compra cartuchos para uma determinada impressora jato de tinta a R$ 28,00 a

unidade e prevé que, se cada cartucho for vendido a x reais, serdo vendidos 200 - 2x cartuchos por més.
Qual deve ser o pre¢o de venda x de cada cartucho para que o lucro seja maximo?

(a) RS 64 (b) RS 60 ()RS 56 (d)R$ 52

Exercicio 7

Um vidraceiro tem um pedaco de espelho, na forma de um tridangulo retangulo cujos lados medem 60cm,
80cm e Tm e quer cortar um espelho retangular cujo tamanho seja o maior possivel. Para ganhar tempo, ele quer que

os dois lados do retangulo estejam sobre os lados do triangulo.
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Quiais as medidas desses dois lados do retangulo que o vidraceiro devera cortar?

(a) 20cm e 40cm (b) 30cm e 40cm (c)20cme30cm (d)30cme30cm

Exercicio 8

Uma bola é lancada verticalmente para cima com uma velocidade inicial de 35m/s, a partir do solo. Sendo a

aceleracdo da gravidade —10m/s2.
Em quanto tempo, em segundos, a bola atinge a altura maxima?

(@31 (b) 3,3 (@35 d)3,7

Exercicio 9

Uma bola de futebol é lancada de um ponto 0 e, em seguida, toca o solo nos pontos A e B, conforme represen-

tado no sistema de eixos ortogonais:

yim 4

Durante sua trajetéria, a bola descreve duas parabolas com vértices C e D. A equacao de uma dessas parabolas

X2 2x
+_

é y(x)=——
y(x) =t

Qual a distancia do ponto 0 ao ponto B, em metros?

(a) 38 (b) 40 (c) 45 (d) 50
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Exercicio 10

Considere a parabola no grafico mostrado na imagem

¥
k
3 .
ﬁ} 2 | 1 x
—‘ - —
Qual é o valor de k.
(@) 6 (b) 7 ()8 (d)9

Exercicio 11

Uma projétil é lancada ao ar. Sua altura h, em metros, t segundos apds o lancamento é h =—t> + 4t + 5.

Quantos segundos depois do lancamento o projétil toca o solo?

Exercicio 12

A figura ilustra uma ponte suspensa por estruturas metalicas em forma de arco de parabola.
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Os pontos A, B, C, D e E estdo nomesmonivel da estrada e a distancia entre quaisquer dois consecutivos é 25m.

Os elementos de sustentacao sao todos perpendiculares ao plano da estrada e a altura do elemento central CG é 20m.

Qual o valor da altura de DH em metros?

Exercicio 13

Um pequeno pomar com 40 arvores plantadas produz 25 cestas de frutas por arvores. Devido a disputa de

nutrientes no solo, a cada arvore que é plantada a mais, cada uma das arvores produz 1/4 de cestas a menos.

Qual o numero de arvores que devem estar no pomar para que a producao seja maxima?

Exercicio 14

Um jogador de futebol se encontra a uma distancia de 20m da trave do gol adversario, quando chuta uma bola
que vai bater exatamente sobre essa trave, de altura 2 m. A equacdo da trajetéria da bola em relagdo ao sistema de

coordenadas indicado na figura é:

y=ax*+(1-2a)x

Qual a altura maxima atingida pela bola?

Exercicio 15

Uma industria de refrigerantes tem sua producao didria P, em garrafas, variando com o nimero de operadores
em servico n, de acordo com a funcao P(n) = n? + 50n + 20000. Qual o numero de operadores necessarios para produ-

zir 21400 garrafas de refrigerantes em um dia?
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Exercicio 1

A B

OO0 ®O0

Exercicio 2

A B

c D
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Exercicio 3

A B
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Exercicio 4

A B
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o
O

Exercicio 5

O O

A B

o
O

Exercicio 6

A B

@000
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Exercicio 7
O @00
Exercicio 8

00 ®O0

Exercicio 9

A B C D

@O0

Exercicio 10

A B C D

OO0 e

Exercicio 11

[ 5 segundos.

Exercicio 12

[15m.

Exercicio 13

[ 70 arvores.
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Exercicio 14

[ 6,05 m.

Exercicio 15

[ 70 operadores.

Ak
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