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Prezado(a) Alano(a),

Seja bem-vindo a uma nova etapa da sua formacgéo. Estamos aqui para auxilid-lo numa jornada rumo ao

aprendizado e conhecimento.

Vocé estad recebendo o material didatico impresso para acompanhamento de seus estudos, contendo as

informagdes necessarias para seu aprendizado e avaliacdo, exercicio de desenvolvimento e fixacdo dos conteudos.

Além dele, disponibilizamos também, na sala de disciplina do CEJA Virtual, outros materiais que podem

auxiliar na sua aprendizagem.

O CEJA Virtual é o Ambiente virtual de aprendizagem (AVA) do CEJA. E um espaco disponibilizado em um
site da internet onde é possivel encontrar diversos tipos de materiais como videos, animacodes, textos, listas de
exercicio, exercicios interativos, simuladores, etc. Além disso, também existem algumas ferramentas de comunica-

¢ao como chats, féruns.

Vocé também pode postar as suas duvidas nos foruns de divida. Lembre-se que o férum nao é uma ferra-
menta sincrona, ou seja, seu professor pode nao estar online no momento em que vocé postar seu questionamen-

to, mas assim que possivel ird retornar com uma resposta para vocé.

Para acessar o CEJA Virtual da sua unidade, basta digitar no seu navegador de internet o seguinte endereco:

http://cejarj.cecierj.edu.br/ava

Utilize o seu numero de matricula da carteirinha do sistema de controle académico para entrar no ambiente.

Basta digitd-lo nos campos “nome de usuario” e “senha”.

Feito isso, clique no botao “Acesso”. Entao, escolha a sala da disciplina que vocé esta estudando. Atengao!
Para algumas disciplinas, vocé precisara verificar o nimero do fasciculo que tem em maos e acessar a sala corres-

pondente a ele.

Bons estudos!
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Para inicio de conversa...

Fonte: http://www.sxc.hu/photo/1241539, http://www.sxc.hu/photo/1241540, http://
www.sxc.hu/photo/1403392, http://www.sxc.hu/photo/784488

Novas regras da Caixa para financiamento da casa prépria comecam a valer hoje

A partir desta segunda-feira (11), passam a valer as novas regras da Caixa Econdmica
Federal para os financiamentos habitacionais. Pelo novo modelo, os mutuarios terao
mais cinco anos para quitar os empréstimos. A Caixa ampliou o prazo do crédito habi-
tacional de 30 anos para 35.

Os empréstimos serdo feitos com recursos do Sistema Brasileiro de Poupancga e Emprés-
timo (SBPE). Os financiamentos do SBPE beneficiam apenas os mutuarios que ganham
mais de R$ 5.400 por més ou que adquirirem imdveis de mais de R$ 170 mil.

A Caixa também reduziu as taxas de juros para essas modalidades. Para imdveis financia-
dos pelo Sistema Financeiro da Habitacdo (SFH), as taxas cairam de 9% para 8,85% ao ano.
Para os imdveis fora do SFH, os juros passaram de 10% para 9,9% ao ano.

Fonte: http://economia.uol.com.br/ultimas-noticias/redacao/2012/06/11/novas-regras-para-financiamento-

da-casa-propria-comecam-a-valer-hoje jhtm
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Demanda das empresas por crédito
sobe 7,9% em julho, aponta Serasa

Alta é sobre junho; com relagcdo ao mes-
mo més de 2011 ha queda de 3%.

Faturamento do comércio da Grande SP
sobe 5,2% no 1° semestre

Dados foram divulgados nesta quinta-
-feira pela FecomercioSP.

Micro e pequenas empresas expandiram S6 em junho, comércio faturou R$ 13,3

a busca por crédito em 8,5% em julho bilhées em junho, alta de 9,3%.

sobre junho. N
Fonte: http://g1.globo.com/economia/noticia/2012/08/

Fonte: http://g1.globo.com/economia/noticia/2012/08/ faturamento-do-comercio-da-grande-sp-sobe-
demanda-das-empresas-por-credito-sobe- 52-no-1-semestre.html

79-em-julho-aponta-serasa.html

Noticias como essas vocé deve ver todos os dias nos jornais, telejornais e também na internet.

Nessas e em outras situacdes relacionadas com problemas de ordem financeira, como financiamentos de mo-

radias, compras a crédito, investimentos, empréstimos, sdo aplicados conhecimentos de Matematica Financeira.
Todos os problemas financeiros envolvem taxas de juros. Veja alguns exemplos:

= Quando fazemos uma compra a crédito, por exemplo, o pagamento é feito por prestacdes mensais acres-

cidas de juros.

= Quando aplicamos uma quantia em poupanca, receberemos os juros dessa aplicacdo, que é acrescentado

ao capital inicial.
= Vocé certamente ja ouviu falar na palavra juros. O que sao juros?

= Podemos dizer que juros sao o valor que uma pessoa ou uma empresa paga pelo uso de uma quantia de

dinheiro de outra pessoa ou de um banco durante certo periodo de tempo.

Nesta unidade vamos conhecer elementos da matematica financeira, bem como modelar e resolver situagoes-

problema em diferentes contextos utilizando o conceito de porcentagem.

Objetivos de Aprendizagem

= Rever o conceito de porcentagem;

= (Calcular porcentagem em diferentes situagoes;

= (Calcular mentalmente porcentagem.

= Calcular aumentos e descontos;

= Calcular o lucro ou prejuizo em situagoes especificas;

= (Calcular aumentos e descontos sucessivos.



Revendo porcentagens

Em diferentes momentos da nossa vida aparecem noticias e informacoes

com dados em forma de porcentagem, por exemplo:

= O governo propds um reajuste no saldrio dos servidores técnico-adminis-

trativos das Universidades Federais de 15,8%, em 3 anos, a partir de 2013.

= O preco do frango sofreu um aumento de 18% no ultimo més.

= ABolsa de Valores subiu hoje 0,5%.

Fonte: http://www.sxc.hu/photo/983490

Essas situacdes envolvem uma razdo especial chamada Porcentagem, tema que ja foi estudado, mas que ire-

mos rever nesta aula por ser muito importante para o estudo da Matematica Financeira e também para outros temas

da Matematica.

A expressao porcentagem tem origem na expressao latina per centum, que significa por cento %
ou por cem.
Esse conceito foi criado para representar valores em relagdo a cem (100) e é atribuido aos gregos, Saiba V\ais

apesar do nome latino.

Vocé certamente ja deve ter ouvido falar dos outros nomes usados para uma
Porcentagem, tais como: razdo porcentual, indice ou taxa porcentual e percentil.

O simbolo % que aparece depois dos nimeros deve ser lido por cento e representa uma fracao de deno-

minador 100.

50
Exemplos: 50% = — 19% = 19 37% = 37
100 100

100

Sendo uma fracado centesimal, uma porcentagem também pode ser escrita como nimero decimal. Assim:

25 7
25% = —— =0,25 7%= —— =0,07 15,8% = 15,8
100 100 100

=0,158

Também podemos escrever algumas fragdes ndo centesimais como porcentagem. Para isso, determinamos a

fracdo equivalente de denominador 100. Veja:

Matematica e suas Tecnologias - Matematica



3 3x25 75

= =—=75%
4 4x25 100
2_2x20_40 _,
5 5x20 100

Porcentagem de um niimero

Podemos calcular porcentagem de um numero de varias maneiras: uma delas é escrever a porcentagem na
forma de nimero decimal e multiplica-lo pelo nimero. Também podemos calcular porcentagem de um nimero tra-

balhando com fracao ou usando a calculadora. Veja o exemplo:

Na eleicao para prefeito de uma cidade com 425.212 eleitores, 25% votaram no candidato vencedor. Quantos

votos ele recebeu?

25% = = =025
°“ 100

25% de 425212=0,25de 425212 =0,25x 425212 =106 303

Logo, o candidato vencedor recebeu 106.303 votos.

Fundacao Roberto Marinho - Multicurso — Ensino médio-volume 2

4 D
Quer aprender um pouco mais sobre por- 00:00:07 Fragbes em Porcentagem

“ centagem jogando? Entdo acesse http:// 1
objetoseducacionais2.mec.gov.br/handle/ 1% 10¢
dentes em porcentagem.

& J

. . mec/10468 e divirta-se com um jogo de
Multimidia - :
memoria em flash, onde se propde fazer
relagdo entre as fragdes e suas correspon-

Usando a calculadora, é mais pratico trabalhar com o nimero decimal, ou também podemos usar a tecla com
o simbolo de % que quase todas as calculadoras possuem. Podemos fazer o mesmo calculo anterior digitando as

seguintes teclas e encontraremos o resultado 106.303. Experimente fazer

412152112 Sl



Veja o passo a passo de como calcular a porcentagem
na calculadora. Vocé pode usar qualquer calculadora pa-

\

Saiba Mais

dréo ou a do Windows (clicando no botéo Iniciar, Progra-
mas, Acessoérios e Calculadora, exibir, padrao):

Fonte: http://www.sxc.hu/photo/1259850

Para calcular 40% de R$ 400,00, por exemplo, siga os

trés passos descritos adiante para calculadora padrao do
Windows:

1. Ligue a calculadora (ON) e digite 40.

2. Pressione o sinal de multiplicagcdo (X ou *).

3. Digite 400 e pressione a tecla %.

Siga os quatros passos a seguir para calculadora cientifica:

1. Ligue a calculadora (ON), digite 40.

2. Aperte no sinal de multiplicacdo (X ou *).

3. Digite 400, pressione a tecla 2ndF(shift), pressione a tecla %.
4. Pressione a tecla do sinal de igualdade (=).

Exercite!

Calculando mentalmente algumas porcentagens:

E muito util sabermos calcular algumas porcentagens mentalmente (de cabeca), pois isso nos traz

agilidade na hora de fazermos alguma compra ou calcularmos descontos ou multas.

Fonte: http://www.sxc.hu/photo/987763

1°) 50% de um nuimero é a metade do nimero, pois

50
50% = —— e simplificando essa fracdo temos

50
100

1
= —. Logo, para calcular 50% de 96, por exemplo, basta dividi-lo por 2.

50% de 96 =96 + 2 =48.

2°) 10% de um nuimero é a décima parte do nimero, pois 10% = %:i .Logo, para calcular 10% de 360, por

10
exemplo, basta dividi-lo por 10.

10% de 360 =360 + 10 =36

Matematica e suas Tecnologias - Matematica 11
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39) 25% de um numero é a quarta parte do nimero, pois 25% = 2—5 e simplificando essa fracao temos
100
25 1 S
E:Z . Logo, para calcular 25% de 328, por exemplo, basta dividi-lo por 4.
25% de 328 =328 +4=82

4°) 1% de um numero é a centésima parte do nimero. Logo, para calcular 1% de 965, por exemplo, basta dividi-lo

por 100.
1% de 965 = 965 + 100 = 9,65

Utilizando-se esses resultados, podemos fazer outros calculos mentalmente, tais como: 5%, que é a metade de

10%; 20%, que é o dobro de 10%; e outros.

Calcule mentalmente 15% de R$ 500,00 e explique como fez o célculo.

Ancle suas

vespostas em
seu caderno

Calculando a taxa de porcentagem

Em muitas situagcdes necessitamos descobrir qual é a taxa de porcentagem que estd sendo usada para calcular
multas ou desconto. Assim poderemos fazer comparac¢des entre taxas que nos sdo oferecidas como desconto ou

como encargos e, se for possivel, fazer as escolhas mais favoraveis ao nosso orcamento.

Isso pode ser resolvido por meio de uma equacéo algébrica do 1° grau onde a taxa de porcentagem, que cha-

maremos de p, é a incégnita da equacao.

Exemplo:

(D CREDIT CARD
Luana nao pagou a fatura de seu cartdo de crédito no valor de 7

R$ 857,00 no dia do vencimento. No més seguinte recebeu a cobranca

1234 5L78 &87L5 4321

de RS 111,41 referente a multa pelo atraso. Que porcentagem do valor

OHN R SAMPLE
da fatura a multa representa? - Sl

Fonte: http://www.sxc.hu/photo/1316485



Escrevendo a equacgdo para calcular a taxa de porcentagem(p), temos:
111,41 = p de 857,00

111,41 =p x 857, 00, sendo p a taxa de porcentagem.
Logop=111,41-+857,00ep=0,13.

Logo, como 0,13 = % a taxa de porcentagem da multa foi de 13%.

Vania recebeu no seu contracheque desse més, além do salario de R$1.258,00,
um aumento no valor de RS 251,60. Qual foi a taxa de porcentagem do aumento que

Vania recebeu?

Ano-l-w SUAS

vespostas em
seu caderno

Calculando o niimero, conhecendo a porcentagem

No préximo exemplo, vamos apresentar uma situacdo em que sao conhecidas a porcentagem e a respectiva
taxa, e precisamos calcular o nimero sobre o qual foi calculada essa porcentagem. Isso também serd resolvido por

meio de uma equacdo do 1° grau.

Exemplo: Uma casa ocupa uma area de 121m? que representa 55% da area total do terreno. Qual é a area

do terreno?
55% do terreno correspondem a 121 m2

0,55 x A=121, sendo A a area total do terreno.

A=121+0,55
A =220
A érea total do terreno é 220m?. il I

Fonte: http://www.sxc.hu/photo/1387294

Matematica e suas Tecnologias - Matematica 13



Em uma cidade, 53.100 habitantes tém menos de 18 anos, o que corresponde a 60%

do total de habitantes da cidade. Quantos sdo os habitantes dessa cidade?

Fundacao Roberto Marinho- Multicurso- Ensino médio -volume 2

Aﬂo‘l‘@ SuAs

vespostas em
seu caderno

Porcentagem de porcentagem

Em algumas situacdes, é necessario calcular a porcentagem de um ndmero que ja esta relacionado a outra

porcentagem.
No exemplo a seguir serd mostrado que, para se fazer esse célculo, as duas taxas serdo multiplicadas entre si.
Exemplo:

Mauricio gastou 20% de sua mesada de R$ 250,00 comprando material escolar, sendo que 12% desse gasto

foram para comprar uma caneta.
Qual o porcentual da mesada que corresponde ao preco da caneta?
O preco da caneta corresponde a 12 % de 20% de 250,00, ou seja,
0,12 x 0,20 de 250 = 0,024 x 250 = 6.

O preco da caneta corresponde a 2,4% da mesada de Mauricio e seu custo é igual a R$ 6,00.

Fonte: http://www.sxc.hu/photo/1206626
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Da populacao total do Brasil, 52% sao mulheres. Além disso, 20% das mulheres pos-
suem o ensino médio completo. Qual a porcentagem de mulheres que possuem o ensino

médio completo em relagao ao total da populacao brasileira?

Fundacdo Roberto Marinho- Multicurso- Ensino médio -volume 2

At\cl-w SuAS

vespostas em
seu caderno

Aumentos e descontos

E bastante comum precisarmos calcular um novo valor obtido apds um aumento. Essa situacdo pode ser resol-

vida em duas etapas, calculando primeiramente o aumento para depois acrescentarmos esse aumento ao valor inicial.

Da mesma forma acontece quando precisamos calcular um novo valor obtido apdés um desconto. Calculamos
em primeiro lugar o desconto para depois subtrai-lo do valor inicial. Veja nos exemplos a seguir de que forma aparece

e como se soluciona esse tipo de problema muito comum em nosso cotidiano.
1 ° Exemplo:

Marina se esqueceu de pagar a sua conta do condominio na data
do vencimento. Ela pagard uma multa de 5% do valor da conta, que é

R$ 220,00.

Quanto Marina tera que pagar?

Calculando o valor da multa: 5% de 220,00 = 0,05 x 220 = 11. 865433
Calculando o novo valor a ser pago: 220 + 11 = 231.
Marina tera que pagar R$ 231,00.

20 Exemplo: No final do ano passado, uma livraria ofereceu desconto de

7% no preco de todos os livros. Fiz uma compra de alguns livros no valor de

q‘ o :f i ;
£ e 1 ] i

RS 154,00. Quanto pagarei ap6s o desconto? -
Fonte: http://www.sxc.hu/photo/871147

Matematica e suas Tecnologias - Matematica 15
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Calculando o desconto: 7% de 154,00 = 0,07 x 154 =10,78.
Calculando o novo valor a ser pago: 154 — 10,78 = 144,22.
Pagarei RS 144,22 pela compra apds o desconto.

Essas duas situacoes, que foram resolvidas em duas etapas, também poderiam ser resolvidas em apenas uma

etapa, o que facilitaria no caso de vocé usar uma calculadora.

No 1° exemplo podemos calcular diretamente o novo valor fazendo:

100%de220 + 5%de220 = 105%de220

valor daconta valordamulta valor aser pago

105% de 220 = 1,05 x 220 = 231. O novo valor é RS 231,00.

Resumindo, vocé pode calcular o novo valor ja com o aumento multiplicando o valor inicial por 1,05. O nimero

1,05 é chamado “fator de correcao”.

No 2° exemplo vamos calcular o novo valor apés o desconto.

100%del54 - 7%del154 = 93%del54

valor da compra desconto pregoa pagar

93% de 154 = 0,93 x 154 = 144,22. O novo valor é R$144,22.

Ou seja, para calcular o valor da compra com desconto, basta multiplicar o valor inicial por 0,93. Nesse caso,

0,93 é o fator de correcao.

O preco de um celular em certa loja é R$ 480,00. Se eu pagar a vista, a loja me oferece

15% de desconto. Quanto pagarei pelo celular se eu paga-lo a vista?

Amrl"b SuAs
vespostas em
seu cadevno



Aumentos e descontos sucessivos

E bastante comum que sejam feitos aumentos sucessivos em salérios ou descontos sucessivos em faturas ou
precos de mercadorias. Por isso, é importante saber efetuar esse tipo de calculo com a finalidade, entre outras, de

controlar esses aumentos e descontos.

1° Exemplo: Uma pessoa teve um aumento de saldrio de 5% no més de janeiro e outro aumento de 10% no
més seguinte. Como vocé calcularia a taxa total do aumento que essa pessoa recebeu nesses dois meses? Sera que

devemos somar as duas taxas de aumento?
Vamos fazer os calculos para verificar.

Como nao conhecemos o salario dessa pessoa sobre o qual vamos calcular os aumentos, vamos imaginar que

este salario seja de R$ 100,00.
No més de janeiro ela recebeu 5% de aumento, entdo:
5% de 100 = 0,05 x 100 = 5.
Logo, o saldrio passou a ser R$ 105,00.
No més seguinte ela recebeu 10% de aumento, entéo:
10% de 105=0,1x 105=10,5.
O salario passou a ser 105 + 10,5 = 115,50.
O aumento total foi 115,50 — 100 = 15,50, ou seja, 15,5%.

Vimos que, quando temos dois aumentos sucessivos, ndo devemos somar as taxas para determinar o total do

aumento. Esse raciocinio vale para o caso de mais de dois aumentos sucessivos.
Qual seria o fator de correcdo? Como encontrar esse fator?

20 Exemplo: Em uma liquidacao, o preco de uma saia sofreu um desconto de 15%. Como nao foi vendida, no

més seguinte sofreu mais um desconto de 12%. Qual foi a taxa total de desconto?
Considerando que a saia custe R$ 100,00, o primeiro desconto foi
0,15 x100= 15, e 0 preco da saia caiu para R$ 85,00.

O segundo desconto foi de 12% de 85, ou seja, 0,12 x 85 = 10,20, e 0 preco da saia passou a ser 85 - 10,20 = 74,80.

Matematica e suas Tecnologias - Matematica 17



O desconto total do preco da saia foi 100 - 74,80 = 25,20.
Logo, a taxa total de desconto total foi de 25,20%.

Qual o fator de correcdo? E como encontra-lo?

Atividade 06- Uma empresa distribuidora oferece, sobre o valor de uma fatura, os
descontos sucessivos de 10% e 4%. Sabendo que o valor da fatura é de RS 6.000,00, qual o

seu valor liquido?

Ancte suas
vespostas em
seu cadevno

Atividade 07- Aumentos sucessivos de 20% e de 30% equivalem a um aumento Unico
de que percentual? E descontos sucessivos de 20% e de 30% equivalem a um desconto Uni-
co de que percentual? E um aumento de 20% seguido de um desconto de 30% equivalem a

um Unico aumento ou desconto? De que percentual?

Ancte suas
vespostas em
seu cadevno

Lucro e Prejuizo

Esses sao termos muito utilizados em atividades comerciais. Vocé com certeza os conhece.
Pense um pouco e escreva em uma folha as explicacdes. Dé exemplos.

Nos proximos exemplos vamos apresentar situacdes de lucro ou de prejuizo, muito

comuns no nosso dia a dia, e mostrar como é feito o calculo em cada situacao. Fonte: http://www.sxc.
hu/photo/958658

18



1° Exemplo: Um comerciante pretende lucrar 20% na venda de uma mercadoria que lhe custou RS 1.800,00.

Por quanto deve vendé-la?
Calculando o lucro: 20 % de 1.800,00 = 0,20 x 1.800 = 360.
Calculando o preco de venda da mercadoria: 1.800 + 360 = 2.160.
Para lucrar 20%, o comerciante deve vender a mercadoria por RS 2.160,00.

Atencao: O preco de venda da mercadoria também poderia ser calculado em uma sé etapa, pois o preco de

venda é a soma do preco de compra com o lucro. Logo:

Preco de venda = preco de compra + lucro
preso de compre +~ &8

100% 20%
Preco de venda = 120% do pre¢o de compra = 1,20 de 1.800,00.
Preco de venda = 1,20 x 1.800 = 2.160.

Preco de venda: R$ 2.160,00

Portanto, para calcular o preco de venda, basta multiplicar o preco de compra por 1,20 (1 + 0,20), onde 0,20 é

a porcentagem do lucro.

20 Exemplo: Um reldgio que custou R$ 950,00 foi vendido com um prejuizo de 17%.

Por quanto foi vendido o relégio?
Calculando o prejuizo: 17% de 950,00 = 0,17 x 950 = 161,50.
Calculando o preco de venda do relégio: 950,00 - 161,50 = 788,50.
O preco de venda do relégio foi de R$ 788,50.

Atencao: Da mesma forma podemos calcular o preco de venda em uma sé etapa:

Fonte: http://www.sxc.
hu/photo/1365362

Preco de venda = preco de compra _ prejuizo
e —

100% 17%
Preco de venda = 83% do preco de compra = 0,83 de 950,00.
Preco de venda = 0,83 x 950 = 788,50.

Preco de venda: R$ 788,50.

Portanto, para calcular o preco de venda basta multiplicar o preco de compra por 0,83 (1-0,17),onde 0,17 é a

porcentagem do prejuizo.
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\ Existem outros termos usados em diferentes setores da economia, com o significado semelhante a
“ lucro e prejuizo.

Em uma empresa, por exemplo, usa-se anotar o movimento de entrada e saida de dinheiro ou créditos

Saiba Mais e débitos.

Também é usual se falar em superavit ou saldo positivo em vez de lucro ou déficit e saldo negativo
para prejuizo.

Saber calcular o lucro ou o prejuizo é importante, pois sdo conceitos fundamentais em transagdes financeiras.
O primeiro diz respeito ao ganho obtido na compra e venda de determinada mercadoria. O segundo diz respeito a

perda. Resumindo, podemos dizer que:
Lucro (L) = Preco de venda (V) - Preco de custo (C)
Prejuizo (P) = Preco de custo (C) — Preco de venda (V)

Faca as atividades a seguir e exercite a compreensdo desses conceitos.

Maria vendeu uma jdia por RS 1.250,00 com prejuizo de 10,5% sobre o preco de

compra. Qual foi o preco de compra da joia de Maria?

Aﬂo‘l‘@ SuAs

vespostas em
seu caderno

Se eu comprar um objeto por RS 20.000,00 e vendé-lo por R$ 25.000,00 qual sera a

minha porcentagem de lucro sobre o preco de compra?

AAO‘I'Q/ SuAs
vespostas em
seun cadexno



Caso vocé multiplique o preco de uma mercadoria por 1,08, o resultado obtido sera

um preco com lucro ou com prejuizo? De quantos por cento em relagao ao prego de custo?

Anote suas
vespostas em
seu caderno

Para calcular o preco de venda de um objeto que foi vendido com prejuizo de 35%,

por quanto devemos multiplicar o preco de custo do objeto? . - o

Ancle suas

vespostas em
seu cadevno

Quanto custou um relégio vendido por R$ 198,00, com um prejuizo de R$ 28,00

sobre o preco de custo?

Anote suas
vespostas em
seu caderno

Conclusao

Os conceitos apresentados nesta aula podem ja ser conhecidos. No entanto, é importante rever e organizar os
conhecimentos adquiridos anteriormente visando a sua aplicacdo em diferentes situacdes da nossa vida financeira.

Essa aula terd uma continuidade, quando serdo estudados outros conceitos importantes da Matematica Financeira.

Matematica e suas Tecnologias - Matematica
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Resumo

O estudo de Matematica Financeira parte do conhecimento correto de porcentagem: seu conceito e os diver-

sos tipos de célculo que usamos para resolver situagdes envolvendo este conceito.

E importante que se desenvolva o célculo mental de porcentagens, para permitir maior autonomia do indivi-
duo ao fazer uma compra, na hora de escolher uma forma de pagamento ou ainda na hora de escolher como investir

o seu dinheiro.

O uso da calculadora também é valioso, ja que essa ferramenta é usada amplamente no mercado e na vida
cotidiana de todos nds. Portanto, torna-se importante conhecer todos os recursos que uma calculadora, mesmo do

tipo simples, nos oferece.

Foram apresentadas também as primeiras nocdes de Lucro e Prejuizo e as maneiras de se fazer os calculos para

a determinacdo desses valores.

Os aumentos e descontos sucessivos sdo também parte do nosso cotidiano e é importante ressaltar que mui-

tas pessoas pensam erroneamente a respeito desse calculo, fazendo a soma das porcentagens sucessivas.

Foi mostrado que podemos considerar o valor desconhecido como 100. Isso facilita os calculos, e, dessa forma,
podemos calcular o primeiro aumento (ou desconto) e em seguida calcular os outros aumentos (ou descontos). No

final saberemos qual foi o aumento (ou desconto) total aplicado sobre o valor 100.

\/e<ja\ Anda
= http://www.mundoeducacao.com.br/matematica/aplicacao-porcentagem-matematica-financeira.htm

Este site apresenta alguns exemplos de como o calculo de porcentagem é importante no estudo da Matema-

tica Financeira.
= http://www.diaadiaeducacao.pr.gov.br/portals/pde/arquivos/1458-6.pdf.

Aqui é apresentado um trabalho da professora Angela Regina da Silva com diversas atividades ilustradas que

foram aplicadas no Colégio Estadual de Paraiso do Norte em 2008 para alunos do Ensino Médio.
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Atividade 1

tas Exemplo de resposta:

10% de 400 = 50

5% de 500 é a metade de 10% de 500, logo, sdo 25.
15% de 500 = 50 + 25 =75

Resposta: RS 75,00.

Atividade 2

Resposta: 20%

Atividade 3

0,6 x N =53.100, onde N é o nimero de habitantes.
N =53 100 + 0,6 = 88.500.

Resposta: 88.500 habitantes.



Atividade 4

52% x 20% = 0,52 x 0,20 = 0,104 stas

Resposta: 10,4%.

Atividade 5

1-0,15=0,85.
0,85 x 480 = 408.

Resposta: RS 408,00.

Atividade 6

10% de 6 000 = 600.
6.000 — 600 = 5.400.
4% de 5.400 = 216.
5.400-216=5.184.

Resposta: R$ 5.184,00.

Atividade 7

Resposta: 56% e 44%. Desconto de 14%.

Atividade 8

1-0,105=0,895.
0,895 x=1.250x = 1.250 + 0,895 = 1.396,64.

Resposta :R$ 1.396,64.
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stas

Atividade 9

Esta atividade pode ser resolvida mentalmente.

O lucro foi de RS 5.000,00 que representa a quarta parte do preco de compra, que

foi de RS 20.000,00.

Logo, o lucro foi de 25%.

Atividade 10

100 % 1,08 = 106.
108 - 100 = 8.

Resposta: lucro de 8%.

Atividade 11

1-0,35=0,65.

Resposta: 0,65.

Atividade 12

198 + 28 = 226.

Resposta: R$ 226,00.
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Questio 1 (Prova 1- Amarela-ENEM 2008 - pag.10)

Afigura abaixo representa o boleto de cobranca da mensalidade de uma escola, referente ao més de junho de 2008.

Banco S.A.

Pagéval em qualquer aghncia bancana ath a data de vencimento "“ﬁ'&;zma
C moant 8 gl ot o i
Escola de Ensino Médio

Diats Soaurmenio Mosso numen

02/06/2008

s oo banm (=) Vialor doturmen
RS 500.00

nzugies ) Dasrartes

Observagdo: no caso de pagamento em atraso, cobrar muita

de RS 10,00 mais 40 centavos por dia de atraso. 1 Ouras dedughe s

[+ ) Mora®u i

[+ ) Ot et Semacien o

{= ) islor Cobmda

Se M(x) é o valor, em reais, a mensalidade a ser paga, em que x é o niUmero de dias em atraso, entdao

a. M(x) =500+ 0,4x
b. M(x) =500 + 10x
¢ M(x)=510+0,4x
d. M(x) =510 + 40x
e. M(x) =500 + 10,4x

Resposta: Letra C
Comentario: Como é cobrada uma multa fixa de R$ 10,00 pelo pagamento em atraso, deve-se somar 500+ 10=510.
Cada dia de atraso, representado por x deve ser multiplicado por 40 centavos, ou seja, 0,40.

Entdo teremos: M(x) = 510 + 0,40x
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Questio 2 (Prova azul - caderno 7 - MIT 2° dia - ENEM 2010 - pag. 20)

Um professor dividiu a lousa da sala de aula em quatro partes iguais. Em seguida, preencheu 75% dela com

conceitos e explicagdes, conforme a figura seguinte.

Algum tempo depois, o professor apagou a lousa por completo e, adotando um procedimento semelhante ao

anterior, voltou a preenché-la, mas dessa vez, utilizando 40% do espaco dela.

Uma representacdo possivel para essa segunda situacéo é:

N

Resposta: Letra C

40 20 2
100 50 5

Comentario: 40% =

Portanto essa porcentagem esta representada pela figura do item C, pois a lousa estd dividida em 5 partes

iguais e o professor usou 2 dessas partes.



Questio 3 (ENEM 2010 - MIT - 20 dia - Caderno 7 - Azul - Pagina 28)

Um grupo de pacientes com Hepatite C foi submetido a um tratamento tradicional em que 40% desses pa-
cientes foram completamente curados. Os pacientes que ndo pbtiveram cura foram distribuidos em dois grupos de
mesma quantidade e submetidos a dois tratamentos inovadores. No primeiro tratamento inovador, 35% dos pacien-

tes foram curados e, no sequndo, 45%.
Em relagcdo aos pacientes submetidos inicialmente, os tratamentos inovadores proporcionaram cura de:
a) 16% b) 24% c)32% d) 48% e) 64%
Resposta: Letra B

Comentario: 60% dos pacientes foram distribuidos em dois grupos de mesma quantidade, ou seja, 30% em

cada um. No 1° tratamento inovador a cura foi de 35% dos pacientes.
35% de 30% = 0,35 x 0,30 =0,105.
No 2° tratamento inovador a cura foi de 45% dos 30%.
45% de 30% = 0,45x 0,30 = 0,135.

Somando-se os resultados dos dois tratamentos: 0,105 + 0,135 = 0,24 = 24%.
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Exercicio 1

Em uma loja de roupas, os precos foram remarcados com um aumento de 40%. O gerente percebeu a queda
nas vendas apds a remarcacao e decidiu anunciar um desconto de 20% em todas as pegas, 0 que aumentou as vendas.
O que os clientes ndo sabem é que o preco de qualquer peca, apés o desconto, ainda é maior do que o preco original

antes do aumento. Em quantos por cento foi reajustado o preco das roupas?

(2)12% (b) 15% (c) 20% (d) 60%

Exercicio 2

Um lojista deu dois descontos sucessivos no preco dos eletrodomésticos do mostruario de sua loja. O primeiro
de 15% e o segundo de 10% sobre todas as mercadorias. Apds os descontos, Jodao decidiu comprar um computador

para a sua famiilia e pagou R$1071,00 a vista. Qual era o preco do computador antes dos descontos?

(a) R$1096,00 (b) R$1338,75 (c) R$1260,00 (d) R$1400,00

Exercicio 3

No final do ano de 2012 o Brasil contava com aproximadamente 6,9 milhdes de desempregados, que corres-
ponde a uma taxa de aproximadamente 6% sobre a populagao brasileira economicamente ativa (pessoas que podem

trabalhar). Quantos trabalhadores temos no pais?

(a) 64.860.000 (b) 73.140.000 (c) 115.000.000 (d) 414.000.000
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Exercicio 4

Um saco de Tkg feijdo, no ano de 2011, custava em média R$ 3,40. Em 2012 o preco médio do mesmo saco é

RS 4,76. De quanto foi o aumento do preco do feijao?

(a) 36% (b) 40% (c) 65% (d) 70%

Exercicio 5

Uma concessionaria obtém um lucro de 50% sobre o valor de cada carro vendido. O valor obtido na venda

equivale a quantos por cento sobre o preco de custo?

(a) 25% (b) 50% (c) 75% (d) 100%

Exercicio 6

Uma organizacdo que arrecada fundos para a populacao carente, informou que apés a recessao o valor das
doacgdes caiu 3% em relagao ao ano anterior, sendo arrecadado somente 300 milhdes de reais. Qual o valor aproxima-

do, em milhdes de reais, das doag¢des no ano anterior?

(a) 306,0 (b) 307,4 (c) 3089 (d)309,2

Exercicio 7

Uma pessoa pode obter um desconto de R$1.100,00 no seu imposto de renda caso faga uma doacdo para um
Hospital Infantil. Sem o desconto pagaria o imposto integral no valor de R$5.500,00. Fazendo a doacao, de quanto

sera o desconto?

(a) 5% (b) 20% (c) 25% (d) 40%

Exercicio 8

Uma loja esta vendendo uma TV a R$1200,00 a vista ou a prazo, em 15 parcelas fixas de R$135,00. Um cliente

decidiu comprar a TV a prazo. Que porcentagem da TV o cliente pagara a mais?

(a) 68,75% (b) 72,50% (€) 75,25% (d) 82,75%



Exercicio 9

Maria deseja comprar um novo computador que custa, a vista, R$2200,00. Ela decide pagar parcelado, e calcula

o valor em 10 parcelas fixas, com 35% sobre o valor do produto a vista. Que valor sera pago em cada parcela?

(a) R$135,00 (b) R$220,00 (c) R$255,00 (d) R$297,00

Exercicio 10

Um supermercado vende produtos prestes a perder o prazo de validade na promocao “leve 4 e pague 3". Quan-

to é o desconto na aquisicao de 4 itens desse mesmo produto?

(a) 25% b) 27% (c) 29% (d)31%

Exercicio 11

Um lojista com intuito de ndo obter prejuizo, sabe que o preco de venda de seus produtos deve ser no minimo
40% superior ao preco de custo. Sendo assim, ele aumenta o preco de venda dos produtos em 75% em relagao ao
preco de custo, para agradar aos clientes que pedem desconto na hora da compra. Qual o maior desconto que ele

pode conceder ao cliente, sobre o preco da tabela, de modo a nao ter prejuizo?

Exercicio 12

Uma piscina com capacidade de 6000 litros, estava cheia de dgua cujo indice de salinidade era de 12%. Apds
um dia de sol forte, uma parte da dgua evaporou e esse indice subiu para 23%. Quantos litros de dgua evaporaram

nesse dia?

Exercicio 13

Um guarda-roupa foi comprado a prazo, no valor de R$2.204,00. Sabe-se que foi obtido um desconto de 5%
sobre o preco de etiqueta, mas se a compra tivesse sido a vista, o guarda-roupa teria saido pelo valor de R$1972,00.

Quial teria sido o desconto se o pagamento fosse a vista?

Matematica e suas Tecnologias - Matematica

33



34

Exercicio 14

O Novo Cédigo Florestal, aprovado pelo Congresso Nacional do Ano de 2012, prevé 80% de preservagao da
area localizada em florestas, 35% de area localizada em cerrados e 20% de area preservada em demais regides e ou-
tros biomas. Uma madeireira possui uma area de 300km? na Floresta Amazonica. De acordo com o novo cédigo, até

quanto km? da area poderao ser explorados?

Exercicio 15

Uma pessoa aplicou certa quantia no mercado de acées da Bolsa de Valores. Em um més, ela perdeu 30% de
tudo que investiu, mas no més seguinte, recuperou 20% do que havia perdido. Passados os dois primeiros meses, ela

decidiu vender suas acoes, que valiam R$3.800,00. Qual foi o valor do investimento inicial?
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Exercicio 7
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Exercicio 11

Ve

Seja x o preco de custo e y o preco de venda de um produto dessa loja. O valor minimo pelo qual o produto
pode ser vendido é y = 1,4x, o lojista aumenta em 75% o preco de custo, entdo o preco de venda éy=1,75x.0
desconto maximo é de 0,35x. Em porcentagem, usando regra de trés tem-se

1,75x _ 100%
035x D

onde D é o desconto cedido pelo lojista. Realizando os calculos chegamos a D = 20%.




Exercicio 12

4 )
Seja x a quatidade de d4gua apos a evaporacdo, entdo
6000 88% de agua
X 77% de agua (apds a evaporagao)
Resolvendo
6000 x 77=88x=> x= 462000 _ 5250
Portanto,hd 5250 litros de dgua na piscina.
Logo, evaporaram 6000 — 5250 = 750 litros de dgua.
. J
Exercicio 13
4 )
Preco com desconto de 5% = 2.204,00, entao esse valor equivale a 95% do preco. Sendo x o desconto para o
pagamento a vista tem-se
95% — 2.204,00
x—>1.972
Resolvendo para x
95 2204
—=——=>x=85
x 1972
Portanto o desconto para pagamento a vista é de 85%.
. J
Exercicio 14
4 )
Como a érea estd na Floresta Amazodnica devem ser preservados 80%, logo podem ser explorados 20%. Entéo
20
20% de 300 =——x 300 =60
100
Portanto, podem ser explorados 60km?.
\§ J
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Exercicio 15

I

Considere v o valor investido. A perda de 30% corresponde a 0,3v. Como recuperou 20% do que perdeu,

ganhou
20
20% de 0,3v =——x0,3v =0,06v
100
Portanto, v—0,3v + 0,06v => 3.800 = 0,76v = 3.800 => v = 5.000.

Portanto o investimento inicial foi de R$5.000.
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Noticias como essas sdo encontradas em jornais com bastante frequéncia

atualmente. Essas situagdes de aumentos e outras como financiamentos de car-

ros, de moradias, empréstimos pessoais, rendimentos de poupanca estdo sempre
relacionadas com a nocdo de juros.

Vamos continuar, nesta aula, a estudar mais alguns tépicos sobre Mate-

matica Financeira. Nela vamos falar sobre situacdes que envolvem juros simples
e compostos.
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Objertivos de aprendizagem

Resolver situagdes-problema que envolvem cobrancas de juros simples.
Resolver situacdes-problema que envolvem cobranca de juros compostos.

Avaliar e comparar os dois tipos de situacoes.



Capital, juros e montante

Se uma pessoa pedir um empréstimo por determinado tempo, ela devolvera, no final do periodo, essa quantia,
chamada de Capital, acrescida de um valor previamente combinado. Este valor chamado de juros é estabelecido por

uma porcentagem, a taxa de juros.

O capital inicial, acrescido dos juros, ¢ chamado de Montante.

Capital

Capital é a quantia emprestada ou investida sobre a qual serao calculados os juros.

Taxa de juros

Taxa de juros é o porcentual de juros cobrado em um empréstimo ou em um investimento. Ela pode ser cobrada ao dia, ao més,

ao ano etc.

Montante é a soma do Capital com os juros.

No exemplo a seguir vamos mostrar como se calculam juros, destacando depois os dados importantes da

situacao e suas nomenclaturas.
Exemplo 1

Janaina pediu emprestada a um amigo a quantia de R$ 950,00. Eles combinaram que ela devolveria o dinheiro

com uma taxa de juros de 2% ao més.
No final do 1° més, Janaina teria que devolver:
950,00 + 2% de 950,00

950 + 0,02x 950 =950 + 19 =969
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No final do 1° més, Janaina teria que devolver a quantia de R$ 969,00.
Entao, neste problema podemos destacar:
Capital (C): R$ 950,00

Tempo(t): 1 més

Juros Simples

No célculo dos juros podemos observar que ha uma regularidade envolvendo o capital, o tempo e a taxa de

juros. Veja o exemplo:

Léo emprestou R$ 500 a uma amiga a taxa de juros de 3% ao més. Quanto ele pagara de juros ao final de 4

meses?
Jurosde 1T més:500x0,03x1=15x1=15
Juros de 2 meses: 500x0,03x2 =15x2=30
Juros de 3 meses: 500 x 0,03 x3=15x3 =45

Juros de 4 meses: 500 x 0,03 x4=15x4=60

Juros de t meses: 500x 0,03 xt=15xt

Podemos, entdo, generalizar escrevendo a formula para o calculo dos juros:

[j=cxixt ] ou | j=cit |

sendo:

= j:total de juros;

= C:capital;

= i:taxa de juros;

= t:tempo de empréstimo.

Observe que a taxa de juros e o tempo devem estar na mesma unidade (meses, anos, etc.)

Neste exemplo, os juros ndo sao acrescentados ao capital ao final de cada més, por isso o capital permanece

o0 mesmo a cada més. Portanto, os juros pagos a cada més sdo todos iguais, calculados sobre o mesmo valor inicial.
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Dizemos, nesse caso, que se trata de Juros simples.
E interessante notar que os juros dependem do tempo a que se referem.

Se o tempo aumenta, os juros também aumentam na mesma proporc¢ao. No caso de o tempo diminuir, os juros

também diminuirdo na mesma proporc¢ao. Portanto, juros e tempo sao grandezas diretamente proporcionais.

Regime de Capitalizacdo Simples é o sistema de capitalizacdo no qual os juros sdo sempre calculados tendo por %

base de célculo o valor do capital original. g, i
Saiba Mais
No regime de capitalizacao simples, a evolugao dos juros ocorre de forma linear ao longo do tempo.

A aplicagdo dos juros simples tem utilizacdo limitada nos dias atuais, pois que o mercado financeiro adota por
critério os juros compostos (que veremos a seguir), limitando-se a utilizagédo dos juros simples para operagoes

financeiras de curto prazo.

Outro exemplo:

Cléber guardou R$ 16.000,00 por 3 anos e 2 meses, recebendo juros simples a taxa de 9% ao ano (a.a.). Verifique

se o montante que Cléber acumulou nesse periodo permite que ele compre um carro de R$ 20.000,00.

Como, nesse caso, a taxa de juros se refere ao periodo de 1 ano e o tempo é dado em anos e meses, devemos

fazer algumas transformacoes.
3 anos e 2 meses = 31 do ano = 38 meses.
2
9% ao ano = %% ao més =0,75% ao més = 0,0075 ao més.

O montante M pode ser calculado somando-se ao capital aplicado c os juros j obtidos na aplicacdo dados pela
férmula j=c.i.t. Assim, teremos que M = ¢ + c.i.t, expressdo que pode ser escrita na forma M = ¢(1+it). Substituindo-se

as informacdes do enunciado nessa formula, temos:
M =16 000(1 + 0,0075.38) =16 000( 1 + 0,285) = 16 000 . 1,285
M =20 560
Cléber podera comprar o carro com esse dinheiro e ainda sobrardo R$ 560,00.

Entendeu o raciocinio? Entédo faca as atividades a sequir para verificar seu aprendizado.
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Marcos pegou emprestado a quantia de RS 15.000,00 durante 6 meses, com juros

simples, e pagou no final desse periodo R$ 18.600,00. Qual foi a taxa de juros cobrada?

Aﬂo‘l‘@ SuAs

vespostas em
seu caderno

Uma pessoa pegou emprestada a juros simples a quantia de R$ 3.500,00 e devolveu

o montante de R$ 4025,00, sendo a taxa de juros igual a 1,5% ao més.

Quantos meses durou o empréstimo?

Anote suas

vespostas em
seu caderno

Se eu aplicar o meu capital a juros simples de 6% ao ano durante 5 meses, obterei um

montante de R$ 7.687,50. Qual é o meu capital?

Amrl"b SuAs
vespostas em
seu caderno



Juros Compostos

Diferentes dos juros simples, os juros compostos sdo determinados sempre em funcao do montante acumula-

do no periodo anterior, e ndo com base no capital inicial. Veja a situacdo a seguir:

Joao pediu um empréstimo de R$ 5000,00 no banco pelo prazo de 3 meses, com taxa de 4% ao més. Sabendo

que os juros sdo compostos, qual serd o valor dos juros a pagar apds esse periodo?

Vamos fazer uma tabela, calculando os juros a cada més.

5000 4% de 5000 = 200
5200 2 4% de 5200 = 208 408
5408 3 4% de 5408 = 216,32 624,32

Neste caso, os juros calculados a cada més sao somados ao capital que vai ser usado para calcular os juros no

més seguinte.

Jodo pagara de juros, no final dos 3 meses, a quantia de R$ 624,32.

Clique no link http://objetoseducacionais2.mec.gov.br/bitstream/handle/mec/19090/index.html?sequence=65
para simular a compra de uma moto usando os conceitos estudados nesta aula. Primeiramente serd “
preciso guardar dinheiro na poupanca e, depois, esse valor serd dado como entrada na compra da
moto. O restante do preco serd financiado. Para facilitar os calculos dessa aquisicao, serdo necessarios . .
. ) Muthimidia
alguns conceitos de juros compostos.

Matematica e suas Tecnologias - Matematica 47



48

Formula para o calculo de juros compostos

Vocé viu que, para calcular o Montante em um sistema de juros compostos, calculamos os juros no final de
cada periodo, somamos esse valor ao capital e formamos um montante sobre o qual calculamos os juros do periodo
seguinte.

Isto é o que chamamos de “juros sobre juros”.

Este processo so é pratico se o prazo nao for longo. No caso de um prazo maior, devemos usar um processo
mais pratico para resolver este tipo de problema.

Vamos calcular, no sistema de juros compostos, qual serd o montante(M) produzido por um capital (C) aplicado
a uma taxa mensal (i) durante 4 meses.

-m Montante no fim de cada periodo

1°més M, =C+iC=C(1+1i)
M, =M +iM, =M (1 +i)=
2°més M, iM, =C(+)+1i)
M, =C(1 +i)?
M,=M, +iM, =M, (1 +i)=
3°més M, iM, =C(1+D)X(1 +1)
M3=C(1 +i)®
M, =M, +iM, =M, (1+i) =
4° més M, iM

g =C(1 +1i)3(1 +i)

M, = C(1 +i)*

Generalizando, podemos escrever a formula para o calculo do Montante ao final de um tempo t a juros
compostos.

M =C(1 +i)*

Podemos observar que os valores de C, M,, M,, M,,... sdo termos de uma Progressao Geométrica cuja razao €
(1+1).

Dica: Para resolver essas atividades, é mais pratico usar uma calculadora

Nas proximas atividades vocé ira aplicar a formula de calculo de juros compostos



Joana tomou um empréstimo no valor de R$ 200,00 a juros compostos de 8% ao

més, por um periodo de 4 meses. Qual serd, ao final do periodo, a divida de Joana?

(%}
Aﬂo“w SuAS
vespostas em
seu caderno
O capital de R$ 1.000,00 aplicado a juros compostos rendeu RS 82,50 apds 4 meses.
Qual foi a taxa de juros mensal?
(%}

Ancte suas
vespostas em
seu caderno

Uma pessoa aplicou, a juros compostos, R$ 10.000,00 a taxa de 2% ao més, gerando
um montante de RS 10.612,08. Por quanto tempo este capital ficou aplicado? Use: log1,06

=0,0258 elog1,02 =0,0086.

Fonte: Fundagdo Roberto Marinho — Multicurso - 2° grau - volume 2 - p. 93

Anote suas

vespostas em
seu caderno
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Mutimidia

Qual o capital que, aplicado a juros compostos de 5% ao més, gera um montante de

RS 55.330,00 no prazo de dois meses?

Fonte: Fundacao Roberto Marinho — Multicurso — 2° grau — volume 2 - p. 93
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O simulador“Matematica Comercial e Financeira”
é constituido por seis situacdes que, para serem
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compostos, descontos e amortizagdes. Este
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Clique no link http://objetoseducacionais2.
mec.gov.br/bitstream/handle/mec/15899/
index.html?sequence=4 e divirta-se.

Quando minha filha nasceu, guardei na poupanga R$ 500,00 com uma taxa de juros

de 0,5% ao més. Ao final de 1 ano, quanto ela terd aproximadamente na poupanca?

Ancte suas
vespostas em
seu cadevno



Um capital de R$ 2.000,00 aplicado a juros compostos rendeu, apds 4 meses, o Mon-

tante de RS 2.064,77. Qual foi, aproximadamente, a taxa de juros desse investimento?

Ano{-e SuAas
vespostas em
seu caderno

Para emprestar dinheiro, uma financeira cobra juros compostos de 15% ao més
(@.m.). Se uma pessoa pegar um empréstimo de R$ 4.300,00 por 2 meses, qual a quantia

que ela devera devolver a financeira?

Ancte suas
vespostas em
seu caderno

Juros e func¢oes

Vamos observar diferentes formas de aplicacdes de um capital de R$ 500,00 a uma taxa de 20% ao ano.

19) Sistema de juros simples.
Nesse sistema, os juros sao funcao do tempo de aplicacdo e podemos escrever:
j=1500x0,2t —>j=100t, que é uma funcao linear do tipo y = ax

Vamos construir o grafico dessa funcao escolhendo alguns valores para t.

Matematica e suas Tecnologias - Matematica
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0 0
1 100
2 200

d
t (anos)

2°) Ainda no sistema de juros simples, vejamos agora o que acontece na mesma aplicacdo do item anterior

quando queremos obter o Montante em funcao do tempo de aplicacéo.
Podemos escrever entdo a expressdo matematica que representa uma funcdo afim do tipo y = ax + b.
Lembrando que M = C + Cit, temos: M = 500 + 100t.

Vamos construir o gréafico dessa funcao escolhendo alguns valores para t:
temanos) | m R
0 500

1 600

700 4---------
2 700

600 A

500

D>
t (anos)

-l -
[ R e

3°) No sistema de juros compostos, o Montante serd obtido em funcdo do tempo, por meio da funcao

M =500.1,2%, que é uma funcdo exponencial.

Vamos construir o grafico escolhendo alguns valores para t:



0 500

1 600 ovn
2 720 i
1
600 {---- |
1 1
1 1
500 : :
] 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1

1 1 '

0 1 2 t (anos)
Conclusao

O estudo de Matematica Financeira feito nesta aula se prop6e a dar uma noc¢do do assunto, principalmente no
que se refere a diferenca entre juros simples e compostos. Sabemos que juros compostos é o sistema mais aplicado
na nossa vida real. Os bancos, os planos de crediario, os financiamentos de casa prépria ou de carro, e também a
divida do cartdo de crédito, todos usam o sistema de juros compostos. No entanto, para se resolver problemas envol-

vendo juros compostos, muitas vezes é necessario utilizar uma calculadora cientifica.

Resumo

Juros é um termo que vemos quase todos os dias em jornais, televisao ou internet. Outros termos associados a

este, como taxa de juros, capital e Montante, também devem ser conhecidos de todos nés.

Consideramos que compreender bem a diferenca entre juros simples, em que o capital é sempre o mesmo
durante o periodo de rendimento, e juros compostos, em que os juros sdo acrescidos ao capital a cada intervalo de

tempo, é essencial para poder fazer escolhas na hora de um financiamento ou de uma compra a prazo.

Com isso, o crescimento de um capital no sistema de juros simples é linear (proporcionalidade direta) e o cres-
cimento de um capital no sistema de juros compostos é exponencial. Os termos que se apresentam em uma situagao

de juros compostos, como o capital e os diversos montantes, formam uma Progressdo Geométrica de razao (1 +i)t.

Os conteudos de Matematica Financeira ndo foram esgotados nestas duas aulas. Eles sdo muitos extensos e,

para serem aprofundados, seria necessario um curso mais completo dedicado ao tema.
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= http://www.infoescola.com/matematica/juros-simples-e-juros-compostos-matematica-financeira/
Neste site vocé terd a oportunidade de rever os conceitos apresentados na aula e também resolver mais

atividades relacionadas com o tema.

Referéncias
Livros

= DANTE, Luiz Roberto. Matemdtica, contextos e aplicacées. 32 ed. Sao Paulo: Atica, 2010. 736 p.

= Fundacdo Roberto Marinho. Multicurso: Ensino Médio. 22 série. 12 ed. Rio de Janeiro, 2005. 406 p.

Atividade 1

M=c(1+it)
AS
st 18.600 = 15.000(1 +i.6) = 15.000 + 90.000 i
18.600 - 15.000 = 90.000 i —> 3.600 = 90.000 i —> i= 3.600 : 90.000 = 0,04

Resposta: A taxa de juros cobrada foi de 4% ao més.

Atividade 2

4025 =3.500 + 3.500.0,015.t =3.500 + 52,5 t
525=52,5t t=525:52,5=10

Resposta: O tempo do empréstimo foi de 10 meses.

Atividade 3

6% ao ano = %% ao més = 0,5% ao més

0,5% = 0,005

7.687,50=c(1+0,005.5) —>7687,50 = c.1,025 —> c = 7687,50:1,025 —> c = 7500
Resposta: O meu capital é de RS 7.500,00.
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Atividade 4
M=C(1+i)* M =200(1 + 0,08)* M = 200. 1,3604
M = 272,09

Resposta: A divida de Joana sera de R$ 272,09.

Atividade 5

N =1.000 + 82,50 = 1.082,50

1.082,50
1.082,50 = 1.000(1 +i)* (1+i)*=——=1,0825
1.000
1+i= 31,0825 =1,020015 i=1,020015-1=0,020015 = 2,0015%

Resposta: A taxa de juros foi de 2,0015% ao més.

Atividade 6

10.612,08 = 10.000(1 + 0,02)* —> (1 +0,02)t 1,06—>t.log 1,02 =log 1,06

e log1,06 0,0258 _3
log1,02 0,0086

Resposta: O capital ficou aplicado por 3 meses.

Atividade 7

C= 55.330

55.330 = C(1 + 0,05)° 55.330 = C(1,05)? =50.185,94

7

Resposta: O capital é R$ 50.185,94.

Atividade 8

M =500(1 + 0,005)'? = 500(1,005)'?—> M =500 . 1,0616 = 530,83

Resposta: Ela tera aproximadamente RS 530,83.

Atividade 9

2.064,77 = 2.000(1 +i)* —> (1+i)* = 1,03238 —> 1 + i = /1,03238 = 1,007999
i =0,007999 i =0,7999%

Resposta: A taxa é de aproximadamente 0,8% ao més.

Matematica e suas Tecnologias - Matematica

stas

55



56

stas

Atividade 10

M =4.300(1+0,15)2 M=4.300.1,3225 =5.686,75

Resposta: Ela tera que devolver RS 5.686,75.



o =

Questio 1 (FGV-SP)

A rede Corcovado de hipermercados promove a venda de uma maquina fotografica digital pela seguinte ofer-
ta. "Leve agora e pague daqui a 3 meses”. Caso o0 pagamento seja feito a vista, Corcovado oferece ao consumidor um
desconto de 20%. Caso um consumidor prefira aproveitar a oferta, pagando no final do 3° més apds a compra, a taxa
anual de juros simples que estara sendo aplicada no financiamento é:

a. 20%

b. 50%
100%
80%
e. 120%

a n

Daqui a 3 meses o cliente pagara x reais.
O pagamento a vista é de 0,8x reais.
0,2x=0,8x.i.3 0,2x =2,4i x i= % ao més

A taxa anual serd i 12 =1.0u seja, 100%.

12

Resposta: Letra c.

Questio 2 (Unicamp-SP)

Um capital de R$ 12.000,00 é aplicado a uma taxa anual de 8%, com juros capitalizados anualmente. Conside-

rando que nao foram feitas aplicacdes ou retiradas, encontre:

a. O capital acumulado apés 2 anos.
b. O numero inteiro minimo de anos para que o capital acumulado seja maior que o dobro do capital ini-
cial (se necessario, use log 2=0,301 e log 3 =0,477).
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Respostas:

a. M=12.000(1+0,08)? = 13.996,80

O capital acumulado foi de R$ 13.996,80.

b. M>12000x 2
12.000(1 + 0,08)" > 12.000 X 2
1,08'>2 —>tlog 1,08 >log2 —>tlog % >log 2
t (log108 - log 100) > log 2 —>t {log(2? .3%) - 2 log 10} > log 2
t{2log2+3log3-2}>log2
t.0,033>0,301 t>9,1212

O nUumero inteiro minimo de anos é 10.



Exercicio 1

Comprado a prazo com taxa de 3%a.m, um computador custa R$ 4300,00, sendo R$1800,00 juros. Qual o nu-

mero de prestacdes a serem pagas pelo computador?

(@12 (b) 18 (c) 24 (d)30

Exercicio 2

A taxa de uma aplicacdo é de 150% ao ano. Através de capitalizacdo simples pretende-se dobrar o capital apli-

cado. Quantos meses serdo necessarios para atingir esse objetivo?

(@6 (b) 7 (€8 (d)9

Exercicio 3

Um taxista contraiu empréstimo de R$7.000,00 com taxa de juros simples de 2,64% a.m, para pagarem 220

dias. O montante, em reais, pago em juros por este empréstimo é de?

(a) 1355,20 (b) 1535,20 (c) 1335,20 (d) 1555,20

Exercicio 4

Uma joia custa RS 7.700,00 a vista e RS 9.825,20 a prazo, com taxa de juros de 4,6% a.m. Qual o periodo da

compra a prazo?

(@) 4meses (b) 5meses (c) 6Bmeses (d) 8meses
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Exercicio 5

Pedro pagou mensalmente, pelo periodo de 3 semestres, por um equipamento que custa RS 5.300,0, a uma

taxa de juros simples de 1,89% a.m. Qual o valor total pago, em reais?

(a) 7.103,06 (b) 7.106,03 (c) 7.203,03 (d) 7.209,06

Exercicio 6

Um capital aplicado a juros simples durante 2 anos, com taxa de 5% ao més, gerou um montante de R$

26.950,00. Qual o valor, em reais, do capital aplicado?

(@) 12.550 (b) 12.250 (c) 10.250 (d) 10.550

Exercicio 7

Uma instituicao financeira oferece um tipo de aplicacao tal que, apds t meses, o montante relativo ao capital
aplicado é dado por M(t) =C- 20,04 - t, onde C > 0. Qual o menor tempo possivel para quadruplicar uma certa quantia

aplicada nesse tipo de aplicacao?

(@) 2anos e 6 meses (b) 3 anos e 5meses (c) 4 anos e 2 meses (d) 6 anos e 4 meses

Exercicio 8

Maria pretende contratar um investimento que consiste em 12 depdsitos mensais, iguais e postecipados, que-
serao resgatados em 3 saques mensais de R$ 500,00, sendo o primeiro saque realizado Tmés depois do ultimo depd-
sito. A taxa de remuneracao composta do investimento é de 4% ao més. Qual o valor de cada depésito, em reais, sem

considerar os centavos?

(a) 83 (b) 92 (c) 107 (d)120

Exercicio 9

Um capital de R$ 4000,00, aplicado a juros compostos com capitalizacdo semestral, produz, ao fim de 1 ano, o

montante de R$ 5760,00. A taxa de juros nominal anual é:

(a) 20% (b) 21% (c) 22% (d) 40%



Exercicio 10

OcapitalinicialdeR$2000,00foiaplicado,porumsemestre, ataxadejuroscompostosnominalde20%aose-mestre,c
omcapitaliza,c’aotrimestral.Paraqueseobtenhaomesmolucroaplicandoocapitalinicialajurossimplesduranteosmesmo
sbmeses, ‘enecess arioqueataxadejurossimplesaobimestreseja:(a)5,0%(b)5,5%(c)6,0%(d)7,0%

Exercicio 11

Um investidor aplicou a quantia de R$ 500,00 em um fundo de investimento que opera no regime de juros
simples. Ap6s 6 meses o investidor verificou que o montante era de R$ 560,00. Qual a taxa de juros desse fundo de

investimento?

Exercicio 12

Uma quantia foi aplicada a juros simples de 6% ao més, durante 5 meses €, em seguida, o montante foi aplica-
do durante mais 5 meses, a juros simples de 4% ao més. No final dos 10 meses, o0 novo montante foi de R$ 234,00.Qual

o valor da quantia aplicada inicialmente?

Exercicio 13

Determinado capital gerou, apds 24 meses, um montante de R$ 15.000,00 com a taxa de juros de 2% a.m. Qual

o valor desse capital?

Exercicio 14

Um titulo de valor R$ 10.000,00 foi aplicado por 6 meses a uma taxa de juros simples de 3% a.m. Qual a taxa

mensal para produzir o mesmo montante na modalidade de juros composto em uma aplicagdo com a mesma duragao?

Exercicio 15

Um carro é anunciado por R$ 16.000,00. Porém, numa promocao esta sendo dado um desconto de 18% para

pagamento a vista. Qual o preco para pagamento a vista desse carro?

Matematica e suas Tecnologias - Matematica

61



62

Exercicio 1

A B

ONON NO
Exercicio 2

® O

A B

O
O

Exercicio 3

O O

A B

®
O

Exercicio 4

A B

c D
® O

O
O

Exercicio 5

A B

OO

o
O

Exercicio 6

A B

cC D
O®0O0O0



Exercicio 7
A B C€C D
ONON N0

Exercicio 8

Os»
@~
Ooe
O¢®

Exercicio 9

Os»
Ow
Ooe
®-c

Exercicio 10

B C

® O O
Exercicio 11

C |

Exercicio 12

[ R$ 150,00. j

Exercicio 13

[ R$ 9.325,82. J

Matematica e suas Tecnologias - Matematica 63




Exercicio 14

[ 2,79698% a.m.

Exercicio 15

[ R$ 13.120,00.
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Matrizes e
Determinantes

Pava inicio de conversa...

Frequentemente em jornais, revistas e também na Internet encontramos
informacdes numéricas organizadas na forma de tabelas, com linhas e colunas.

Esta tabela numérica com linhas e colunas é o que chamaremos de Matriz. Veja-

mos alguns exemplos de tabelas comumente encontradas:

Tabela 1: Tabela anual IR 2012

Rendimento (R$)

Até 18.799,32

De 18.799,33 a 28.174,20

De 28.174,21 a 37.566,12

De 37.566,13 a 46.939,56

Acima de 46.939,56

Retirado do site: http://www.meubolsoemdia.com.br/dica/imposto-de-renda/tabela-anual-

ir-2012
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Aliquota

7,5%

15,0%

22,5%

27,5%

Parcela a deduzir (RS)

1.409,95

3,523,01

6.340,47

8.687,45
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Tabela 2: Custo e lucro de alguns artigos de uma sapataria

T L e
Custo RS 200 120 80

Lucro RS 75 25 20

Tabela 3: Quantidade de artigos vendidos dessa sapataria em alguns meses do ano

e e s e
10 15 35

Bota
Sapato 20 25 25
Sandalia 30 20 05

(tabelas 2 e 3 retiradas do site: http://www.feg.unesp.br/extensao/teia/aulas/Ana26agosto-AtividadeExtra.pdf, que é uma ativida-
de que adaptaremos para utilizarmos posteriormente nessa aula).

Quando trabalhamos com matrizes, em geral utilizamos apenas os nimeros das tabelas, organizando-os em
linhas e colunas, entre parénteses, colchetes ou entre duas barras (os dois primeiros sdo mais comuns). Veremos que

esta representacao utilizada facilitard nosso trabalho, quando estudarmos as operagées com matrizes.
Observacao: Utilizamos uma letra maiuscula para identificar matrizes.
Alguns exemplos de matrizes:

Chamando de A a matriz obtida pelos numeros da tabela 2 e B a matriz obtida pelos numeros da tabela 3,

teremos entao:

10 15 35
200 120 80

= B={20 25 25
75 25 20

30 20 5

Aprenderemos na secao 1 a reconhecer um elemento ou termo de uma matriz (um desses nimeros que apa-

recem na matriz) dados a posicdo da linha e da coluna em que ele esta.



Objetivos de aprendizagem

= |dentificar e representar os diferentes tipos de matrizes.
= Efetuar célculos, envolvendo as operacdes com matrizes.
= Resolver problemas, utilizando as operagdes com matrizes e a linguagem matricial.

= Calcular o determinante de matrizes quadradas de ordem 2 e 3.
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Secao 1
Conhecendo e construindo matrizes

Antes de qualquer coisa, procuremos compreender como identificar um elemento de uma matriz, utilizando

a posicdo de sua linha e coluna.

Utilizando nossa Tabela 2, identificamos a seguir as linhas e colunas da matriz:

12 LINHA

22 LINHA

12 22 32
COLUNA COLUNA COLUNA

Entdo, esta matriz é formada por duas linhas e trés colunas.

Agora que ja sabemos reconhecer linhas e colunas de matrizes, podemos reconhecer seus elementos, utilizando

essas informacoes. Por exemplo, podemos ver que o elemento que esta na primeira linha e segunda coluna é 0 120, pois:




Visualmente falando o nimero que esta na primeira linha e segunda coluna é o 120, pois ele é o elemento que

estd na intersecdo das cores.

O elemento que estd na segunda linha e terceira coluna é o 20, pois:

(200 120
TLZL D L

Reconhecendo elementos de uma matriz.

10 15 35 idlade
Agora é com vocé! Dada a matrizB = | 59 55 55 |. Identifique o elemento que

esta na: 30 20 5

a. primeira linha e primeira coluna.
b. terceira linha e segunda coluna.
c. segunda linha e terceira coluna.

d. terceira linha e terceira coluna.

Dica: Se precisar, utilize a ideia de circular a linha e coluna respectiva e veja que o ele-

mento procurado é exatamente o que estard na intersecdo.

Anote suas

vespostas em
seun caderno
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Considerando uma matriz A com m linhas e n colunas, podemos identificar os elementos desta matriz por
meio do simbolo a,emqueo indice i refere-se a linha em que se encontra tal elemento e o indice j refere-se a coluna
em que se encontra o elemento. Como vimos anteriormente, convencionamos que as linhas sdo numeradas de cima

para baixo e as colunas da esquerda para direita.
Observe que o indice i varia de 1 até m, enquanto o indice j varia de 1 até n.

Exemplo: Considerando a matriz A abaixo:

200 120 80
75 25 20

Temos:

a,, =200 (elemento que esta na primeira linha e primeira coluna)
a, =120 (elemento que estd na primeira linha e segunda coluna)
a,, =80 (elemento que esta na primeira linha e terceira coluna)

a,=75 (elemento que estd na segunda linha e primeira coluna)

a,,= 25 (elemento que esta na segunda linha e segunda coluna)

a,=20 (elemento que esta na segunda linha e terceira coluna)

Preocupado com o impacto ambiental que a poluicdo pode causar a sua represa, um jovem procura a
ajuda de um gestor ambiental, que sugere o uso do conceito de matrizes para determinar se o impacto
Mu“’iMiJiﬂ\ ambiental é sustentdvel. Ficou curioso? Entdo acesse o link http://portaldoprofessor.mec.gov.br/ficha-
Tecnica.html?id=33154 e surpreenda-se.



Identificando elementos de uma matriz

Dada a matriz a seguir, identifique seus elementos:

-4 2

E 100
3

a, =M

a =M

a, =M

a, =M

Ancle suas

vespostas em
seu caderno

Construindo uma matriz a partir de uma “regra de formacao”.

Podemos construir uma matriz a partir de uma regra de formacao - que é uma expressao, envolvendo as vari-

aveis i e jde um elemento geral a, Calma! Nao é algo dificil. Veja:

Dada uma matriz com 3 linhas e 2 colunas, por exemplo, e a regra de formacéao a= i + j, poderiamos escrever

todos os elementos dessa matriz. Mas como?

Primeiro, observamos que, como a matriz tem 3 linhas e 2 colunas, ela pode ser representada da seguinte

maneira:

Matematica e suas Tecnologias - Matematica
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a0y
ayy dy

ds, dsp

ApOs ter escrito os elementos desta forma (geral), utilizamos a regra dada e assim obtemos os elementos
de forma numérica... Observe que a regra geral é a=i+j, basta substituirmos as letras i e j pelos nimeros que ali
aparecem. Por exemplo, como encontrar o termo a,,?? Basta no lugar do i colocarmos o 1 e no lugar do j também

colocarmos o 1 e assim encontraremos

a,, =1+ 1=2.Encontrando os demais termos:

a,=1+2=3
a,=2+1=3
a,=2+2=4
a,,=3+1=4
a,=3+2=5

Agora basta voltarmos a nossa matriz inicial e substituirmos as letras por nimeros! Ela ficara assim entao:

A W N
v b W

Observem que:

Dependendo da regra de formacdo podemos encontrar termos negativos, fragdes, nUmeros irracionais... Afi-

nal, estamos trabalhando com nimeros reais!

Utilizamos a; para o termo geral de uma matriz A, mas podemos utilizar também b,, ¢, etc,, porém o mais co-

mum é utilizar o bij para uma matriz B, ¢, parauma matriz C etc...



Vamos construir uma matriz?

a. Construa uma matriz com 2 linhas e 2 colunas, onde a regra geral é dada por
a,=i-j.
Dizemos que uma matriz é quadrada se o nimero de linhas é igual ao nimero de
colunas.

b. Oselementosa,,a,,a,,.. compdem a diagonal principal de uma matriz qua-

drada. Construa a matriz 2 x 2 (ou seja, com 2 linhas e 2 colunas) dada por a,= 3i

+ j e identifique os elementos da sua diagonal principal.

1, sei=j
¢.  Construa a matrizcom 3 linhas e 3 colunas dada por g; = ) j_ .
0,sei#j

A matriz quadrada em que os elementos da sua diagonal principal sdo iguaisa 1 e

os outros elementos sao iguais a zero é chamada de matriz identidade.

Ancle suas

vespostas em
seu caderno

Vamos operar com matrizes?

O objetivo desta secao é aprender a operar com matrizes. Vejamos um exemplo de problema em que podemos

aplicar uma das operagdes:

Somando e Subtraindo matrizes

As tabelas a seguir representam as vendas de uma confeitaria, de dois tipos de bolos, tipo A e B, de acordo com

o tamanho (pequeno, médio e grande), durante os dois primeiros meses de um ano:

Matematica e suas Tecnologias - Matematica
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JANEIRO

recero | mido | Grmae

A 35 40 23

B 40 35 32

FEVEREIRO

“regueno | wedo | Gone

A 31 25 30

B 25 40 35

Como poderiamos determinar as vendas de cada tipo (e tamanho) de bolo no primeiro bimestre desse ano?

Vejamos que nao é uma tarefa dificil, visto que, por exemplo, para encontrarmos a quantidade vendida de
bolos pequenos do tipo A e pequeno nesse bimestre, basta somarmos as quantidades de bolos tipo A e pequeno do
més de Janeiro, que foram 35, com a quantidade de bolos tipo A e pequeno do més de fevereiro, que foram 31, assim
encontraremos 35 + 31 =66 bolos tipo A e pequeno vendidos nesse primeiro bimestre. Da mesma maneira, podemos
fazer as demais somas, ou seja, basta somarmos os elementos correspondentes das tabelas. Utilizando a representa-

¢ao por matrizes, teremos:



35 40 23) (31 25 30) (35-31 40-25 23-30) (66 65 53
40 35 32) |25 40 35) |40-25 35-40 32-35) |65 75 67

Viram como néo é dificil? Observem que é bem simples retirar a informacao desejada da matriz. Por exemplo,
se estivéssemos desejando encontrar quantos bolos do tipo B, tamanho médio foram vendidos no bimestre, bastaria-
mos procurar o elemento que esta na segunda linha e segunda coluna da ultima matriz, encontrando como resultado

o numero 75.

Poderiamos efetuar a subtracdo de matrizes, subtraindo-se os elementos da primeira pelos respectivos ele-

mentos da segunda. Veja o exemplo a seguir:

[35 40 23} 31 25 30) (35-31 40-25 23-30 4 15 -7
+ = =

40 35 32 25 40 35 40-25 35-40 32-35 15 -5 -3

Outra observacao é que s6 podemos somar matrizes com o mesmo numero de linhas e colunas.

O problema das faltas

As tabelas a seguir indicam o nimero de faltas de trés alunos (A, B e C) em trés disci-

plinas (Fisica, Quimica e Matematica), nos meses de Outubro de Novembro.

OUTUBRO

~Fiia | Quica | Matemitica

Aluno A 3 2 3
Aluno B 4 1 2
Aluno C 2 0 1
NOVEMBRO
s | quimica | matemitica
Aluno A 2 4 2
Aluno B 0 3 1
Aluno C 1 2 1

Matematica e suas Tecnologias - Matematica
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a. Construa uma matriz que represente o nimero de faltas, neste bimestre, de cada
aluno por matéria.

b. Neste bimestre, quem teve o maior nimero de faltas em Matematica? E o menor
numero de faltas em Fisica?

c¢. Construa uma matriz, fazendo a diferenca entre o nimero de faltas do més de
Novembro e o nimero de faltas do més de Outubro.

d. O que vocé pode concluir com estes elementos encontrados?.

Anote suas

vespostas em
seu cadevno

Multiplicando um namero real por uma matriz

Para multiplicar um nimero real por uma matriz basta multiplicarmos cada um dos elementos da matriz por

este numero.

Observe o seguinte exemplo:

10 15 35 2x10 2x15 2x35 20 30 70
2X[20 25 25(=[2x20 2x25 2x25|=(40 50 50
30 20 5 2x30 2x20 2x5 60 40 10

Multiplicando matrizes

Nos vimos que para somar matrizes, somamos os elementos respectivos e que para multiplicar um nimero
real por uma matriz, basta que multipliquemos este nimero real por cada um dos elementos dessa matriz. Veremos
agora como fazemos para multiplicar duas matrizes. Vocé poderia pensar: - Ah, deve ser multiplicando cada elemento
respectivo... Mas nés veremos que nao é dessa forma. Faca a atividade abaixo passo a passo e vocé vera que é capaz

de multiplicar matrizes, quando possivel, pois nem sempre podemos efetuar a multiplicacdo entre matrizes!
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O problema da sapataria

(atividade adaptada do site: http://www.feg.unesp.br/extensao/teia/aulas/Ana26agosto-AtividadeExtra.pdf)

Considere as duas tabelas a seguir que ja estamos familiarizados nessa aula:

“arigo | Boe | sapato | sendiia
Custo RS 200 120 80

Lucro RS 75 25 20

Tabela 2: Custo e lucro de alguns artigos de uma sapataria

15 35

Bota 10
Sapato 20 25 25
Sandalia 30 20 05

Tabela 3: Quantidade de artigos vendidos dessa sapataria em alguns meses do ano

A Tabela 2, como ja vimos, apresenta-nos o custo e o lucro de alguns artigos de
uma sapataria, enquanto que a tabela 3 apresenta-nos a quantidade dos artigos vendidos
durante trés meses do ano.

a. Epossivel criar uma tabela que nos apresente o custo total e o lucro total de cada
um desses trés meses. Construa-a! Vamos |4, vocé consegue.

Vou ajudar: Como sera que fariamos para encontrar, por exemplo, o custo total no
més de Marc¢o? E ai, descobriu? Acho que sim, né! Para calcular o custo total no més de Mar-
¢o é sé calcularmos o custo da bota, do sapato, da sandélia e depois somar para encontrar
o custo final deste més. Concorda? Entéo fica: 200 x 10 + 120 x 20 + 80 x 30 = 2000 + 2400

+ 2400 = 6800 reais.

Como fariamos para calcular o lucro no més de Mar¢o? De forma bem parecida,
basta pegarmos os lucros de cada artigo, multiplicarmos pelas quantidades vendidas e, ao
final, somar estes valores, encontrando entdo:75 x 10 + 25 x 20 + 20 x 30 = 750 + 500 + 600

= 1850 reais.
Complete a matriz com os valores que faltam:

6800
1850

Matematica e suas Tecnologias - Matematica
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b. Quantaslinhas e quantas colunas de dados numéricos vocé obteve na sua matriz?

c. SenaTabela 2 existisse também coluna para o item “chinelo’, ainda seria possivel
criar uma tabela que apresentasse custo total e lucro total?

4

d. SenaTabela 2 existisse também uma linha para o item “Gastos com Funciondrios’,
seria possivel criar uma tabela que apresentasse custo total, lucro total e gasto
total com funcionarios?

e. SenaTabela 3 existisse também colunas para os meses de Junho, Julho e Agosto,
ainda seria possivel criar uma tabela que apresentasse custo total e lucro total?

f.  SenaTabela 3 existisse também uma linha para o item “ténis’, ainda seria possivel
criar uma tabela que apresentasse custo total e lucro total?

g. Qual acondicdao necessaria para que possamos relacionar as duas tabelas?

Ancte suas
vespostas em
seu caderno

E ai, conseguiu descobrir, quando é possivel fazer a multiplicacdo entre matrizes? Conseguiu entender como se

faz a multiplicagcao entre matrizes? Acredito que sim, entdo agora estudaremos um pouco de determinante!

Determinantes

Antes de sabermos como se encontra o determinante de uma matriz, é importante observarmos alguns itens:

1. Somente definimos determinante de uma matriz quadrada, entdo precisamos saber o que é uma matriz
quadrada, certo? Uma matriz quadrada nada mais é que uma matriz que tem o nimero de linhas igual ao
numero de colunas.

Exemplos:

a. (3) = Matrizcom uma linha e uma coluna.

2 -5
b. - Matriz com duas linhas e duas colunas.
|55 62|
1 00
C 0 1 0] -Matrizcom 3 linhas e 3 colunas.
0 0 1




- Matriz com 4 linhas e 4 colunas.

o O O O
o O O O
o O O O
o O O o

2. Precisamos reconhecer a diagonal principal e diagonal secunddria de uma matriz quadrada — utilizaremos prin-
cipalmente esta ideia quando formos encontrar o determinante de uma matriz com duas linhas e duas colunas.
Observe a seguir nos exemplos, os elementos que compode a diagonal principal e secundéria de uma matriz.

Osnimeros 2 e 62
compdem a diagonal
principal!

Os niimeros -5 e -55
compdem a diagonal
secundaria!

Osnumeros 1,1e1
formam a diagonal
principal!

Osntmeros0,1e0
formam a diagonal
secundaria!
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Bem, acho que agora podemos ver o que é o determinante de uma matriz. Vamos 3!

Dada uma matriz quadrada A qualquer, dizemos que o determinante da matriz A, que indicamos por det A é
o nuimero obtido a partir de operacdes com os elementos de A. Observe que, como dizemos “o determinante!” ja po-
demos imaginar com razdo que ele é Unico. Nés aprenderemos aqui a encontrar o determinante de matrizes um por
um (uma linha e uma coluna) ou simplesmente ordem 1 (quando a matriz é quadrada ela possui 0 mesmo nimero
de linhas e colunas e para simplificacbes dizemos apenas ordem tal), também veremos por meio de atividades como

encontrar determinante de matrizes de ordem 2 e 3.
= O determinante de uma matriz A de ordem 1 é o préprio elemento de A.

Exemplos:

a. A=(7)édetA=7
b. B=(-6)edetB=-6

= O determinante de uma matriz A de ordem 2 é igual a diferenca do produto dos elementos da diagonal
principal e o produto dos elementos da diagonal secundaria. Num primeiro momento pode aparentar ser

dificil, mas veremos que se fizermos passo a passo nao é complicado nao! Exemplo:

2 5
Dada a matriz de ordem 2: A= {3 10} , facamos passo a passo o que se pede e encontraremos o determinante

dela.

1. Os elementos que formam a diagonal principal da matriz A sdo: 2 e 10.
2. O produto dos elementos da diagonal principal é igual a: 2 x10 = 20

3. Oselementos da diagonal secundaria sdo: 5 e 3.

4. O produto dos elementos da diagonal secundaria é iguala:5x3 =15

5. A diferenca entre o produto dos elementos da diagonal principal de A e o produto dos elementos de sua
diagonal secunddria é igual a: 20-15=5

Portanto, det A = 5.

= Para encontrarmos o determinante de uma matriz de ordem 3, utilizaremos um procedimento conhecido

por“Regra de Sarrus”. A ideia é a seguinte:
1°) Copiamos ao lado direito da matriz A as suas duas primeiras colunas.

2°) Multiplicamos os elementos da diagonal principal de A. Seguindo a direcao da diagonal principal, multipli-

camos separadamente os elementos das outras duas “diagonais” (paralelas a diagonal principal).
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3°) Multiplicamos os elementos da diagonal secundaria de A, trocando o sinal do produto obtido. Seguindo a

direcdo da diagonal secundaria, multiplicamos, separadamente, os elementos das outras duas “diagonais’, também

trocando o sinal dos produtos.

4°) Somamos todos os resultados obtidos no 2° e 3° passos.

Facamos um exemplo, passo a passo, para vocé compreender melhor como encontrar o determinante de uma

matriz de ordem 3.

2 3 1
Exemplo: Encontrar o determinante da matrizD=|{0 2 10].
1 1 1

Vamos la entdo! O primeiro passo é copiar as duas primeiras colunas ao lado direito da matrriz:

Agora facamos o passo 2: Multipliquemos os elementos da diagonal principal e suas duas “paralelas”:

Matematica e suas Tecnologias - Matematica
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Agora o passo trés: Multipliquemos os elementos da diagonal secundéria, também os elementos de suas “pa-

ralelas” ndo esquecendo de TROCAR os sinais de seus resultados:

-2.10.1=-20

Para terminar, pelo passo 4, basta somarmos os resultados encontrados, e dai encontraremos det D =4 + 30 +

0+(-2)+(-200+0=4+30-2-20=34-22=12.

\

Saiba Mais

Existem algumas matrizes que recebem um nome especial, como é o caso da matriz quadrada que ja
vimos, onde o numero de linhas é igual ao nimero de colunas.

Bem agora falaremos de mais uma matriz com nome especial que é a matriz identidade. Uma matriz
quadrada de ordem n é dita identidade quando os elementos da diagonal principal sdo todos iguais a
1 e os demais elementos dessa matriz séo iguais a 0. Por exemplo:

10
=10 1
00

- O O

E assim por diante, independente da ordem da matriz quadrada...



Encontrando o determinante de uma matriz.

Encontre, utilizando o conhecimento adquirido nesta secao, qual o determinante
das matrizes identidade |, e .. Serd que vocé se arriscaria dizer qual o determinante da

matriz identidade I, sem fazer contas? Por qué?

Ancte suas
vespostas em
seu caderno
No site a seguir, vocés poderao baixar uma calculadora bem legal que vocés poderao calcular deter-
minantes. Divirtam-se! “

Baixem do site: http://www.baixaki.com.br/site/dwnld46266.htm
Muthimidia

Instale e abra a calculadora.

Clique em “Equacgdes - Polindmios” e a calculadora abrird uma nova tela. L4 em cima, clique na aba
“Determinantes” e pronto, vocé podera saber o valor de determinantes até ordem 4, apenas colocando
os valores dos elementos.

Vimos neste médulo quao importante as matrizes sdo importantes para a nossa vida. Organizamos dados,

visualizamos de maneira rdpida, extraindo informacdes facilmente. Vimos também como operar com matrizes.

Resumo

Aprendemos neste médulo:

= |dentificar e representar os diferentes tipos de matrizes: vimos que a partir de uma tabela de dados, ou de

uma regra de formacao, sabendo o nimero de linhas e de colunas, podemos construir uma matriz.

= Efetuar calculos envolvendo as operagdes com matrizes: vimos que é bem natural efetuar algumas das ope-
racdes entre matrizes, como a soma, que basta somar os elementos correspondentes. Temos de ter uma aten-

¢ao especial com o produto de matrizes, pois ela é especial, ndo basta multiplicar os termos correspondentes.
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= (alcular o determinante de matrizes quadradas de ordem 2 e 3 : por fim aprendemos a calcular determi-
nantes, que quando a matriz é de ordem 2, fazemos a diferenca entre o produto dos elementos da diagonal
principal pelo produto dos elementos da diagonal secundaria, quando a matriz é de ordem 3, utilizamos a

regra de Sarrus.

\/o<jo\ Anda

Calculando determinante por escalonamento:
= http://www.youtube.com/watch?v=qCYvugOqQAo

= Neste video, vocé aprendera como calcular um determinante de uma maneira diferente da que estudamos.
Nao deixem de conferir!
~ -
Referéncia

Livros

= |EZZI, Gelso, et al. Matemdtica Ciéncia e Aplicagdes. 62 edicao, vol2. Sao Paulo, 2010. 320 paginas.

.« http://www.sxc.hu/photo/475767

« http://www.sxc.hu/photo/517386

ﬁ + http://www.sxc.hu/photo/1289957
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ATIVIDADE 1

a. 10
b. 20
c 25
d 5

ATIVIDADE 2

a,, =-4 (elemento que esta na primeira linha e primeira coluna)

1

21

a,= V2 (elemento que estd na primeira linha e segunda coluna)

2
a, = B (elemento que esta na segunda linha e primeira coluna)

a,,= 100 (elemento que esta na segunda linha e segunda coluna)

ATIVIDADE 3

a. Como queremos construir uma matriz com duas linhas e duas colunas, sabemos

que ela é da forma:

(aﬂ 012J
dy Oy

Dai, como a regra de formacao é a,=i-j,teremos:

a,.=1-1=0 (substituimos ojpor 1 e ojtambém por 1)

11

a,=1-2=-1 (substituimos o j por 1 e o j por 2)

a,=2-1=1 (substituimos o i por2 e o j por 1)

a,,=2-2=0 (substituimos o i por 2 e o j também por 2)

Logo, a matriz procurada é:

%)
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a,, =3.1+1=4 (substituimos o i por 1 e o j também por 1)
stas

a,,=3.1+2=5 (substituimos o i por 1 e o j por 2)
a,, =3.2+1=7 (substituimos o i por2eojpor1)
a,,=3.2+2 =8 (substituimos o i por 2 e 0 j também por 2)
Logo, a matriz procurada é:

4 5

7 8

Os elementos da diagonal principal sdo 4 e 8.

o —= O
- O O

ATIVIDADE 4

a. Paraencontrar a matriz de faltas do bimestre, temos de fazer a soma das matrizes
de faltas dos meses Outubro e Novembro:

3 2 3 2 4 2 5 6 5
4 1 2(+/0 3 1|=|4 4 3
2 0 1 1T 2 1 3 2 2

b. Para descobrir quem teve o maior nimero de faltas em Matematica, basta en-
contrar o maior nimero da ultima coluna, onde vemos que foi o aluno A, com
cinco falta. O menor niimero de faltas em Fisica foi 3 (basta olhar para a primeira
coluna) e assim o aluno C teve o menor numero de faltas.



2 4 2) (3 2 3) (2-3 4-2 2-3) (-1 2 -1
0 3 1|-[4 1 2|={0-4 3-1 1-2|=|-4 2
12 1) 120 1) (1-2 2-0 1-1) |-1 1 0

Podemos concluir, por exemplo, que o aluno C teve o mesmo numero de faltas
em Outubro e Novembro em Matematica, visto que o elemento que aparece na
terceira linha e terceira coluna é 0. Podemos concluir que todos os alunos tive-
ram mais faltas em Novembro do que em Outubro em Quimica, pois os nUmeros
da segunda coluna sao todos positivos.

ATIVIDADE 5

a.

Calculando os demais elementos:

6800 200x15+120x25+80x20 200x35+120x25+80x5
1850 75x15+25x25+20x20 75x35+25x25+20x5

!
=(

b.

6800 3000 +3000+1600 7000+ 3000 +400
1850 1125+625+400 2625+625+100

6800 7600 10400
1850 2150 3350

Duas linhas e trés colunas.

Nao daria, pois sem a quantidade de chinelos vendidos, ndo conseguiriamos efe-
tuar os célculos.

Sim daria, pois bastaria multiplicarmos como fizemos com os itens custo e lucro
e encontrariamos assim uma matriz com trés linhas e trés colunas.

Sim, pois ainda assim teriamos como multiplicar (3 produtos) e fazer a soma no
fim.

N&o. Pois sem ter na tabela 2 seu custo e lucro, ndo teriamos como fazer as con-
tas. (observe que nao teriamos alguém da tabela 2 para multiplicar com os valo-
res da tabela 3...)

O numero de colunas da primeira tabela tem que ser igual ao nimero de linhas da
segunda tabela. Esta é a condicao de existéncia do produto entre duas matrizes.

Matematica e suas Tecnologias - Matematica
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ATIVIDADE 6

Encontrando o determinante da matriz L:

o

Temos que a diferenca do produto dos elementos da diagonal e o produto dos ele-

mentos da diagonal secunddria serd: 1.1 -0.0 =1

Encontrando o determinante da matriz |, :

Somando todos os resultados encontraremos: 0+0+0+1+0+0=1
Bem, quando ao determinante de |, podemos esperar que também seja igual a 1, visto
que encontramos os outros determinantes anteriores iguais a 1, mas teriamos de demonstrar

de alguma forma, que no momento, com as ferramentas que possuimos nao é possivel...



L

Questio ENEM 2012

Um aluno registrou as notas bimestrais de algumas de suas disciplinas numa tabela. Ele observou que as entra-
das numéricas da tabela formavam uma matriz 4x4, e que poderia calcular as médias anuais dessas disciplinas usando

o produto de matrizes, Todas as provas possuiam o mesmo peso, e a tabela que ele conseguiu é mostrada a seguir.

Para obter essas médias, ele multiplicou a matriz obtida a partir da tabela por:

a. |l
12
i

2
d|]
2

1

2

1

L2

&
P o

-

i

0 que pugur\-l—o\m pov At

1° bimestre 2° bimestre 3° bimestre 4° bimestre
Matematica 5,9 6,2 4,5 5,5
Portugués 6,6 7,1 6,5 84
Geografia 8,6 6,8 78 9,0
Historia 6,2 56 59 7,7

N | =

N =
1

N[ =

b. |~
4
e

|4

N
4
1
4
1
L4

IR
B

PN
1
[a)
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Como para encontrar a média bastaria somar as 4 notas bimestrais de uma determinada disciplina e dividir por
4, que é o mesmo que multiplicar cada uma das notas por ¥4 e depois somar, temos que para encontrar as médias,
bastaria multiplicar a matriz obtida da tabela pela matriz coluna em que todos os elementos sdo iguais a ¥4. Portanto,

letra e. Obs: Fagcam as contas e confirmem o fato!



Exercicio 1

As matrizes 1 e 2 apresentam, respectivamente, a producao nos meses de janeiro e fevereiro, em milhdes de

automoveis, de acordo com o modelo e a cor.

Modelo | Modelo Il
Azul 200 190
Verde 180 150
Branco 120 100

Tabela 1: Producdo do més de janeiro

Modelo | Modelo |l
Azul 220 205
Verde 210 150
Branco 130 110

Tabela 2: Produgao do més de fevereiro

Quantos carros azuis foram fabricados nos meses de janeiro e fevereiro?

(a) 200 (b) 390 (c) 425 (d) 815

Exercicio 2

Na confeccdo de trés modelos de camisas (A, B e C) sdo usados botdes grandes (G) e pequenos (P). O nimero

de botdes por modelos é dado pela tabela 3:

A B C
P 2 3 1
G 4 6 3

Tabela 3: Botdes por modelo
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O numero de camisas fabricadas, de cada modelo, nos meses de maio e junho de 2013, é dado pela tabela 4.

Maio | Junho
A 100 50
B 50 100
C 50 50

Tabela 4: Camisetas por modelo

Qual matriz nos da o total de botdes usados em cada tipo de camisa, nos meses de maio e junho?

400 450
C (300 750 200)
850 950
450 850 300
b. d.| 750
400 950
200

Exercicio 3

Em uma industria téxtil, diferentes fios sdo utilizados para fabricar um tecido. Na matriz de demanda apresen-

tada os elementos a, representam quantos rolos de fio j serdo empregados para fabricar uma peca de tecido tipo i.

Fio 1 Fio 2 Fio3
Tecido 1 5 0 2
Tecido 2 0 1 3
Tecido 3 4 2 1
(a)4 (b)5 (06 (d)7

12 8
Dadas as matrizes A :(3 ] eB :{ ] . Determine a matriz X tal que AX =B.



Exercicio 5

AmatrizA=(a,) 2x 2 étal que a,=2i - 3j,eamatrizB= (b))

) 2x,€talque b, = i?—j2.SejaamatrizC=(c),_.tal

i’ 2x2

que C=-A+ 2B. Que opgao representa a matriz C?
17 -1 =10
a5, <l 5
1 -2 -1 7
b. d.
{5 2} {—10 —2}
Exercicio 6

1 0 P q 2 -2
As matrizes /\/l1={1 O} MZZL JGM{ 3 2} satisfazem M =M, -M, - M, -M..Qual é o valor de p + q?

@-5 (b) -4 (-3 (d)-1

Exercicio 7

Consid trizA=(a),, tal VT2 g by, talque by =1 )
onsidere amatrizA =(a,) , ,, tal que a; = 0,seisje =(b)) ,,, tal que b; = Lsein)’
Qual é o valor de det (A) — det (B)?
(@) -1 (b)o (01 (d)2
Exercicio 8
4-3x 7-x 3 -4 0 10
X x+1
As matrizes A=| 0 -10 |, B=|5 0 ,C:L 1}eD: 10 5 | satisfazem D=A + BC.
X_
-5 -4 2 1 4

Qual é o valor de x.

(@) -2 (b) -1 (€1 (d)2

Exercicio 9

Considere A=[-1 -2 4] eB=| 9 |.Qual éodet(AB)?

(a) —24 (b) 24 ()10 (d)-10

Matematica e suas Tecnologias - Matematica
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Exercicio 10

-1 -2 4 -1 -2 0
Considere A ={ : 0}, Bz{3 3} eC ={ 01 } Qual é o valor do produto dos elementos da diagonal

principal de —2A + B-3(?

(@) -2 (b) 0 (c)2 (d)6

Exercicio 11

Sejam as matrizes A = (C’;,-) iy 0= 3i—jeB= (bij) et b,./, = j2 + i%. Seja C a matriz resultante do produto entre A e
B. Quem é elemento c,, da matriz C?
Exercicio 12
10 -1
Amatriz A={0 1 1 |étalqueodet(A)=10.Qualéovalordex?
1T 0 x
Exercicio 13
1 2 -1 3 5 -3 o 1 =2
Sejam as matrizes M=|-2 3 7|, N=| 3 -2 1|eP=| 2 1 2 |.Quantovaledet(2M—N + 3P)?
-3 2 -1 -1 1 -2 -1 -2 -1

Exercicio 14

A matriz quadrada identidade é uma matriz tal que todos os valores de sua diagonal principal sdo iguaisa 1, e

a0 1 b
os demais sdo iguais a zero. Dadas as matrizes A= [O } eB= [b : } .
a

Sabe-se que A-B=1___.Quais sdo os valores de g e b?

2x2°

Exercicio 15

m+n 3

tal que A e B séo iguais. Quais sao
n-1 m-2p 5

Seja a matriz A = (aij) 2x3 tal que aij =i +j e a matriz B ={

os valores de m, ne p?



Exercicio 1

A B

ONONON
Exercicio 2

® O

A B

O
O

Exercicio 3

® O

A B

O
O

Exercicio 4

A B

c D
® O

O
O

Exercicio 5

A B

OO

o
O

Exercicio 6

A B

cC D
O®0O0O0
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Exercicio 7

A B

cC D
ONON NO

Exercicio 8

A B

c D
OO

O
o

Exercicio 9

A B

ON

O
O

Exercicio 10

A B

cC D
OO0 e

Exercicio 11

[ 2%

Exercicio 12

[ R$ 150,00.

Exercicio 13

[ R$ 9.325,82.
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Exercicio 14

2,79698% a.m.

Exercicio 15

[ R$ 13.120,00. J

Al
brewel
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Sistemas
Lineares

Para inicio de conversa...

Diversos problemas interessantes em matematica sdo resolvidos utilizando
sistemas lineares. A seguir, encontraremos exemplos de alguns desses problemas:
1. O problema da populacao: a populagao de uma cidade A é quatro vezes maior

que a populacdo da cidade B. Somando a populacdo das duas cidades, temos
o total de 250.000 habitantes. Qual a populacdo da cidade B?

Observacao: A populacao de uma cidade é a quantidade de habi-
r\ tantes daquela cidade.

2. O problema do pagamento com notas especificas: Roberto utilizou apenas
notas de R$ 10,00 e de RS 50,00 para fazer um pagamento de R$ 350,00. Quan-

tas notas de cada tipo ele utilizou, sabendo que no total foram 15 notas?

3. O problema do teste: um professor de matematica aplicou um teste com 20
questodes, e cada questdo que o aluno acertasse receberia 5 pontos e cada
questado que ele errasse perderia 3 pontos. Sabendo que Emilia conseguiu 60

pontos nesse teste, quantas questdes ela errou?

4. O problema da pontuacao de cada medalha:
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Trés escolas participaram de um torneio esportivo em que provas de dez modalidades foram disputadas. Aos
vencedores de cada prova foram atribuidas medalhas de ouro, de prata ou de bronze, respectivamente aos 1°, 2° e 3°
lugares. A quantidade de medalhas de cada escola, ao final da competicdo, bem como a pontuacdo geral das mesmas,

sdo apresentadas na tabela a seguir:

Medalhas

| Ouro | Prata__| Bronze |Pontuagaofinal
4 2 2 46

5 3 1 57
3 3 53

lvs]

Quantos pontos valem cada medalha de ouro, prata e bronze?

Todos esses problemas apresentados podem ser traduzidos para uma linguagem algébrica, escritos
na forma do que chamamos de sistemas lineares, e entado resolvidos por alguns métodos que aprenderemos
mais adiante. Voltaremos a resolver os problemas anteriores no decorrer desta aula. Fiquem tranquilos e

diminuam a ansiedade!

Objetives de aprendizagem

= |dentificar uma equacao linear.

= Aprender a encontrar a solu¢do de uma equacdo linear.
= Identificar um sistema linear.

= |dentificar sistemas possiveis e impossiveis.

= Identificar um sistema na forma escalonada.

= Resolver um sistema por escalonamento.
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Problemas envolvendo equacao linear

Diversos problemas da vida cotidiana podem ser traduzidos para a linguagem algébrica na forma do que cha-

mamos de equacao linear. Vejamos alguns exemplos:

Exemplo: Miguel foi sacar R$ 70,00 em um caixa eletronico que tinha apenas notas de R$ 10,00 e de R$ 20,00.

Quantas notas de cada ele pode ter recebido do caixa eletrénico?
Vamos resolver este problema?

Primeiramente observamos que, como o problema trabalha com a quantidade de notas concluimos que esta-
mos lidando com numeros naturais (1, 2, 3,...), afinal, ndo faz sentido falar em “um terco de nota” ou “raiz quadrada de

trés notas’, certo?

Bem, para facilitar nossa vida, utilizamos letras para representar os nimeros que procuramos, traduzindo o
problema inicial para uma linguagem algébrica... Calma, nao é algo dificil! Veja sé! O que estamos interessados em
descobrir? Isso mesmo! A quantidade de notas de 10 reais e de 20 reais que Miguel pode ter recebido. Essas serao as

nossas variaveis (letras)...

Podemos utilizar duas letras quaisquer para representar essas quantidades. Vamos escolher, entao, x para re-
presentar o nimero de notas de R$ 10,00 e y para o niumero de notas de R$ 20,00. Traduzindo o nosso problema,
encontraremos a nossa equacao linear 10 . x + 20 . y = 70, ou podemos apenas escrever 10x + 20y = 70, afinal, ja

aprendemos que quando vemos um numero e uma letra juntas a operacdo que estamos utilizando é a multiplicacao.

E por que escrevemos 10x e 20y? Como x representa a quantidade de notas de 10 reais que o caixa eletrénico
liberou, 10x representa a quantia em reais com notas de 10 reais, ou seja, se o caixa eletronico liberar trés notas de 10
reais e duas notas de 20 reais, por exemplo, isso quer dizer que Miguel recebeu 10.3 = 30 reais em notas de dez reais e
20.2 =40 reais em notas de 20 reais, totalizando 30 + 40 = 70 reais, que fora o valor solicitado por Miguel. Mas observe

que esta nado é a Unica possibilidade! Vamos construir uma tabela com todas as possibilidades? Sim!!!

Uma das maneiras de encontrarmos todas as solu¢des de uma equacdo desse tipo é atribuirmos valores a
uma de nossas incégnitas para encontrarmos o valor da outra, encontrando assim o que chamamos de solucdo da
equacdo. Observe que ja conhecemos uma solucgao, x = 3 e y = 2, que representaremos pelo par ordenado (3,2), pois
quando substituimos esses valores na equacao 10x + 20y = 70 encontramos uma sentenca verdadeira. Encontremos

as outras possiveis solugoes:
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70
Parax=0,temos: 10x + 20y =70 — 10.0+20y=70—> 0+ 20y=70 > y = 20" 3,5 --- 0 que é impossivel, pois

nao podemos ter esta quantidade de notas (trés notas e meia???).

Parax =1, temos que 10.1 + 20y = 70. Resolvendo essa equacao, temos: 10 + 20y = 70 — 20y = 70-10 — 20y =

60
60 —y= % = 3. Portanto, (1,3) é solucdo da equacao linear.
Para x = 2, temos: 10.2 + 20y =70 — 20 + 20y =70 — 20y = 70-20 —» 20y =50 > y = % = 2,5 --- impossivel
novamente!

40
Para x =3, temos: 10.3 + 20y =70 — 30+ 20y =70 — 20y =70-30 —» 20y =40 — y = 2 - 2. Portanto, (3,2) é

solucdo da equacao linear conforme ja haviamos visto!

30
Para x = 4, temos: 10.4 + 20y =70 — 40+ 20y =70 — 20y = 70-40 — 20y =30 — y =% =1,5---impossivel

novamente.

20
Para x =5, temos: 10.5+ 20y =70 — 50 + 20y = 70 — 20y = 70-50 — 20y =20 — y = 5 = 1. Portanto, (5,1) é
solucdo da equacao linear.

Para x =6, temos: 10.6 + 20y =70 — 60 + 20y = 70 — 20y =70-60 — 20y =10 —» y = % = 0,5 -—-impossivel

novamente.

0
Para x =7, temos: 10.7 + 20y =70 — 70 + 20y =70 — 20y =70-70 - 20y =0 —» y = 0 - 0. Portanto, (7,0) é

solucao da equacao linear.
O que aconteceria se pensassemos em x = 8? Faca as contas e conclua porque ndés paramosnox=7 ...

Podemos, entao, construir a tabela das possibilidades que atendem as condi¢des do problema:

X y
(n° de notas de RS 10,00) (n° de notas de RS 20,00)

1 3
3 2
5 1
7 0

Assim, os pares ordenados (1,3), (3,2), (5,1) e (7,0) séo as solu¢des do problema.

Esta equacgao que encontramos, 10x + 20y = 70, que representa nosso problema, é chamada de equacgao linear,
pois todas as variadveis (x e y neste caso) tém o expoente igual a 1. Por exemplo, a equacdo x*> + 4y + z=0 ndo é uma

equacao linear, pois o expoente da variavel x nao é igual a 1.
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Além disso, nao chamamos de lineares as equagdes com termo misto (que contém produto de duas ou mais

variaveis). Por exemplo, as equagdes xy + 3=0e a + b + cd = 23 nao sao equagdes lineares, pois possuem termo misto.

Verificando a solucido de uma equacao linear e encontrando

algumas solucoes

Dada a equacdo linear 2x + 3y = 11, faca o que se pede.

a.
b.

(=

Verifique se (2,3) é solucdo da equacgao.
Encontre a solucdo da equacgao que temos x =-1.
Encontre a solucdo da equacgao que temos y = 5.

Encontre outra solucao qualquer diferente das encontradas no item b e c.

A’\o"’ﬁz SuAs
vespostas em
seu caderno

Aprendendo um pouco
de Sistemas lineares 2 x 2

O objetivo desta secao é aprender a reconhecer um sistema linear e resolvé-lo, sempre traduzindo um problema

para a linguagem algébrica.

Sistemas lineares 2x2 - aprendendo a resolver...

Voltemos ao problema 1, do inicio de nossa aula — O problema da populacdo: a populacdo de uma cidade A é

quatro vezes maior que a populacdo da cidade B. Somando a populagdo das duas cidades, temos o total de 250.000

habitantes. Qual a populacdo da cidade B?
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Vamos resolver este problema!? Bem, observemos que temos duas equacdes lineares neste problema e o con-

junto dessas duas equagdes serd o que chamamos de sistema linear 2x2.

Inicialmente o problema diz que: “A populacdao de uma cidade A é quatro vezes maior que a populagao da
cidade B”; chamando de x a populacdo da cidade A e de y a populacdo da cidade B, podemos escrever da afirmacgao

entre aspas: X =4y.

Temos outra afirmacdo no problema de onde podemos escrever outra equacao linear: “Somando a populagao

das duas cidades, temos o total de 250.000 habitantes”. Desta afirmacdo podemos escrever que x +y = 250.000.

Podemos entdo escrever uma equacgao em baixo da outra utilizando o simbolo chaves da seguinte maneira:
x=4y
X +y =250000

Esta forma de representar é o que chamamos de sistema de equacgdes (no caso, equacgdes lineares). O que seria
resolver esse sistema linear? Seria encontrar valor de x e de y que satisfaca tanto a equacédo x = 4y quanto a equacao
X +Yy = 250.000. Observe que podemos encontrar solucdo para uma equagao que ndo satisfaca a outra. Por exemplo,
(4,1) é solucao da equacdo x = 4y, visto que 4 = 4.1, mas (4,1) ndo satisfaz a equacdo x +y = 250.000, pois 4 + 1 é dife-

rente de 250.000. Portanto, (4,1) nao é solucao do sistema.

Bem, como encontrar, entdo, a solucdo deste sistema? Existem alguns métodos para resolver um sistema linear
2x2.Vamos utilizar o método da substituicdo para resolver este nosso problema. Outros métodos serdo apresentados

em um Box Saiba Mais posteriormente.

No que consiste 0 método da substituicdo? Consiste em isolar uma das varidveis e entdo substituir seu valor

respectivo na outra equagao.

x=4y
Xx+y =250000
Entdo, no lugar do x da equacgdo de baixo, basta colocar 4y no lugar do x. Entendeu? Vamos |4 entéo...

No caso do nosso sistema { a variavel x da equacao de cima ja esta isolada em funcao do y.

Temos a equacdo x + y = 250.000, substituindo encontraremos:

4y +y = 250.000. Agora basta resolvermos a equac¢ao do primeiro grau e encontrar o valor de y...

250000
5y = 250.000 — y = — = 50.000 habitantes. Como queriamos descobrir a populagao da cidade B, o

problema foi resolvido, visto que encontramos y = 50.000, que é a populacdo da cidade B. Mas e se quiséssemos en-
contrar a populacdo da cidade A? Bastaria voltarmos a qualquer uma das equacdes e substituir y por 50.000. Voltando
a equacao x = 4y, teriamos: x = 4. 50.000 = 200.000 habitantes. Vamos representar esta solucao pelo par ordenado

(200000, 50000). Simples, ndo é mesmo?
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Um sistema linear 2 x 2, € um conjunto de duas equacdes lineares com duas varidveis. I
mportante

= Resolvendo um sistema 2x2 pelo método da adicdo:

Explicaremos agora como resolver um sistema pelo método da adicdo. Para tal, utilizaremos o mesmo sis-
tema que resolvemos pelo método da substituicao, verificando assim a mesma solucdo. O sistema que

resolveremos entao é este aqui:
X=4y
X+ y =250000

Pelo método da adicdo: o método da adicao consiste em somar as equacdes de forma que uma das varia-
veis desapareca, resultando, assim, numa equagao com uma Unica variavel, que sera facilmente soluciona-
vel. Lembrando que podemos multiplicar uma equacdo por qualquer nimero real e ela serd uma equacao

equivalente (possuira as mesmas solucdes), resolvemos facilmente o sistema.

Organizando melhor nosso sistema, “passando o y para o primeiro membro” (somando -4y a ambos os

membros) na equagao x = 4y, teremos o seguinte sistema:

x—4y=0
X +y=250000
Vamos agora multiplicar a primeira equacao (a equacao de cima) por (-1). Mas por que professor? Porque
assim, como temos x na segunda equacao (a equacdo de baixo), quando somarmos (-x) com x, ira desapa-
recer o X e encontraremos uma equagao apenas com a incégnita y, ficando assim simples de encontrar o

valor dey... Observe:

x—4y=0 .(-1)
X +y =250000

Ficamos com:

—Xx+4y=0
x+y=250000

Somando as duas equagdes do Ultimo sistema, encontramos a equacao:

-X 4+ X + 4y +y = 250.000 — 5y = 250.000 — y = 50.000 habitantes. Substituindo o valor de y em qualquer
uma das duas equacdes, encontraremos o valor de x. Por exemplo, substituindo na segunda equacao, tere-
mos: x + 50.000 = 250.000 — x = 250.000-50.000 = 200.000 habitantes, que é a mesma solucao que encon-

tramos anteriormente. Simples, ndo é?
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Resolvendo um sistema 2x2 pelo método da comparagao:

Explicaremos agora como resolver um sistema pelo método da comparacao. Para tal, utilizaremos o mes-
mo sistema (novamente) que resolvemos pelo método da substituicao e da adicéo, verificando assim que

possuird a mesma solucao. O sistema que resolveremos é este aqui:
x=4y
x+y =250000

Para resolver um sistema pelo método da comparagao, devemos isolar a mesma variavel nas duas equagoes
(qualquer uma das duas) no primeiro membro e entao igualar o segundo membro das equacdes, desta

maneira encontrando o valor de uma das variaveis. Vejamos como fica:

Observe que na primeira equacao (x = 4y) o x ja estd isolado. Isolando o x na segunda equacéo, encontra-

mos x = 250.000-y, ficando com o seguinte sistema em que ambas as equagdes expressao o valor de x:
x=4y
x =250000-y
Dai, podemos escrever a seguinte equacao comparando essas duas: 4y = 250.000-y, que resolvendo temos:

4y +y = 250.000 — 5y = 250.000 — y = 50.000. Substituindo em qualquer uma das duas equagdes, en-
contramos o valor de x. Por exemplo, utilizando a segunda equacéo, temos: x = 250.000-50.000 = 200.000

habitantes. Simples, ndo?

O problema do pagamento com notas especificas

Resolva o problema do pagamento com notas especificas, do inicio da aula, utilizan-
do um dos trés métodos de solucdo de sistema 2x2. O enunciado do problema é: Roberto
utilizou apenas notas de R$ 10,00 e de R$ 50,00 para fazer um pagamento de R$ 350,00.

Quantas notas de cada tipo ele utilizou, sabendo que no total foram 15 notas?

A/\a‘kz SuAs
vespostas em
seun cadexno



O problema do teste

Resolva o problema do teste do inicio da aula utilizando um dos trés métodos de
solucao de sistema 2x2. O enunciado do problema é: Um professor de matematica aplicou
um teste com 20 questdes, e cada questdo que o aluno acertasse receberia 5 pontos e cada
questao que ele errasse perderia 3 pontos. Sabendo que Emilia conseguiu 60 pontos nesse

teste, quantas questoes ela errou?

Ancle suas

vespostas em
seu caderno

Interpretaciao geométrica e classificacao
de um sistema linear 2 x 2

Podemos resolver um sistema linear 2x2 graficamente. Como? Basta lembrar que uma equacdo com duas va-
ridveis pode ser “vista” como a lei de formacdo de uma funcao polinomial do 1° grau cujo grafico é uma reta, como ja
estudamos.

Vejamos alguns exemplos:

1. Observe o sistema:

xX+y=5
2x—y=1

Aplicando o método da adicao na resolucao desse sistema, teriamos x +y + 2x -y =5 + 1. Cancelando os
termos simétricos, teriamos 3x = 6, donde concluimos que x = 2. Substituindo esse valor na primeira equa-
¢ao teriamos que y = 3. Essa solucdo possui uma interpretacao gréfica.

Observem que a equacdo linear x + y = 5 é equivalente a y = 5-x, que é a lei de uma funcédo polinomial do
1° grau, cujo grafico é uma reta e passa pelos pontos (0,5) e (5,0), e podemos ver seu grafico a seguir, assim
como a equacgao 2x-y = 1 é equivalente a y = 2x-1, cujo grafico também se encontra a seguir.

Construindo os graficos das fun¢des, encontramos:
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Observem que estas retas possuem um Unico ponto, (2,3), como ponto de interseccao, que é a solucao
procurada do sistema linear. Como o sistema possui uma Unica solucdo S ={(2,3)}, ele é chamado de sistema
possivel e determinado.

Observe o sistema

X+y=5
x+y=4

Esse sistema é equivalente ao sistema de equagdesy =-x+ 5 ey = -x + 4. Ora, se aplicamos o método da
comparagao em sua resolucdo, concluimos que —x + 5 = -x + 4, ou seja, 5 = 4. Isso é impossivel' Vamos ver a
interpretacdo grafica dessa situacao?

Da mesma maneira que no exemplo 1, construindo os graficos das fungdes, encontramos:



Podemos observar que as retas sao paralelas, ou seja, ndo possuem ponto em comum. Nesse caso, dizemos
que o sistema é impossivel! A solucao é o conjunto vazio: S = .

Observe o sistema.
X+y=5
4x+4y =20
A primeira equacao é equivalente ay = -x + 5. A segunda equacao pode ser simplificada (todos os termos
podem ser divididos por 4), de modo que teriamos x + y = 5. Da mesma forma, essa segunda equacao é

equivalente ay = - x + 5. Ora, se usamos o método da comparacao, teriamos que —x + 5 = -x + 5. Tal fato é
verdadeiro para qualquer valor de x. Vamos a interpretacao gréfica dessa situacao.

Da mesma maneira que nos exemplos anteriores, construiremos os graficos das funcdes:
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Podemos observar que as retas sao coincidentes e, portanto, o sistema serd possivel e indeterminado, visto
que ele admitird infinitas solucdes.

Assim, vemos que os sistemas podem ser classificados a partir da interpretacao grafica.

1. As retas sao concorrentes: Quando isso ocorrer, haverd um ponto apenas em comum e diremos que o siste-
ma é possivel e determinado (SPD), visto que s existird uma Unica solucéo.

2. Asretas sdo paralelas (distintas): Quando isso ocorrer, as retas ndo terdo pontos em comum e diremos que
o sistema é impossivel (Sl), visto que nao havera solucdes para ambas as equagdes ao mesmo tempo.

3. Asretas sdo coincidentes: Quando isso ocorrer, as retas terdo infinitos pontos em comum e diremos que o
sistema é possivel e indeterminado (SPI), visto que existirao solugdes (possivel), porém infinitas (indeter-
minado).
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Aprendendo um pouco sobre sistemas
lineares m x n

Nesta secao aprenderemos a resolver alguns sistemas lineares com mais equagdes e mais incégnitas que no

sistema linear 2x2 que possuia apenas duas equagdes e duas incognitas.

0 que é um sistema linear m x n?

Bem, um sistema linear m x n nada mais é do que um sistema linear com m equacdes e n incégnitas. Por

exemplo: X+y—z=5
a. Osistema linear {2x—y =1 é um sistema linear com trés equacoes e trés incégnitas.
x-5y+4z=0
a+b=5
a-c=-10
b. Osistemalinear {b+c +d =10 ¢é um sistema linear com quatro equacgodes e cinco incégnitas (a, b, ¢, d, e)
4
a—-2e=—
3
X+2y—-3z+w=k
c. Osistema linear 10X~y +7k 4w =0 é um sistema linear com duas equagdes e cinco incoégnitas.

Solucao de um Sistema linear

Uma solucdo de um sistema linear é uma sequéncia de nimeros reais quando é solucdo de cada uma das
X+y—-z=4

equacdes do sistema. Por exemplo, no sistema linear {2X—y =3 temos que (2, 1, -1) é uma solucéo, pois se
X—=5y+4z=-7
fizermos x=2,y=1ez=-1em cada equagdo do sistema encontraremos sentencas verdadeiras: 2 + 1 - (-1) = 4;

2.2-1=3;2-5.14+4.(-1) = -7.
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Sistemas escalonados

Observemos alguns exemplos de sistemas escalonados:

xX+y—-z=5
a. y—z:1
2z=4

b X—y+z=5
' y-3z=0

4a+b-3c+4d—-e=6
C. c+2d-5e=-1
d+e=10

Mas por que o chamamos de escalonados? E simples, basta observar que o n° de coeficientes (nimeros reais

que acompanham as variaveis) ndo nulos, antes do 1° coeficiente ndo nulo, aumenta de equacéo para equacao.

Resolucao de um sistema escalonado

Para resolvermos um sistema escalonado, temos que separa-los em dois tipos:
19) Sistema com numero de equacgdes igual ao nimero de variaveis:

Para resolver um sistema linear escalonado, em que o numero de equacdes é igual ao nimero de variaveis,
basta encontrar o valor de uma das varidveis (geralmente situada na ultima equacao) e ir substituindo nas outras

equagoes de cima para encontrar o valor das outras varidveis.
X+y—-z=5
Por exemplo, no sistema y—z=1 temos:
2z=4

2z =4 — z = 2. Substituindo na equacado de cima, teremos:

y-2=1—y=1+ 2 =3, que finalmente, substituindo na primeira equacéo, encontraremos: x + 3-2=5 — x =

5-1 = 4. Portanto, a solucao do sistema é (4,3,2).

Quando um sistema escalonado apresenta numero de equacdes igual ao nimero de varidveis, ele é
ossivel e determinado, ou seja, ele terd uma Unica solucéo.
Imporkante, P ousea ¢
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2°) Sistema com numero de equagdes menor que o numero de variaveis:

Para resolver um sistema linear escalonado, onde o nimero de equagdes é menor que o nimero de variaveis,
colocaremos uma ou mais variaveis em funcdo de um numero real qualquer (outra variavel). Parece dificil, mas ndo é.

Observe o exemplo a seguir atentamente:

X—-y+z=5
y—-3z=0

Observe que temos duas equagdes e trés variaveis e, portanto, estamos neste tipo de sistema escalonado. Da
ultima equacdo temos que, se y-3z =0, entdo y = 3z, certo? Entdo, facamos z = a. Dai, y = 3a. Finalmente utilizando a

primeira equacgao, teremos que, se x-y +z=5,entdox=5+y-z=5+3a-a=5+2a.
Portanto, teremos a solucao geral (5 + 20,3 g, a), onde a € R.

Observe que para cada valor de a real teremos uma solucao do sistema. Por exemplo, para a =0, teremos (5 +
2.0,3.0,0) = (5,0,0); para a = 10, teriamos como solucdo (5 + 2.10,3.10,10) = (25,30,10). Logo, o sistema sera possivel e

indeterminado.

\

Quando um sistema escalonado apresenta niUmero de equagdes menor do que o numero de variaveis,
ele é possivel e indeterminado, ou seja, ele terd infinitas solugdes. lMFOV'I'M"'Qr

Escalonando um sistema e resolvendo-o

Para escalonar um sistema, utilizamos as seguintes “propriedades”:

1. Podemos multiplicar ambos os membros de uma equacao qualquer por um numero real k, diferente de zero.
2. Podemos substituir uma equagao do sistema pela soma dela, membro a membro, com alguma outra equagao.

3. Podemos trocar a posicao de duas equacdes do sistema.
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Qual a ideia para encontrarmos um sistema escalonado? A ideia é:

= Escolher para a primeira equacao aquela em que o coeficiente da 12 variavel seja nao nulo. Se possivel, fazer

a escolha de tal coeficiente igual a 1 para facilitar os calculos.
= Anulamos o coeficiente da 12 variavel das demais equacdes, utilizando a “propriedade” l.

= Utilizar a segunda equacdo para anular o coeficiente da 22 varidvel das demais equacdes. (Nao fazer na

primeira equagao.)
= Repetir o processo até a ultima equacao.
Exemplo: Escalonar e resolver o sistema:

X+y+2z=4
2x+y+z=0
5x4+2y—-z=2

Como o coeficiente da variavel x é igual a 1, basta partirmos para anular o coeficiente das outras equacdes. Para

tal, basta substituirmos a 22 equacéo pela soma dela com a 12 equagao multiplicada por -2:

- 2x-2y-4z=-8
2Xx+y+z=0
-y-3z=-8

Do mesmo modo, substituimos a 32 equacao pela soma dela com a 12, multiplicada por (-5):
-5x-5y-10z=-20
5x+2y-z=2
-3y-11z=-18

Ficamos, entao, com o sistema assim:

X+y+2z=4
-y-3z=-8
-3y-11z=-18

Para ficar mais simples de fazer os calculos, multipliquemos a segunda e a terceira equacgdes por (-1):

X+y+2z=4
y+3z=8
3y+11z=18

Agora basta substituirmos a 32 equacdo pela soma dela com a 22 multiplicada por -3:

-3y-9z=-24
3y+11z=18
2z=-6
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Encontramos, entao, o sistema escalonado:

X+y+2z=4
y+3z=8
2z=-6

Como o sistema possui 3 equagdes e 3 varidveis, sabemos que este sistema é possivel e determinado. Resol-
vendo...

2z=-6

z=-3

Substituindo na segunda equacéo: y + 3.(-3) =8 — y-9 =8 — y = 8 + 9 = 17, que substituindo na primeira

equacao:x+17+2.(-3)=4 > x=4-17+6=-7.

Portanto, a solucdo procurada é (-7,17,-3).

O problema da pontuacao de cada medalha

Resolva o problema do inicio da aula sobre a pontuacdo de cada medalha: i 'y

Trés escolas participaram de um torneio esportivo em que provas de dez modalida-
des foram disputadas. Aos vencedores de cada prova foram atribuidas medalhas de ouro,
de prata ou de bronze, respectivamente aos 1°, 2° e 3° lugares. A quantidade de medalhas
de cada escola, ao final da competicao, bem como a pontuacdo geral das mesmas, sao

apresentadas na tabela a seguir:

Medalhas
Escolas —
Ouro Prata Bronze Pontuacao final
4 2 2 46
B 5 3 1 57
4 3 3 53
Quantos pontos valem cada medalha de ouro, prata e bronze?
Ancle suas
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Como vocés viram, é muito interessante o estudo de sistemas lineares, principalmente para resolucao de pro-

blemas envolvendo situagdes reais, como foi o caso do problema do caixa eletronico e do problema das medalhas.

Esperamos que vocés utilizem o conhecimento desta aula para facilitar a resolucao de seus problemas, ndo

somente utilizando a Aritmética substituindo valores, mas também utilizando a Algebra.

Resumo

Nesta aula pudemos estudar principalmente:

= Equacgdes lineares — vimos que estas sao equagdes nas quais as varidveis tém expoentes iguais a 1 e ndo tém

termos mistos. Por exemplo, x + 3k + 9e = 3 é uma equacao linear, mas x*> + 4y = 0 ndo é uma equacao linear.

= Sistemas lineares — aprendemos a identificar um sistema linear e a reconhecer quando ele é:

Possivel — Quando ha solucéo. Dividimos em dois:

= Possivel e Determinado: quando ha apenas uma Unica solucdo; quando trabalhamos com sistemas 2x2,

vimos que geometricamente representamos por duas retas concorrentes.

= Possivel e Indeterminado: o sistema possui infinitas solucdes e quando trabalhamos com sistemas 2x2

vimos que geometricamente representamos por duas retas coincidentes.

= Finalmente, quando o Sistema é Impossivel é porque ndo ha solucao e no sistema 2x2 representamos por

retas paralelas.

\/o<jo\ Anda

Recomendamos um video do youtube para aprenderem a resolver de outra maneira um sistema linear, por uma

regra conhecida como “regra de Cramer”. O link é http://www.youtube.com/watch?v = 3FpN8wsOsi8&feature = fvst.

Referéncias
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Atividade 1

a. Para verificar se (2,3) é solucao da equacao, nés substituimos x por 2 e y por 3 na
equacao, verificando assim se a sentenca é verdadeira ou ndo. No caso, temos:
2.2 +33=4+9=13 e, portanto, (2,3) ndo é solucao, pois ndao encontramos 11
esim 13.

b. Substituindo x por -1 na equacdo, teremos: 2. (-1) + 3y = 11, dai

243y = 1113entéo 3y=114+2>>3y=13>>y= ? . Portanto, a solugao procu-

rada é (-1, —).
3

c. Substituindoy por 5 na equacao, teremos que: 2x +3.5=11>>2x+ 15 =11. Dai,
2x=11-15=>2x=-4=>x = _7 =-2. Portanto, a solucdo procurada é (-2,5).

d. Para encontrar outra solucdo qualquer, basta atribuirmos algum valor para x e
encontrar o correspondente para y. Por exemplo, se fizermos x = 2, teremos: 2.2
+3y=11=>4+3y=11=>3y=11-4=>3y=7=>y= Z.Portanto, uma solucao
sera (2, Z). 3

3

Atividade 2

Se chamarmos de x o nimero de notas de R$ 10,00 e y o niumero de notas de R$

50,00, temos o seguinte sistema:

10x +50y =350
x+y=15

Resolvamos pelo método da adicdo. Multiplicando a segunda equacéo por -10, en-
contramos: -10x-10y = -150. Somando as equagdes, teremos:

40y = 200 — y = 5. Substituindo o valor de y na primeira equacdo, encontramos o

valor de x: 10x + 50. 5 =350 — 10x + 250 =350 — 10x = 350-250 = 100 — x = 10.

Portanto, Roberto utilizou 10 notas de RS 10,00 e 5 notas de RS 50,00.
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Atividade 3

Chamemos de x o n° de questdes que Emilia acertou e de y o n° de questdes que ela
errou. Dai, encontramos o seguinte sistema:
5x—-3y=60
x+y=20
Resolveremos desta vez por substituicdo. Isolando a variavel x da segunda equacao,
encontraremos: x = 20 - y. Substituindo na primeira equacao para encontrar o valor de y,

temos: 5 (20-y)-3y=60 — 100-5y-3y=60 — -8y=60-100 — -8y =-40 — y =5.
Portanto, Emilia errou 5 questoes.

Atividade 4

Chamemos de x a quantidade de pontos que vale cada medalha de ouro, de y a
quantidade de pontos que vale cada medalha de prata e de z a quantidade de pontos que

vale cada medalha de bronze.

Traduzindo o problema, utilizando a tabela, temos o seguinte sistema:

4Ax+2y+2z=46
5x+3y+z=57
4x+3y+3z=53

Vamos escalonar esse sistema: Substituimos a 22 equagao pela soma dela com 32
equacgao multiplicada por (-1):
Ax+2y+2z=46

xX—2z=4
4x+3y+3z=53

Trocamos de posicdo a primeira e a segunda equagoes:

x—-2z=4
Ax+2y+2z=46
4x+3y+3z=53



Substituimos a 22 equacao pela soma dela com a 12 multiplicada por (-4) e substitu-
imos a 32 equacao pela soma dela com a 12 multiplicada por (-4):
AS
xX—2z=4 st
2y +10z=30
3y+11z=37

Multiplicamos a segunda equagao por l:
2

X—-2z=4
y+5z=15
3y+11z=37

Substituimos a 32 equacao pela soma dela com a 22 multiplicada por (-3):

X—2z=4
y+5z=15
-4z=-8

Agora com o sistema escalonado, basta encontrarmos a solucao:
4z=-8=>z=2

Substituindo na segunda equagdo:y +5.2=15=>y=15-10=>5.
Substindo na primeira equagdo: x-2.2=4=>x=4+4=38.

Portanto, a medalha de:
= ouro vale 8 pontos.
= pratavale 5 pontos.

= bronze vale 2 pontos.
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Questao 1 (UENF)

Para preencher sua necessidade didria de 300g de carboidratos, um adulto ingere um tipo de alimentacao

mista que consiste em batatas e soja.

Admita que 100g de batata e 100g de soja contém, respectivamente, 199 e 35g de carboidratos, e que x e y

representam as quantidades didrias, em gramas, que esse adulto ird consumir, respectivamente, de batatas e soja.

Considerando a necessidade diaria de carboidratos desse adulto:

a. Calcule a quantidade de soja, em gramas, que ele devera ingerir num determinado dia em que tenha
consumido 400g de batata;

b. Estabeleca uma equagdo que relacione as varidveis x e y.

Resposta:

a. Se ele consumiu 400g de batata e a cada 1009 ele ingere 19g de carboidratos, foram ingeridos 4x19 =
769 de carboidratos. Para atender a necessidade diaria de 300g, restam 224g de carboidratos. Assim, a
quantidade de soja a ser ingerida deve ser (224:35)x100 = 640g.

b. Aequacao é0,19x + 0,35y = 300.

Questio 2 (UNI-Rio)

Um laboratério farmacéutico fabrica 3 tipos de remédios utilizando diferentes compostos. Considere a matriz
A= (a,.j) dada a seguir, onde a, representa quantas unidades do composto j serao utilizadas para fabricar uma unidade
do remédio do tipo i.

12 4
A=|2 53
01 4
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Quantas unidades do composto 2 serdo necessarias para fabricar 3 remédios do tipo 1; 2 remédios do tipo 2 e

5 remédios do tipo 3?

a. 19

b. 21

c. 24

d. 27

e. 30

Resposta: O numero de unidades do composto 2 para fazer o remédio do tipo 1 é o elemento a_, ou seja, 2.
O numero de unidades do composto 2 para fazer o remédio do tipo 2 é o elemento a,,, ou seja, 5.
O numero de unidades do composto 2 para fazer o remédio do tipo 3 € o elemento a,,, ou seja, 1.

Logo, arespostaé3x2+2x5+5x1=21.

Questio 3 (UFF)

Na perfumaria XEROBOM, o xampu, o condicionador e a lo¢ao de sua fabricacdo estdo sendo apresentados aos

clientes em trés tipos de conjuntos:

. y
inadens e deisi2 00

2 logoes e 3 xampus RS 38,00
4 xampus e 2 condicionadores 3 RS 26,00
2 logdes e 1 condicionado R$ 31,00

Determine o preco de cada um desses produtos, considerando que o preco individual de cada produto é o

mesmo, independente do conjunto ao qual pertence.

Resposta: Se x, y e z sdo respectivamente os precos individuais do xampu, do condicionador e da locao, temos

as seguintes equacgdes para a situagao-problema proposta:

3x+2z=138
4x +2y =26
y+2z=31

Na terceira equagao, temos que y = 31 - 2z. Substituindo y por 31 - 2z na 22 equacao, teremos 4x + 2(31 - 2z) =
26 — 4x + 62 - 4z = 26 — 4x + 36 = 4z, que é equivalente a x + 9 = z. Substituindo z por x + 9 na 12 equagdo temos 3x

+2(x+9)=38€3x+2x+18=38—>5x=20 >x=4.Comoz=x+9,z=13.Comoy=31-2zy=5.
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Exercicio 1

Um casal pagou RS 5,40 por 2 latas de refrigerante e uma porcéo de batatas fritas, enquanto um segundo pa-
gou R$ 9,60 por 3 latas de refrigerante e 2 por¢des de batatas fritas. Qual a diferenca entre o preco de uma porcéao de

batatas fritas e o preco de uma lata de refrigerante?

(a) R$ 2,00 (b) R$ 1,80 (c)R$ 1,75 (d)R$ 1,50

Exercicio 2

A empresa Brinque Muito fez uma doacédo de brinquedos para um orfanato. Essa doacdo compreendeu: 535,
entre bolas e bonecas; 370, entre bonecas e carrinhos e 455, entre bolas e carrinhos. Qual o nimero de carrinhos

doados pela empresa?

(@) 135 (b) 145 (c) 155 (d)170

Exercicio 3

Em uma sala, havia certo nimero de jovens. Quando Paulo chegou, o nimero de rapazes presentes na sala
ficou o triplo do numero de garotas. Se Alice tivesse entrado na sala o nimero de garotas ficaria a metade do nimero

de rapazes. Qual o nimero de jovens que estavam inicialmente na sala?

(@11 (b) 9 ()8 (d)6
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Exercicio 4

O diretor de uma empresa convocou todos os seus funcionarios para uma reunidao. Com a chegada do diretor
a sala de reunibes, o nimero de homens presentes na sala ficou quatro vezes maior que o nimero de mulheres tam-
bém presentes na sala. Se o diretor ndo fosse a reuniao e enviasse sua secretaria, o nimero de mulheres ficaria a terca

parte do nimero de homens. Qual a quantidade de pessoas na sala aguardando o diretor?

(a) 20 (b) 19 ()18 (d)15

Exercicio 5

Em dado instante de uma festa 31 mulheres se retiraram e restaram convidados na razdo de 2 homens para
cada mulher. Um pouco mais tarde, 55 homens se retiraram e restaram convidados na razéo de 3 mulheres para cada

homem. Qual o nimero de pessoas presentes inicialmente na festa?

(a) 100 (b) 105 (0 115 (d) 130

Exercicio 6

Uma loja vende: uma faca, duas colheres e trés garfos por RS 23,50; duas facas, cinco colheres e seis garfos por

RS 50,00; duas facas, trés colheres e quatro garfos por R$ 36,00. Qual seria o valor pago por meia duzia de cada?

(a) R$65,00 (b) R$75,00 (c) R$85,00 (d) R$95,00

Exercicio 7

Para pesar 3 macas, dispomos de um peso de 100g e de uma balanca de pratos iguais. O peso da maca maior
é igual ao peso das duas outras juntas. O peso da menor mais 100g iguala ao peso das outras. A maior mais a menor

pesam 100g. Qual o peso das trés?

(a) 1259 (b) 1509 (c) 1759 (d) 2009

Exercicio 8

Um teste é composto por 50 questdes. Na correcdo, uma questao vale 3 pontos e uma errada —2 pontos. Ao

terminar essa prova alguém atingiu 75 pontos. Quantas questdes essa pessoa acertou?

(a) 25 (b) 30 (c) 35 (d)40
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Exercicio 9

A soma das idades da Ana, do José e da Sara é 60 anos. A Ana é mais velha que o José pelo mesmo nimero de
anos que o José é mais velho que a Sara. Quando o José tiver a idade que a Ana tem hoje, a Ana terd trés vezes a idade

que a Sara tem hoje. Qual a idade de Sara?

(@) 10 (b) 12 (c) 14 (d)15

Exercicio 10

Um pacote tem 48 balas: algumas de horteld e as demais de laranja. A terca parte do dobro do nimero de

balas de hortelad excede a metade do nimero de balas de laranjas em 4 unidades. Qual o nimero de balas de hortela?

(a) 20 (b) 22 (c) 24 (d) 28

Exercicio 11

Uma florista vende arranjos de flores com rosas, margaridas e cravos nos tamanhos pequeno, médio e grande.
Cada arranjo pequeno contém uma rosa, trés margaridas e trés cravos. Cada arranjo médio contém duas rosas, quatro
margaridas e seis cravos. Cada arranjo grande contém quatro rosas, oito margaridas e seis cravos. Um dia, a florista
notou que havia usado um total de 24 rosas, 50 margaridas e 48 cravos ao preparar as encomendas desses trés tipos

de arranjos. Quantos arranjos grandes fez a florista?

Exercicio 12

Carlos e sua irma Andreia foram com seu cachorro Bidu a farmécia e 14 encontraram uma velha balanca
com defeito, que sé indicava corretamente pesos superiores a 60kg. Assim, pesaram-se dois a dois e obtiveram as

seguintes marcas:
= (Carlos e o cdo pesam juntos 87kg;
= (Carlos e Andreia pesam 123kg;
= Andreia e Bidu pesam 66kg.

Qual o peso de cada um deles?
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Exercicio 13

Um clube promoveu um show de musica popular brasileira ao qual compareceram 200 pessoas, entre sécios e
nao socios. No total, o valor arrecadado foi de R$ 1.400,00 e todas as pessoas pagaram ingresso. O preco do ingresso

foi R$ 10,00 e cada sécio pagou meia entrada. Qual o nimero de sdcios e ndo sécios que compareceram ao show?

Exercicio 14

Uma prova de multipla escolha com 60 questdes foi corrigida da seguinte forma: o aluno ganhava 5 pontos por
questao que acertava e perdia 1 ponto por questao que errava ou deixava em branco. Um aluno totalizou 210 pontos.

Qual o numero de questdes que ele acertou?

Exercicio 15

Quando um sistema linear tem mais varidveis que equagdes a solucao ndo é Unica, entdo dizemos que tal sis-
tema tem grau / graus de liberdade. Pesquise e exiba dois exemplos de situacdes praticas que correspondem a um

sistema assim.
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Exercicio 1
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Exercicio 7
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Exercicio 8
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Exercicio 10
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Exercicio 11

[ 4 arranjos.

Exercicio 12

[ Andreia pesa 51kg, Bidu 15kg e Carlos 72kg.

Exercicio 13

[ 120 sécios e 80 nao sécios.
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Exercicio 14

45 questoes.

Exercicio 15

Caro aluno! O incentivamos a pesquisar e discutir sua proposta de solu¢cdo com um professor de sua unidade

ceja.

Als
brevel

Matematica e suas Tecnologias - Matematica 133






