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Prezado(a) Alano(a),

Seja bem-vindo a uma nova etapa da sua formacgéo. Estamos aqui para auxilid-lo numa jornada rumo ao

aprendizado e conhecimento.

Vocé estad recebendo o material didatico impresso para acompanhamento de seus estudos, contendo as

informagdes necessarias para seu aprendizado e avaliacdo, exercicio de desenvolvimento e fixacdo dos conteudos.

Além dele, disponibilizamos também, na sala de disciplina do CEJA Virtual, outros materiais que podem

auxiliar na sua aprendizagem.

O CEJA Virtual é o Ambiente virtual de aprendizagem (AVA) do CEJA. E um espaco disponibilizado em um
site da internet onde é possivel encontrar diversos tipos de materiais como videos, animacodes, textos, listas de
exercicio, exercicios interativos, simuladores, etc. Além disso, também existem algumas ferramentas de comunica-

¢ao como chats, féruns.

Vocé também pode postar as suas duvidas nos foruns de divida. Lembre-se que o férum nao é uma ferra-
menta sincrona, ou seja, seu professor pode nao estar online no momento em que vocé postar seu questionamen-

to, mas assim que possivel ird retornar com uma resposta para vocé.

Para acessar o CEJA Virtual da sua unidade, basta digitar no seu navegador de internet o seguinte endereco:

http://cejarj.cecierj.edu.br/ava

Utilize o seu numero de matricula da carteirinha do sistema de controle académico para entrar no ambiente.

Basta digitd-lo nos campos “nome de usuario” e “senha”.

Feito isso, clique no botao “Acesso”. Entao, escolha a sala da disciplina que vocé esta estudando. Atengao!
Para algumas disciplinas, vocé precisara verificar o nimero do fasciculo que tem em maos e acessar a sala corres-

pondente a ele.

Bons estudos!
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Polinomios
e equacoes
algébricas 1

Para inicio de conversa...

Observem essas 3 caixas.
Em qual delas caberia

\ D’D a maior quantidade
J de agua?
@ 3

<

Vocé saberia responder essa questao? Se desejar faca
uma experiéncia construindo algumas caixas de tamanhos

diferentes e calcule a capacidade de cada uma.

Veja a indicacdo de um video mostrando essa experi-

éncia. http://m3.ime.unicamp.br/recursos/1382

Ancte suas
vespostas em
sen caderno
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Figura 1: Caixa de papeldao sem tampa, com lados iguais a x, x+1 e x+2.

Veja o desenho acima, que representa uma caixa de papeldo sem tampa, com lados iguais a x, x+1 e x+2. N6s
queremos calcular o volume e a area desta caixa. Vocé saberia escrever uma expressdao que nos permitisse calcular a

area desta caixa, em funcao da medida x?

Uma dica: para resolver questoes desse tipo estudaremos os polindmios. Este é um tema que ja foi estudado
antes, quando vimos, por exemplo, as expressdes que representam uma funcao afim do tipo y = ax + b ou as expres-

sdes que representam uma funcao quadrdética do tipo y = ax*+ bx + c.

Essas expressdes sdo chamadas de expressdes polinomiais ou simplesmente polindmios.

Objd—iVos de APVMAizo\gm

= Definir polindbmios

=  Compreender o significado e as aplicacdes de uma fungao polinomial,

= Calcular o valor numérico de um polinémio,

= Reconhecer as condi¢des necessarias para que dois polindmios sejam iguais
= Compreender o significado de raiz de um polindomio e saber calcula-la.

= Efetuar as 4 operacdes (adicédo, subtracdo, multiplicacao e divisao) com polinémios.



0O que é um polindomio?

Quando lemos e compreendemos o enunciado de um problema, podemos escrever expressdes que nos per-

mitirdo analisa-lo e obter sua solucao.

Podemos ter polindmios com apenas um termo, como por exemplo: 2x, y, 4z (chamados de monémios). Mas
podemos ter polindmios com um ndmero maior de termos. De uma maneira geral podemos escrever um polindmio

da seguinte forma:

a x"+a_ x4+ . +a x’+a x+a
n (n-1) 2 1 0

" a,a ,a ..A,a,a,sa0 numeros reais chamados de coeficientes do polindomio.
= n (um numero natural diferente de zero) é o grau do polinémio

= x échamado de variavel.

Veja os exemplos de polindbmios.

a. O polindbmio 5x-1 é de grau 1 e seus coeficientes sao 5 e -1.

b. O polindbmio 2m?+m+ 1 é de grau 2 e seus coeficientes séao 2, 1 e 1.

c. O polindmio y2 + 4y?-2y + 5 é de grau 3 e seus coeficientes sdo 1,4,-2 e 5.

Veja, agora, exemplos de expressdes que nao sao polindmios:

a. 2~/x-x+5; avaridvel x ndo pode estar sob radical, pois isso significa que o expoente é fracionario.

2 3 i < . - - . .
b. —+x;a varidvel x ndo pode estar no denominador, pois isso significa que o expoente é negativo.
X

c¢. m3+3m?-2m; o expoente da variavel ndao pode ser negativo.

1
d. y2+3y-1;0expoente da varidvel ndo pode ser fracionario.

Assim, para que a expressao seja um polindmio, o expoente das varidveis ndo pode ser negativo nem fraciona-

rio - o que equivale a dizer que a varidvel ndo pode estar sob raiz e/ou no denominador.

Matematica e suas Tecnologias - Matematica



Quais das expressdes abaixo representam polindbmios? Escreva os graus desses

polindmios.

3
a. 5x*+ 23+ x2+x e S+—+=

b. xt1+2vx -4 foto+t3
c) 5y°-1 g. k+7

d) m'+3m h. s?+2s57+3

Aﬂo‘l'w SuAs

vespostas em
seu caderno

Funcoes polinomiais
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Figura 2: Caixa sem tampa, com dimensoées x, x+1 e x+2.



Vamos retornar aquela pergunta da secao “Para inicio de conversa”? Tinhamos uma caixa sem tampa com
dimensodes x, x+1 e x+2 e estdvamos interessados em encontrar uma expressao que nos permitisse calcular sua area
e seu volume. Muito bem, para calcular a area total da caixa, devemos somar as areas das suas faces, a saber: dois re-
tangulos de lados x e x+1, dois retangulos de lado x e x+2 e um retangulo de lados x+1 e x+2. Contamos apenas um

retangulo de lados x+1 e x+2 porque a caixa nao tem tampa.
Entao, vamos as contas:
AX=2XX+T)+2.x.(X+2)+ X+ 1) (x+2)
AX)=2X2 4+ 2X + 22+ 4X + X2+ 2X + X + 2
A(X)=5x>+9x + 2

Assim, conseguimos encontrar a expressao que nos permite calcular o valor da area da caixa em funcao da

aresta de medida x. J& para calcular o volume da caixa, devemos multiplicar as suas 3 dimensoes.
VX)=x(X+1) Xx+2)=x(x2+3x+2)
V (X)=x3 + 3x% + 2x

Temos entdo aqui dois exemplos de fungdes polinomiais, que ddo a area e volume da caixa, em funcdo da

medida x.

Apesar de nao utilizarem as ferramentas algébricas que conhecemos hoje, varios povos antigos conse-
guiram encontrar maneiras de relacionar as areas e volumes dos sélidos as suas dimensdes. No papiro
de Moscou, escrito pelos egipcios por volta de 1850 a. C. e comprado pelo Museu de Belas Artes de Saiba Mﬂi$
Moscou em 1917, podemos encontrar um problema em que os autores relacionam as medidas dos
lados de uma piramide truncada com seu volume. Alias, falamos mais detalhadamente sobre isso na

aula 4 do médulo 3, lembra? Querendo refrescar sua memoria, dé uma lida novamente neste material.

Lembre-se que quando um termo do polindmio ndo apresenta variavel isso significa que o seu expo-
ente é 0, pois x° = 1. lMPoY"’M"'w

Matematica e suas Tecnologias - Matematica
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Dado o polinomio P(x) = (a -1)x® + ax? - 3, qual ou quais devem ser os valores de a

para que o polindmio P(x) seja um polinébmio de grau 2?

Aﬂo"w SuAs

vespostas em
seu caderno

Para que valores de a e b o polindomio G(x) = 2bm? —+ (a- 2)m + 5 sera de grau 0?

Anote suas
vespostas em
sen cadevno

Conhecendo um pouco mais sobre polindmios

Valor numérico de um polinémio

Quando calculamos a area e o volume da caixa sem tampa encontramos dois polindmios de variavel x.
A (X)=5x*+9x + 2
V (x)=x3 + 3x2 + 2Xx

Agora, vamos substituir a varidvel x em cada um dos polindmios pelo nimero 5 - o que, em termos da nossa

caixa, equivale a fazer com que o lado menor tenha tamanho 5.
A(5)=5.52+95+2=125+45+2=172

V(5)=5*+3.52+25=125+75+10=210



Dizemos entao que 172 é o valor numérico do polindmio A(x) quando x =5, e que 210 é o valor numérico de
V(x) quando x = 5. Um pouco mais formalmente - e generalizando - quando substituimos a variavel de um polinémio
por um numero, e efetuamos as operacdes indicadas, encontramos um resultado numérico que é chamado de valor

numérico do polindbmio.
400

300 ’

, /
R
200 <

100 P

_— A(x) (T T TRV

X A(x) V(x)

0 2 0

1 16 6

2 40 24

3 74 60

4 118 120

5 172 210

6 236 336

Figura 3: Graficos de A(x) = 5x2 + 9x + 2 e V(x) = x3 + 3x? + 2x

A figura 3 mostra uma representacao grafica das funcdes A(x) e V(x), feita a partir do que foi gerado pelo site
Calculadora Online (http://www.calculadoraonline.com.br/grafica). Perceba que o site ainda fornece o valor numéri-
co dos dois polindbmios para valores inteiros de x. Perceba também que, apesar de a 4rea e o volume aumentarem a
medida que o valor do lado aumenta, existe um intervalo em que, para um determinado valor do lado, a drea é maior
que o volume e outro em que o volume é maior do que a area. Isso contraria aquela intuicdo muito comum de que o
volume de uma caixa, por envolver a multiplicacdo de trés nimeros (e ser funcao de x ao cubo), seria sempre maior
do que a area dessa caixa, que envolve a multiplicacdo destes nimeros dois a dois (e é funcdo de x ao quadrado).

Interessante, ndo acha?

Matematica e suas Tecnologias - Matematica
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A figura apresenta a representacao de uma funcdo f(x) = ax® + 2x? + x. Trés pontos
que pertencem a esse grafico estdo destacados na figura: (1,4), (0,0) e (-1,0).
a. Quais sao os zeros dessa funcao polinomial?
b. Baseado nas informacoes apresentadas no grafico, determine o valor de a.

c. Represente graficamente a funcao f(x) = ax® + 2x> + x + 1, sendo a o valor deter-
minado no item anterior. Quantos zeros reais possui a funcao g?

Ancte suas
vespostas em
sen caderno

Igualdade entre polindmios

Suponhamos os polindmios P(x) =- 5x* + 7x2 - 3x + 10 e M(x) = mx3+ nx? + px + g. Dizemos que os dois poliné-

mios sdo iguais quando os coeficientes dos termos de mesmo grau sdo respectivamente iguais.
Assim teremos que P(x) é igual a M(x) se e somentesem=-5n=7,p=-3;q=10.

Muito importante aqui é diferenciar igualdade entre polindbmios e igualdade entre valores numéricos de poli-

némios. Um bom exemplo estd na figura 3. Perceba que existem dois pontos em que os graficos dos polindmios A(x)



e V(x) se encontram - o primeiro é o ponto x=0 e o0 segundo é um ponto entre x=3 e x=4. Viram 147 Para estes valores
de x, os polindmios, apesar de serem completamente diferentes (A(x) = 5x% + 9x + 2 e V(x) = X3 + 3x% + 2x) tém o0 mesmo

valor numérico.

a. Dois polinomios de graus diferentes podem ser iguais?

Pense e explique.

(%}
b. Considere dois polinémios A(x) e B(x). Determine o valor dos coeficientes des-
conhecidos para que estes dois polindmios sejam iguais. Os polindomios sao:
3 1
AX)=ax?- —x+beBX) = —— x>+ cx -7.
2
Ancte suas
vespostas em
seu caderno
Determine os valores de a, b, ¢, e d para que os polindmios f(x) = ax® + bx? -c e
g(x) = x> + dx + 2 sejam iguais. ivi (%]

Ancte suas
vespostas em
seun caderno

Verifique o que acontece com o polinémio P(x) = x? - x - 6, quando calculamos seus valores numéricos para x

=3ex=-2
P(3)=3?2-3-6=9-3-6=0

P(-2)=(-22-(-2)-6=4+2-6=0

Matematica e suas Tecnologias - Matematica
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Dizemos, neste caso, que 3 e -2 sao 0s zeros (ou raizes) do polindmio P(x).

Um valor da varidvel para o qual o polindmio assume valor numérico igual a zero é chamado de zero ou raiz

do polinébmio.

2
Assim, para verificar se um determinado nimero, digamos x = —, é raiz de um polinémio, por exemplo, Q(x) =
3

X2 - , basta substituirmos x por 2/3 em Q(x):

2 =

2 _T__~-_ = = 0, donde concluimos que 2/3 &, sim, raiz do polindmio Q(x).
3 3 9 9 9 9

2
9
2

Figura 4: Cidade de Bolonha, na Itdlia, vista a partir das torres de Asinelli.

Se, por um lado, verificar se um nimero é raiz de um dado polindmio é um processo bastante simples, o pro-
blema inverso, encontrar as raizes de um polindbmio dado, é uma tarefa bem mais complexa. Para que se tenha uma
ideia, enquanto os gregos e os babilénios, apesar de ndo terem recursos formais, j4 conseguiam para encontrarem
raizes de polinémios do segundo grau, as primeiras formas mais sistematicas de encontrar raizes de polinémios do
terceiro grau foram objeto de acirradas competicoes publicas de matematica feitas pela universidade de Bolonha, na

Italia, no século XVI.



Saiba Mais

v

Niccolo Fontana (Tartaglia) Girolammo Cardano

Durante a Renascenca, no século XVI, a universidade italiana de Bolonha ficou conhecida por pro-
mover varias competicdes publicas na drea de Matematica, muitas delas envolvendo técnicas para

encontrar as raizes de polindmios de terceiro grau.

Uma destas disputas foi vencida pelo matemadtico italiano Niccolo Fontana, também conhecido como
Tartaglia, que havia desenvolvido um método de resolucdo para varios tipos de equagdes do 3° grau

- mas insistia em néo publica-lo.

Tartaglia foi convencido por Cardano, outro matematico italiano, a contar-lhe o método, sob o jura-
mento de que nao iria divulga-lo até Tartaglia publica-lo pessoalmente. No entanto, Cardano publi-
cou o método sem a autorizagao de Tratraglia em seu livro Ars Magna - A grande arte. As formulas de
Tartaglia terminaram conhecidas como férmulas de Cardano e a desavenca entre os dois seguiu até

o final de suas vidas.

Operacdes com polindmios

Adicao e subtracao de polindmios
O que vamos mostrar nesta secao é, na verdade, uma revisao de conteudos ja vistos. Quando estudamos cal-
culo algébrico, vimos que podemos efetuar a adicao e a subtracao de polinébmios somando ou subtraindo os termos

semelhantes dos dois polinémios.

Termos semelhantes

Sédo os termos do polinébmio que possuem a mesma parte literal e s6 diferem em seus coeficientes.

Vamos ver alguns exemplos?

Matematica e suas Tecnologias - Matematica
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a) Qual é a soma dos polindmios p(x) = x3- 2x*+ 5x + 9 e q(x) = 2x> + x> - 4x - 57
A soma dos dois polindmios sera outro polindmio que chamaremos de S(x).
S(x) = (3 -2x*+ 5x +9) + (2x* + x?-4x - 5) =3x*- x>+ x + 4

Conferiram a soma dos termos semelhantes? x3 + 2x3=3x3; -2x?>+x?>=-x%5X + (-4x)=x e 9 + (-5)=4.

b) Qual é a soma dos polinédmios h(m) =6m*-5m?-m + 1 e g(m) =-2m*-m3 + 2m?

h(m) + g(m) = (6m*-5m2-m+ 1) +(-2m*-m3+ 2m) =4m*-m3+ m + 1

¢) Qual o resultado da diferenca entre f(x)=5x3+ 8x?-3x + 2 e h(x) = 2x* + 5x? - 2x - 3?7

fx) - h(x) = (5x3 +8x% —=3x+2) - (2x> +5x® =2x—3) = 3x3 +3x®> =x+5

d) Vamos subtrair os polindmios g(y)=-3y®> +3y+2 e ly)=y®> —2y* +y -5

gly)—ly) = (=3y> +3y+2)—(y* —2y* +y—-5) = -4y’ +2y* + 2y +7

Multiplicacdo de polindmios

Para multiplicar dois polindbmios, fazemos a multiplicacdo de todos os termos do 1° polinémio por todos os
termos do 2° polindmio. Em seguida fazemos a reducao dos termos semelhantes, ou seja, adicionamos os termos cuja

variavel tem o mesmo expoente.

Esse modo de efetuar a multiplicacdo é uma aplicacdo da propriedade distributiva da multiplicacdo em re-

lacdo a adicdo e a subtracao.

Propriedade distributiva

De acordo com propriedade distributiva da multiplicacdo em relacao a adicao e a subtracdo, multiplicar um ndimero por uma soma
ou diferenca é equivalente a multiplicar este nimero por cada um dos fatores dessa soma ou diferenca. Ou seja, a. (b +c)=a.b + a.c
ea.(b-cg=ab-ac

Assim, o produto entre os polindmios 2x e x2 + 3x — 4 é:

2X.(X? + 3x - 4) = 2x.X% + 2X.3X - 2X.4 = 2x3 + 6X? - 8X.



Vejamos outros exemplos.

a) Multiplique os polindmios f(x) =x-2 e g(x) = 2x* + x - 3

f(x).gx) =(x-2).2x*+x-3) = X-2X2 +X-X—X-3-2-2x2 =2-x—-2-(=3)
f(x). g(x). = 23 +x2 —3x—4x%? - 2x+6=2x> —3x> =5x + 6

b) Multiplique os polindbmios p(x) = 4x3 -2x—6 e qx)=x-1

P(). q(x) = (4x> —2x* —6)-(x 1) =4x* —4x> —2x> +2x* —6x +6)

p(x). q(x) = 4x* —6x> +2x> —6x+6

E para multiplicar um polinémio por um numero real, como fariamos?
Isso pode ser feito da mesma forma: usando a distributividade.

7.(=3x3 +2x% —=x+10)=21x> —14x% + 7x - 70

1- Considere os polindmios:
P(x) =x*-3x+5
Q(xX)=-x+5

R(x) = 3x> +2x -1

Calcule:
a. P(X) + Q(X) c. 3.Q(x)
b. Q(x) - P(x) d. P(x).Q(x)

Aﬂo"‘w SuAS

vespostas em
seun cadexno
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Divisdao de polindmios

Antes de tratarmos da divisao de polindmios, vamos buscar motivacao no algoritmo da divisao para nimeros
inteiros. Em uma divisao, os seus termos dividendo (D), divisor (d), quociente (q) e resto (r) sdo tais que D =d.q +r,com

0 <r < d. Porexemplo, ao dividirmos 10 por 6, obtemos quociente 1 e resto 4, ja que 10 =6.1 + 4.

Da mesma forma, ao dividirmos o polindmio P(x) pelo polinémio S(x) obteremos dois polindmios Q(x) e R(x)

tais que P(x) = Q(x) x S(x) +R(x).
O resto da divisao R(x) é um polindmio cujo grau nao pode ser igual nem maior que o grau do divisor S(x).
Exemplo 1.

Vamos aplicar o mesmo algoritmo para fazer uma divisdo com polinémios, dividindo o polindbmio x® + 2x? + x

+ 1 pelo polindbmio x + 2.

= Dividimos x> por x encontrando x> no quociente.

X+ 22+ x+ 1 X+ 1 - 5 .
= Multiplicamos x* pelo divisor.
_X3 - X2 X2
= O resultado dessa multiplicacdo é subtraido do dividendo (é o
x? mesmo que somar trocando o sinal do 2° polindmio).
*  Encontramos x> como resto parcial.
= Para continuar a divisdo, escrevemos x + 1 ao lado do resto e
X+ 22+ x+1 X+ 1 dividimos x* por x. Encontramos x no quociente.
-3 - x?
X2+ X T ..
2 = Multiplicamos x pelo divisor.
X*+x+1
-x2-X

= Oresultado dessa multiplicacdo é subtraido do dividendo.

= Encontramos 1 como resto, terminando assim a divisao

Podemos escrever:

X423 +Xx+1=xX+1).x2+x) + 1

Observando esta sentenca vemos que:

= O grau do quociente (2) é a diferenca entre os graus do dividendo (3) e o do divisor (1).
= O grau do resto é menor que o grau do divisor.

= Esta divisdo ndo é exata, portanto o polindmio x3 + 2x2 + x + 1nao é divisivel pelo polinédmio x + 1.



Exemplo 2.

x* -x3-4x2 + 5x -1 x-1
-x* +x3

X3 - 4x +1

- 4% + 5x -1
+4x7 - 4x

x-1
X +1

Podemos escrever:

Xt =X -4x2+5x-T=(x-1).03-4x+1)

Portanto, como o resto é zero, a divisao é exata e o polindmio x* - x3 - 4x? + 5x -1
é divisivel pelos polindmios x - 1 e x3- 4x +1.

A relacao acima nos permite verificar se a divisao foi feita corretamente.

Entao, para sabermos se o resultado de uma divisdo esta correto, basta multiplica-lo pelo divisor e somar o re-
sultado ao resto, caso seja ele seja diferente de zero. Se encontrarmos o dividendo, significa que a divisdo foi efetuada

corretamente.

Quando no dividendo falta um termo (seu coeficiente é zero), sugerimos completar o dividendo com Q

lmpor'l'M'l-e/

esse termo antes de iniciar a divisao.

Ex: 23+ x-1=2C + 02 + X - 1

Encerramos a secdo com duas atividades:

Matematica e suas Tecnologias - Matematica
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Efetue a divisao dos seguintes polindmios e determine o resto:
a. p()= 2x*-6x>-20x+ 8 por q(x) =2x* +4x-3
b. px) =2x*+x-1porq(x)=x-1

Ancle suas

vespostas em
seu caderno

Efetuando uma divisdo entre polindmios encontramos para quociente x - 1 e para

s resto 2x -1. Sabendo que o divisor é x* -3x +2, calcule o dividendo.

Aﬂo"‘% SuAs
vespostas em
sen caderno

Conclusao

E importante perceber que o estudo dos polindmios, apesar de relacionado a questdes mais tedricas da Ma-
tematica, tem um grande apelo pratico, modelando, dentre muitas outras situagdes, o calculo de areas e volumes.
Neste contexto, os conceitos de raiz, termo, grau, igualdade de polindmios, etc tem por objetivo principal facilitar
a identificacdo dos elementos que usaremos no trabalho. Como muitos dos calculos com polinédmios ja foram es-
tudados em aulas anteriores, aproveitamos a oportunidade para explicitar a analogia entre as operagdes e calculos
com polindmios e as operagdes e calculos com numeros. Ter essa analogia em mente facilitard muito o trabalho

com os polindmios.



Resumo

* Um polinébmio € uma expressao daformaa x"+a ., x""+..+a, x*+a,x+a ondexéavariavel;a_,a_ ,a .

(n-1)
a, a,, a,5ao numeros reais chamados de coeficientes do polinbmio e n € um nimero natural diferente de zero.

= O grau de um termo do polindbmio é o valor do expoente da varidvel naquele termo.
= O grau de um polindmio é o valor do maior expoente dos seus termos.

= Quando substituimos a variavel de um polindmio por um numero, e efetuamos as operacdes indicadas,

encontramos um resultado numérico que é chamado de valor numérico do polindmio.
= Dois polindmios sao iguais quando os coeficientes dos termos de mesmo grau sdo respectivamente iguais.
= Qvalor da variavel tal que o valor numérico do polindmio é zero é chamado de raiz do polinémio.
= Para efetuar a adicdo e a subtracao de polinémios, somamos ou subtraimos os termos de mesmo grau.

= Para multiplicar polinbmios usamos a propriedade distributiva da multiplicacdo em relacao a soma e a
subtracao, multiplicando cada um dos termos de um polinémio por todos os termos do outro. Em seguida,

adicionamos os termos de mesmo grau do polindmio que resultou da multiplicagao.

= Para dividir polindmios, usamos o mesmo algoritmo que usamos para dividir nimeros reais.

\/e<jo\ AINda

http://portal.mec.gov.br/seb/arquivos/pdf/EnsMed/expensmat_3_2.pdf
Uso de polindmios para surpreender.

Neste site vocé pode observar outras situagdes onde sao usados polindmios.
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Atividade 1

tas Tem maior volume a caixa 2 que tem a menor altura.

Atividade 2

Sao polindbmios os itens:
a. degrau4 c. degrau5 g. degrau 1

As demais opgdes ndo sao polindbmios porque tém expoente negativo (d, e, h) ou

fracionario (b, f)

Atividade 3

Muito bem, a primeira coisa é lembrar que o polindbmio sera de grau 2 se o termo de
maior grau for aquele que estiver elevado ao quadrado. Como nossa expressao tem um ter-
mo elevado ao cubo, seu coeficiente deve ser zero, justamente para anular este termo. Assim,
a primeira condicdo é que o coeficiente de X* - no caso, a-1 - deve ser zero. Entdo, teremos
que a-1=0; a=1. Porém, isso ndo é tudo! Perceba que a também é coeficiente do termo de se-

gundo grau - g, se for igual a zero, ird anular este termo! Assim, precisamos também que a= 0.

Querem fazer um por conta propria?
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Atividade 4

b=0,a=2 5‘{'“5

Atividade 5

a. -1e0
b. a=1

C. g possui apenas um zero real.

Atividade 6

a. Nao poderiam ser iguais pelo seguinte motivo: se os polindmios tém graus di-
ferentes, o grau de um é maior do que o grau do outro. No polindmio de grau
maior — digamos N - o coeficiente do termo de grau N é diferente de zero. J4 no
polinémio de menor grau — digamos n, que é menor do que N - o coeficiente do
termo de grau N é igual a zero. Como os coeficientes deste termo de mesmo grau
sao diferentes, os polindbmios nao podem ser iguais.

b. Basta lembrar que, para que dois polinbmios sejam iguais, é necessario que os
coeficientes dos termos de mesmo grau sejam respectivamente iguais. Assim, o
valor de a, que é o coeficiente de x*> no polinédmio A(x), deve ser igual ao coefi-
ciente de x2 no polindmio B(x), que é -1/2. Raciocinio analogo nos leva a concluir
que c=-3/4 e b=-7.
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Atividade 7

a=0,b=1,c=-2ed=0

Atividade 8

a. X*-4x+10

b. -*+ 2x

Atividade 9

C. X-5eresto3x-7

Atividade 10

X*-4x*+7x-3

c. —-3x+15

d -xX*+8x?-20x+ 25

b. 2x>+2x+ 3 eresto 4



A
@
.
aZ o -

Vo P,
0 que pwgun+o\m pov al®

Questio 1 (Mack - SP)

Determine m para que o polindbmio
p(x) = (M -4)x3 +(m? - 16)x* +(m + 4)x + 4 seja de grau 2.

Resposta: Para que o polindmios seja de grau 2 o coeficiente do termo de grau 3 deve ser zero e o coeficiente

do termo de grau 2 deve ser diferente de zero, logo:
m-4=0,m=4
m?-16=0 m # +4

Nao existe valor de m para que o polindmio seja de grau 2, pois, para isso ele teria que ser igual a 4 e diferente

de 4 ao mesmo tempo o que é impossivel.

Questio 2 (Faap - SP)

Calcule os valores de a,b,e,c para que o polindbmio

p1(x) = a(x+c)> + b (x + d) seja idéntico a p,(x) = X* + 6x* + 15x + 14.

P1(x) = a(x* + 3cx’ + 3c2x + ) + bx + bd = ax® +3acx® +3ac® x +ac’ + bx + bd=
=ax’ +3acx’ + (3ac® + b)x + ac® + bd

Para que este polinémio seja idéntico a p,(x), temos que ter:

a=1

3ac=6—>3.1c=6—>c=2
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3ac+b=15—-314.+b=15->b=15-12—>b=3
ac +bd=14->18+3d=14->3d=14-8 >3d=6—>d=2.

Resposta:a=1;b=3;c=2;d=2

Questio 3 (FEI - SP)

Sendo p(x) = ax* +bx3 +c e q(x) = ax® -bx - ¢, determine os coeficientes a,b,e c,sabendo que p(0) =0, p(1)=0e

q(l)=2.
P(O)=c=0
P(M=a+b+c=0
QM =a-b-c=2 2a= 2—>a=1
1+b+0=0—>b=-1

Resposta:a =0;b=-1;c=1



r<)

Advidade esxdva A

Exercicio 1

Seja uma caixa, em forma de paralelepipedo retangular, na qual a medida da largura e o triplo da medida do

comprimento, e a altura e quatro vezes maior que a largura da base.
Quais sdo os polindmios que nos dao a area e o volume dessa caixa?
(a) 16x3 e 36x3 (c) 66x% e 36x3

(b) 36x% e 16x3 (d) 36x2 e 66X3

Exercicio 2

Seja o polindmio p(x) = (2m - 4)x*(m + 4)x + 4:
Quais devem ser os valores de m para que o polindmio seja do grau 2?

(@m=2 (b)m=4 (cgm=6 dm=8

Exercicio 3

Seja o polindmio q(x) = 2x* - kx?+ 3x — 2k e considere q(3) = 8.
Qual é o valor de k?

(@ -5 (b) -3 (€3 (d)5
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Exercicio 4

. s o o . . .
Sejam os polindmios p,(x) = x*> - 5x + 6 e p,(x) = x* - 7x + 10 e sejam x, e x, as raizes de p,(x), e x, e X, as raizes

de P, (X).
Qual é o valor de (X, =%,) + (x, = x,)?

(@) -1 (b) -3 (c)-4 d)5

Exercicio 5

Considere as areas do retangulo e do quadrado ilustrados na figura.

| 3x+4 | | 3x |

3x 3x

A diferencca entre as areas do primeiro e do segundo 4 de 60cm?.
Qual é o valor de x?

(@)5 (b) 8 ()10 (d) 12

Exercicio 6

A figura ilustra um paralelepipedo retangular cujas medidas estao expressas no desenho.

2x-3




Sendo V (x) o polindbmio que representa o volume, e A(x) o polindbmio que representa a area total desse solido.
Quiais sdo os polindmios A(x) e V (x) relativos a area e ao volume desse solido?

(@) A(x) =28x2-30x-10eV(x) =8x> - 16x>*+ 2x + 6

(b) Ax) =8x3 + 6 e V(x) = 7x

(€) A(X) =8x3-16x2+2x+ 6 e V(x) =28x>*-30x-10

(d)A(x)=7xeV(x)=8x*+6

Exercicio 7

Considere os polindmios p(x) = 2x* + 3 e q(x) = 5x* - 2.
Qual é o grau do quociente g/p?

(@1 (b) 2 (€3 (d)5

Exercicio 8

O lucro L, em reais, de uma empresa é dado por L(x) = 10 (3 - x)(x — 8), em que x é a quantidade vendida do

produto que a empresa produz.
Qual o polinémio reduzido que representa esse lucro?
(@) L(x) ==10x%>+22x - 100
(b) L(x) =-10x%>+ 110x — 240
(€) L(x) =x*=5x+1

(d) L(x) =-10x%+ 240

Exercicio 9

Seja o polindmio p(x) = x> — mx + 6 tal que 2 é raiz de p(x).
Qual é o valor de m?

(@ -5 (b) 2 @5 (d) 10
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Exercicio 10

Sejam os polindmios P(x) = x3'+ 140 x®+ x — 20; D(x) = x e R a divisao de P(x) por Dx:
Qual é o grau de R(x)?

(@)1 (b) 30 (c) 31 (d) 111

Exercicio 11

Considere o polindmio p(x) =x3 + ax*+ (b - 18)x + 1 em que 1 é raize p(2) = 25.

Determine o valor de a + b.

Exercicio 12

Se P(x) e um polindmio de primeiro grau tal que P(1) =2 e P(3) = 8.

Qual é o valor de p(-2)?

Exercicio 13

Dados os polindbmios p(x) = 2(x —=1)(2x + 1); q(x) = x — 2 e r(x) o resto da divisdo de p(x) por q(x).

Que polindmio representa r(x)?

Exercicio 14

Dados os polindmios p(x) = 2x* — 7x3 + 3x2, q(x) = x - k; s(x) = 2x*> -3x? -3x - 6 e r(x) = -12, tal que
p(x) = q(x)s(x) + r(x).

Qual é o valor de k para o qual a igualdade é satisfeita?

Exercicio 15

Os polindmios p(x) = mx2 + nx — 4 e q(x) = x? + mx + n sdo tais que p(x + 1) = q(2x) para todo x real.

Qual é o Valorde m + n?
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Exercicio 7

A B C D
® OO0O0

Exercicio 8
A B C D
O ® OO0
Exercicio 9
A B C D
OO @O
Exercicio 10

A B

cC D
® OO0O0

Exercicio 11

-
Como 1 éraizp(1) =0, entdo

a+b=16
Como p(2) =25
2a+b=26

Resolvendo o sistema
a+b=16
2a+b=26

tem-sea=10eb=6.
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Exercicio 12

p(x) e do primeiro grau entdo p(x) = ax + b. Como p(1) =2 entdo 2a+ b =2. Como p(3)=8entdo3a+b=38

assima=6eb=-10, entdo p(x) = 6x — 10. Assim p(-2) = -22.

Exercicio 13

[ Dividindo p(x) por q(x) encontramos 4x + 8 com r(x) = 15. j

Exercicio 14

[ Dividimos p(x) por s(x), e depois somando o resto, encontramos k = 2. j

Exercicio 15

[ Daigualdade p(x+1) =q(2x) sequem =4en=0.Entiom + n=4. j

Al
brewel
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Polinomios
e equacoes
algébricas 2

Para inicio de conversa...

Conforme vimos na unidade Geometria Espacial: piramides e cones, que tra-
tava das piramides, os papiros encontrados por arquedlogos no inicio do século XX
revelaram que ha aproximadamente 4.000 anos os egipcios conheciam e tinham
varios métodos para a solucao de diversos problemas que, hoje, sao modelados por

equacdes algébricas.

Figura 1: Cyperius papyrus, planta a partir da qual se faz e cujo nome deu origem ao
termo papiro.

Resolver uma equacao algébrica é determinar valores para a sua incégnita
de modo que se obtenha uma sentenca matematica verdadeira. Exemplificando, 3
é solucao da equacdo 2x - 6 = 0 pois 2.3 - 6 = 0 é uma sentenca matematica verda-

deira, mas 5 nao é solucdo da mesma equacao pois 2.5 — 6 = 0 é uma sentenca falsa.

Matematica e suas Tecnologias - Matematica
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Se tivermos uma equagao P(x) = ax + b e um determinado valor - digamos, x, - for o zero ou a solucao da equa-

¢ao, podemos escrever que P(x,) =ax, +b=0.
Ao procurar os zeros de um polindmio do tipo
p(x) =a x"+a , x"+..+a,x’+a, x+a, encontra-se uma equagao do tipo
a,x"ta  , x"+.+a, x*+a, x+a,= 0, que é chamada de equacao algébrica ou equagao polinomial.
Na busca de um tratamento mais sistematico para o problema, os matematicos se fizeram duas perguntas:
1°) Essas equacgdes tém sempre solucao?

2°) Como calcular as solugdes caso existam?

Figura 2: Carl Friedrich Gauss.

Foi apenas em 1799 que o astrbnomo, matematico e fisico alemao Carl Friedrich Gauss (1777-1855) respondeu
a primeira das perguntas. Em sua tese de doutorado, apresentou o famoso Teorema Fundamental da Algebra, onde

demonstra que toda equacdo polinomial tem ao menos uma solucdo no campo dos nimeros complexos.

Outros matematicos antes de Gauss apresentaram demonstragdes desse teorema, mas todas continham fa-

Ihas. Entre esses matematicos podemos citar: Jean Le Rond d’Alembert, Leonhard Euler e Joseph Louis Lagrange.

A demonstracdo feita por Gauss era perfeita e, no decorrer de sua vida, apresentou mais trés demonstracoes

do mesmo teorema.



Resta responder a 22 pergunta. Como achar essas raizes?

Por volta de 1550, ja se conheciam férmulas gerais para resolver equagées do 1°, 2°, 3° e 4° graus, mas nenhu-

ma formula havia sido obtida para resolver equacdes de grau maior que 4.

Em 1824, um jovem matematico noruegués, Niels Hendrich Abel (1802-1829), demonstrou que ndo existem
férmulas gerais para resolver equacdes de grau maior que 4. Isso também foi demonstrado pelo matematico francés

Evariste Galois (1811-1832) e pelo italiano Ruffini.
Portanto, podemos resumir assim as conclusoes:
» Toda equacdo algébrica de grau maior que zero tem solugao.
= Existem processos algébricos para determinar as solucdes de equagdes dos 19, 20, 3° e 4° graus.

= Nao é possivel encontrar solu¢des para equagdes de graus maior que 4 por processos algébricos, a nao ser
em casos especificos.

Sugerimos ver, no endereco a seguir, mais informagdes histéricas sobre o desenvolvimento e as desco- %
bertas sobre polinémios. E um artigo que, além de apresentar os fatos histéricos, também desenvolve
o conteudo relativo ao tema que estamos estudando. Mu“’imio\iﬁ

http://www.inf.unioeste.br/~rogerio/02d-Estudo-analitico-polinomios.pdf

Objetives de Aprendizagem

= Utilizar o teorema do resto para resolver problemas.
= Utilizar o dispositivo pratico de Briot-Ruffini na divisdo de polindmios.
= Resolver equacdes polinomiais utilizando o teorema fundamental da algebra.

= Utilizar as Relag¢des de Girard para resolver equagdes polinomiais.
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Divisao de um polinémio e calculo do resto.

Estudaremos agora o resultado de uma divisdao de um polinédmio por um binémio do tipo (x — a), revendo a

divisdo de polindmios ja feita na aula anterior. Vamos dividir p(x) = 2x3-3x +x -4 pord(x) =x 2

2x3-3x+x-4 X-2
_9v3 2
2x° + 4x 2X2+X+3
X2 + X
—x2 + 2X
3x-4
-3x+6
2

Encontramos o quociente da divisdo que é o polindmio de grau 2, q(x) = 2x*> + x + 3 e o resto que podemos

chamar de r(x) = 2.

Observe que o grau do quociente (no caso, 2) é a diferenca entre os graus do dividendo (no caso, 3)
lMPOY‘l‘M"‘?/ e o do divisor (no caso, 1).

Veja que o resto da divisao é um polindbmio de grau zero, menor que o grau do bindmio d(x) que tem grau 1.
Vocé ja sabe que a divisdo de um polindémio p(x) por um bindmio (x — a) determina os polindmios q(x) e r(x) de tal for-
ma que p(x) = (x — a).q(x) + r(x). Lembre-se da analogia que fizemos na unidade anterior com os nimeros. Da mesma

forma que dividendo = divisor.quociente + resto, p(x) = d(x).q(x) + r(x). No caso, nosso d(x) é justamente o x-a.

Como o grau polindmio divisor d(x) é 1 (porque estamos estudando a divisao por x-a), o grau de r(x) serd sem-
pre zero. Noutras palavras, o polindmio r(x), resto da divisdo, serd sempre um nimero. Fazendo x = a na expressao p(x)

= (x - a).q(x) + r(x), teremos:



p(@)=(a-a).q@)+r
p@=0.q(@)+r=0+r
p@)=r

Assim, dado um polindmio qualquer p(x), seu valor numérico para x=a é justamente igual ao resto da divisdo des-
se polindmio por (x—a). O valor numérico de um polindmio para x=2, por exemplo, é justamente o resto da divisao desse

polindmio por x-2. J4 o valor desse mesmo polindmio para x=- 10 é o resto da divisdo dele por x + 10, e assim por diante.

O valor numérico do polindmio p(x) para x = a — ou seja, p(a) - é igual ao resto da divisdo desse po-
lindbmio por (x - a). lMPoY‘I’M"’Q/

Podemos pensar agora em uma importante consequéncia desse resultado. O que acontece se o valor numéri-
co de p(a) forigual a zero? O que podemos concluir em relagdo aos polindmios p(x) e x —a? Ora, se p(a) for igual a zero,

temos que o resto da divisdo de p(x) por x — a é zero e, consequentemente, p(x) é divisivel por x — a.

Se p(a) =0, podemos concluir, pela definicao de raiz, que o valor a, além de ser raiz do polindémio x — a, também

é raiz do polindmio p(x). Vejamos algumas aplicacdes desse resultado.
Vamos determinar o valor de m de modo que o polindmio p(x) = x3 — 2x* + mx - 2 seja divisivel por d(x) = x + 2.

Ora, se p(x) é divisivel por d(x), o resto da divisao de um pelo outro é igual a zero. Esse resto também é igual ao
valor de p(a). Falta descobrir o valor de a, o que faremos comparando x+2 com x-a . Chegaremos a conclusao de que

2=-a;a=-2.
Logo, p(-2)=r=0

p(-2)=(-2)*-2(-2)*+m(-2) -2=-8-8-2m-2= -18-2m

Logo, o valor de m que torna o polindmio p(x) divisivel por d(x) é -9.

Outra maneira é pensar que se p(x) é divisivel por d(x), a raiz de d(x) também é raiz de p(x). A raiz de d(x) é o
valor de x que faz com que d(x) seja zero, no caso, -2. Como esse valor também é raiz de p(x), teremos que p(-2) =0-e

caimos na mesma equacao anterior.
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Qual o resto da divisao de p(x) = x3 - 3x? + 4 por d(x) = x + 37

Al\o‘l'w SuAs
vespostas em
seun cadexno

Se p(x) =3x3 —cx? + 4x + 2c divisivel por x + 1, quanto vale c? Explique sua resposta.

Aﬂo"@ SuAs
vespostas em
seun cadexno

Dispositivo pratico para dividir um polindmio

Vocé ja conhece o algoritmo para a divisdo de polindmios, que é andlogo ao algoritmo usado para se dividir
numeros. No entanto, existe um dispositivo para se efetuar uma divisdo de um polindmio por um binémio do tipo
X - a, de maneira mais simples e rapida. Este dispositivo é conhecido como dispositivo de Briot — Ruffini, em referéncia

aos matematicos Charles Briot (1817-1882), francés e Paolo Ruffini (1765-1822), italiano.

Vamos iniciar apresentando a seguinte disposicao grafica.

Coeficientes de x do dividendo p(x)  Termo constante do dividendo p(x)

Raiz de d(x) Coeficientes do quociente q(x) Resto da divisao r(x)

Para dar um exemplo do uso deste dispositivo, repetiremos a primeira divisdo de polindmios que fizemos nes-
ta aula, logo no inicio da secéo “Divisdo de polinémios e célculo de resto”. Os polindmios sdo p(x) = 2x3 - 3x* + x - 4,

dividendo, e d(x) = x - 2, divisor. Neles, é possivel identificar que:



= araizded(x)éx-2=0;x=2.

= 0s coeficientes da variavel de p(x) sdo: 2, -3 e 1

= o coeficiente do termo independente da varidvel de p(x) é - 4.
De posse dos elementos, é hora de coloca-los no dispositivo.

12 etapa: Coloca-se a raiz na 12 coluna com 22 linha, os coeficientes de x na 12 linha, separando o coeficiente

do termo independente de x.

22 etapa: “baixar” o primeiro coeficiente de p(x)

32 etapa: Multiplica-se o primeiro coeficiente (2) pela raiz do divisor e soma-se o produto obtido com o coe-
ficiente seguinte, ou seja, 2 x 2 + (-3) = 1. Este resultado é colocado abaixo do 2° coeficiente de p(x). Acompanhe o

movimento das setas!

42 etapa: Repetem-se as mesmas operacdes para se obter o resultado final.

1x2+ 1=3(setacheia) e 3x2-4=2(seta tracejada).
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coeficientes do quociente q(x) resto

Como dividimos um polindmio de grau 3 por um polindbmio de grau 1, o polindbmio que resultara dessa divisao
terd grau 2. Os coeficientes deste polinOmio serdo exatamente aqueles que encontramos na parte inferior central do
dispositivo, ordenados da maior para a menor poténcia. Assim, o resultado da divisao de p(x) = 2x3 - 3x> + x — 4 por

d(x) =x -2 é q(x) = 2x* + x + 3 com resto r(x) = 2.

“ Compare esse processo de divisao com aquele que fizemos no inicio da aula e responda: foi mais
facil fazer assim? Foi mais dificil? Qualquer que seja a sua resposta, o que precisa ficar muito claro
para vocé é que ela esta 100% correta! Ambas as formas de fazer a divisdo sdo vélidas e a sensacao de

lmfor-l—wﬂ-e/

facilidade de cada uma varia de pessoa para pessoa. Assim, no que diz respeito a estas duas maneiras,
nao existe forma melhor ou pior e sim mais facil ou mais trabalhosa para cada um de nés.

Vamos aplicar o dispositivo de Briot- Ruffini para efetuar a divisdo de p(x) =x3+ x?-10x + 8 por d(x) =x - 2e, em

seguida, verificar se é possivel escrever p(x) como um produto de dois fatores.

Aplicando o dispositivo, teremos:

Note que o resto da divisdo é 0. Dessa forma, p(x) é divisivel por x - 2, o que também implica dizer que 2 é raiz
de p(x). E possivel escrever p(x) como um produto de dois fatores pois se p(x) = d(x) . q(x) + r(x) e r(x) é zero, p(x) = d(x)

. q(x). No caso dos polindmios em questao, isso quer dizer x> + xX2 - 10x + 8 = (x - 2)(x> + 3 x - 4).



Fatore o polinémio p(x) = x> — 4x? + x — 4, sabendo-se que h(x) = x - 4 é um dos

fatores de p(x). e

Ancte suas
Y%P0$+A$ M
seu caderno

Verifique se o polindmio p(x) = x* — x - 5 é divisivel por d(x) = x — 5.

Justifique sua resposta. i (Y,

Anote suas
vespostas em
sen cadevno

Raizes de pol'nom'os

Na aula anterior, foi feita uma revisdo do conceito de raiz de um polindmio e recordamos que o valor da varia-

vel tal que o polindbmio assume o valor zero é chamado de raiz do polinédmio.

Para descobrir as raizes de um polindbmio, podemos proceder de duas maneiras. A primeira delas é fazer uma
verificacdo, onde inserimos um determinado valor, que achamos ser a raiz, e vemos se ele de fato faz com que a ex-

pressao dé zero. A outra maneira é calcular a raiz diretamente. Vamos ver isso em quatro exemplos.

Primeiro exemplo: queremos saber se x = 4 é raiz do polindbmio 2x — 8.

a. podemos fazer isso via verificacdo, substituindo a varidvel x da equacao por 4, e teremos:
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2.4-8=0;

Como o valor x = 4 é tal que o polindmio 2x — 8 assume valor zero, concluimos que 4 é sua raiz.

b. Uma outra forma de determinar a raiz de um polindmio é resolver a equacédo p(x) = 0. No caso de p(x) =
2x - 8, temos:

2x-8=0
2x=8
x=4

Segundo exemplo: queremos saber se x = 1 é raiz do polindbmio x* + 2x — 3.

a. vamos determinar o valor numérico desse polindmio parax = 1.
12+2.1-3=1+2-3=0.
Logo, x =1 é raizdo polindmio.

b. Podemos também verificar se x = 1 é raiz do polindmio resolvendo-se a equacao p(x) = 0. No caso do poli-

némio x2 + 2x — 3, temos que resolver a equacgao do 2° grau x? + 2x — 3 = 0. Uma forma de resolvé-la é utilizar
a férmula de Bhaskara.

_ —b++/b% —4ac

X
2a
—2+4
X= =1
/ 2
o 24422 -4.1(-3) -2+4+12 -2%4
2.1 2 2
-2-4
== '-_3
2
Vimos, entao que o polindbmio, além da raiz x = 1, tem também como raiz x = -3.
Bhaskara Acharya (1114-1185) foi um importante matematico da India medieval. Dentre seus livros,
“ destacam-se o Siddhanta-siromani, dedicado & Astronomia e o Bijaganita, sobre Algebra, em que trata

da resolucdo de vérios tipos de equagdes. No entanto, a férmula para calculo das raizes da equacdo do

Mu“'imi&io\ segundo grau -e que, apenas no Brasil, leva seu nome - nao é de sua autoria. Quer saber mais? Veja
“Esse tal de Bhaskara’, interessante video da colecdo matematica multimidia, da Unicamp. Eis o link:
http://m3.ime.unicamp.br/recursos/1097



Terceiro exemplo: Queremos encontrar as raizes do polindmio x3 — 2x? —x + 2. Apesar de existir uma féormula para
a determinacio de raizes de polinémios do 3° grau, vamos indicar outro caminho. E possivel ter um palpite sobre uma
raiz? Verifique que 2 é uma raiz desse polindomio. De fato, 23 - 2.22- 2 + 2 = 0. Pelo que estudamos nas se¢des anteriores,
o polinémio x* - 2x? - x + 2 pode ser escrito como o produto (x - 2) . p(x), sendo p(x) um polinémio de grau 2. E possivel

determinar p(x) aplicando-se o dispositivo de Briot-Ruffini. Tente determinar p(x) e as outras raizes desse polindmio.

Aqui, recordamos o que ja vimos anteriormente: um polindmio P(x) pode ser escrito como P(x) = d(x) “

.q(x) + r(x) —onde d(x) é o divisor, q(x) é o quociente e r(x) é o resto. E, se a é raiz do polindbmio, o resto

da divisao por x — a é zero. Nestes casos, como r(x) = 0, o polindbmio pode ser escrito como escrito lMPOV‘"M"'@
produto de dois fatores: d(x) (o divisor, x — a) e q(x) (o quociente, resultado da divisdo por x — a).

Vamos dividir o polindmio x3 — 2x2 - x + 2 por x — 2 usando o dispositivo pratico, para encontrar outros fatores.

x3 = 2x* —x + 2 pode ser escrito como (x — 2) (x2 - 1). Vemos entdo que as outras raizes do polindmio do 3° grau

(além de x = 2) sdo as raizes do polindmio x*> — 1.Resolvendo-se a equacdo x* - 1=0, temos que x =1 ou x=-1.

Assim, calculamos as raizes do polinémio x3 - 2x> - x + 2 que sdo: 2,1 e -1.

Figura 4: Calculando as raizes de um polindmio e construindo seu grafico.
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Retomando o terceiro exemplo da secao anterior, poderemos escrever que (x*— 1) como o produto (x+1) .
(x = 1) uma vez que (a’- b?) = (@ + b) . (a — b). Nosso polindmio x3 - 2x?> — x + 2 podera ser escrito, entdo, da seguinte

maneira:
X =2X2=-Xx+2=(x-2).x*-1)=x-2).x+1)(x=1)

E ai, a gente pode pensar assim: a equacéo algébrica do primeiro grau tem uma raiz; a do segundo tem duas - e
o polindbmio pode ser escrito como o produto de dois polinémios do primeiro grau; ja a equacao do terceiro grau tem
3 raizes - e 0 polindmio pode ser escrito como o produto de trés polindbmios do primeiro grau. Serd que toda equagao
algébrica do n-ésimo grau tem n raizes? Afinal, qual a relagcdo entre o grau de uma equacdo algébrica e a quantidade

de raizes que ela tem?

Como ja vimos na secao “Para inicio de conversa’, a resposta a este problema foi perseguida por muitos anos, até
ser finalmente encontrada por Gauss, em 1799. A resposta € justamente o teorema fundamental da algebra, que afirma

o seguinte: Toda equacao algébrica p(x) = 0, de grau n maior ou igual a 1, possui n raizes ndo necessariamente distintas.

“ A demonstracao do teorema Fundamental da Algebra, devido a sua complexidade, est4 evidentemente fora
do escopo do nosso curso. Assim, para efeitos da nossa presente conversa, aceitaremos sem demonstracdo

Saiba Ma\is o que foi provado por Gauss. No entanto, conhecer um pouco mais sobre a relagdo entre polindmios, raizes
e este teorema é bem importante. Vocés estdo convidados a fazé-lo em http:// http://m3.ime.unicamp.br/
recursos/1051

a. Resolvaaequacao 2x3 - 5x2 - 4x + 3 = 0, sabendo que uma das raizes é x = 3)

b. Determine as solu¢des da equacao x3 — 6x*> + 32 = 0, sabendo que -2 é uma de

suas raizes.

Ancle suas

vespostas em
seu caderno



Determine as raizes da equagao x*-3x*>-15x%+ 19 x + 30 =0, sabendo que -1 e 2

sao duas de suas raizes.

Aﬂo"@ SUAs
vespostas em
seu caderno

Secao 3

Relacdes de Girard

Figura 5: O matematico francés Albert Girard.
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Como ja estudado na unidade sobre equagdes do 2° grau, se x, e X, sao raizes da equagao ax’ + bx + ¢ =0, com

a =0, entdo:
C

X, +X, = ——eXx .X,=—
1 2 a 1° 72

Q

Vejamos um exemplo:

Determine a soma e o produto das raizes da equagao 4x? - 4x-3=0

b
S=x1+x2=—; P .

1l
x
=

N

Il

S= - "1 p=3__
4

Alw Qn

o ., -3
A soma das raizes é 1 e o produto das raizes é 7

O interessante é que estas relacdes entre coeficientes e raizes de uma equagao podem ser estabelecidas para

todas as equacgoes algébricas. Vamos ver como isso ocorre na equagao do 3° grau?

Suponha que x,, X,, X, 530 as raizes, ndo necessariamente distintas, da fungdo polinomial dada por p(x) = ax’> +

bx? + cx + d. Como ja vimos, podemos escrever a equacao de forma fatorada, assim:
ax3+bx?+cx+d=a(x- X)X = X,) (X = X,)
Efetuando os produtos, temos:
ax*+bx*+cx+d=a [xz‘ — (X + X+ X3)X% + (XX, + Xy X5 + XpX3)X — x1x2x3]
ax® +bx* + cx+d =ax’~ (x, + X, + X;) ax® + (x,x, + X, X5+ X,X,) ax = (X, X,X,)

Fazendo- se uma analogia com as relacOes entre raizes e coeficientes da equacao do 2° graus:

b
Como b = - (x,+x,+x;)a > X XX = T
a
c
Comoc= (x1x2+ x1x3+x2x3) a > XX XX XX = ;
_ d
Comod=-(xxx,)a > XXX, = ——
a

Estas sao as chamadas relacdes de Girard para a equagdo do 3° grau.

De forma analoga, podemos estabelecer essas relacdes para outras equagdes de graus maiores que 3.



Caso vocé esteja se indagando da utilidade dos polinémios de grau

maior do que 3, eis uma aplicacdo interessante: em 2010, Caroline Viezel “

e Gilcilene de Paulo se propuseram a determinar o tempo ideal de abate

de perus e, para isso, fizeram a modelagem...usando um polinémio do

quarto grau! O trabalho foi publicado nos anais do XXXIIl Congresso de Saiba N\p\is
Matematica Computacional e Aplicada. O link estd aqui: http://www.sb-
mac.org.br/eventos/cnmac/xxxiii_cnmac/pdf/561.pdf

Vamos fazer uns exemplos juntos?

Primeiro exemplo - Escreva as relacdes de Girard para a equacao x> + 7x* - 3x + 5 =0, considerando como raizes

da equacao X, Xy € Xy
Observando a equacdo vemos que:a=1;b=7;c=-3ed=5.

Entdo, podemos escrever:

b -7 7
X1+X2+X3=_Z_T__
_c_3_ 3
X1X2+X1X3+X2X3—————_
d -5
XXX, =——=—=-5
17273 a ’I

Segundo exemplo - Considerando a equacdo 2x* + mx? + nx + p = 0 e suas raizes sendo -1, 2 e 1, determine m,

n e p e escreva a equacao.
m
X, +X,+X,=-T+2+1=2= —?;m:—4
n
x1x2+x1x3+x2x3:—1 2+-1.14+2.1 :—125 n=-2
x1x2x3:-1.2.1 =-2= —%;p:4
Logo aequacao é 2x>-4x>2-2x+4=0

Para finalizar nosso contetudo, convidamos vocés a fazerem mais duas atividades.
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As dimensdes de um paralelepipedo retangulo sao dadas pelas raizes do polinébmio

3x3 - 13 x 2 + 7x — 1. Determine a razao entre os nimeros que expressam a area total e o

volume do paralelepipedo.

Ancle suas

vespostas em
seu caderno

3

Quais os valores de p e g para os quais a equagao X?— 2x2 + px +q =0 admite uma

raiz de multiplicidade 3. Chamamos de raiz de multiplicidade 3, quando a equacao tem as

3 raizes iguais.

Ancle suas

vespostas em
seu caderno

Vamos resolver alguns exercicios de aplicacao das relacdes de Girard:

a.

Calcule o valor de k na equacéo (k + 2) . x* - 5x + 3 = 0 de modo que o produto
das raizes seja igual a 3/8.

Se m, n e p sao as raizes da equagao x> + 2x? + 3x + 4 = 0, determine o valor de
1/m+1/n+1/p.

Aﬂo‘@ SUAS
vespostas em
seu caderno



Conclusao

Os polindmios sao utilizado para resolver situacées-problema de diferentes areas e sdo uma valiosa ferramenta
da Matematica. Conhecer um pouco da histéria do tema que estamos estudando é sempre interessante, pois pode

auxiliar a compreender a importancia e a construcdo histérica dos resultados encontrados.

O dispositivo de Briot- Ruffini para resolucdo de uma divisdo de polinémio por um binémio do tipo x — a é
bastante pratico e simples, permitindo resolver problemas que exigem fatoracao de polinémios e de determinacao

de suas raizes.

Da mesma forma, as relagdes entre os coeficientes das equagdes e suas raizes, chamadas de Relacdes de Girard,

possibilitam a resolucdo de problemas diversos envolvendo pesquisas de raizes de um polindmio.

Resumo

= O valor numérico do polindmio p(x) para x = a, ou seja, p(a), é igual ao resto da divisdo desse polindmio

por (x - a).

= Sep(a) forigual a zero, o resto da divisdo do polindmio por x — a sera zero, o que quer dizer que o polindmio

é divisivel por x — a e a é uma raiz do polinédmio.
= Se p(a) forigual a zero, o polindmio p(x) pode ser escrito como um produto de dois fatores.
= Para dividir polindmios por x — a usamos o dispositivo pratico de Briot-Ruffini.

= Raizde um polindmio é o valor da varidvel que torna o polinédmio nulo. Portanto, quando temos um polin6-

mio p(x) e fazemos p(x) = 0, queremos obter os valores de x que anulam a funcao.
= Asraizes de um polinémio podem ser encontradas via verificacdo (substituicdo) ou via célculo direto.

= O cdlculo direto da raiz dos polindmios do primeiro grau é feito resolvendo diretamente a equacdo ax+b =0

. . . _— e . -b++b* —4ac

= O cdlculo direto da raiz dos polindmios de segundo grau é feita usando a formula x DY —
a

= Asrelagbes de Girard relacionam os coeficientes dos polindmios com suas raizes

* Asrelagées de Girard para equagdes do segundo grau sao: se x, e X, sao raizes da equacao ax” + bx + c=0,

b C
coma # 0, entao: X, +X, =~ exX.X,=—
a a

* As relagbes de Girard para equagdes do terceiro grau sdo: se x,, X,, X, Sa0 as raizes, ndo necessariamente

_— < . . < b
distintas, da fungdo polinomial dada por p(x) = ax® + bx? + cx + d, entao: x, + X, + X, = —— ; X, X, + X, X, + X,X,
d a

C
= XXX =
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http://www.im.ufrj.br/dmm/projeto/projetoc/precalculo/sala/conteudo/capitulos/cap111s4.html

Neste site, vocé podera estudar e conhecer um pouco mais sobre Polindmios, praticando mais o célculo e

resolucdo de equacgdes polinomiais.
~ -
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Atividade 1
stas

P(-3) = (-3)* -3 (-3)? +4 = -27 -27 +4 = =50

O resto da divisao é -50.
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Atividade 2
Se p(x) é divisivel por x + 1, o resto é zero. Para calcular o valor de ¢ devemos cal-
cularp(=1) =3(-1)3-c(-1)*+4(-1)+2c=0

-3-c-4+2c=0 -7+c=0 c=7

Atividade 3

X242+ x-4=(x-4)(x*+1)

Atividade 4

p(x)=x*-x-5

dx)=x-5

p(5)=25-5-5=15

Sendo p(5) # 0 o resto é igual a 15, logo p(x) ndo e divisivel por d(x).
Outra solucao:

Fazer a divisao usando o dispositivo e encontrar resto igual a 15.

Atividade 5

a. Comecamos com a verificacdo, certo? Vamos verificar se x = 3 é raiz da equacao,
fazendo a substituicao da variavel.

2.3°-5.32-4.3+3=0
54-45-12+3=0

0=0
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Verificamos, assim, que 3 é raiz da equacao e p(x) é divisivel por (x — 3). Aplicando o

dispositivo pratico, vamos fazer a divisdo de p(x) = 2x* - 5x2 — 4x + 3 por x — 3.

stas

A partir dos coeficientes que encontramos no dispositivo, verificamos que o quo-

ciente dessa divisao é o polindbmio q(x) = 2x> + x -1.

Resolvendo a equacdo 2x? + x -1 = 0, encontraremos as demais raizes.

2 1

X, =—=—
—144/9 143 _ / L4
4 4 \X=

2

=-1

ENES

O polinémio p(x), entdo, pode ser escrito de forma fatorada, da seguinte maneira:

2X3=5x2-4x+3=(x-3) (x - %)(x+1).

(X+2)(x*-8x+16)=(x+2) (x-4) (x-4)

As raizes sao: -2,4e 4

Atividade 6




xX+1)(x-2)(x*-2x-15)=0
Resolvendo a equagéo do 2° grau, encontramos mais duas raizes

x+1)(x=2) (x+3)(x-5)

Atividade 7

1
Volume do paralelepipedo: x x,x,= —

3
i . 7 14
Area total do paralelepipedo: 2 (x,x, + X,X, + X,X,) = 2. S = =
Razao entre a drea e o volume: E:lzﬂx 3=14
3 3

Atividade 8

Eliminando os denominadores a equacao pode ser escrita assim:
x3—6x2+3px+3g=0
Vamos aplicar as relagdes de Girard, considerando a raiz de multiplicidade 3 como a.
atata=6 a=2

8
a.a.a=-3g—>-3g=8—->q= 3
ab +ac+bc=3p

a?+at+al=3p—>3a2=3p—>12=3p—>p=4

Atividade 9

a. O produto das raizes da equacéo (k + 2) . x> = 5x + 3 = 0 é dado pela expressao
c/a, sendo a =k + 2 e c = 3. Assim, temos que

c/a=3/8
3/(k+2) = 3/8
k=6
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stas

Se m, n e p sao as raizes da equacao x> + 2x? +3x + 4 = 0, determine o valor de
1/m+1/n+1/p.

Primeiramente, temos que 1/m + 1/n + 1/p = (np + mp + mn)/mnp.

Como np + mp + mn =c/a e mnp =-d/a (sendoa=1,c=3ed = 4), teremos
quenp+mp+mn=3/1=3

mnp =-4/1=-4

e assim

1/m+1/n+ 1/p = (np + mp + mn)/mnp = 3/-4 = -3/4.



_@@ = Az _\-,...."x.

0 que pevguntam por At

Questao 1 (EEM - SP)

Determine as raizes da equacao x* - 3x — 2 = 0, sabendo-se que uma delas é dupla.
Uma das raizes, determinada por tentativa é 2.

Resposta: x = -1 (raizdupla) e x = 2.

Comentario:

22-3.2-2=0

Dividindo o polindmio por (x - 2) encontramos x* + 2x+ 1 =0

x=-1¢éaraizdupla

Questio 2 (Faap - SP)

Calcule os valores de a,b,e,c para que o polindbmio
p,(x) = alx + ¢)* + b(x + d) seja idéntico a p,(x) =x* + 6x* +15 x + 14.
Resposta:a= 1,b =3,c=2ed=2

Sugestao: desenvolver os produtos, escrever na forma geral do polindmio e igualar os coeficientes de p,(x)

com os de p,(x). Lembrando que (a+b)* = a3+ 3a%b + 3ab?+ b*
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Exercicio 1

Qual o resto da divisdo 12x* - 8x por 2x?

@~o (b) 1 (02 (d)3

Exercicio 2

Qual o quociente da divisao x*+ 5x + 6 por x + 27

(@) x-2 (b)x-3 (©)x-1 (d) x

Exercicio 3

Qual o quociente da divisdo de x> - 7x +10 por x — 2?

(@) x-2 (b)x -1 (c)x-5 (d) x

Exercicio 4

Qual o resto da divisao de p(x) = (2x - 3) (2x - 2) (2x + 2) por d(x) =x - 1?

(@) 12 (b) 2x (93 (d)o
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Exercicio 5

Qual o resto da divisao de p(x) = (2x - 3) (2x - 2) (2x + 2) por d(x) = x?

(@12 (b) 2x (€3 (d) 2

Exercicio 6

Quiais sdo os valores de a e b, respectivamente, considerando o p(x) = —4x3 + ax? + bx - 18, onde 2 e raiz de p(x)

ep(-1)=-18?

(a)6e8 (b) 7e 11 (©)5e8 (d)8e10

Exercicio 7

Quiais sao os valores de a e b, respectivamente, considerando p(x) = x® +ax? +(b - 18) x + 1, e que 1 é raiz de

p(x) e p(2) = 257

(@)10e6 (b)8e5 (c)10e5 (d)8eb

Exercicio 8

O polinémio p(x) = 2x* - 7x3— 5x? +28x — 12 admite 2 e -2 como raizes.
Quiais as outras raizes desse polinbmio?

(@3e2 (b)1=2e€3 (©1e3 d)1e2

Exercicio 9

Qual a soma das raizes do polindmio p(x) = x* — 4x + 4?

(@) 2 (b) 3 (4 d5



Exercicio 10

Qual a soma das raizes do polindmio p(x) = x* - 2x3 - 37x*+4x+707?

@~o (b) 1 () -1 (d)2

Exercicio 11

Qual o resto da divisdo de p(x) = x3 + 2x2+ x — 1 por d(x) = x?

Exercicio 12

Qual o resto da divisdo de p(x) = x3" + 140x8° + x — 20 por d(x) = x?

Exercicio 13

Qual o quociente da divisao 10x? — 43x+ 40 por 2x — 3?

Exercicio 14

Quiais as raizes do polindmio p(x) = x* - 9x2 + 8?

Exercicio 15

Utilizando as relagdes de Girard, quais as raizes do polindmio p(x) = x* - 3x + 27
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Exercicio 1
A B C D
® OO0O0
Exercicio 2
A B C D
O®O0OO0
Exercicio 3
A B C D
ONON NO
Exercicio 4
A B C D
ONONON
Exercicio 5

A B

C D
® O OO
Exercicio 6

O @00



Exercicio 7

A B C D
® OO0O0
Exercicio 8

A B C D
O ® OO0
Exercicio 9

A B C D
ONON N0
Exercicio 10
A B C D
O®O0OO0

Exercicio 11

g

Exercicio 12

[ 0

Exercicio 13

[ 5x-09.
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Exercicio 14

[1,1,2f,2ﬁ.

Exercicio 15

[1e2.
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Geometria
Analitica 1

Pava Inicio de Conversa...

Vocé sabe o que significa geometria analitica? E plano diretor de uma cida-

de? E o que essas duas coisas tém em comum?
Vamos a primeira pergunta:

Geometria analitica nada mais é que o estudo da Geometria utilizando a
Algebra. Com essa ferramenta é possivel associar equacdes e outros recursos al-

gébricos as formas geométricas (pontos, retas e outras curvas planas.

Ja o plano diretor é um instrumento do planejamento municipal para aim-
plantacao da politica de desenvolvimento urbano. E por que fizemos essas duas

perguntas a vocé no inicio dessa unidade? E simples!

Vocé acaba de ser convidado para ajudar a desenvolver o plano diretor
da sua cidade, conhecida como cidade A. Sabemos que uma das especificida-
des da sua cidade é que a grande maioria de seus habitantes trabalha na cidade
C, gastando uma parte significativa do dia num transito bastante engarrafado.

A mesma coisa vale para os habitantes da cidade vizinha, a cidade B.

Figura 1: Engarrafamento.
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Recentemente, o governo do estado construiu uma ferrovia ligando a cidade C a malha ferrovidria nacional.
Como a ferrovia passava perto da sua cidade, a atual gestao pensou em construir uma estacao para facilitar o acesso
dos moradores ao local de trabalho. O prefeito da cidade vizinha, sabendo disso, se ofereceu para dividir os custos da
estacao, visto que ela também beneficiaria os habitantes da cidade B. Fechado o acordo nestes termos — 50% dos cus-

tos para cada uma das prefeituras - nada mais justo que a distancia da estacao a cada uma das cidades fosse a mesma!

Figura 2: Mapa das cidades A e B, com indicacao do trilho da ferrovia.

E ai? Como resolver esse problema?

\

Saiba Mais

Esse problema foi inspirado no problema apresentado em http://m3.ime.unicamp.br/recursos/1015

Objetivos de aprendizagem

= Identificar e utilizar o Sistema Cartesiano ortogonal
= (alcular Distancia entre dois pontos
= Identificar a posicdo relativa de duas retas no plano

=  Conhecer a equacao da reta na sua forma reduzida, fundamental e paramétrica.

= Determinar a equagdo de uma reta que passe por dois pontos ou que passe por um ponto e que possua uma

determinada inclinacéo.

12



Secao 1
Plano Cartesiano

O problema apresentado é bem interessante, ndo acha?! Vamos resolvé-lo ao longo dessa unidade? Otimo!

Para isso, precisamos estabelecer alguns conceitos. O primeiro deles é o de plano cartesiano.

Existem diversos sistemas de representacao que auxiliam na localizacdo de pontos sobre determinadas super-

ficies. As latitudes e longitudes, por exemplo, permitem a localizacéo na superficie do globo terrestre.

Figura 3: Mapa mundi planificado.

O plano cartesiano permite a localizacao de pontos do plano. Sdo utilizadas duas retas numéricas perpendi-
culares que se intersectam em suas origens e, aos pontos do plano, associamos dois valores: um no eixo horizontal e

outro no eixo vertical, conforme a ilustracao a seguir.

h Y

n D

N W B

—

4

Figura 4: Plano cartesiano com o ponto A(1,1) destacado.
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Apresentamos a seguir um passo a passo. Acompanhe, é bem facil de entender!

Passo 1

Obtendo o plano em uma malha quadriculada. A malha
é apenas para facilitar, é perfeitamente possivel construir

o plano sem ela.

Passo 2

Tracando o eixo das abscissas. Esse é um eixo horizontal
2| = 2| 4 )| 2] = @ [ 2] 9] 2|8 G T numerado representado pela letra x. Na figura, estdo mar-

cados alguns numeros inteiros, mas qualquer nimero

real pode ser localizado nessa reta.

Passo 3

Tracando o eixo das ordenadas. Esse é um eixo vertical

\ 4

7] 6] -5 -4 -3 -2 1| of 1] 2[ 3] 4] 5[ 6] 7
numerado representado pela letra y. 3

2
-3
-4
5
6

Figura 5: Passo a passo para a construcao do plano cartesiano.



Muito bem, de posse do plano cartesiano, vocé pode identificar o ponto A -veja na figura - da seguinte maneira:

-7| -6| -5| -4 -3| -2/ -1| O] 1| 2| 3| 4| 5| 6| 7

Figura 6: Plano cartesiano com o ponto A destacado.

O pé da perpendicular ao eixo x tracada pelo ponto A coincide com o ponto associado ao numero 4. De ma-
neira analoga, o pé da perpendicular ao eixo y tracada por A estd associado ao numero 5. Dessa forma, diremos que
o ponto A serd representado pelo par ordenado (4,5). Ao identificarmos um ponto, sempre escreveremos primeiro o

valor de sua posicdo no eixo das abscissas(eixo x) e, em seguida, sua posicdo no eixo das ordenadas(eixo y). Resumin-
do: o par é dado por (x, y).
Repare que o ponto (5,4) é um ponto diferente de A, porque x =5 e y = 4. O ponto (5,4) esta representado por

B. Vejam so6:

»

7] 6| -5/ 4] -3] 2| -1 o] 1] 2| 3] 4| 5| 6] 7|
=
)
-3
4
5
6

Figura 7: Plano cartesiano com os pontos A e B destacados.
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Vamos representar mais alguns pontos? Represente no plano cartesiano a seguir os

pontos C (-1,-3), D(0,4), E(-2,0), F(2, -4), G(3, 3) e H(-2, 1).

SUPRY- SUSIP TRPIR, SRUSIY (ORI SO | (HORIUES SIS (I SOSURUH - NI, (DR ISR |

Ancle suas

vespostas em
seu caderno




Diga quais objetos estdo nos pontos:

(2,-5) ivi 1%
(_8/ 4)
(7,6)
Ancte suas
vespostas em
seu caderno

Distancia entre dois pontos

Vocé se lembra do nosso problema inicial da estacdo de trem? Entdo, vamos pensar juntos! Imagine que as

cidades e o ponto onde ficard a estacao sejam os vértices de um triangulo.

Trilho

Cidade B

Cidade A

Figura 9: Representacao das cidades A e B e do trilho de trem.

Vocés lembram da condicdo do nosso problema? Isso, essa mesmo: a distancia entre a estacao e cada uma

das cidades deve ser a mesma — afinal, os custos de construcao serdo divididos igualmente entre as prefeituras.

Matematica e suas Tecnologias - Matematica
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Entdao, como o valor da distancia entre a cidade A e a estagao é idéntico ao valor da distancia entre a cidade B e a

estacdo podemos dizer o seguinte: o triangulo formado pelos pontos A, B e pela estacao € isdsceles!

E, resgatando nossa geometria plana, se o triangulo tem dois lados iguais, também tem dois angulos iguais.
Além disso, a bissetriz do angulo cujo vértice é o ponto procurado coincide com a mediana e com a altura tracada a

partir desse vértice. Vejam na figura

Trilho Ponto procurado

Figura 10: Representacdo do triangulo formado pela estacéo e as cidades A e B, com lados, angulos, medianas e bissetriz
destacados.

Desta maneira, basta encontrar a metade da distancia entre as cidades A e B e, do ponto encontrado, tracar
uma reta perpendicular ao segmento AB (serd a mediana / bissetriz / altura, certo?) até que ela encontre o trilho de

trem. Nessa interseccdo estara o ponto procurado.

Depois dessas consideracdes, nosso problema se resumiu a encontrar a metade da distancia entre as cidades A

e B.Vamos entender como podemos encontrar a distancia entre dois pontos? Muito bem, vamos 13!

Sejam os pontos A e B representados no plano cartesiano a seguir:

Figura 11: Plano cartesiano com eixos e os pontos A e B destacados.



Como A e B estao representados no plano cartesiano, vamos considerar os coordenadas de A por x, ey, e as

coordenadas de B por x, e y, Vamos também designar a distancia entre esses pontos por d,, . Acompanhem na figura:

Conseguimos assim obter um triangulo retangulo cujos catetos sao x,x, cuja medida € (x, - x,) e y,y, cuja me-
dida é (y, - y,) e cuja hipotenusa ¢é a distancia d,, entre os pontos. As medidas dos lados de um triangulo retangulo
estdo relacionadas pelo Teorema de Pitdgoras: em um triangulo retangulo, o quadrado da medida da hipotenusa é

igual a soma dos quadrados das medidas dos catetos.

Figura 12: Plano cartesiano com eixos e os pontos A e B destacados.

Utilizando Teorema de Pitdgoras temos:

dAB2 =(Xg _XA)2 +(Ye _yA)2
dyg =\/(XB _XA)2 +(Ye _yA)Z

A partir dai, sabendo as coordenadas das cidades A e B fica facil encontrar a distancia entre elas.

E que tal uma atividade?

Matematica e suas Tecnologias - Matematica
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Carla mora em Campo Grande e arrumou um novo emprego no Méier. Pelo mapa,
Carla observou que as coordenadas de Campo Grande e do Méier sdo (30, 27) e (60,24)

respectivamente

Seropédica

Determine a distancia (em linha reta) entre Campo Grande e o Méier.

Anote suas
vespostas em
sen cadevno

Encerramos esta secdo com uma interessante sugestdo: o site da Anatel tem um aplicativo que permite cal-
cular a distancia entre dois municipios ou entre dois pontos quaisquer, via latitude e longitude. Alids, sera que o site
encontrou o mesmo valor que a gente? Dé um pulinho por |3 e descubra! Para Campo Grande, latitude e longitude

sa0 22°52'47"S e 43° 33'43” 0. Para o Méier 22° 53'56"S e 43° 16'58" O.



Pagina do site da Anatel que permite calcular a distancia entre dois municipios: “

http://sistemas.anatel.gov.br/apoio_sitarweb/Tabelas/Municipio/DistanciaDoisPontos/Tela.asp. Uma
2 o0
dica: para inserir a latitude, atente para a caixa de selecdo Norte/Sul. J& no caso da longitude, como Mul"’lmlo\ld\

todo o territério brasileiro esta a Oeste de Greenwich, ndo ha caixa de selecdo.

Retas

Posicoes relativas entre duas retas no plano

O arquiteto responsavel pelo projeto da estagao enviou um email a todos os envolvidos na construg¢ao. O email

continha algumas das diretrizes a serem seguidas na realizacdo da obra:

Para josesilva@encaminhamento.com.br

Assunto  OrientagGes

*= 99 Verificar ortografia ~

i
il

B Z U T-+-A-T-@eoi=:
Seguem orientacdes:

- As listras na parede superior da plataforma devem ser paralelas,
jamais coincidentes, pois servirdo como estratégia de seguranca.

- As linhas divisérias horizontais e verticais do piso séo
concorrentes, podendo ser perpendiculares, caso o mestre
de obras prefira.

Figura 13: Email enviado pelo arquiteto responsavel pelo projeto da estacao com diretrizes para a obra.

Como algumas pessoas tiveram dificuldades em entender o que o arquiteto deu como instrucdo, ele enviou

um novo email com as seguintes definicoes:
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Para heliocoutinho@diretrizes.com.br

Assunto  Diretrizes

'Y= ®9  Verificar ortografia -

il

B 7 U T-T-A-[T-@eo = i=
Elucidando algumas duvidas...

- Retas séo coincidentes quando possuem todos os pontos
em comum;

- Retas séo concorrentes quando possuem apenas um ponto
em comum;

- Retas séo perpendiculares quando s&o concorrentes e
determinam um angulo de 90°;

- Retas séo paralelas quando ndo tém ponto em comum.

Figura 14: Email enviado pelo arquiteto responsavel pelo projeto da estacao com esclarecimento acerca das diretrizes.

% No link abaixo, vocé encontra uma colecédo de atividades desenvolvidas com software Geogebra. Den-

H’i (A tre elas, destacamos a atividade 7, referente as posicoes relativas de duas retas no plano
N\u Mmiala

http://mandrake.mat.ufrgs.br/~mat01074/20072/grupos/ditafafran/geogebra/geo.html

Equacodes da reta

Ja vimos nas sec¢des anteriores como representar pontos no plano cartesiano. Pretende-se agora estudar a reta
através dos recursos algébricos fornecidos pela Geometria Analitica. Mostraremos que a equacao de uma reta sera
da forma y = ax + b. Em outras palavras, os pontos do plano tais que a segunda coordenada y é dada em funcéo da

primeira coordenada x segundo a férmula anterior € um conjunto de pontos alinhados.
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Observe as duas figuras anteriores e diga em qual delas os pontos A, B e C estdo
alinhados. Sua resposta, a principio, pode ser dada de forma intuitiva. Tente expli-
car sua conclusao através de ferramentas matematicas.

Dica: uma forma de mostrar que A, B e C estdo alinhados é mostrar que a distancia
de AaCéigual a soma das distanciasde AaBedeBaC.

Mostre que no primeiro caso, o trés pontos A, B e C satisfazem a equagaoy = 2x —
1, enquanto, no segundo caso, isto ndo acontece.

Anote suas

vespostas em
sen caderno
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Equacao reduzida

Como determinar a equacao da reta que passa por dois pontos conhecidos? Digamos, por exemplo, que quei-

ramos obter a equacdo reduzida (ou, seja, na forma y = ax+b) da reta que passa pelos pontos A(2,1) e B(6,5).

Ora, se A e B pertencem a uma mesma reta, os valores de suas ordenadas e abscissas satisfazem a equacao
desta reta. Por isso, podemos fazer a substituicao dos valores de x, ey, (e também dos valores de x, e y,) na equagao

y=ax+b. Acompanhem:
No ponto A (2,1)
y=ax+b (x=2, y=1)
1=2a+b
No ponto B (6,5)
y=ax+b (x=6, y=5)
5=6a+b

Com duas equacdes e duas incégnitas, a saida € montar um sistema:

5=6a+b
1=2a+b

Resolvendo o sistema:

5=6a+b
- 1=2a+b
4 =43

Entdo,a=4/4=1

Substituindo o valor de a em uma das equagdes vocé obtém:
1=2a+b

1=21+b

1=2+Db

Assim, a equacao da reta que passa pelos pontos A e B é dada por:

y=ax+b (a=1, b=-1)



y=1.x-1

y=x-1

Ha uma outra maneira de encontrar os valores de a e b da equacéo reduzida da reta: calcular o valor

de a diretamente a partir da equacéo tga :% , € em seguida, substitui-lo, juntamente com os “

valores de (x,, y,) ou (x, y,) na equagao y=ax+lg. E l:?em mais simples do que parece, veja s6

Temos A(2,1) e B(6,5). Entdo Saiba Mais
a:tg(>L:X£:X’i:—5:l 1

Xz—X, 6 2

Para determinar o valor de b, basta tomar as coordenadas de um desses pontos, digamos A, e substi-
tuirnaequacdoy=1x+b (jAquea=1):

1=1.2+b

1=2+b

b=-1

Equacdo reduzida: y=1.x-1=x-1

Encontre a equacao reduzida da reta que passa pelos pontos A(1,3) e B(3,4)

Ancle suas

vespostas em
seu caderno

Equacao fundamental

O que é muito facil também é encontrar a equacdo da reta caso vocé tenha o angulo de inclinacdo e um ponto

pertencente a essa reta. Novamente, apresentamos um passo a passo:
1°) Calcular a tangente do angulo de inclinacao da reta:

2°) Substituir a tangente e o ponto na equacao da reta. Para esse problema nao utilizaremos mais a equacao

reduzida (y=ax+b, certo?) e sim a equacdo fundamental:

Matematica e suas Tecnologias - Matematica
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(y-y)=m(x-x)

onde (x, y ) sao as coordenadas do ponto e m a tangente do angulo de inclinagdo da reta
Vamos entender melhor com um exemplo!

Encontrar a equacdo da reta que passa pelo ponto (4,-3) e cujo angulo de inclinagao é 45°.
1° Passo) Encontrar tangente do angulo de inclinagao

tg45° = 1

2° Passo) Substituir a tangente e o ponto na equacao da reta:

y-(-3)=1.(x-4)

y+3=x-4

y=x-4-3

Encontre a equacgdo da reta que possui o mesmo angulo de inclinagdo da retay =

X -7, mas que passa pelo ponto (-3, 4)

Aﬂo"@ SuAs
vespostas em
seu caderno

Equacao paramétrica

Além de definir a reta pelo par ordenado (x,y), podemos relacionar o par ordenado a uma outra variavel que
vamos chamar de t conhecida como parametro.

Vamos exemplificar:

Sejam os pares ordenados (x,y) definidos pelas equagdes chamadas paramétricas:



Quando t vale, por exemplo, 6 teremos o par ordenado:

X=6-2=4
y=36+4=22
(4,22)

Podemos também determinar a equacao da reta definida pelas equagdes paramétricas da seguinte maneira:
x=t-2
Entdo, t=x+2

Substituindo na outra equacao paramétrica teremos:

y=3.x+2)+4
y=3x+6+4
y=3x+10

Considere a seguinte reta, descrita de forma paramétrica:

x=2.t+3
y=1-4t

Quiais as coordenadas do ponto que tem abcissa igual a 4?

Qual a equacao reduzida desta reta?

Aﬂo"@ SuAs
vespostas em
seun cadexno
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Conclusao

Nessa unidade, fizemos uma viagem por uma parte do mundo da geometria analitica cuja invencao foi muito
significativa e importante para a Matematica por fazer uma associacdo eficiente entre geometria e algebra. Ficamos
sabendo um pouco mais sobre coordenadas cartesianas, pontos e retas — além de conhecermos trés formas de repre-

sentar a reta: usando a equacao reduzida, a fundamental e a paramétrica.

Resumo

= No plano cartesiano, cada ponto do plano é identificado por um par de nimeros ordenados obtidos nos

eixos x (horizontal) e y(vertical).
= O eixo vertical é chamado eixo das ordenadas e é representado pory.
= O eixo horizontal é chamado eixo das abscissas e é representado por x.
= O parordenado referente ao ponto P é representado por (x, y,).

= Adistancia entre dois pontos Alx,y,) e Blx,y,) € dada pela expressao

dpg :\/(XB _XA)2 +(Ye _YA)Z

= Retas sdo coincidentes quando possuem todos os pontos em comum.

= Retas sdo concorrentes quando tém um unico ponto em comum.

= Retas sdao perpendiculares quando sao concorrentes e determinam um angulo de 90°.
= Retas sao paralelas quando sdao coplanares e nao tém ponto em comum.

= Equacao reduzida da reta: y = ax + b, onde a é o coeficiente angular (valor da tangente do angulo que a
reta faz com o eixo dos x) e b é o coeficiente linear (valor da ordenada do ponto em que a reta corta o eixo
dosyy).

= Equacdo fundamental da reta: (y - y)=m(x-x)

onde (x,y,) sao as coordenadas do ponto e m a tangente do angulo de inclinacdo da reta
= Equacdo paramétrica da reta

x=c.t+d

y=e.t+f

Onde ¢, d, e e f sdo numeros reais.



\/eda\ ANda

Quer estudar um pouco mais distancia entre dois pontos? Entao, acesse o site
http://www.matheducation.ca/iMathEducation.php?v=1.0&f=4713&i=242

e assista a esse video que da exemplos de calculos de distancias entre pontos de maneira bem facil.
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Atividade 1

stas

Atividade 2

a. Extintor de incéndio
b. Carrinho de supermercado

c.  Quadro

Atividade 3

As coordenadas dos bairros sao dadas por:

Campo Grande (30, 27)

Méier (60,24)

A distancia d ., de Campo Grande ao Méier € dada por:

d (60 - 30)? + (24 - 27)?

2 =
CGM

dyg = 30% + (3)2



Ay’ = 909

I
O
(=]
O

dCGM

deey =30,15 km

stas

Atividade 5

O objetivo é encontrar a equacao reduzida da reta que passa pelos pontos pontos

A(1,3) e B(3,4)

a:tga:yB_yA :4_3:

1
Xg—X, 3-1 2

Usando o valor de a (1/2) e as coordenadas de B (3, 4) em y=ax+b, temos

1
=—x+b
v 2

4:l3+b
2

b=4-2
2

b2
2

E a equacdo da reta fica

—lx+E
/ 2 2

Atividade 6

1° Passo) Encontrar tangente do angulo de inclinagao, que é o mesmo da retay =x-7
tg45° = 1

2° Passo) Substituir a tangente e o ponto na equacao da reta:

y-4=1.(x-(-3)

y-4=x+3

y=x+3+4

y=x+7
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stas

Atividade 7

A descricao paramétrica da reta é

x=2t+3
y=1-4t
Para saber as coordenadas do ponto que tem x=4, vamos na primeira equagao,
achamos o valor de t e substituimos na segunda equacao.

4=2t+3
4-3=2t

t=—
2

Indo para a outra equacao, teremos
y=1-41t

1
=1-4-=1-2=—1
Y 2

As coordenadas do ponto, entao, sao (4, -1)

Para achar a equacao reduzida da reta, achamos o valor de t em uma equacéo e

inserimos na outra.

x=2.t+3
Xx—3=2t
_x-=3
)

t

Entrando na outra equagao, teremos

y=1-41t

X—3
—1-4/222
Y ( 2 j

y=1-2.(x-3)
y=1-2x+6
y=-2x+7



(UFF - 00)

Na figura a seguir estdo representadas as retasre s

Sabendo que a equacdo da reta s é x =3 e que OP mede 5 cm a equacdo der é:

a.  y=3/4x
b. y=4/3x
¢ y=5/3x
d. y=3x
e. y=5x

Resposta: Letra B

Matematica e suas Tecnologias - Matematica
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Comentario:
Como o triangulo formado pelas retas r e s é retangulo, podemos utilizar o teorema de Pitagoras.

Um dos catetos mede 3 cm (reta s € x = 3) e a hipotenusa mede 5 cm (é dado no enunciado que OP mede 5 cm),

temos por Pitdgoras que a altura do triangulo, ou seja, o outro cateto mede 4 cm.
Sendo a equacao reduzida da reta y = ax + b, como r passa pela origem
b =0 e a = coeficiente angular = tangente do angulo de inclinagdo da reta = 4/3.

Logo, aequacao der éy =4/3x



@ ; C;
D 2y SR .
Advidade esxdva

Exercicio 1

O ponto A tem coordenadas (m+3; n —1) pertence a reta que passa pelos pontos (0; 0) e (1; 1).

Qual ovalorde m -n?

Exercicio 2

Um triangulo possui os vértices sobre os pontos A = (4; 3), B = (0; 3) e C que pertence ao eixo OX. Sabemos que

a distancia entre os vértices A e C e igual a distancia entre os vertices B e C.
Quais as coordenadas do ponto C?

(@) (0, 2) (b) (0, -2) () (2,0) (d)(-2,0)

Exercicio 3

Asretasr:ax+y-4=0es:3x+3y-7=0sao paralelas.

Qual é o valor de a?
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Exercicio 4

O ponto P, cujas coordenadas sao (k, -2), satisfaz a relacdo x + 2y - 10 =0.
Qual o valor de k??

(a) 36 (b) 144 (c) 196 (d) 200

Exercicio 5

Trés pontos A;B e C formam um triangulo, tal que o ponto A pertence ao semi-eixo positivo das ordenadas, os

pontos B e C tem coordenadas (2, 3) e (-4, 1). Sabe-se que do ponto A vé-se o segmento BC sob um angulo de 90,
Quiais as coordenadas do ponto A?

@ (-1,5) (b) (=1,0) (5,1 (d) (0, 5)

Exercicio 6

No plano cartesiano, um ponto P pertence a reta de equacao y = x e é equidistante (estd a mesma distancia)
dos pontos A(-1; 3) e B(5; 7).

Qual a ordenada do ponto P?

(a) 34/10 (b) 27/10 (c) 27/5 (d) 34/5

Exercicio 7

Os ponto A e B de coordenadas (m-2, 2m-n) e (2m, n-2) representam o mesmo ponto no plano cartesiano.

Qual é o valorde m n?

(@)-3 (b) -2 (91 (d)2

Exercicio 8

Sejay = mx+n a equagao reduzida da reta r que passa pelos pontos A = (2, -5) e B = (-4, 3).
Qual o valor de m + n?

(a)-13/3 (b)-11/3 (e 11/3 (d)13/3



Exercicio 9

Uma reta passa pelo ponto de intersecao das retas x - 3y + 1 =0 e 2x + 5y -9 =0 e pelo ponto (-3, -5).
Qual a equacgao geral dessa reta?
(@) 2x-y+7=0 (c)5x-6y+7=0

(b)6x-5y-7=0 (d)2x+y-7=0

Exercicio 10

Os pontos A, B, C e D sdo os vértices de um paralelogramo. Os pontos A, B e C tém coordenadas iguais a (2, 1);

(1,2) e (2, 3) respectivamente.
Quais devem ser as coordenadas do ponto D para que ABCD seja um quadrado?

(@ (4,2) (b) (1,3) (3,2 (d) (2,3)

Exercicio 11

Seja um triangulo cujos vértices estdo sobre os pontos A(1, -2), B(2, 0) e C(0, —1) e considere M a mediana rela-

tiva ao lado AC desse mesmo triangulo.

Qual o comprimento da mediana M?

Exercicio 12

Seja uma reta s que é paralela a reta r: 2x + y = 0 e que define com os eixos um tridangulo cuja area é 16.

Qual a equagao geral da reta s?

Exercicio 13

Seja o segmento AB determinado pelos pontos A(-3, 1) e B(5, 7), e a reta s que é paralela a mediatriz desse

segmento e passa pelo ponto A.

Qual é a equacao geral dessa reta?

Matematica e suas Tecnologias - Matematica
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Exercicio 14

Seja o ponto L cujas coordenadas sao (3p-1,4p + 1), 0 ponto L nao pertence a reta de equagao 2x+3y-19=0.

Quiais sao os valores possiveis para p?

Exercicio 15

Seja a retar, ilustrada na figura e seja o triangulo formado pela reta r, pelo eixo x e pela reta perpendicular ao

eixo x que passa pelo ponto (4, 0).

\

Qual é a area desse triangulo?
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Exercicio 7

A B

OO

Exercici

c D
ON

O @00

Exercicio 9

A B C D
O®O0O0

Exercicio 10

A

cC D
ONON NO

Exercicio 11

Calculamos o ponto médio do segmento AC que é D :[ 5

A medida da mediana é a distancia do ponto D ao ponto B, utilizando a formula da distancia tem-se m =

2 20)(02)

2 2 )22

)

Nﬁ‘
o

N

Exercicio 12

s

A equacao reduzida da reta s é igual ay = mx + n, como s e r sdo paralelas m = -2, entdo a reta s serd igualay =

-2x + n. A reta s toca os eixos OX e QY nos pontos (n =2, 0) e (0, n). A drea do triangulo formado sera dada por

=16=n’=64=n=8. Entioa equacdo reduzida daretaey =-2x + 8 é a equacado geral e 2x +y -8 =0.

n

—.n

2
2

J

.
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Exercicio 13

4 )
—3a+b=1
Reta que passa pelos pontos A e B .
S5a+b=7
Entdo —8a = -6, a = 3/4 e b = 13/4 entdo a mediatriz tem equacao
y=-4x/3+n
como a reta passa por A, o ponto na equacgao da reta temos 1 =-4 +n, entdon =5.
A equacao geral daretaé4x -3y +15=0.
. J
Exercicio 14
4 )
Se p pertencesse a reta entdao obedeceria a equacdao 2(3p-1)+3@p+1)-19=0=6p-2+12p+3-19=0
=18p-18=0=p=1.
Logo o ponto nao pertencerd a reta se p for diferente de 1.
\§ J
Exercicio 15
4 )
) ) o a+b=1
Sejay =ax+ baretar,impondo as condi¢cdes tem-se 4a+b=6
A equacgao dareta r é y = 5x/3-2/3. Quando y = 0 tem-se o ponto de intersecdo entre a reta r e o eixo OX.
5x/3-2/3=0=5x-2=0=x=2/5.
P
Logo a base do trirangulo tera comprimento 4 — 2/5 = 18/5. A drea serd A= ST =10,8
. J
bVQNQJ
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Geometria
Analitica 2

Para inicio de conversa...

Vocé ja olhou para o céu hoje? Ja pensou nas inimeras teorias que foram
desenvolvidas para tentar entender esse grande mistério que esta acima de nos-
sas cabecas? Alguns cientistas deram grandes contribuicdes para o melhor enten-

dimento dos planetas que habitam essa imensidao.

O italiano Galileu Galilei, por exemplo, foi responsavel por aprimorar e utili-
zar a luneta, importantissima para as observacdes das posicdes dos planetas. Ja o
alemao Johannes Kepler desenvolveu modelos para as 6rbitas dos planetas, afir-
mando que eles descreveriam érbitas elipticas, e que o Sol ocuparia um dos focos
desta elipse. Mais tarde, o inglés Isaac Newton mostrou, a partir da sua teoria da
gravitacdo, que os planetas e cometas descreveriam 6rbitas circulares, elipticas,
parabdlicas ou hiperbdlicas — desde que estivessem exclusivamente sob a acao

da atracédo gravitacional do Sol.

Figura 1: Planetas se movendo no espaco.
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A partir das formas das 6rbitas previstas pela teoria da gravitacdo de Newton, foi possivel fazer previsoes fas-
cinantes: o astrénomo inglés Edmond Halley concluiu que os cometas avistados em 1456, 1531, 1607 e 1682 era, na
verdade, um mesmo cometa que, por estar em 6rbita do sol, passava perto da terra a cada 76 anos aproximadamente.
A comprovacdo da previsdo de que o cometa voltaria em 1758, coroou a tese de Halley e fez com que o cometa fosse
batizado com seu nome. J& o matematico alemao Carl Friedrich Gauss conseguiu calcular a trajetéria do asteréide Ce-
res, determinando quando e em que lugar do céu ele poderia ser visto novamente, depois de ter ficado muito tempo

fora do campo de visao dos astrénomos. Impressionante, nao é mesmo?

Agora, existe algo ainda mais impressionante do que estas previsdes: as formas das trajetérias dos planetas -
circulos, elipses, hipérboles, etc - tem uma coisa muito importante em comum com os problemas que resolvemos na

aula passada.

Objetivos de aprendizagem

= Identificar retas paralelas e retas perpendiculares a partir de suas equacoes.
= (alcular as coordenadas do ponto de intersecao entre retas.
= Determinar a equacao da circunferéncia na forma reduzida, dados o centro e o raio.

= Conhecer as conicas
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Retas

Iniciamos esta secao relembrando o problema que perpassou a aula anterior: as prefeituras de duas cidades, A
e B, combinaram de construir uma estacao de trem numa ferrovia do governo estadual que passava préxima a estas
cidades. Isto serviria para aumentar a qualidade de vida dos moradores de ambas as cidades, que perdiam uma parte
importante do dia nos engarrafamentos para ir e vir do trabalho. Como o custo foi dividido igualmente, a estacao de-

veria ficar a uma mesma distancia de ambas as cidades . Dessa forma, demos inicio ao estudo da Geometria Analitica.

Figura 2: Estacdo de trem de Liverpool, na Inglaterra. Uma das mais movimentadas do Reino Unido.

Felipe é morador de um bairro da cidade A. Porém, as ruas deste bairro nao séo nomeadas da maneira com
que estamos acostumados. O bairro foi concebido a partir do plano cartesiano e, por isso, muitas de suas ruas sao
retas desse plano. Essas ruas foram nomeadas com a equacao da reta que as representa. Muitas casas, também, sdo

numeradas com um par ordenado, de acordo com sua localizacao no plano cartesiano.
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Sandro, amigo de infancia de Felipe, foi conhecer o bairro em que o amigo estd morando. Sexta a noite, resol-
veram se divertirindo ao cinema. Como Felipe iria para o cinema direto do trabalho, deu a Sandro o nome da rua, para

que ele o encontrasse diretamente no local do cinema.

Minka casa: vua Y = -2x -3

cinema: vua 5 =0,5« + 4

Caso queiva me esperar, tem uma lanchonete bacana na vua
=-2x+5

AR mais farde,
Felipe

OBS: Fiz am mapa para vock no verso da folha

Figura 3: Bilhete de Felipe para Sandro.

Sandro aceitou a sugestao de Felipe e resolveu ir a lanchonete. Antes mesmo de sair de casa ou olhar o mapa,
Sandro rapidamente percebeu que a lanchonete ficava em uma rua paralela a da casa de Felipe, ao passo que o cine-

ma ficava em uma rua perpendicular a da casa do amigo.

% Vale lembrar que retas paralelas sdo retas que ndo tém pontos em comum, como na figura

lMPoY‘l’M“'@

e retas perpendiculares possuem um ponto em comum e formam um angulo de 90°, como repre-
sentada a seguir
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Sandro rapidamente foi conferir no mapa se realmente estava correto e se ainda recordava-se dos conceitos

matematicos que havia utilizado para chegar a essa conclusdo. Olhando o mapa que Felipe deixou....

Figura 4: Mapa que Felipe entregou para Sandro.

E ndo é que Sandro realmente estava certo! Mas como sera que ele fez para acertar a posicao relativa entre as

ruas sem olhar o mapa?

Retas paralelas e perpendiculares

Vamos pensar juntos: o que faz com que duas retas sejam paralelas? E como sera que isso pode ser percebido

nas equacoes destas retas?

No plano cartesiano, podemos perceber que se duas retas sao paralelas, necessariamente elas fardo o mesmo

angulo com o eixo das abscissas! Veja na figura esses angulo representados por a, e a,:

A

Figura 5: Duas retas paralelas, r e s, cortadas por duas transversais, os eixos x e y.
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Como as retas fazem o mesmo angulo com o eixo dos x, o valor da tangente destes angulos serd o mesmo e,
por conseguinte, o coeficiente angular das retas também sera o mesmo. Dessa forma ficou facil para Sandro perceber
que a casa de Felipe situada na rua y = - 2x — 3 ficava na rua paralela a rua da lanchonete situada naruay = -2x + 5,

uma vez que seus coeficientes angulares sdo iguais: - 2.

Para concluir que as ruas da casa de Felipe e da lanchonete eram perpendiculares a rua do cinemay = 0,5x + 4,

Sandro lembrou da aula da professora Carmem, em que ela chegava a seguinte conclusao:

Se multiplicarmos os coeficientes
angu/ares qde duas retqs e o
resultqdo for-1, enptdo ags rekqs
sgdo perpendicu/ares.

8-
[

Wi

Figura 6: Professora Carmem falando sobre as relacao entre os coeficientes angulares de duas retas tangentes.

Entdo, Sandro pensou: o coeficiente angular das retas que representam as ruas da casa de Felipe e da lancho-
nete é -2; o coeficiente angular da rua y = 0,5x + 4 que representa o cinema é 0,5; -2 vezes 0,5 é igual a —1. As retas

sdo perpendiculares!
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Construa no plano cartesiano os gréficos das retas r1 e r2 de equagdesy =2xey =-x+ 2,
respectivamente.
a. Qual o angulo formado por essas retas com o eixo x?

b. Na figura construida, é possivel identificar um triangulo? Classifique-o quanto a
medida dos seus angulos internos.

Lembre—se:
faca em uma
folha & parte

A demonstracdo de que o produto dos coeficientes angulares de duas retas perpendiculares é -1 %
€ bastante interessante — e até acessivel ao nosso nivel. No entanto, como temos ainda muita aula

pela frente, fazemos assim: se vocé quiser vé-la na integra, acesse o site do Instituto de Matematica Saiba MNS
da UFRJ: http://www.im.ufrj.or/dmm/projeto/projetoc/precalculo/sala/conteudo/capitulos/cap41s4.
html. Do contrario, siga direto adiante na leitura da aula. Combinado?

Agora, chegou a sua vez de praticar, se localizando no bairro de Felipe!

Verifique se as ruas da escola e do parque sao perpendiculares ou paralelas a rua da

casa de Felipe.
Rua da Escola:y = 2x - 1

Rua do Parque:y ="%x+8

Lembre~se:
faca em uma
folha & parte
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Intersecao entre retas

Depois do cinema, Sandro resolveu ligar para Sara, que também nao o via ha tempos.

O4i, Sara, tudo bem?

Tudo! Mas quem

¢ que esta falando?
Ah, adivinha!

Ah, se vocé me conhece
mesmo, sabe que
eu detesto esse negdcio
de ficar adivinhando.

Ha, ha, ha! Vocé continua
uma figura, hein, Sara!?

Sandro, é vocé?!

Sou eu mesmo, qucrida!
Vim aqui ver nosso amigo
Felipe e resolvi te ligar.
Como estao as coisas?

Rapaz, que bom te ouvir!
Passem aqui em casa vocés
dois, que a gente bota
a conversa em dia, que tal?

Otima proposta!
Qual seu enderego?

Olha, eu moro na esquina da rua
da Escola, a y=2x-1, com a rua
do Parque, a y= %2 x+8.
Diferente essa nomeagio
de ruas, né? E a numeracio
da minha casa também ¢
diferente, é com pares ordenados.
O nimero da casa é...

O ntimero da sua casa é
(6,11), acertei?

Acertou! Danado, vocé - como ¢ que fez isso?

Bom, na verdade o que eu fiz foi...

Olha, nao explica nada agora ndo! Vem com
Felipe pra c4, para eu dar um abraco logo em
voces — e chegando aqui vocé me explica, ok?

Ok! Estamos indo.

Beleza! Beijo para vocés ¢ até breve!
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A Sara falou que mora numa esquina, certo? Pois entdo, a primeira coisa a se pensar é que uma esquina é o
ponto de encontro entre duas ruas. E, se as ruas estao representadas pelas retas, a esquina é justamente o ponto de

encontro entre estas retas. Entenderam? Otimo, vamos adiante.

A segunda coisa a pensar é que o ponto de encontro entre duas retas pertence a ambas as retas e, por isso, suas
coordenadas satisfazem tanto a equacdo de uma reta quanto a equacéo de outra reta. Noutras palavras, o ponto de
intersecao entre duas retas é o ponto em que as equacdes das duas retas sao iguais. Se representarmos uma reta por

y,=a,x,+b, e a outra pory =a x,+b,, o ponto de intersecao P (x,y) sera aquele em que y =y.. Veja na figura.

y2:a2 x2+b2

y] :al x1+b1

Figura 7: Retas y1 e y2 e seu ponto de intersecao Pi.

Assim, Sandro pensou o seguinte: a equacdo da rua da Escola é y = 2x -1; a equacdo da rua do Parque é y =2 x + 8;

Sara mora na esquina das duas, ou seja, no lugar em que 2x - 1 =% x + 8. Desenvolvendo, vem

2x-Y2x=8+1
1,5x=9
X=6

Para obtermos o valor correspondente para y, basta substituirmos o valor de x encontrado em uma das equa-

¢Oes anteriores.
y=2(6)-1
y=12-1=11
Assim, Sara mora na casa (6,11).

Observacao: Sabemos que existem 4 esquinas no cruzamento de duas ruas, porém, no nosso exemplo, vamos

considerar que todas levam a mesma numeracao, ok?

Novamente, hora de vocés se orientarem no bairro de Sara e Felipe.
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Encontre as coordenadas cartesianas da esquina das ruas do cinema (y=0,5x + 4) e da
lanchonete (y = -2x + 5). Depois, encontre as coordenadas cartesianas da esquina da rua do

cinema (y=0,5x + 4) com a rua da casa do Felipe (y =-2x - 3)

Lembre~se:
‘FM UM umAa
Fola 4 parte

Articulando os conceitos: o problema da estacao

Nesta secdo, vamos juntar tudo o que vimos até agora — inclusive conceitos da aula anterior — para resolver
um problema maior, mais complexo. Nosso objetivo é mostrar que a geometria analitica pode nos levar muito, mas
muito longe na resolucdo problemas bastante concretos. O problema escolhido é aquele ja conhecido de vocés da

aula anterior: o de encontrar a localizacdo da estacdo de trem.

Na aula anterior, tinhamos usado este problema como um mote para calcular o ponto médio da distancia entre
as duas cidades. Agora vamos mostrar que, a partir dai — e do que acabamos de ver nas se¢des anteriores - é perfeita-
mente possivel calcular o ponto exato da linha do trem em que deve ser construida a estacao. Vamos 1a? Acompanhe

na figura, entdo:

y A
30 E(xpYe) trilho
20 B(30,20)
Pm(xni:,ym)
10 : f
} | ! >
20 30 X

Figura 8: Cidades A e B, estacao E, ponto médio Pm entre A e B e trilho do trem representados no plano cartesiano.
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Vemos entdo que, o ponto a ser determinado deve estar contido na mediatriz do segmento AB, uma reta perpen-

dicular a esse segmento e que passa pelo seu ponto médio. Dessa forma, nossa solucao esta dividida entdo em 3 partes:

1. encontrar o ponto médio P, do segmento AB,
2. encontrar a equacdo da reta perpendicular ao segmento AB e que passa pelo ponto P,

3. encontrar aintersecdo desta reta com a reta que representa o trilho do trem

Solucio, parte 1

Para a primeira parte da solucdo, vamos usar muito do que ja vimos na aula anterior, vejam sé:

AY

Figura 9: Cidades A(xA, yA) e B(xB, yB) e ponto médio PM(xM, yM) representados no plano cartesiano.

Na figura anterior, os triangulos ABP,, e AOB sao semelhantes e a razao de semelhanca é %2 (ja que P,, &, por
hipdtese, ponto médio de AB). Dessa forma, teremos que D é ponto médio de AO g, analogamente, C é ponto médio

de BO. Assim, xM = (xA+xB)/2 e yM=(yA+yB)/2. No nosso caso, como A(20,10) e B(30,20), x,,= 25 ey, = 15.
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Solucao, parte 2

Encontrando o ponto médio, vamos ao segundo passo: encontrar a equacgao da reta perpendicular ao seg-

mento AB e que passa por P, . Lembramos aqui que, na aula anterior, ja fizemos atividades em que encontravamos a

equacdo de uma reta que passava por um determinado ponto e que tinha uma determinada inclinagao, certo? Entao,

0 ponto ja temos: € o ponto P, (25, 15). Falta agora encontrar a inclinagdo da reta perpendicular ao segmento AB.
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A o
K=&y

Figura 10: Triangulo retangulo ABC, com angulo a e medidas dos
lados AC e BC destacados.

Sabemos que

cateto oposto a o

1ga = -
cateto adjacente a o

Logo:

tgazyB_yA

Xp =Xy

O valor encontrado é justamente o do coeficiente angular da reta que dé suporte ao segmento AB.
Se usarmos a equacao reduzida da reta, ele serd o valor de a na expressdo y = ax + b. Se usarmos a
fundamental, ele seré o valor de m na expressdoy —y,=m (x - x,).



Ai ficou facil! Ja temos os valores de x,, y,, X,, ¥, — basta substituir na expressao. Vamos 147

tga=yB V4
Xp =Xy
- 20-10
©30-20
tgazmzl
10

Achado o valor do coeficiente angular desta reta, entrar com ele na expressdo m,=-1/m,_ (que vem daquela

propriedade apresentada pela professora Carmem, certo?)

m,=-1/m,,
m,=-1/1
m, =-1

p

Opal Uma beleza! Ja temos o ponto, P,(25, 15) e a inclinacao da reta, -1. Vamos agora achar a equacao da reta

na forma reduzida (poderiamos perfeitamente encontrar essa equacao na forma fundamental, ok?)
y=ax+b;a=-1,P (25, 15)
y=-1.x+b
15=-1.(125)+b
15+25=b
b =40
Equacdo da reta:y = —x + 40

Ufa! Por um lado, é trabalhoso, ndo é verdade? Mas veja que, por outro, ndo estamos trazendo conceitos novos:
tudo o que utilizamos até aqui ja foi discutido nesta aula e na aula anterior. A novidade esta justamente na articulacao
dos conceitos, que pode nos levar a resolver problemas muito mais complexos do que imaginamos a principio. Toma-

ram félego? Otimo, estamos quase 3!
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Solucao, parte 3

y A
30 Exee) trilho

B(30,20
20 -- ----,( )

P, (.,
10 A(20,10) E
i | >
20 30 X

Figura 10: Desenho base do problema com etapas da solucdo destacadas.

Muito bem, vamos dar uma olhada na figura e recapitular o que ja fizemos até agora: na primeira etapa da
solucao, achamos o ponto médio P,, do segmento AB. Na segunda, encontramos a reta perpendicular a AB e que
passa por este ponto médio. Agora, na etapa final, vamos encontrar o ponto de intersecdo entre esta reta e a reta
que representa o trilho do trem. A equacao da reta perpendicular ao segmento AB e que passa por P, , ja temos:
y=—x+40. Falta achar a equacdo da reta que representa o trilho do trem e encontrar a intersecdo entre ambas,
igualando as duas equacoes. Lembramos que foi exatamente isso que fizemos na Atividade 2 desta aula — e na

explicacao que a antecedeu, certo?

A reta que representa o trilho do trem é uma reta paralela ao eixo dos x e que corta o eixo dos y no ponto 30
- o tal ponto (0,30) do plano cartesiano. Assim, se a gente achar mais um ponto da reta, ja poderemos descobrir sua
equacdo. Como essa reta € paralela ao eixo dos x na altura 30, todos os seus pontos tém y=30 - déem uma conferida
no gréfico, se quiserem: o ponto com x=1, tem y=30, o ponto com x=-2 tem y=30, o ponto com x=1512 tem y=30 e
assim por diante, para todos os pontos. Vamos entao escolher um ponto qualquer - com x=15, digamos. Esse ponto
terd — adivinhem?! - y=30! Entdo ja sabemos que o ponto (15,30) também pertence a esta reta. Temos entao dois

pontos e queremos achar a equagao da reta que passa por eles.

Se a gente pensar na equacao reduzida, y=ax+b, so faltaria s6 achar o valor de a e proceder as substitui¢des.

Esse valor, como vimos na aula anterior e resgatamos nesta aula, é o valor da tangente do angulo que a reta faz com

YB — V4 ~ . .
— —_,ondex,y, X, ey, sdo, respectivamente, ordenadas e abcissas dos
Xp—X o

B A

pontos A e B, pertencentes a reta. Como ja temos os valores, é sé substituir:

o eixo dos x, dada pela expressao & =

118



y = ax + b; A(0,30); B(15,30)

tga_yB V4
Xp —Xy

tgar = 30-30
15-0

tgaziz
15

a=0

Fazendo a substituicdo com B(15,30), temos

30=0.15+b
30=0+b
b=30

eaequacaodaretaficay=0.x+30;y=30

Vocé deve estar se perguntando: y=30? Ué, mas cadé o x? Isso esta certo mesmo? Ao que respondere-
mos, é y=30 mesmo, ndo tem x e estd certissimo. Veja que o fato de a equagao“néo ter x” corresponde
justamente aquela situacdo que descrevemos anteriormente: para qualquer valor de x, teremos y=30.

Mais precisamente, retas paralelas ao eixo dos x tém a=0, justamente porque, na expressdo da tan-

gente (fga = Y= Vu ), que vai dar o valor de a, o termo yb-ya sempre se anula (se a reta é para-
Xp—X
B 4

lela ao eixo dos x, yA=yB=yC=...). Assim, estas retas terminam representadas na forma y=b, visto que

o primeiro termo, ax, é sempre nulo, em consequéncia de 0.x ser sempre igual a zero.

\

ImFoV-I-M'I-w

Chegamos entao a reta final: encontrar a intersecdo entre a reta y=30 e a reta y= —x+40. Como ja vimos na

Atividade 2, vamos igualar as duas equacgdes:

y=30;y=-x+40

30=-x+40
x=40-30
x=10.
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Substituindo em qualquer uma das duas equacgodes — y=30 é bem mais facil - teremos que, para x=10, y=30

A estacao, entao, ficara situada no ponto (10, 30) ! !'!

Circunferéncia

i IHIIUI I i) i)

I
v i

Figura 11: Estacao de trem de Atocha, em Madri, Espanha.

A noticia de que as cidades iriam fazer uma parceria para construir a estacdo de trem teve grande repercussao!
A populacédo ficou muito motivada e varias instituicdes decidiram colaborar com o processo. O escritorio de arquite-
tura mais famoso da cidade A, por exemplo, sugeriu que a estacao fosse construida no mesmo espirito da estacdo de
Atocha, em Madri, na Espanha. Essa estacao é mais do que um simples lugar embarque e desembarque de passagei-
ros, oferecendo cafés, restaurantes, praga de alimentacao e um excelente espaco de convivéncia para as pessoas que
estdo em transito - veja na figura. O escritério sugeriu ainda que fosse construido um parque ao redor da estacao,

ideia que foi muito bem recebida pela populacéo e pelas prefeituras.

Outra instituicao que decidiu colaborar foi a associacdo de comerciantes da cidade A, que entrou em con-
tato com a associacao de comerciantes da cidade B para que, juntas financiassem o parque. A ideia era dividir o

custo em 100 cotas iguais e oferecé-las a 100 comerciantes, 50 de cada cidade. O comerciante que comprasse a
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cota poderia construir um quiosque no parque. Depois de vendidas as cotas — o que aconteceu muito rapidamente —
todos os comerciantes que compraram as cotas queriam ficar exatamente na entrada da estacao, lugar em que teriam
a melhor chance de vender aos passageiros. Como a construcdo de 100 quiosques todos juntos seria impossivel — ou,
na melhor das hipéteses, comprometeria inapelavelmente os projetos arquitetdnicos da estacao e do parque - as
prefeituras se viram diante de um problema: como fazer para que todos os comerciantes tivessem a mesma chance

de acessar os passageiros?

Depois de muitas reunides, as prefeituras decidiram estabelecer que todos os 100 quiosques deveriam estar a
uma mesma distancia da entrada/saida da estacdo. Assim, todos teriam, pelo menos teoricamente, a mesma chance
de ser visitados por um cliente. Seu amigo José, estagiario no escritério de arquitetura, foi designado para fazer a
planta da drea em que vao ficar os quiosques. Marcou boa parte deles, todos a mesma distancia da estacdo, e chegou

a sequinte figura:

e
i .'.

. [ )
iy 2P
(] r
¢ C '.
b [ ]
s
. H
® °

® ®
® ®
® .
) °
. ,®

Figura 12: Distribuicdo dos quiosques em torno da estacao, representada pelo ponto C.

Ah, é um circulo! disse José — ou serd que é uma circunferéncia? Ih, que duvida! Existe diferenca entre uma e

outra ou serd que as duas palavras querem dizer a mesma coisa? Como sera que eu faco para saber isso, hein?

Para dar aquela resposta caprichada ao prezado José, dé uma olhadinha no boxe seguinte.
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E muito comum a confuséo entre circunferéncia e circulo. Vamos aproveitar para sanar essa duvida logo no
“ inicio. Circunferéncia é a linha de contorno, enquanto o circulo é a figura plana delimitada pela circunferéncia.

Saiba Mais
circunferéncia

circulo

Circunferéncia é lugar geométrico dos pontos (x,y) de um plano que estdo a uma mesma distancia - chamada

de raio, R - de um ponto fixo desse plano, denominado centro C(x y ). Veja na figura seguinte

\ X

Figura 13: Circunferéncia de raio R e centro em C.

Destacamos aqui a semelhanca entre esta situacdo e a distribuicdo dos quiosques na figura 12: da mesma
forma que todos os 100 quiosques estdao a uma determinada distancia da estacao do trem, todos os pontos P da cir-

cunferéncia estdo a uma distancia R do centro C. Ok?
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Outro elemento conhecido da circunferéncia é o diametro. O didmetro é uma corda, ou seja, um segmento
que une dois pontos distintos da circunferéncia. Mas por passar pelo centro, o didametro é uma corda especial. O dia-

metro tem o dobro da medida do raio (que ja definimos anteriormente).

D me‘xo

Figura 14: Circunferéncia com diametro e raio marcados.

Muito bem! Diametro, raio, centro, todos os pontos a uma mesma distancia... serd que a gente consegue cons-
truir uma equacao para a circunferéncia? A resposta, vocés ja devem ter adivinhado, é sim, claro! E olha que é até bem

simples a idéia. Vamos retomar a figura 13, com algumas alteracoes:

CXer Vo)

S

Figura 15: Circunferéncia de raio R e centro em C(xC, yC), com ponto P(x,y) destacado.
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A ideia central é que a distancia entre os pontos P e C permanece constante e igual a R. Ora, se nos lembramos
da aula anterior, veremos que uma das primeiras coisas que fizemos foi encontrar uma expressao para a distancia

entre dois pontos. Lembraram dela?

dA82 =(xg _XA)2 +(yg _YA)2

Vamos agora substituir os valores de acordo com a figura 15. Vejam |a:

R? :(x—xc)2+(y—yc)2

Essa é a equacdo reduzida da circunferéncia, dada em funcdo da medida do raio da circunferéncia e das coor-

denadas do seu centro.

Qual dos desenhos abaixo representa a planta do bairro A e qual representa a planta
do bairro B, sendo A uma circunferéncia de centro (2,-3) e raio 3 e B uma circunferéncia de

centro (3,3) e raio 3?
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Lembre~se:
faca em uma
folha & parte
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Lembram da nossa estacao? Aquela que ficava no ponto (10, 30) e que estaria ro-
deada pelos quiosques dos comerciantes que financiaram a construcao do parque? Entéo,
levando em consideracao que as distancias estdo em quilometros e que a distancia entre
0s quiosques e a estacao deve ser de 100m, escreva a equacao reduzida da circunferéncia

formada pelos quiosques.

Lembre~se:
faca em uma
Folha & parte

Secao 3

As conicas

Na secdo “Para inicio de conversa”, falamos que os primeiros modelos para o nosso sistema solar presumiam
que os planetas descreviam érbitas circulares e que, mais tarde, a partir da teoria newtoniana, verificou-se que estas
orbitas eram, de fato, elipticas. No entanto, é importante deixar claro que é perfeitamente possivel para um corpo ce-
leste descrever uma trajetéria circular em torno de um outro corpo — muitos satélites que usamos para comunicacao,

por exemplo, descrevem 6rbitas circulares em torno da Terra.

Figura 16: Antena para transmissao via satélite situada no teto de um caminhao de TV.
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Umas das caracteristicas fascinantes acerca da teoria newtoniana da gravitacdo é que as 6rbitas previstas por
ela - circunferéncia, elipse, parabola e hipérbole - podem ser obtidas “cortando” um cone de folha dupla com um

plano. Vejam a figura seguinte:

Circunferéncia Elipse Parabola Hipérbole

Figura 17: Seccao de um cone de folha dupla por um plano, gerando, da esquerda para a direita, uma circunferéncia,
uma elipse, uma parabola e uma hipérbole.

Atentem para o movimento do plano: quando ele esta paralelo a base, o corte — ou secdo, para usar o termo
mais apropriado — gera um circulo. Quando o plano comeca a rodar, estando mais alto na parte esquerda do que na
direita, ele gera uma elipse. Quando a rotacdo se acentua, ele corta apenas uma parte de uma das folhas do cone,
gerando a parabola. Finalmente, quando o plano gira ainda mais e comeca a tocar as duas folhas do cone, a curva
é a hipérbole. E sabem o que é melhor? Todas - e repetimos — todas estas curvas podem ser descritas por equacdes
semelhantes a da circunferéncia. Assim, encontrar a trajetéria de um satélite, ou encontrar o ponto exato em que a
trajetéria de um determinado cometa cruza a érbita de um planeta termina se resumindo a um problema de alge-

bra — as vezes com um pouco mais de contas, as vezes com um pouco menos, mas sempre um problema de algebra.

Cumprimos assim a promessa da secdo “Para inicio de conversa”: as retas que modelam as ruas e trilhos da
cidade; as circunferéncias que modelaram a distribuicdo dos quiosques e modelam as érbitas dos satélites; as elipses
hipérboles e parabolas que modelam as 6rbitas dos cometas e dos planetas — todas essas retas e curvas, sem excecao
- podem ser representadas e trabalhadas pela geometria analitica, muito a maneira do que fizemos no problema de
encontrar a posicdo da estacdo de trem. J& pensou nas possibilidades que isso pode abrir? Enquanto estiver pensan-

do nelas, ou, até, para expandi-las ainda mais, convidamos vocé a ver o video do link seguinte — e nos despedimos.
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Para saber mais sobre a relacdo entre a Astronomia e a Geometria Analitica, acesse o video “Na cauda do

Mu“’imi&io\ cometa”no link: http://m3.ime.unicamp.br/recursos/1137.

Resumo

Retas sao paralelas se, e somente se, possuem a mesma declividade. Isto é:

A reta r com declividade m é paralela a reta s com declividade m_se, e somente se, m =m._.

Retas sdo perpendiculares se, e somente se, a multiplicacdo de suas declividades é -1. Isto é:

A reta r com declividade m é perpendicular a reta s com declividade m_se e somente sem .m_=-1.

Para achar o ponto de encontro entre aretay, e a reta y, basta fazer y,=y,, encontrar o valor de x e, em

seguida, substituir em qualquer uma das duas equacoes.

Circunferéncia é lugar geométrico dos pontos (x,y) de um plano que estdo a uma mesma distancia - chama-

da de raio, R - de um ponto fixo denominado centro Clxy)

Equacao reduzida da circunferéncia: (x —x.)* +(y —y.)* =R?

Veja ainda

Acesse o link http://www.cienciamao.usp.br/tudo/exibir.php?midia=pru&cod=_geometriaanalitica e tenha

acesso ao um texto interessante sobre geometria analitica que além de resgatar as técnicas bdsicas e as equacdes de

curvas enfoca suas aplicacoes.
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Atividade 1

tas A rua da escola nao é nem perpendicular nem paralela a rua da casa de Felipe, as
ruas da casa de Felipe e da escola sdo apenas concorrentes (se interceptam em um Unico

ponto).
Ja arua do parque é perpendicular. Observe os calculos:
Declividade da rua de Felipe -2
Declividade da rua do parque %2

2. % =-1

Atividade 2

Intersecao entre a rua do cinema, y = 0,5x + 4 e a rua da lanchonete, y = -2x + 5
05x+4=-2x+5

05x+2x=5-4

2,5x=1

5/2x =1

x=1/(5/2)=2/5=0,4

Substituindo na equacao y = -2x + 5 (poderia ter sido na outra, ok?), teremos
y=-2(04)+5=-0,8+5=4,2

Assim, as coordenadas da intersecdo sao (0,4; 4,2)

Intersecao entre a rua do cinema y = 0,5x + 4 e a rua da casa de Felipe, y = -2x - 3
05x+4=-2x-3

0,5x+2x=-3-4

2,5x=-7

x=-7/25=-28
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Substituindo na equagao y = 0,5x + 4 (poderia ter sido na outra, ok?), teremos
y=0,5.(-28)+4
stas
y=-14+4
y=26

As coordenadas da intersecédo sdo (-2,8 ; 2,6)

Atividade 3

O desenho 1 representa c1 A. Ja o desenho 3 representa c2.

Atividade 4

A equacio reduzida da circunferéncia é (x—x.)> +(y —y.)* =R*

No caso, x.=10ey =30eR=0,1 (100m = 0,1Km, certo?)

A equacao entao fica

(x=10)* +(y —30)* =(0,1)?
(x—=10)* +(y —30)> =0,01
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QUESTAO 1(USP)

A equacao da reta passando pela origem e paralela a reta determinada pelos pontos A(2,3) e B( 1, - 4) é:

a. y=x

b. y=3x-4

Resolucao

A reta que passa pelos pontos A e B é descrita pela seguinte equagdoy =ax+b
substituindo o ponto A

3=2a+b

substituindo o ponto B

-4=1a+b

entao, temos:

3=2a+b
—(-4)=-a-b

7=a

Nao é necessario encontrar o valor de b. O valor de a é suficiente para resolver o problema.
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Como a reta é paralela a reta que passa por A e B, ambas tém a mesma inclinacao, logo o coeficiente angular

dessa reta também é 7.
Como a reta passa pela origem b =0.
Assim, a equacgao da reta que estamos procurando é y = 7x

Resposta: Letra D
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Exercicio 1

As retas r e s sao concorrentes
r:3x+2y-8=0es:4x+5y-13=0
Qual o ponto de interseccao?

@(@,2) (b) (2.1) (@1 (d)(1,0)

Exercicio 2

Considere asretas 2x -5y -2=0e3x+5y-28=0
Em que ponto elas sdo concorrentes?

() (6,2) (b) (2, 6) (©@3,5) (d) (5,3)

Exercicio 3

Considereasretasr:x+7y-10=0es:y=7x+3
Quanto vale o produto de seu coeficientes angulares?

(@-7 (b) 7 (1 (d) -1
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Exercicio 4

Qual a equacao geral da circunferéncia de centro C(3, 2) eraior=7?
(@x*+y*-6x-2y-18=0 () x*+y?-4x-6y-36=0

(b) x*+y2-3x-2y-18=0 (d)x*+y>-6x-4y-36=0

Exercicio 5

Qual a equacao geral da circunferéncia de centro C(-3, 4) eraior=3?
(@) x*+y*-6x—-2y-18=0 (x*+y>+6x-8y+16=0

(b) x*+y*-3x-2y-18=0 (d)x*+y>-2x-4y-36=0

Exercicio 6

Qual a equacao reduzida da circunferéncia de centro C(2, 5) e raio r = 3?
@ Kx-2P2+(y-5°=9 (@ (x-2+(y-572=3

(b) (x-4)*+(y-102=9 (d) (x-4)*+(y-102=3

Exercicio 7

Qual o centro e o raio da cincurferéncia da equacao (x - 4)>+ (y — 5)2=9?
@C=@4,5er=9 (c)C=(4,5er=3

(b)C=(2,5)er=9 (dyC=(2,5)er=3

Exercicio 8

Qual o centro e o raio da cincurferéncia da equacao x> + y? = 2?
(@) C=(0,0)er=~2 (©C=(0,00er=2

b)C=(1,Ner=2 d)C=(1,1er=+~2
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Exercicio 9

Qual conica a figura ao lado representa?
(a) Hipérbole (c) Circunferéncia

(b) Elipse (d) Parabola

Exercicio 10

Qual cénica a figura ao lado representa?
(a) Hipérbole (c) Circunferéncia

(b) Elipse (d) Parabola

Exercicio 11

Asretasr:6x+7y+3=0es: 12x+ 14y - 21 = 0 sdo paralelas?

Exercicio 12

Asretasr: 5x+3y—-10=0es:5x - 10y - 10 = 0 sdo paralelas?

Exercicio 13

Asretasr:x-y+7 =0es:2x+ 5y — 7 = 0 sdo perpendiculares?

Exercicio 14

Qual a equacao reduzida da circunferéncia de centro C= (-1, 4) e raio r = 27
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Exercicio 15

Quial conica a figura ao lado representa?
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Exercicio 1
O @00
Exercicio 2
®000
Exercicio 3
00 ®O0
Exercicio 4
000 e

Exercicio 5

Os»
Ow
Ooe
®c

Exercicio 6

®000
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Exercicio 7
A B C€C D
ONON N0

Exercicio 8

o>
Ow
Ooe
O¢®

Exercicio 9

Os»
o~
Ooe
O¢®

Exercicio 10
ONON N0

Exercicio 11

[ Sim, pois tem o0 mesmo coeficiente angular, m=-6=7.

Exercicio 12

[ Nao. Coeficientes angulares distintos.
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Exercicio 13

[ Nao. Por qué?

Exercicio 14

[ xX+1)2+(y+4)2=4

Exercicio 15

[ Hipérbole. Por qué?

Al
brevel
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